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CONSTANTINE THE PHILOSOPHER UNIVERSITY NITRA
ACTA MATHEMATICA 13

REFLEXE NETRADICNICH ULOH A MATEMATICKYCH AKTIVIT
V PROSTREDI ZAKLADNI SKOLY

BOHUMIL NOVAK

ABSTRACT. The summary of experience gained when solving the project dealing with
putting nontraditional activities into the practice in the primary school mathematics
teaching. The research results are presented and the examples of mathematics exercises
leading to development of pupils” problem solving competences are given.

1. Uvod

V letech 2006 — 2009 byla v ramci feseni projektu Narodniho programu vyzkumu II
MSMT, ¢&. 2E06029 s nazvem »Vyzkum novych metod soutézi tvofivosti mladeze
zaméfenych na motivaci pro védeckovyzkumnou cinnost v oblasti pfirodnich véd*
feSeného na Prirodovédecké a Pedagogické fakult¢ UP v Olomouci realizovana tfada
dil¢ich projekti na zakladnich Skolach v olomouckém regionu, zaméfenych na
popularizaci a propagaci matematiky jako Skolniho pfedmétu prostiednictvim motivacnich
aktivit. Kurikularni reforma v Ceské republice vytvaii prostor ke zméné pojeti, forem a
metod vyucovani matematice, umoziuje, aby ucitelé dokazali matematiku ucit tvofivym a
poutavym zpUsobem, stali se spolutviirci zménéného klimatu, nositeli vyzev pro zaky i pro
sebe samé.

Vyuziti projektd, soutézi, nestandardnich tloh a didaktickych her povazujeme v
matematickém vyuCovani za vyznamné. Podle Spilkové (2004) je v ném akcentovana
dialogi¢nost vystavby poznani, které se odehrava vzdy v socidlnim kontextu, zejména v
komunikaci a v interakci se spoluzaky a ucitelem, i autenti¢nost poznani - ,,ja“ jako
subjekt originalni tvorby poznatku (vyznam hledani, objevovani a konstruovani poznani
na zaklad¢ vlastni Cinnosti, zkuSenosti, prozitku). Ucitel jiz neni ten, kdo jen sd€luje, tidi,
rozhoduje a kontroluje, ale vytvari vhodna prostfedi, podminky a situace pro zadkovo
uspésné uceni, motivuje, poskytuje moznost zaktim podilet se na rozhodovani o nastrojich,
prostfedcich a organizaci ucebni Cinnosti, dokaze prezentovat, ,,aranzovat® ulohu ¢i hru
jako zajimavy problém, jinymi slovy individualizovat vyucovani matematice (Fulier,
Sedivy, 2001). Pro uditele je pfitom velmi dileZitd reflexe vlastni Ginnosti: dovednost
zpétné analyzovat a hodnotit svou Cinnost, nasledné ji ménit, inovovat, signifikantn¢
ovlivituje kvalitu Cinnosti ucitele, miize vyznamné rozvijet jeho didaktické mySleni a
jednani (Nezvalovd, 2000).

Uvedena teoretickd vychodiska poskytla zakladni orientaci a rdmec pro nas vyzkum
vedouci k vytvofeni matematickych soutézi a projektii v ramci ttidy, resp. Skoly pro 1. a 2.
stupefi ZS s moznosti zapojeni zakd se specialnimi vzd&lavacimi potiebami, jehoz
konkrétnimi pribéznymi vystupy se stala ptiprava a realizace akci typu ,,Den s netradi¢ni
matematikou‘ (oteviené hodiny matematiky, den se zajimavou matematikou, matematické
soutézeni,...) jako ukazkovych aktivit zaméfenych na zménu metod a forem vyuky.

V naSem pfispévku uvadime néktera zjisténi, ktera vyplynula z vyzkumného Setfeni
realizovaného jako soucast feSeni projektu. Pokusili jsme se zjistit, jak piijimaji netradicni
matematické aktivity realizované v ramci projektu zaci a ucitelé zakladnich skol.
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2. Metody vyzkumu

K posouzeni toho, do jaké miry se podaftilo feSitelim projektu naplnéni uvedeného cile
dosahnout ¢i alespon se k nému priblizit, bylo vyuzito né¢kolika vyzkumnych nastroja:

1) dotaznikové Setfeni na vzorku zakl zakladnich skol participujicich na vyzkumu,

2) autentickd vyjadreni zakd (pisemna i ustni) po skonceni jednotlivych akci

na Skolach,

3) reflexe nazora a zkuSenosti ucitelil, ziskanych pfi pfipraveé a realizaci jednotlivych

aktivit.

Data pro kvantitativni vyzkum jsme ziskali prostfednictvim anonymniho dotazniku,
ktery musel byt pro zéky 1. a 2. stupné ZS pfiméfeny a dostateéné srozumitelny. V zahlavi
obsahoval zakladni udaje o dotazovaném — pohlavi, navstévovanou tfidu, Skolu a posledni
znamku z matematiky na vysvédceni - pro provedeni nasledného tfidéni a vyhodnoceni.
Byl sestaven z 10 strukturovanych polozek, ve kterych méli zaci své odpoveédi oznacovat
na Ctyfstupnové Skale (rozhodné ano - a, ano - b, ne - ¢, rozhodné¢ ne - d), dale jedné
stupnicové polozky (,,Vyber a napis nazvy péti ¢innosti, kterych ses ziCastnil(a), a setad’ je
od nejlepsi po nejhors$i“) a z jedné nestrukturované polozky (,,Napi§ svoje vlastni
zhodnoceni akce®). Pro zachovani autenticnosti a ziskani co nejvérohodnéjSich udajii
probihalo dotaznikové Setfeni vzdy bezprostfedné po ukonceni akce na dané skole.
Podatilo se nam ziskat tdaje od 340 respondentt, z toho 153 divek (45%) a 165 chlapci
(49%). V 22 dotaznicich nebylo pohlavi uvedeno. Respondenti navstévovali 6 zakladnich
kol a 1 viceleté gymnazium. Z celkového poétu bylo 119 zaka 1. stupné (36%) a 216 zaku
2. stupné a niz8ich ro¢nikl viceletého gymnazia (64%), 5 dotaznikl se vratilo bez uvedeni
ro¢niku. Vysledky tfidéni prvniho stupné jsme zpiehlednili sloupcovymi diagramy, ke
zpracovani vysledkll Setfeni bylo pouzito testu nezavislosti chi-kvadrat pro ¢tyfpolni
tabulky. V kazdé oblasti jsme zkoumali odlisnosti v odpovédich respondentl v zavislosti
na pohlavi (chlapci a divky) ke zohlednéni genderovych rozdilii a na véku (navstévovany
1. nebo 2. stupeii ZS). Hodnoty y2 jsou uvadény pro 1 stupeii volnosti a hladinu

vyznamnosti 0,05, tj. srovnavame s kritickou hodnotou ;((ios (1) =3,841 (Chraska, 2007).

Dotaznik byl koncipovéan tak, aby bylo mozné blize zkoumat nasledujici oblasti:

e Zajem zakl o matematiku jako Skolni pfedmeét.

e Zijem zakll o realizaci netradicnich matematickych aktivit, projektl, feSeni
nestandardnich uloh a her.

Vyuzivani osobniho pocitace.

Zakovské hodnoceni jednotlivych aktivit a ¢innosti v ramci projektu.

Posouzeni netradi¢nosti aktivit a novosti uskute¢néné akce zaky.

Celkova spokojenost zaktl s akei a zajem o opakovani.

3. Vysledky vyzkumu

3.1 Vysledky dotaznikového Setieni

V naSem piispévku uvadime néekteré vysledky Setieni, zejména ty, které¢ se vztahuji
kzajmu zaki o matematiku a o fteSeni netradiCnich, terminologii Ramcového
vzdélavaciho programu ,nestandardnich®, uloh a problémi. Z pomérn¢ rozsahlého
materialu, ktery Setieni pfineslo, uvadime pouze nékolik ukazek a stru¢ny pokus o urcita
zobecnéni. Jsme si védomi omezené vypoveédni hodnoty Setfeni a pokousime se vyhybat
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kategorickym soudim. Podrobnéjsi zprava o projektu a vSechny vystupy feSeni jsou
shrnuty v publikaci uvedené v seznamu pouzité literatury.

V prvni poloZce dotazniku méli zZaci zaznamenat sviij postoj k vyroku ,,Matematika
mne bavi“. Z celkového poctu platnych odpovédi (graf 1) vyplyva, Ze matematiku si
oblibilo 77% zakl, coz povazujeme za velmi dobry vysledek, pfitom neni statisticky
vyznamny rozdil u divek a chlapcti ( ° = 0,1). Ponékud piekvapivé je zjiiténi (graf 2), Ze

7aci 2. stupné v naSem vzorku maji matematiku radé&ji nez Zaci 1. stupné ( ° = 5,81).
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Graf 1:Matematika mne bavi
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Graf 2: Obliba matematiky u zZakii 1. a 2. stupné

Polozky dotazniku ¢. 2 — ,Resim rad(a) netradi¢ni matematické ulohy* a ¢. 3 — ,Rad(a)
feSim hlavolamy, hraji Sachy, damu, ...“ zjistovaly miru obliby feSeni netradicnich,
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nestandardnich uloh (sudoku, tangramy, zapalkové hlavolamy, Sachy, logické ulohy
apod.).

Po vyhodnoceni celkového poctu odpovédi (graf 3) vyplynulo, Ze netradi¢ni ulohy se
tés8i prizni asi dvou tfetin zakd (66%) a to pfiblizné stejné oblibé u divek i chlapct
(x* = 1,46).
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Graf 3: Obliba iesent netradicnich uloh u chlapcii a divek
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Graf 4: Obliba reseni netradicnich uloh u zaki 1. a 2. stupné

Pti srovnavani odpovédi zakt ruzného véku (graf 4) bylo zjisténo, ze tyto tlohy fesi
rad&ji zaci 2. stupné, nez zaci 1. stupné ( y° = 5,52).

V polozkach 5: ,,Zadani uloh pro mé bylo jednoduché*“ a 6: ,,Pfi feSeni loh jsem
byl(a) uspésny(a)“ jsme zaky chtéli pfimét k tomu, aby sami zhodnotili obtiZnost

6
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jednotlivych aktivit a svou vlastni uspéSnost pti jejich feSeni. V této sebereflexi hodnotili
svou uspésnost (graf 5) vysoko: 16% uvadi odpovéd’ rozhodné ano, 56% odpovéd’ ano,

piitom nebyl zji§tén statisticky vyznamny rozdil mezi chlapci a dévéaty ( x°= 0,12). Zaci

vvvvvv

200
180 |
160 -
140 -
120
100 -
80
60 -
40
20 1

0. il I

a b [ d neuvedeno

Odivky
M chlapci

Graf 5: Posouzeni vlastni uspésnosti u chlapcii a divek
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Graf 6: Posouzeni viastni uspesnosti u zaki 1. a 2. stupné

V naSem Setfeni se nepotvrdilo Casto tradované tvrzeni, ze matematika je pro zaky
neoblibenym predmétem. Vysledky, ke kterym jsme dospéli, jsou vSak ziejmou reflexi
toho, ze dotaznikové Setfeni prob&hlo bezprostiedné po skonceni takovych akci, které
zakim ukazaly matematiku jinou nez obvykle. Povazujeme je za potvrzeni smysluplnosti
naseho projektu, sméfujiciho k popularizaci a propagaci matematiky. NaSe zjiSténi
povazujeme také za urcitou vyzvu pro ucitele, za prilezitost ke zméné pojeti, forem
ametod vyucovani matematice, aby dokazali matematiku ucit tvofivym a poutavym
zpusobem, aby umoznili zakiim zazit pocit radosti a Uspéchu pfi feSeni zajimavych,
netradicnich uloh, pii aktivnich ¢innostech.
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3.2 Vypovédi zaku po ukonceni akci na $kole

Zakovska hodnoceni akei byla zcela spontanni, bezprostfedni. Od verbalnich vyjadieni
v prubéhu realizace ¢i po jejim ukonceni, hodnoticich jednotlivé aktivity nebo celou akei,
jsme presli k moznosti anonymniho pisemného sdéleni na pfipravenych tabulich s
nadpisem: ,,Co se mi zde nejvice libilo (a nelibilo)“. Na tabulich obvykle zcela popsanych
slovnim komentaiem détskych ucastnikli vyrazné ptevazovala pozitivni hodnoceni.
Vétsina zaka vyjadrila potéseni plynouci z kladného prozitku jak v roli feSitelti, tak v roli
zadavateli uloh, pomocnikll ¢i supervizorti. Neékteré vypoveédi a projevy ucastnikl

v

umoznily ucitelim pokusit se o detailngjsi interpretaci.

3.3 Reflexe a sebereflexe ucitelu

Znac¢na pozornost byla v nasem vyzkumu vénovana ucitelskym reflexim. V nazorech
uciteldt se promitly zkuSenosti ziskané v prubéhu jednotlivych monotematickych
projektovych dnt (napfiklad s pohadkovymi naméty) nebo akci typu hratek ¢i
matematickych jarmarktt (s pestrymi, riznorodymi c¢innostmi, jejichz ,,spolecnym
jmenovatelem® byla ¢innost ucastnikti, vzajemna komunikace pfi soutézich a didaktickych
hrach).

Ucitelé¢ zakladni Skoly, ktefi se podileli na pfipravé a realizaci projektu, ziskali
prilezitost k individualni nebo kolektivni (kooperativni) reflexi vlastni ¢innosti. Ptilezitost
klast si otazky typu: ,,Co a jak jsem délal, jaké Cinnosti pro zaky ptipravil, s jakymi zdméry
a ocekavanim, s jakymi vysledky? Co a pro¢ se mi podafilo, kde byly problémy a kritické
body? Které obtize vyvstaly pii porozuméni zadkovskym produktim? Jaké interpretace
zakova vykonu jsou mozné?“ Soucasné ma ucitel prilezitost promyslet a analyzovat, co se
skryva za jeho vlastni ¢innosti - jeho nazory, postoje, presvédceni, zkuSenosti a zazitky.
Toto akéni, praktické veédéni, vétSinou intuitivni, pocitové, neuvédomované, se
prostiednictvim reflexe a sebereflexe zvédomuje, je kliCem k porozuméni vlastni ¢innosti,
k chépani souvislosti, pfic¢in a nasledkl, a mize vést k Zadouci zmén¢ vyukovych metod a
pristupu k matematickému vyucovani.

4. Naméty uloh a ¢innosti

Smyslem a cilem projektu nebylo vytvofit jednotnou univerzalni Sablonu podobnych
akci, ale pomoci vytvofit §kolni matematiku co nejvice pestrou a zivou, aby byla blizka
vyucovani.

Z mnoha ¢innosti a aktivit (didaktické hry, Ciselné fady, magické Ctverce, tangramy,
ulohy finan¢ni matematiky aj.) uvadime alespon 3 naméty uloh, které byly pouzity pfi
nasich akcich, a které mohou byt podle naseho nazoru kreativnim ucitelem velmi dobte
vyuzity v ,,béZném" matematickém vyucovani. Byly vytvoieny obménou znamych tloh ze
zdrojii, uvedenych v seznamu pouzité literatury. Prace snimi umoznuje objevovat,
argumentovat, rozvijet tsudek zaku, jejich kompetence k uceni a k feSeni problémi.
Obmeéna uloh podle konkrétni situace ve tiid€, podle véku ¢i mentalni arovné zakd, se tak
stava rovnéz prilezitosti pro prokazovani ucitelskych oborové predmétovych i didaktickych
kompetenci. Dovednost reflektovat podobné tlohy z hlediska svych vyukovych zaméri,
vyuzit a interpretovat je ve své praxi edukace napf. pii praci s nadanymi zaky, sledovat a
rozvijet rizné oblasti mysleni téchto zakti — numerické, symbolické, verbalni, logické,
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analytické, kritické, prostorové predstavivosti — jak je uvadéji Blazkovd, Vanurova (2009),
povaZujeme v matematickém vyucovani za vyznamnou.

Uloha 1:
V ciselném trojuhelniku je vidy pod dvema sousednimi Cisly zapsan jejich soucet.
1 2 3 4 5 6
3 5 7 9 11
8 12 16 20
20 28 36
48 64
112

Hledejme zajimavosti v daném ¢iselném trojuhelniku:

e V zadani se stfidaji Cisla licha a suda, ve druhém fadku jsou pouze ¢isla licha,
v dal$ich fadcich pouze ¢isla suda. Pro¢?

eV zadani rostou ¢isla po 1, v dalSich fadcich po 2, po 4, po 8, po 16. Pro¢?

e Zaménime-li poradi Cisel v zadani, zméni se vysledny soucet (ve tfetim ,,vrcholu®
trojuhelniku, tj. ¢islo 112? Pro¢ se zméni/nezméni?

e Jak musime usporadat Cisla v zadani, aby vysledny soucet byl co mozna nejvétsi
(nejmensi)? Proc¢?

Uloha 2:

Pivodni uloha: U ctvercového stolu mohou sedeét ctyri lidé.  Na Skolni predstaveni
wtvorili Zdaci velky obdélnikovy stiil ze sedmi takovych ctvercovych stolu. Kolik lidi se
mohlo ke stolu posadit?

Upravend uloha: Ze ¢tyr zdpalek je vytvoren ctverec. Kolik zapalek potrebujeme na
vytvoreni nasledujicich obrazcii (viz obrazek):

== — . == —a

JE

— =5 — ¥ — [ '
3

Obr. 1: Obrazce vytvorené ze zdpalek

Z obrazku — z manipulaci se zapalkami - je zfejmé, Ze pocet zapalek v dalSich obrazcich je
4, 7, 10, 13. Zjistéte, kolik zapalek bude tieba na obrazce tvoiené 5, 6, ...10, .., 100
ctverci.

Pocet ctvercii Pocet zapalek
1 4
2 7=4+3=4+1.3
3 10=4+3+3=4+2.3
4 13=4+3+3+3=4+3.3
5 16=4+3+343+3=4+4.3
10 31=4+9.3
100 301=4+99.3
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Uloha 3:

Piivodni uloha:

Kolika rovnymi rezy miizeme rozdélit kruhovy dort na 7 dilu?

Upravena tiloha:

Usecka spojujici 2 body kruznice (tétiva) rozdéli kruh na 2 ¢asti. Na kolik casti rozdéli
kruh v§echny usecky, spojujici 3, 4, 5 ... riizné body na kruznici?

Obr. 2: Situace pro 2, 3 a 4 body na kruznici

Pocet bodii 2 3 4 5 ... 12 n
Pocet casti 2=2" | 4=2? 8=2° 16=2* ... | 2048=2""[ 2!
5. Zavér

Ptiznivé reakce ucastnikli - zakl i jejich uciteld — na realizaci naSich naméti
v konkrétni realit¢ matematického vyuCovani na 1 i 2. stupni zakladni Skoly nas
presvédcuji o tom, Ze ....“uCit se znamena objevovat to, co uz vis. Konat znamena
demonstrovat, ze to vis. U¢it druhé znamend pfipominat jim, Ze to védi stejné dobfe jako
ty. VSichni jsme zaroven zaci, praktikanti a ucitelé. Nase aktivity charakterizovala v etapé
pfipravy i vlastni realizace ¢innost - zjevna manipulativni ¢i latentni mysSlenkova,
intelektualni - provdzena vzéajemnou komunikaci, hledanim a obhajovanim vlastnich
postupil feSeni. Podilel se na ni tym pracovnikii katedry, doktorandti, studentii nékolika
ro¢nikll prezencniho studia a samoziejmé uciteli na zakladnich skolach v regionu. Jejim
smyslem byla pfedev§im motivace zaki pro matematiku, rozvoj pozitivniho vnimani
matematiky na pozadi pfedmétové integrace, moznost pfimét zaky vtipnou a nendsilnou
formou ucit se matematiku. Uvédomujeme si vSak i meze, limity vyuzivani netradi¢nich
aktivit v realném matematickém vyucovani. Respektujeme a zohleditujeme nazory, které
metody vyuCovani nic nezmohou u Zzaka, ktery se nechce ucit.”“ (Siwek, 2005). Pii
kritickém posouzeni a zhodnoceni dosazenych vysledkd bude tfeba dale rozsifit ramec
novych aktivit zaméfenych na zménu metod a forem vyuky matematiky na rGznych
stupnich Skoly, dostate¢né je mezi ucitelskou i rodi¢ovskou verejnosti propagovat.
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PRIESTOROVA STATISTIKA

BEATA STEHLIKOVA

ABSTRACT. Classical methods often do not clearly examine spatial phenomena.This paper
is designed as an introductory study of spatial statistics. The paper presents the basic
breakdown of spatial data and their basic characteristics, spatial autocorrelation, refers to
the spatial probability distributions. There is an overview of spatial statistics methods
supported by a software.

Uvod

Informacie su v sti¢asnosti popri financnych, energetickych a materialovych, zdrojoch
hlavnym faktorom podmienujacim pokrok vo vsetkych odboroch l'udskej ¢innosti. Rozvoj
informacnych a komunikacnych technologii ma za nasledok hromadenie velkého
mnozstva udajov najrozli¢nejSicho charakteru. Prave Statistika je veda ako vytazit
informacie a nové znalosti z pozorovanych udajov pre rieSenie problémov redlneho sveta.
Casto je velmi naroéné identifikovat’ potrebné informaéné zdroje a ich prepojenie, ako aj
najst’ vedecky podlozené a korektné rieSenie. Zalezi od urovne spracovania dat — ¢i z dat
ziskame informacie alebo aj nové poznatky.

Ludstvo v novom tisicroCi stoji pred doélezitymi tlohami tykajucimi biodiverzity,
ekologie, energetiky, vzdeldvania a zdravotnictva. Rychle sa meniace technologie si
vyzaduju nové typy experimentov a merani, ktorych vysledkom st nové typy udajov —
vysledky genetickych Stadii, obrazky, podrobné mapy. Meni sa charakter udajov —
vznikaju obrovské az masivne subory, vysokej dimenzionality, nielen numerické, ale aj
nenumerické, napriklad obrazové, s informaciami o polohe a ¢asto neuplné.

Statistika sa stava vstupnou branou poznania. Mnohé skumané javy existujl
v priestore, su viac ¢i menej ovplyvilované svojim bezprostrednym aj vzdialenejSim
okolim. Neexistuji izolovane od svojho okolia. Mnohé mimoriadne spolocensky,
politicky a v neposlednom rade ekonomicky citlivé problémy majui priestorovy charakter.
A preto musime s datami nakladat’ ako s priestorovymi. Informacia o polohe sa stava
dolezita. Tento fakt musia zohl'adiiovat’ aj metddy, pouzivané na ich analyzu.

Statistickou analyzou priestorovych javov sa zaobera priestorova $tatistika. Priestorové
Statistiky sa liSia od klasickej Statistiky predovsetkym tym, ze priestorové Statistiky pracuju
so zavislymi premennymi. Miesto priestorovej Statistiky v systéme kvantitativnych metdd
je znazornené na obrazku 1.

Trochu z historie

Prvé Statistické vypocty pre priestorové udaje su spojené s mapami. Uz v roku 1686
Halley naniesol do mapy smery vetrov a snazil sa urcit’ ich fyzikalnu pric¢inu a stvislost’.
Bernoulli si v roku 1734 polozil otazku, ¢i mohli orbity vtedy znamych Siestich planét
vzniknut’ ndhodou. Odpoved’ dal az Watson v roku 1970 pre vSetky planéty nasej slnecnej
sustavy. Student v roku 1907 dokazal, Ze skimané rozdelenie kvapaliny v priestore ma
Poissonovo rozdelenie.

13



BEATA STEHLIKOVA

Je iréniou osudu, Ze priestorova analyza je vlastne rovnako stard ako matematicka
Statistika. Teoriu chyb rozpracoval Gauss pre potreby merania uhlov v astronémii, t. j.
v priestore. Chyby merani vSak boli dostato¢ne mal¢ a tak stacila ich linearna aproximacia.
Gauss potom rozpracoval linearnu tedriu chyb a nie priestorovi. R. A. Fisher si uz v roku
1935 uvedomoval priestorova zavislost' vysledkov polnych pokusov. Polozil zaklady
znahodnovaniu, opakovaniam, vytvaraniu blokov v polnom pokusnictve. Metdédou
najblizSieho susedstva sa zacal zaoberat’ Papadakis v devitdesiaich rokoch. Skuto¢né
priestorové modely sa objavili ovela neskor. Systematicky sa nimi zaoberaju vedci za
poslednych Sestdesiat rokov. Dovtedy v literatire dominovali modely, v ktorych bola
priestorova poloha ignorovana akazdy jedinec bol uvazovany v rovnakej interakcii
s ostatnymi. Takéto modely davali akceptovatelni aproximaciu skuto¢nosti v mnohych
kontextoch, ale ako uz bolo povedané, narastd zoznam fenoménov, ktorymi sa musi
nakladat’ explicitne ako s priestorovymi. Nezavislost’ je ve'mi vyhodny predpoklad, ktory
robi tedriu matematickej Statistiky vel'mi poddajnou, I'ahko ovladate'nou. Jednako modely
zahtnajlce priestorovu zavislost’ su realistickejSie.

Evantitativie metods

Crperadny vvskum | Statistika

Jednorozmema Viacrozmema

Mezivisle Zavislé
| pozorovama [roZOToV L

-

| Casoveé rady .
Priestorova Statistilka

...........

— e S ALY o i
i I|'|_1r|{|:'- ‘ Bodowve ulllt‘k“.‘ E FEprezenticie . |
charaktenzovane | Al ahaa el - objekty :
gmerom,. 883900090909 | Teemmmmsmssssssssees

et
Foormversic !
¢ Flodgne

Zdroj: spracované podla Griffith a i, 1999
Obrazok 1: Miesto priestorovej Statistiky v systéme kvantitativnych metod

Kedy Kklasicka Statistika nestaci

Klasické metédy casto evidentne nevyhovuju skimaniu priestorovych javov.
Aritmeticky priemer z uhlov velkosti 357° a 3° je 180°, o je v rozpore s geometrickou
predstavou priemerného smeru 0° (Obr. 2). Nie vzdy vSak musi byt neadekvatnost’ tak
zrejma.
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v

Zdroj: Vlastné zobrazenie
Obrazok 2: Priemerny smer

Uved'me dalsi priklad (Obr. 3). Klasicka Statistika povazuje subory A a B za takmer
identické (vid’ ich popisné charakteristiky), lebo nezahfiia informaciu o priestorovom
usporiadani udajov. Nie je mozné identifikovat’ rozdiely medzi subormi udajov bez toho,
aby sme do vypoétov nezahrnuli informaciu o polohe. Nemo6Zzeme povedat, ze udaje
suboru A maji vacsiu variabilitu ako udaje suboru B (lebo maji zhodni smerodajnii
odchylku) Ale moézeme povedat’, ze tdaje siboru A sa v priestore menia rychlejSie ako
udaje suboru B.

Y B

Closnmt 15251 15251

- = Average L0000 | 10000
o =

2500 A = B Standard Deviation | 20000 § 20,00

im = Medinn 100085 | 1on.o2
T 1500 o0

o - 10 Percentile T3.89 | Ti95

” 9 Percentile 12561 | 124.72

"Em @ W @ 70 20 90 100 110 120 130 14D 160 N0 U

Obrazok 3: Priklad daélezitosti priestorovej informacie

Tu nam prichadza na pomoc priestorova Statistika — zmeny hodnot v priestore moZzeme
kvantifikovat’ pomocou priestorovej autokorelacie. Variogramy — kvantifikuji zmeny
hodnét v priestore.
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Zakladné Clenenie priestorvych adajov

Medzi zakladné atributy priestorovych udajov patria vzdialenost, smer, relativna
poloha. Priestorové udaje Clenime na Styri zakladné typy: bodové, plosné, sietové,
smerove.

Bodové data tvoria vyznamnu triedu priestorovych udajov s pomerne rozsiahle
rozpracovanymi metdédami. Body maju urcitt relativnu polohu na zemskom povrchu. Body
mozu reprezentovat’ jednotlivé rastliny na pokusnej parcele, stromy v lesnom poraste, a
podobne. Body mézu tiez reprezentovat’ dom, obchod v urcitej lokalite, ale aj mesta, obce,
mestské Casti.

Druhu vel’ka skupinu tvoria plo$né idaje obsahuji udaje z pozorovani na plosnych
Castiach nejakého regionu, pola, parcely, katastra a podobne. Mnoh¢ §tatistické tidaje st
publikované na trovni okresov, krajov, Statov. Siet’ je subor objektov, cez ktoré prudia
zdroje. Objekty, ktoré vytvaraja siet, musia mat’ nickol’ko doleZitych charakteristik: dizku,
smer a Ciary musia spajat’ najmenej dva body. Siete slizia k modelovaniu pradenia vody
vo vodnych tokoch, potrubiach, pohybu vozidiel, lodi, vlakov, elektrického pradu v
rozvodoch, T'udi po dopravnych tratiach a podobne. Sietové udaje st pouzivané
vo vyskume systémov a riadeni rozsiahlych projektov. Analyzou sietovych udajov sa
zaobera sietova analyza, ktora je Castou tedrie grafov. Smer je jednym zo zakladnym
parametrom, ktory mézeme vycitat’ z mapy. Vsetky udaje, ktoré sa nanasaju do mapy maju
charakter smerovych dat. Sirenie choroby na parcele ale i na vic§om tGizemi su priklady
smerovych dat. Polihavost’ rastlin v urCitom smere, ale aj tidaje o pohybe pokusného
zvierata maju smerovy charakter. Typickym prikladom smerovych tdajov st smery
vetrov, ale tiez smer dochadzky do zamestnania, smer prepravy tovaru. Medzi smerové
zarad’ujeme aj sférické data. Udaje tykajuce sa vesmiru su sférické. Meteorologické udaje
maju charakter sférickych udajov. Rozlozenie plodov na strome je typickym prikladom
sférickych dat.

Uved’'me zakladné popisné Statistiky pre bodové tidaje. NajcastejSie pouzivané miery
polohy bodovych udajov st priemerny stred, vazeny priemerny stred, Manhattanovsky
medidn, vazeny Manhattanovsky median, Euklidov median, vazeny Euklidov median. Ak
otoéime sustavu suradnic, otoéi sa okolo svojho stredu aj obdiznik uréujici
Manhattanovsky median. Tato vlastnost’ je zo Statistického hl'adiska neprijemna. Vazeny
Euklidov median je rieSenim klasického rozmiestiiovaciecho problému, tzv. Weberovho
problému - najst’ optimalnu polohu pre tovaren — ktord minimalizuje sucet poplatkov za
prepravu medzi tovariiou a dvoma zdrojmi surovin a medzi tovariiou a predajiou. Za
predpokladu, Ze prepravné je linearnou funkciou vzdialenosti , vahy bodov — zdrojov st
mnozstva, ktoré je mozné vytazit potrebnych k produkcii 1 t findlneho produktu, vaha
obchodu je 1, potom rieSenim problému, t.j. optimalnou polohou tovarne je vazeny
Euklidov median. Euklidov median je teda vhodny aj pre rieSenie problému lokalizacie
verejnych zariadeni, ako st §kolky, Skoly, nemocnice, Grady a podobne. Je potrebné si tiez
uvedomit, Ze priemernd poloha bodov, resp. vazeny priemer ni¢ nehovoria
o charakteristikach regionu, do ktorého ,,padnu‘. V praxi to znamena, ze samotné miery
polohy, bez analyzy v ¢ase, nemo6zu byt zakladom pre socio-ekonomické rozhodnutia. Je
dolezité sledovat’ posun priemerného stredu pocas niekol’kych ¢asovych obdobi. Dalsou
zaujimavou charakteristikou priestorovych udajov je ich rozptylenost’ v priestore. Miery su
zalozené na priemernych odchylkach od priemeru, resp. niektorej z inych charakteristik
centralnej polohy. NajCastejSie pouzivanym priestorovym ekvivalentom Standardnej
odchylky je tzv. Standardna vzdialenost.
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Umiestnenie hranice Studovaného tizemia je d’alSim kritickym problémom vyskumu.
Tie isté body sa v kontexte tizemia sa javia ako regularne, rovnomerne rozlozené. Naopak
v kontexte inak vymedzeného st body zhlukované. Z uvedeného vyplyva, Ze Ziadna miera
variability nesmie byt interpretovana nezavisle od Studovaného tizemia.

Priestorova autokorelacia

Podl'a Toblera, uznavaného geografa, prvy zakon geografie znie nasledovne. Vsetko
suvisi so vSetkym ostatnym, ale blizke veci suvisia viac ako vzdialené. Ak hodnoty
skimaného znaku pre kazdt dvojicu oblasti skimaného priestoru st nekorelované, potom
hovorime, Ze neexistuje priestorova autokorelacia skimaného znaku v systéme oblasti.

Existuje niekol’ko mier priestorovej autokoreldcie javov v priestore. Ktort metodu
pouzijeme, zavisi od skaly, v ktorej su merané hodnotené udaje. Nech skimany znak X je
dichotomicky, t.j. nadobuda dve mozné hodnoty. Oznacit’ bielou farbou tie policka, v
ktorych sa znak nevyskytol a ¢iernou tie, v ktorych sa vyskytol. Samozrejme na volbe
farieb nezalezi. Oblasti i a j su susediace, ak maju spoloéni hranicu nenulovej dizky.
Kazdé policko oblasti znazornujiice hodnotu znaku na vymedzenom uzemi je teda biele
alebo Cierne. Hranica medzi dvoma polickami méze byt typu biela-biela, Cierno-Cierna,
resp. zmieSana bielo-Cierna. R6znym typom priestorovej autokorelacie prislichaju rozne
pocty hranic kategoérie biela-biela, Cierna-Cierna, resp. zmieSana Dbielo-Cierna.
Poznamenajme, ze Udaje merané v ordinalnej, resp. intervalovej Skale vieme
dichotomizovat. Ozna¢me hodnoty mensSie ako medidn bielou a hodnoty vicsie ako
median farbou ¢iernou. Iny spdsob dichotomizécie je zvolit’ hranicu, na zaklade ktorej
policka vyfarbujeme udaj prisluchajici vyssiemu uzemnému celku. Napriklad okres bude
biely, ak je prirodzeny prirastok vys$si ako republikovy a inak Cierny.

O stupen vSeobecnejSie su miery pre tzv. k farebné mapy, zodpovedajuce nomindlnym
znakom s k obmenami znaku. Uvedieme tri najpouzivanejSie a najviac preskiimané
koeficienty priestorovej autokorelacie pre intervalovi skalu. Su to Moranov koeficient,
Gearyho koeficient, koeficient G. Za urcitych podmienok su zname momenty koeficientov
a ich pravdepodobnostné rozdelenie je asymptoticky normalne. Tato skutocnost’ umoziuje
testovanie signifikantnosti mier priestorovej autokorelacie. Pouzitie spominanych
koeficientov priestorovej autokorelacie ma urcité ohranicenia. Matica susedstva, ktora je
pre ne kl'ai¢ovy pojmom, vSak kompletne ignoruje cestnu a Zelezni¢nu siet, schodnost’
terénu a podobne. Viaceré, podstatne odliSné oblasti m6ézu mat’ rovnak maticu susedstva.
Matica susedstva nezohladiiuje ani “kvalitu” susedstva. Tento nedostatok odstraiuje
miera, ktorej autorom je Dacey. Zial' jeho momenty sa nedajii priamo vy¢islit' a teda
neexistuje priamy test preukaznosti upraveného Moranovho koeficienta. Popisané metody
zalozené na maticiach susedstva zohladiuju len najblizS§ich susedov. Existuje
zovieobecnenie pre uzemia susediace v druhom avy$Som stupni. Uzemie i susedi
s izemim j, Uzemie j susedi s izemim &, potom hovorime, Ze tizemie i susedi s £ v druhom
stupni. Problematiku je mozné riesit’ pomocou aparatu teorie grafov.

Da sa tiez dokazat, ze pre niektoré Specifické usporiadania oblasti rozdelenie
testovacej Statistiky koeficientov nie je asymptoticky normalne. Napriklad rozdelenie
testovacej Statistiky Moranovho koeficientu pre oblasti hviezdicovitého typu ma beta
rozdelenie. Preto sa pre malé poCty oblasti alebo Uzemia nepravidelné¢ho tvaru a iné
anomalie doporucuje testovanie existencie priestorovej Statistiky pomocou metédy Monte
Carlo.

Ak su globalne koeficienty pre testovanie priestorove]j autokorelacie, resp. asocidcie
signifikantné, je prirodzena otdzka, ktoré hodnoty ju spdsobuju. Lokalny Moranov
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koeficient je vhodny pre identifikaciu priestorovych aglomerativnych bodov, rovnako ako
lokalne G koeficient. Lokalny Gearyho koeficient je vhodny pre identifikaciu podobnosti,
resp. nepodobnosti. Lokalne indikatory sa konstruujii pre rézne vzdialenosti, aby sa zistil
polomer zhlukovanej oblasti.

Testovanie zavislosti

Chi kvadrat test, znamy =z klasickej Statistiky, mézeme pouzit' aj pre testovanie
zéavislosti dvoch znakov rozlozenych v priestore. Existuje uhlova analdgia Pearsonovho
koeficienta, Spearmanovho koeficienta aj Kendallovho koeficienta. Prikladom mozZnosti
aplikacie d’alsieho typu korelacie je skimanie zavislosti medzi dizkou pohybu a smerom.
Tento druh korelacie je mimoriadne dolezity v zooldgii. Najde tiez uplatnenie pri skimani
dochadzky do zamestnania, odbytovych kanalov a podobne.

Problém skaly sa v literature zvykne oznacovat’ aj ako problém priestorovej agregacie.
Problém agregovania uzemi je Uzko spojeny s testovanim zavislosti. Rozlicnym
agregaciam zodpoveda rozli¢na forma zavislosti. Vo vécsine realnych pripadov priestorova
agregacia ma tendenciu redukovat’ variacné rozpitie a znizovat’ disperziu Porovnanie map
skiimanej premennej na rozlicnych trovniach agregacie musi brat do uvahy uvedené
zniZovanie variability.

Na zaver

National Reseach Council v USA v roku 1991 vyhlasil priestorovi Statistiku za rychle
sa rozvijajicu novu oblast’ Statistiky, s fascinujucimi teoretickymi a aplikovanymi
vyskumnymi moznostami. Nespomenuli sme modely pracujice s priestorovou
informaciou modely SAR, CAR, MA. Ani priestorové analogie 7-testu, analyzy rozptylu,
priestorovi faktorovit analyzu a rychlo sa rozvijajicu perspektivhu priestorova
ekonometriu.

Priestorova Statistika je aplikovatel'na v celom rade vednych odborov ako napriklad
v pol'nohospodarstve, lesnictve, biologii, demografii, socioldgii, regionalistike, regionalne;j
ekonomike, urbanistickom planovani, ekoldgii, environmentalnych Stadiach, analyze
prirodnych zdrojov, epidemiologii, geologii, fyzike, kryStalografii, archeoldgii,
kriminologii, dialkovom prieskume zeme a v medzinarodnych vztahoch. VSade tam, kde
analyzujeme priestorové javy. Existuji vSak aj oblasti, ktoré s uspechom vyuzivaji metody
priestorovej Statistiky, hoci nepracuji priamo s udajmi priestorového charakteru. Napriklad
ak skumany ekonomicky ¢asovy rad popisuje jav so zndmou periddou, udaje mdzeme
transformovat’ na smerové. Na kruznici mdzeme oznaCovat aj pocet novo hlasenych
pripadov ochoreni, resp. imrti na uréiti chorobu, tvorbu hrubého narodného produktu
vykazovant $tvrtroéne, svetové akciové indexy, denné kurzy mien, a podobne.

Nesmieme zabudnut na softwarovi podporu metdd priestorovej Statistiky. Metody
priestorovej Statistiky obsahuje MINITAB — vyvinuty Griffithom. SPACESTAT, vyvinuty
Anselinom, je mimoriadne vhodny pre priestorovii ekonomiku. Dostupné s aj makra pre
SPSS. Niektoré¢ modely mozno najst’ vo Fortrane. V SPLUS existuje balik S+SpatialStat.
Mnohé programy su dostupné v Specidlnom jazyku R. SAS obsahuje aj procedury
umoznujuce niektoré priestorové Statistické analyzy. Na webovych strankach st dostupné
mnohé SAS makra zamerané na $pecialne metody priestorovej Statistiky. GIS je jedinecna
kombinacia hardwaru a softwaru umoznujiica vizualizaciu geografickych dat. Moduly pre
priestorové analyzy GIS umoznuju prehladavanie databazy, ziskavanie novych
odvodenych informacii, jednoduchtl $tatisticki analyzu tdajov, predspracovanie udajov
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pre zlozitejSie Statistick¢é analyzy, simuldciu a modelovanie procesov. Zakladnou
analytickou Castou je Analyst. Pre vytvaranie, zobrazovanie a analyzovanie sietovych
udajov sluzi podsystém Network analyst. Ide predovsetkym o tlohy pri vybere optimalnej
trasy, optimalnej okruznej cesty, alokacie zdrojov a modelovanie zat'azenosti siete. Grid
analyst sluzi pre pracu a analyzu rastrovych reprezentacii — bunkovych tdajov. Patri sem
analyza povrchu, ocefiovanie vzdialenosti, generovanie zoén. Nastroje pre tvorbu a
vyuzivanie modelov terénu poskytuje Terrain modeler. Imager a Advanced Imager
umoziiuje geografické analyzy, Statistické analyzy priestorovych aj nepriestorovych
udajov, analyzy obrazov, prostriedky pre podporu priestorového rozhodovania a
prostriedky pre analyzu zmien v Case.
Uplne na zaver mdzeme povedat’ iba tolko
Umenie hladd krasu, spolocnost spravodlivost a veda pravdu.
A prave priestorova Statistika moze pomoct’ tato pravdu najst’.
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POUZITIE POMERU PRI RIESENI GEOMETRICKYCH ULOH
(METODICKY PRISPEVOK)

ONDREJ SEDIVY — DUSAN VALLO

ABSTRACT. The paper introduced the concept of the ratio of segments (the ratio of lengths
of segments). Using the ratio of the segments, we introduced a ratio of the points on the
line, golden section, Apollonius’ s circle, power point to a circle, a circle of five points,
nine points circle, Euler line, Euclid’ s Theorems. We present the didactic approach on the
solutions of the examples which demostrate the theory, too.

Uvod - pomer useciek

Pomer k tuseCiek AB,A'B’ je kladné ¢&islo, o ktorom plati: A'B'=k-AB, resp.

AB
Priklad:
A B
A B'
Obr. 1
A'B'=2.4B, ¢ize 4B =2
AB
~r : . ™ 7 x e |A'B’| rpt| I~
Podobne pomer pouzivame aj pri dlzkach useciek WZk’ kde |AB| je dlzka

usecky A'B', |AB)| je dizka usecky AB.

Pomer usediek (pomer dizok usediek) ma v geometrii velké pouzitie. Pouzivame ho pri
urceni bodu vzhl'adom k danym bodom (deliaci pomer bodu), pri podobnosti trojuholnikov
aich pouziti pri konStrukénych tlohach, dokazovych ulohach, pri geometrickych
transformaciach a inde.

V nasom metodickom prispevku uvedieme niekol’ko ukazok pouzitia pomeru.

1. Deliaci pomer bodu

Deliacim pomerom bodu X # A,B priamky AB vzhladom k bodom A,B nazyvame
cislo, ktorého absolutna hodnota sa rovna AX:BX aje kladné pre body X leziace
zvonka usecky AB a zdaporné pre body X leZiace vo vnutri usecky AB.

Deliaci pomer bodu X oznadujeme AX : BX = v (ABX)=2.
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Priklad 1
Dana je priamka AB.Zostrojte na priamke AB bod X, ktorého deliaci pomer vzhladom

na body A,Bsa rovna —%.

Riesenie. Pouzijeme podobnost’ trojuholnikov.

\
\
A
L
A
Od Y
. X
A‘ .'..o \‘
A +* £ X B
X ‘0"
\} o
\ o
I
\ ‘..‘
X
Ky
\
\}
Obr. 2

Usetku AB bod X rozdelil na dve asecky, ktorych pomer je AX : BX =3:2, &o je to isté
ako |AX|:|BX|=3:2.

Priklad 2

Usecku AB rozdelte na dve iisecky tak, aby pomer mensej visecky k vicsej iisecke sa
rovnd pomeru vicsej usecky k celej usecke.

Riesenie. Predpokladajme, ze bod X deli ise¢ku AB podla podmienok Glohy. Oznaéme

|AB|=a, AX|=x; potom |BX|=a—x a nech |AX|>|BX|. Podla zadania ulohy ma
platit’ (a—x):x:x:a,

po upravach x’ =a(a—x), ize x> +ax—a’ =0.

RieSenim kvadratickej rovnice st korene X = %a(\/g - 1), X, = %a(—\/g - 1) .

Koreni x, nasej ulohe nevyhovuje, pretoze je zdporny. Korenl x, pre konstrukciu upravime

3] -
X =,la+|=-a|l ——a
2 2
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=
2

\
e e

~
-~

R
X B

a
Obr. 3

Hovorime, ze usecka AB je rozdelend podla zlatého rezu (konsStrukcia pochadza od
Herona).

Priklad 3
Dana je usecka AB a kladné cislo k . Urcte mnozinu vsetkych bodov X v rovine, pre ktoré
je AX =k.BX .
RieSenie.
P X a) Ak k=1, potom je AX=BX
X ahladanou mnoZinou bodov Xje os
RN usecky AB.
/, i \\
0 : AN b) Ak k#1, existuji na priamke AB dva
/, i\ \\\ body D,D', pre ktoré plati (4BD)=—k,
A . = ~5 (ABD')=k . Kazdy bod X neleZiaci na
i S

priamke AB, pre ktory plati AX =k.BX je
vrcholom pravého uhla nad tse¢kou DD’
(osi susednych uhlov st navzajom kolmé). Mézeme struéne vyslovit' tvrdenie, ze kazdy
bod X, pre ktory plati AX =k.BX , lezi na kruznici s priemerom DD’ .

Obr. 4

Obr. 5

Treba este ukazat, ze pre kazdy bod X , ktory lezi na kruznici s priemerom DD', plati
AX =k.BX .

Ak bod X lezi na uvazovanje kruznici, potom XD 1 XD'. Ved'me bodom B rovnobezky
s XD,XD' a zostrojime ich priese¢niky Z,Y s priamkou AX . Pri vrchole B vznikol
pravy uhol. Pretoze AD =k.BD, je AX =k.XY . Podobne aj z rovnosti AD'=k.BD'
plynie AX =k.XY .
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‘1
A D B D'
Obr. 6

Potom XY = XZ a pre bod B ako vrchol pravého uhla nad YZ plati BX = XZ = XY .
Dosadenim do niektorej rovnosti pre 4AX dostaneme AX =k.BX .

Zaver.

Ak su dané dva rozne body A,Ba cislo k >0,k #1 je mnoZinou bodov X v rovine, pre
ktoré plati AX =k.BX istd kruznica so stredom na priamke AB. Tuto kruznicu nazyvame
Apolloniovou kruznicou.

Apolléniovu kruznicu budeme stru¢ne oznacovat’ ,u(A,B,k). Priemer DD' kruZnice u

zostrojime na zdklade deliacich pomerov (ABD)z—k, (ABD’)zk. Na obrazku je
konstrukcia kruZnice ,u(A,B,2 : 1) .

Obr. 7

Priklad 4

Zostojte trojuholnik ABC, ak je dand strana c, taznica t, a pomer vysok v, :v, =3:2.
Riesenie.

Rozbor. Nech trojuholnik 4ABC ma pozadované vlastnosti.
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Obr. 8
Z podobnosti trojuholnikov  44,C,BB,C vyplyva  AC:BC=v, :v,=3:2. Ztoho

vyplyva, Ze bod C je bodom Apolléniovej kruznice ,u[A,B,%) . Ked'Zze pozname t'aznicu

t.,bod C patri aj kruznici &, (S,2,).
Postup konstrukcie
1. Zostrojime Gsecku AB;

AB| =c.
2. Zostrojime stred S usecky AB.
3. Zostrojime kruznicu &,k (S,1.).

4. Zostrojime body D,D'; (ABD) = —%,(ABD’) = %

5. Zostrojime kruznicu ,LI(A,B,%).

6. Zostrojimebod C; Cek, nyu.
7. Zostrojime trojuholnik ABC .

g

! -
e m -

.

Skiiska. Zrejme trojuholnik ma dizku strany 4B podla zadania |AB| =c. Taznica CS
ma dizku ¢, , pretoze C €k, . Naviac, |CA| : |CB| =3:2,tedaaj v, :v, =3:2.
Diskusia. Pocet rieSeni danej Usecky zavisi od vz4jomnej polohy kruznic &k a x. Teda

modzu mat’ dav, jeden alebo Ziadny spolo¢ny bod.
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Ak bod C je jediny, musi lezat’ na priamke 4B a vtedy nie je vrcholom trojuholnika
ABC . Ak existuju dva rozne body C, si simerné podla priamky 4B a zostrojené
trojuholniky s zhodné. Do tvahy berieme len jeden z nich.

2. Mocnost’ bodu ku kruznici

Nech je dana kruznica k(S,r) abod M neleZiaci na tejto kruznici. Ved'me bodom M

seCnice kruznice k. Sucin MA-MB je konsStantny pre 'ubovolni se¢nicu kruznice k .

Obr. 10
Pomocou obvodovych uhlov a ich vlastnosti plati
aMAB' ~aMA'B = |MA|:|MB'| =|MA'|:|MB|.
Po tprave dostaneme |MA| . |MB| = |MA'| . |MB'| .
Pri dotyénicije 7'=7".Teda |MA|-|MB|=|MT[ .
Cislo |MT |2 nazyvame mocnost’ou bodu M ku kruZnici k(S,r) .

Ak bod M je vnutornym bodom kruznice & , potom opat’ plati |MA| : |MB| = |MA’| . |MB'| .

V tomto pripade hovorime o zapornej mocnosti bodu M ku kruznici & .
Mocnost bodu kruznice k tejto kruznici je zrejme nulova.

Na zaklade mocnosti bodu ku kruznici mézeme udat’ posta¢ujicu podmienku pre to, aby
Styri rozne body lezali na jednej kruznici.
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Ak priamky AB, A'B' pretinajuv bode M tak, zZe |MA||MB| =|MA'|-|MB’| a bod M

lezi sucasne vo vnutri useciek AB, A'B' alebo sucasne mimo tychto useciek, potom body
A,B, A", B’ lezia na jednej kruznici.

3. KruZnica piatich bodov

Vyslovme tvrdenie.

Nech je dany trojuholnik ABC, ktorého uhol pri vrchole B nie je pravy. Zostojme os o,
usecky AB a os o, usecky BC. Oznacme X,Y,Z: X €o,NBC, Yeo,NAB,
Z eo,No,. Potom body X,Y,Z,A,C leZia na jednej kruznici.

Tvrdenie vyplyva z nasledujuceho: A BO,X ~ A BO,Y (podla vety uu).

Potom

|BO,|:|BX|=|BO,|:|BY]|
|BO,|.|BY|=|BO,|.|BX|
2|BO\||BY|=2|BO,|.|BX|
|BA|.|BY|=|BC|.|BX|

\ o

0,1 4
L

2,704

Nech bod Bje vrcholom tupého uhla, lezia body na predizeni stran AB,BC za bodom
B abod B je vmutornym bodom tuseciek 4Y,CX .

Podrla vety o Styroch bodoch leziacich na kruznici vyplyva, ze body 4,C,X,Y lezia na
jednej kruznici.

Zo zhodnosti uhlov vyznacenych na obrazku vyplyva, ze bod Z lezi na jednej kruznici
s bodmi 4,C, X,Y .
Kruznicu £ nazyvame kruZnicou piatich bodov.

Na zaklade vety o kruznici piatich bodov a so skladania osovych sumernosti vyplyvaju
dve vlastnosti priesecnika vysok trojuholnika:

a) Body sumerné s priesecnikom vysok podla stran trojuholnika lezia na kruznici
trojuholniku opisanej.
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b) Body sumerné s priesecnikom vysok podla stredov stran trojuholnika leZia na
kruznici trojuholniku opisanej .

Obr. 13

4. Kruznica deviatich bodov

V predchadzajucom odstavci sme uviedli, ze na kruznici trojuholniku opisanej lezia body
sumerné s priesecnikom vySok podla stran trojuholnika a podla stredov stran trojuholnika.
Kedze je to kruznica trojuholniku opisand, lezia na nej aj vrcholy trojuholnika.

Obr. 14

1 . .
Zvol'me rovnolahlost H [V, V4 =5} V nej sa spominanych devdt bodov na kruznici

opisanej trojuholniku zobrazi do deviatich bodov, ktoré oznacme nasledovne:
1. Body 4,B,C sazobrazia do bodov 4,,B,,C, - st to stredy UseCiek AV,BV,CV .

2. Body V', V", V" sa zobrazia do piat 4,,B,,C, vySok trojuholnika ABC .
3. Body V,W,W sa zobrazia do stredov A4',B',C’ stran trojuholnika ABC .
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KedZe body AB,CV' V' V" V' V' V" letia na jednej kruznici (je to kruznica
trojuholnika opisand), potom aj body A,B,,C,, A',B',C', 4,,B,,C, lezia na jednej
kruznici.
Tuto kruznicu nazyvame kruznicou deviatich bodov (Feuerbachovou kruZnicou) , ktorej
stred budeme oznacovat’ S .
Teda na kruznici deviatich bodov lezia:

e stredy useciek spdjajucich priesecniky vysok s vrcholmi trojuholnika - 4,B,,C,

e pity vysok trojuholnika - A,,B,,C,

e stredy stran trojuholnika - A',B',C’

Z rovnolahlosti H [V, x= %} vyplyva, Ze stred S, kruznice deviatich bodov je stredom

1
usecky VS a jej polomer r, =Er.

Obr. 15

Priklad 5
Zostrojte trojuholnik ABC , v ktorom pozndte priesecnik V vysok, stred S, kruznice
deviatich bodov, pdtu C, vysky v, .
Riesenie
Rozbor
Vyzna¢me v nacrtnutom trojuholniku ABC dané prvky hl'adaného trojuholnika.
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Obr.16

Z vlastnosti prvkov trojuholnika vyplyva, Zze body V,C, lezia na priamke, na ktorej lezi
vyska v, . Body V,S, lezia na priamke, na ktorej leZi stred S kruZznice opisanej , priCom
S, je stred tiseCky VS . Polomer r kruZznice trojuholniku opisanej je dvojnasobok dizky
usecky S,C, . Z toho vyplyva postup.

Postup konstrukcie
Zostrojime priamku VC, .

Zostrojime priamku m , ktord prechadza bodom C, kolmo na VC,; m LVC,.
Zostrojime bod §, § leZi na polpriamke V'S, a plati |VS0| = |SSO| .

Zostrojime kruznicu k(S,r=2r,).

Zostrojime body A,B; Aemnk,Bemnk.

Zostrojime bod C; CeVC, Nk.

Zostrojime trojuholnik ABC .

N R WD

Skusku a diskusiu prenechavame Citatel'ovi.
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5. Eulerova priamka

Nech je dany l'ubovolny réznostranny trojuholnik ABC, v ktorom je T tazisko, V
priesecnik vySok a S stred kruznice opisanej trojuholniku.

Zvol'me rovnolahlost H [T ,—%] Téato rovnol'ahlost’ zobrazi body 4,B,C do bodov

A,B,,C,, kde A4,B,,C, st stredy stran uvazovan¢ho trojuholnika. Dana rovnolahlost
zobrazi vysky v,,v,,v. do osi strdn o,,0,,0,. PrieseCnik vySok V sa zobrazi do
prieseCnika S osi stran. Potom body V,S lezia na priamke, ktord prechadza taziskom 7'

(stred rovnolahlosti) a plati |VT | = 2|T S | . Deliaci pomer je potom (S VT ) = —% .

Z toho vyplyva:
1
Body S,V,T lezia na jednej priamke a plati (SVT )=—E. Tato priamka sa nazyva

Eulerova priamka.

Poznamka:
a) Ak trojuholnik ABC je rovnostranny, body S,V,T splyvaju.
b) Z vlastnosti kruznice deviatich bodov vyplyva, Ze bod S, lezi na Eulerovej priamke

a zrejme S, je stred usecky VS .

6. Euklidove vety

Ako sme uz viackrat spomenuli pri podobnosti trojuholnikov sa vyskytuje pomer

odpovedajtcich stran.
Teraz sa obmedzime na podobnost’ pravouhlych trojuholnikov.
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Nech je dany pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Ozna¢me
a,b,c dizky stran, vdizku vysky na preponu a c,,c, dizky tsekov prepony, rozdelene;
pétou vysky v.

b
a
A Cp
Obr. 19
a) Zrejme trojuholniky ADC a CDB st podobné , a preto plati vie,=c, Vv,
Cize Vi=c, .

Geometricka interpretacia znie:
Obsah stvorca zostrojeného nad vyskou pravouhlého trojuholnika sa rovna obsahu
obdlznika zostrojeného z prilahlych usekov prepony (Euklidova veta o vyske).

b) Zrejme aj trojuholniky ABC a ACD su podobné, a preto plati: c:b=b:c,,
Size b*=c-c,.

Analogicky pre trojuholniky ABC a CBD plati cia=a:c,,
Cize a=c-c,.

Mozeme vyslovit’ tvrdenie:

Obsah stvorca zostrojen¢ho nad odvesnou pravouhlého trojuholnika sa rovnd obsahu
obd[znika zostrojeného z prepony a prilahlého useku prepony (Euklidova veta o odvesne).
Priklad 6
Dana je priamka t a body A,B (A #* B), ktorée lezia v jednej polrovine urcenej priamkou
t. Zostrojte kruznicu, ktord prechadza bodmi A,B a dotyka sa priamky t.

Riesenie
Rozbor. Nacrtnime situaciu.
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Stred S kruZnice k je priesecnikom osi usecky AB a priamky m kolmej na priamku ¢,
idacej bodom 7. Bod T vSak nie je dany, apreto sa zacielime na jeho zostrojenie.
Priamka 4B vo vSeobecnosti pretne priamku ¢ vbode M . Z mocnosti bodu M ku

kruznici k£ plati |MA|-|MB|=|MT |2. Usecku dizky |MT | zostrojime pomocou Euklidovej
vety o odvesne. Zrejme plati |MT| = |MC| .

Postup konstrukcie
1. Zostrojime bod M ; M € ABNt.

2. Zostrojime bod C ; pomocou Euklidovej vety o odvesne plati |MA||MB| =|MC
Cek,,BCLAB.

3. Zostrojime bod T ; MT| =|MC

4. Zostrojime bod S;Seonm.

5. Zostrojime kruznicu k(S,r = |ST|).

Skuasku spravnosti a konstrukciu prenechavame citatel'ovi.
V diskusii uvazujte o vsetkych moznostiach poloh bodov A, B vzhl'adom na priamku ¢ .

2
s

,Tet.

Priklad 7
Zostrojte kruznicu k, ktord sa dotyka danej kruznice k, (S ,r) a priamky p v danom bode
T, ktory nelezi na kruznici k, .
Riesenie

Rozbor. Zostrojme kruznicu k,taku, ktord sa dotyka priamky pv bode T a pretina
kruznicu kv dvoch bodoch A,B. Zostrojme priamku m urenii bodmi A4,B. Jej
priese¢nik s priamkou p ozna¢me P . Zrejme plati: |PT|2 = |PA| -|PB| = |PT1|2 = |PT2 ? kde
1,,T, st dotykové body doty¢nic ku kruznici k&, iduce bodom P. Ztoho vyplyva:
|PT| = |PT1| = |PT2| .Body T,7T,,T, lezia na kruznici so stredom v bode P.

AN

a
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Postup konstrukcie
Zostrojime 'ubovol'nu kruznicu £, , ktora sa dotyka priamky p v bode T .

Zostrojime body A,B;{A4,B} <k Nk,.
Zostrojime priamku m; m = AB .
Zostrojime bod P; Pemnp.

Zostrojime kruznicu k;;k, (P, PT |) .

Zostrojime body T;,7,;{T;,T,} < k, Nk;.
Zostrojime priamku a; a l p,T €a.

Zostrojime body S,,S,; S, €a 057"1,& €a mST"Z .
ST)).k'(S,.]S,7]) -

A A I o

Zostrojime kruzZnice k(S] ,

Skusku spravnosti prenechavame Citatel'ovi.
Diskusia. Kruznica k,, ktorti sme zostrojili, vzdy existuje; potom aj priamka 4B, kde

{4,B} ¢k, Nk, tieZ vzdy existuje. Priamka ABmoZe byt rovnobezna s priamkou p
alebo je s iou roznobezna (nemdze byt’ s priamkou p totozna).

a) Ak AB]|| p, potom bod P neexistuje, avSak body S,,S, 'ahko zostrojime.

a
1C

Obr. 22

b) Ak AB% p, bod P existuje anesplyva sbodom 7 (pretoze by sa kruznice
k,,k, dotykali vbode T,T €k ). Bod P je vonkaj$i bod kruznice k;, apotom
existuju dotykové body 7;,7, dotycnic PT,,PT,.

V ostatnych pripadoch ma uloha dve rieSenia.
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Zaver

V praci sme metodicky spracovali ukazky pouzitia pomeru pri odvodeni niektorych
tvrdeni a pri rieSeni konsStrukénych uloh. Problematiku sme nevycerpali, pouzitie pomeru
dava vel’ké uplatnenie nielen v elementarnej geometrii, je osved¢enym nastrojom pri §tadiu
napr. kuzeloseciek a inych geometrickych ttvarov. Niektoré tlohy a ich rieSenia poskytuju
aj obtiazne geometrické problémy .

[1]
[2]

[3]

[4]

[5]
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MOTIVACIA POMOCOU RIESENIA KONSTRUKCNYCH GEOMETRICKYCH
ULOH S VYUZITIM IKT

EVA BARCIKOVA

ABSTRACT. In this paper we deal with problems of motivation in learning mathematics and
we want to show the importance of modernisation of approaches to solving geometrical
tasks. We focuse mainly on solving geometrical construction tasks as a motivational factor
based on use of IKT.

UvVoD

Kazdé 'udské spravanie je motivované. Bez motivacie by nebol pokrok. O to va¢si vyznam
ma motivacia pre objavovanie a vzdelavanie. Od praveku je osvojovanie a zachovanie
poznatkov, ako aj ich odovzdanie d’alSej generacii motivované prirodzenou snahou l'udstva
prezit’ a zlepSovat’ svoje zivotné podmienky. Od Cias praveku po 21. storofie sa mnozstvo
poznatkov znasobilo aroz€lenilo do sofistikovaného systému vied a odovzdavanie
poznatkov do Skolského systému. Je teda samozrejmé, Ze otazkou motivacie sa zaobera aj
pedagogika a predovsetkym didaktika. Motivacia vo vyucovani ma v dneSnom Skolstve
dolezité, aj ked mnohokrat nedocenené, postavenie. V sucasnej reforme a humanizacii
Skolstva je vyznam motivacie na u¢ebnil ¢innost’ Ziakov nezanedbatelny. Ucenie nema byt
len nutnostou a povinnostou, ale aj radostou a prirodzenou aktivitou. Kazdé dieta ma
pravo objavit caro vzdelavania, radost zobjavovania nového a nepoznaného. Je
pedagogickym umenim ucitel’a odovzdat’ s poznatkami aj tito radost’. O to viac v exaktnej
vede akou je matematika. Matematika Casto patri k neobl'ibenym predmetom. Mnoho l'udi
aj vdospelosti spomina na vyucovanie matematiky negativne as oddvodnenim, Zze
matematiku nikdy dobre neovladali. Vrodené vlohy nie su postacujuce pre trvalé osvojenie
si matematickych poznatkov. Dostato¢na motivacia je nevyhnutna.

Motivacia vo vyucovani

Modernti Skolu charakterizuji zmeny nie len v obsahu vzdelavania, ale hlavne zmeny
v metddach vzdelavania. Dolezité je neustale skimanie novych postupov, ktoré by boli
adekvatne novym uloham edukacného procesu. Po stanoveni cielov a obsahu
vyucovacicho procesu zavisi jeho efektivita od sposobu, akym sa tieto ciele snazime
dosiahnut, t. j. od vyucovacich metdd, organizac¢nej formy a materialnych prostriedkov.
Prostrednictvom vyucovacich metdéd sa transformuje obsah vzdelavania a vychovy do
vychovno-vzdelavacieho procesu. Ide teda o spdsob, respektive cestu, pomocou ktorej sa
dosahuju stanovené ciele. Tato charakteristika vychadza zpdvodu slova metoda.
Odvodené je zgréckeho slova ,methodos“ ¢o znamena spOsob, cesta. Definicia
vyucovacej metody je obsiahlejsia. Podla E. Stracara: ,,Vyucovacou metéodou rozumieme
zamerné usporiadanie obsahu vyucovania, ¢innosti ucitela a Ziaka, ktoré sa zacieluju na
dosiahnutie stanovenych vychovnych a vzdelavacich cielov ato v sulade so zdsadami
organizacie vyucovania.* (Petlak, E., 1997, s. 108) Vyucovacia metdda teda zahrnuje aj
sucinnost’ ucitel’a, uciva a ziaka a zaroven plni aj vychovné ciele. Podrobnejsiu definiciu
zahriujucu aj mnohostrannost’ podmienok pésobiacich na vychovno-vzdelavaci proces
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podal 1. MojziSek ,, Vyucovacia metoda je pedagogickd — Specificka didakticka aktivita
subjektu a objektu vyucovania, rozvijajuca vzdelanostny profil Ziaka, sucasne pésobiaca
vychovne ato vzmysle vzdelavacich a tiez vychovnych cielov a v sulade s vyucovacimi
a vychovnymi principmi. Spociva v uprave obsahu, v usmernent aktivity objektu a subjektu,
v tprave zdrojov poznania, postupov a technik, zaisteni fixdacie alebo kontroly vedomosti
a zrucnosti, zaujmov a postojov.“ (Petlak, E., 1997, s. 109) Z uvedenych definicii vyplyva,
ze vyucovacia metdda nie je len premysleny spdsob prace ucitela.

Motivacia, ativizacia a tvorivost’ vo vyucovani matematiky

~Psychologicko-pedagogické pozorovania ukdzali, Ze najlepsim sposobom, ako vyvolat
zaujem o predmet, je ukdzat jeho potrebu, ato znamena urobit ziskané vedomosti
pouzitelnymi v inych podmienkach ako su tie, za ktorych boli osvojené.” (Gabor, O.,
Kopanev, O., Krizalkovi¢, K., 1989, s.225) Stadium matematiky v §kole ma najskor
vzbudit, neskoér usmernit a hlavne udrzat’ zaujem a schopnost’ vyuzivat matematicky
aparat s l'ahkostou v kazdodennych zivotnych situaciach. NajlepSou motivaciou vo
vyucovani je ukazat’ potrebu osvojenia si novych poznatkov aich vyuZzitenost’ v praxi.
Odpoved’ na ¢asta ziacku otazku ,,na ¢o sa mam ucit’ matematiku* dava matematika sama.
Vznikla z prirodzenej potreby l'udstva ateda kazda matematickd tedria je vyuziteI'na
a nevyhnutna v praxi.Pri §tadiu exaktnej vedy, akou je aj matematika, su obzvlast’ dolezité
vedomostné vykony a ich neustale upeviiovanie a skvalitiovanie. Dosiahnutie vykonu je
podmienené viacerymi faktormi. NajdolezitejSie su schopnosti jedinca a tirovenl motivacie.
V psychologii sa pouziva rovnica

vwkon = schopnosti . motivdcia

Teda pri nizkej urovni motivacie sa znizuje aj vykon. Dokonca pri nulovej motivacii je
vykon prakticky nulovy.
Vyznam motivacie vo vyucovani zdoraznil aj G. Polya vo svojich troch zakladnych
principoch ucenia matematiky : princip aktivneho ucenia, princip najlepsej motivacie a
princip naslednosti faz. Odportaca : ,,Motivovat’ nie vynutenim, askézou, ale zaujatim
a podanim problému zvnutra.” ,,Najlep$im spdsobom ako sa nie¢o naucit’ je objavit’ to.
Pre tspesné rozvijanie vedomosti je nevyhnutnd samostatna aktivna ¢innost’ ziaka. Moze
sa prejavit’ vnutorne a navonok. Vnutorna aktivita, ako imyselna pozornost,, je sice tazko
pozorovatelna, avSak rovnako délezitd ako vonkajSia aktivita. Aplikacia aktivizujucich
vyucovacich metdod zvySuje u ziakov pochopenie rieSenej problematiky, pozornost,
aplikaciu vyssich myslienkovych pochodov, podporuje rozvoj tvorivosti, podnecuje ziakov
vnimat’ u¢enie ako ¢innost’, ktor realizuju oni sami a zvySuje uroven motivacnu zlozku
Studentovej psychiky. A naopak spravna motivacia je zakladom aktivnej ¢innosti ziaka na
vyucCovani. Zaroven aj pri motivacii matematickej Cinnosti rozliSujeme primarnu
a sekunddrnu motivaciu.
Primarna motivacia (zvedavost, tizba vyriesit' ulohu, radost’ z prace, tvorby, hry...) sa
povazuje za centralny Cinite] ucenia. Sekundarna motivacia zahfna klasifikaciu,
hodnotenie, odmenu, trest, ovplyviiovanie postojov k matematike. Uspechom ugitelovej
prace je ked dosiahne zvnitornenie sekundarnych motivov. Ziak by mal sam o¢akavat
a teSit’ sa z narastu vedomosti a zru¢nosti.

Znacny motivaény charakter ma rieSenie konsStrukénych geometrickych uloh. Samotna
podstata ich rieSenia ma niekol’ko motiva¢nych aspektov :
¢ rieSenie ulohy je cestou badania a objavovania vzajomnych vztahov,
e ziaci vidia jasny ciel’ lohy — Co treba zostrojit’ (na rozdiel od viet a dokazov ),
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e rieSenie geometrickych konstrukceii vyplyva z potreby praxe,

e kazda tloha je svojim sposobom jedine¢na a jej vyrieenie prinasa radost’ a naplia tazbu
po intelektualnych zazitkoch.

Z psychologického hl'adiska napomaha rieSenie konstrukénych uloh rozvoju priestorove;j

predstavivosti, kombinaénych schopnosti, pamiti, tvorivosti, schopnosti abstrakcie atd’.

Motivacia prostrednictvom geometrickych softvérov

V sucasnej technicko-informaénej spolo¢nosti prenikaju moderné technoldgie do kazdej
oblasti zivota. Prax si ziada technicky zdatnych absolventov, schopnych vyuzivat’, tvorit’
a aktivne sa prisposobovat’ vydobytkom doby. Neustaly rozvoj informa¢nych technologii
sa zékonite musel odrazit' aj vo vzdeldvacom procese ajeho modernizacii. Skola, ako
spolocenska institucia, reflektuje tento pokrok na urovni informacnej ako aj prakticke;j.
Tomuto trendu sa nevyhlo ani vyuCovanie matematiky a v ramci neho aj geometrie.
Vyuzivanie vypoctovej techniky na Skolach sa pomaly, ale iste stdva samozrejmostou.
Samotné pouzivanie pocitaca sa vSak eSte neda nazvat’ modernou vyucovacou metodou.
Aby bol dosiahnuty najlepsi vysledok je dodlezité spajat’ pouzivanie novych didaktickych
pomocok snovymi pristupmi k vyucovaniu. Didaktickych aspektov fenoménu IKT je
viacero.
Zelenicky (2000) ich zhiia nasledovne :

e vizualizacia, ktord ul'ahcuje predstavivost’ daného javu a skracuje proces ucenia,

e simulacia procesov, ktora méze na zaklade réznych vstupnych hodndt vytvorit’

model spravania sa realneho procesu,
e interakcia medzi poc¢itatom a pouzivatel'om, ktora je jednou z délezitych vlastnosti
multimédii

Vyuzitie pocitata vo vyuCovacom procese moZe prispiet’ tiez k naplneniu tychto
didaktickych funkcii (Lukac, 2001):

e motiva¢na funkcia,

e informacna funkcia -—IKT wumoznuju =ziskavat, uchovavat, spracovavat,

prezentovat’ a §irit informacie apraca snimi napomaha rozvoju analytického

a syntetického myslenia,

e riadiaca funkcia,

e racionaliza¢na funkcia — vhodné zaradenie IKT do vyucovacieho procesu moze

podporit’ diferenciaciu postupu a metdéd vyucovania vo vztahu k jednotlivym

Studentom,

e kontrolna funkcia,

e komunika¢na funkcia,

e socialna funkcia.

Sucasny trh ponuka viacero matematickych softvérov vyuzitelnych v praxi ako aj
v ucive zakladnych, strednych i vysokych $kél. Medzi najznamejsie matematické softvéry
patria : Cabri, Matlab, Mathematica, Maxima, Scilab, KFormula ...
Pre vyuCovanie geometrie su zaujimavé hlavne Cabri geometrie I, Kig, KGeo, KSeq,
WinGeom, Euklides, Cinderella, Dr Geo, The Geometer's Sketchpad. Na stranke
infovek.sk st dostupné :  Konstrukcné ulohy z geometrie, Malovanie obsahov, Uhly,
Pytagorova veta, Geometrické laboratorium, Rezy kocky, Podobnosti, Analyticka
geometria ... Medzi volne dostupné softvéry v sicasnosti patri aj program GeoGebra ,
ktory je porovnatel'ny s Cabri.
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Hlavnou vyhodou tychto softvérov je ich dynamicka stranka. Jednym =z hlavnych
momentov pri budovani priestorovej predstavivosti ziakov je totizto manipulacia
s geometrickymi utvarmi. Klasickd metéda rysovania na tabul'u je v tomto smere znacne
obmedzena. Priestorova predstavivost, geometrické a schematické myslenie sa pritom
rozvija nie len skusenost’ami s roznymi objektmi v beznom Zivote, ale aj systematickym
ucenim (ato najmd na hodinidch geometrie). Jednoducha vizualizacia a dynamicka
manipulacia s objektmi prostrednictvom geometrickych softvérov umoziuje Zziakom
jednoduchsie pochopenie vzajomnych vztahov a suvislosti medzi nimi. Tym sa odburava
problém nedostato¢nej predstavivosti ziakov, ktord moéze viest k odporu ku geometrii.
Zaroven vyucovanie pdsobi zabavnejSie a putavo a teda aj motivujuco. Takéto vyucovanie
je viac zazitkové a menej stresujuce pre ziakov a v kone¢nom doésledku aj vyucujiceho.
Samozrejme nevyhnutnym predpokladom si dobré vedomosti a schopnosti ucitel’a
pracovat’ s danym geometrickym softvérom.

Priklad -
Kde bolo, tam bolo, bola raz jedna neporiadna kruznica, ktora stratila svoj stred. Dobri
l'udia jej ho vSak pomohli najst’. Viete ako? Najdite, Co najviac rieSeni.

Riesenie 1 : Stred kruznice, bod S, je bodom rovnako vzdialenym od vsetkych bodov
kruznice. Zvol'me si teda na kruznici k dva navzdjom roézne body 4, B. Zostrojime tetivu
AB. Bod S musi lezat’ na osi tejto tetivy. Ak zostrojime druhu tetivu CD, ré6znobeznt s AB,

stred S lezi na tieZ na osi tetivz CD.Bod S l'e sBoloénzm Brieseénikom osl.

T 1 Ve Tytes Tomn iedse el

E[|l| |||||“ |E,m_ﬂ,.ﬁ,. :|

) e |_:|| o | |
Obrazok 1

RieSenie 2: Znovu vychadzame z tetivy 4B kruznice k. Zostrojime os tetivy AB, ktora
pretne kruznicu v dvoch bodoch E, F. Usetka EF je priemerom kruZnice k a teda stred S je
stredom usecky EF.

Riesenie 3: Zvol'me na kruznici k tri rézne body A, B, C. Zostrojme trojuholnik ABC.
Kruznica k je teda kruznica opisana trojuholniku a jej stred lezi v priese¢niku osi stran 4B,
BCacCD.

Tato jednoducha uloha sa da riesit d’alsimi spdsobmi (napr. vpisanim obdiznika do
kruznice — jeho uhlopriecky sa pretinaji v stred S), ¢o dava ziakom moznost’ tvorivo
pristupovat’  kjej rieSeniu. Zaroven ukazuje rozmanitost vyuzitia poznatkov
o elementarnych geometrickych utvaroch pri rieSeni jednej ulohy. Pritom manipulaciou
s bodmi ukazeme ziakom vzajomné suvislosti objektov. Napr.: ak posutvam bodom A po
kruznici k, ¢im menim velkost’ a polohu tetivy, stred S sa nachadza stale v priese¢niku osi.
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Zaver

V tomto prispevku sme naznacili ddlezitost motivacie vo vyucovani matematiky.
Z moznych motivacnych metéd sme sa zamerali na motivaciu tlohami a to predovsetkym
geometrickymi konstrukénymi. Hoci sa zda, Ze ich vyznam pre moderné vyuCovanie
matematiky klesa. Zamerali sme sa na ich motivacny potencial, ktory sa vd’aka vyuzitiu
dynamickych geometrickych softvérov este zvysuje. V neposlednom rade sme poukéazali aj
na potrebu vyuzitia IKT ako motiva¢ného faktora vo vyucovani.
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INVARIANTNI PODGRUPY GRUP OBYCEJNYCH LINEARNICH
DIFERENCIALNICH OPERATORU DRUHEHO RADU

JAROSLAV BERANEK, JAN CHVALINA

ABSTRACT. The contribution is devoted to characterization of some significant invariant
subgroups of the group of linear differential operators of the second order.

Matematické vzdélavani studentti univerzitniho studia (budoucich uciteld matematiky 1
matematickych odbornikll) i student matematickych disciplin na vysokych S$kolach
technického zameéteni vyzaduje orientovat studenty na propojeni riznych matematickych
teorii za ucelem hlubsiho pochopeni souvislosti mezi studovanymi souc¢astmi matematiky.
V tomto piispévku je zdiraznén klasicky vztah latky z oblasti matematické analyzy a
teorie algebraickych struktur, konkrétné vztah obycejnych diferencialnich rovnic druhého
fadu a teorie grup. Na konstrukei invariantnich podgrup grupy linearnich diferencidlnich
operatort 2. fadu je ukazana souvislost mezi klasickymi problémy matematické analyzy a
teorii algebraickych struktur. PouZzity pojmovy aparat je pevzat z monografii [4], [9], [11]
a praci [2], [3], [7], [8], [13] a [14]. Mnozinu vSech realnych cisel budeme znacit R; pod
oznacenim C(J) budeme rozumét komutativni okruh vSech spojitych realnych funkci na
otevieném intervalu J— R s obvyklym séitanim a nasobenim funkci. Analogicky okruh
vsech spojitych realnych funkci na otevieném intervalu J, které maji ve vSech bodech x € J
vSechny (spojité) derivace az do fadu n vcetné pro n&jaké prirozené Cislo n, budeme
oznacovat C"(J). Symbolem C.(J) ozna¢ime podpolookruh okruhu C(J), tvofeny vSemi
kladnymi spojitymi funkcemi, tedy

Ci)={fJ—>R;f(x) > 0,x e€J}.

Pripomeneme nyni konstrukei grupy linedrnich diferencialnich operatorti druhého fadu,

které tvoii levé strany obycejnych homogennich diferencialnich rovnic tvaru
Yt px)y tqx)y =0 . (1)

Vyuzijeme Gvah obsazenych v praci [11]. Necht’ J R je otevieny interval v mnoziné
realnych cisel; nevylucujeme ptitom ptipad J = R. Mnozinu vSech diferencidlnich rovnic
(1), vnichz pe C.(J), g € C(J), oznacime v souladu s [8] A4,(J). Dale oznac¢ime I, identicky

operator na C°(J), tj. I, y = y pro kazdou funkci y € C°(J), a polozime D = di tedy
X

Dy(x) = y’(x) pro kazdou funkci y e C*(J) . Necht pro dvojici funkci pe C(J), ge C(J)
oznacuje L(p,q) diferencialni operator
L(p, ¢) =D’ +p(x) D+ q(x) I .

V tomto oznaceni ma rovnice (1) tvar L(p,q)(y) = 0. Déle klademe

LA,(J) = {L(p, 9): C'(J) > CU); [p, q] € C:(J) xCI)} 2
tj. LA,(J) oznacuje mnozinu vSech vysSe popsanych diferencialnich operatord. Pro re R
ozna¢me jesté y,. J — R konstantni funkci s hodnotou .
Tvrzeni 1. Necht' J c R je otevieny interval, LAy(J) = {L(p, q); p, g€ C(J), p(x)>0, xe J}.
Pro libovolnou dvojici diferencialnich operatorii L(p;, q1) , L(p,, q2) € LAy(J) polozime
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L(p1, q1) -L(p> q2) = L(p1p2, p1 g2+ qu).
Potom (LA3(J), -) je nekomutativni grupa s jednotkovym prvkem L(y;, ).

Diikaz: Viz [8]. Poznamenejme pouze, ze jedni¢kou zkonstruované nekomutativni grupy

LA3(J) je operator L(y;, ) a inverzni prvek k operatoru L(p, g) je operator L( i _4 ).
p p

Pro zjednoduseni zapisu budeme dale konstantni funkce y, J — R oznacovat pouze
jejich funkéni hodnotou, tj. napf. jedniCkou vyse definované grupy je operator L(1, 0).
V dal$im textu jest€¢ vyuzijeme nasledujici vyznamnou podgrupu této grupy. Oznaéme
L;;A5(J) podmnozinu grupy LA,(J) definovanou rovnosti

LuAx()) = { L(p, ) ; L(p, @) € LA()), p() = 1}, tedy LuAx()) = {L(1, q); g€ C(J)}

V praci [2] je uveden dlkaz, ze (L;;Ax(J), ) je invariantni (komutativni) podgrupa grupy
(LA(J), ), izomorfni s (C(J), +).

Pojem invariantni podgrupy hraje v teorii grup dilezitou ulohu. Pfipomenme proto, ze
neprazdna podmnozina H grupy G (na mnozin¢ H uvazujeme zizeni operace definované
na G ) se nazyva podgrupa grupy G, jestlize e € H (jednic¢ka neboli neutralni prvek grupy
G), dale pro kazdou dvojici prvkl @, b € Hplati a- b € H a rovnéz pro kazdy prvek ae H
je a”'e H (kde a™ je inverzni prvek k prvku a € Hc G). Podgrupa H grupy G se nazyva
invariantni (také normalni podgrupa grupy G nebo normalni délitel grupy G), jestlize pro
kazdy prvek ae G plati a”’- H-a < H. Ekvivalentni podminkou je rovnost - H-a = H
pro kazdy prvek ae G, tedy tato podgrupa H je invariantni vzhledem k vnitinim
automorfismiim grupy G — odtud nazev invariantni podgrupa. Pfipomenime pouzivané
oznaceni, kterého se v dal$im pfidrzime: H < G.

Nyni se budeme vénovat linedrnim diferencidlnim operatorim tzv. Jacobiho tvaru.
V padesatych letech minulého stoleti zapocal prof. Otakar Borlivka systematické studium
globalnich vlastnosti linearnich diferencialnich rovnic druhého tadu. V roce 1967 odvodil
O. Bortvka kriterium tzv. globalni ekvivalence pro diferencialni rovnice druhého tadu
v Jacobiho tvaru, tj.
y'tqx)y =0,q9€CJ) 3)
a nalezl ptislusné globalni kanonické tvary pro uvedené rovnice; tyto jsou zaloZeny na
tvaruy’’ +y = 0 alisi se pouze defini¢nimi obory feseni. Podrobné se ¢tenai mize o této
teorii informovat v monografii O. Boruvky [6]. Za ucelem postiZeni jistého algebraického
aspektu vyse zminénych rovnic opatifime mnozinu diferencialnich operatorti LA,(J) binarni
operaci, vzhledem k niz se stane opét nekomutativni grupou (za ptedpokladu g(x)= 0, x €J),
v niz operatory vytvarejici levé strany rovnic (3) tvofi komutativni podgrupu
s jednotkovym prvkem L(0, 1), tj. L(0, 1)y =y "'+ y. Ozna¢me nejprve JA,(J), podmnoZinu
mnoziny LA(J)definovanou takto: JA,(J), = {L(0,q); g€ C(J), q(x)=0 nx e J}.

Véta 1. Bud'J c R je otevieny interval, necht LA>(J), = {L(p, q); p, g€ C(J), q(x)= 0,
xel}, JA(J)),~={L(0, q);L(0, q)e LA>J),. Pro kazdou dvojici operdatorii L(p;, qi),

L(p2q2) € LAx(J)4 polozme L(py, q1) *5 L(p2, 92) = L(p1 g2+ p2, q1 q2). Potom (LAx(J)4.*s)
Jje nekomutativni grupa, (JA>(J),, *s) je jeji komutativni podgrupa s jednotkovym prvkem

L(0, 1), pritazujicim kazdé funkci fe C*(J) funkci f > + f.
Diikaz: Snadno se nahlédne, ze LA,(J), je nekomutativni grupoid, v némz plati

L(p, q) s L(0, 1) = L(p, q) = L(0, 1) *5 L(p. ).

44



INVARIANTNI PODGRUPY GRUP OBYCEJNICH LINEARNICH DIFERENCIALNICH ...

Binarni operace .5 je asociativni: Pro libovolnou trojici L(p;q;) € LA>(J), 1= 1, 2, 3 plati
[L(p1, q1) *8 L(p2 q2)] *8 L(ps5, q3) = L(p192+ P2 q192) *8 L(p3, q3) =
=L(p:1q295+ P2q5 t p3, 919293) =L(p1, 1) *8 L(p2q95+ p3, q243) =

=L(p1, q1) *5 [L(p2 q2) *5 L(ps, 93)].

JelikoZ pro kazdy diferencialni operator L(p, q) € LA>(J), plati L(p, q) 5 L( —E,i ) =
q 49

Lo, 1)=r(-2, ! )esL(p, q)ie L, ¢) = L(- L, ! ). Tim jsme ovéfili, e (LAx(J).*)
q q q q

je nekomutativni grupa.
Dale, pro libovolnou dvojici operatortt L(0, p), L(0, q) € JA>J), je L(0, p) *5 L(0, q) =

L(0, pg) = L(0, q) *3 L(0, p) a také L(0, p) *5 L7'(0, @) = L(0, p) * L(O,é)— L(0, 5)6

JA,(J), takze (JA>(J),,*s) je komutativni podgrupa grupy (LA»(J),,*s), kterd je izomorfni
napft. s grupou vSech kladnych realnych funkci jedné proménné. mi

Pozndamka: Podgrupa JA,(J), grupy LA>(J), neni invariantni, jak se snadno ovéii. Rovnéz
dalsi podgrupy, jako napf. podgrupa linearnich diferencialnich operatorti s konstantnimi
koeficienty nebo sudymi funkcemi jako koeficienty, nejsou invariantni, coZ poskytuje
jednu z klasickych motivaci studia mnohozna¢nych struktur ([1, 3, 7, 8]). Zde se zamétime
na ptiklady invariantnich podgrup.

Ozna¢me JcAx(J), = {L(0, r); r € R — {0}}, coz je mnozina vSech operatori Jacobiho
typu s konstantnimi koeficienty u nederivované funkce.

Véta 2. Bud’ Jc R je otevieny interval. Podgrupoid (JcA>(J), %) grupy (JAx(J)y.*5) je
invariantni podgrupa této grupy, tj.
(JcAx())g,*5) < (JA2AJ)g,%8)-

Diikaz: Pro libovolnou dvojici operatort L(0, r), L(0, s) € JcA:(J), plati
L(0, ) s L7'(0, s) = L(0, r) *5 L(0, é)— L(0, 2) e JcAx(J),.
Déle, pro kazdy operator L(0, p) € JA(J), je
L0.) % L0, g 170, p)= L0 pr) 5 L0~ )= L0, )

tedy L(0, p) * JcAx(J)y 5 L7 (0, p) CJcAs(D), , takze (JeAs(D)y,%5) < (JA()y,%5). O

Poznamenejme, Ze kazda diferencialni rovnice tvaru L(0, )y = 0, kde L(0, r) € JcA(J), , j.
rovnice y' +ry =0, re R, r #0, je fesitelna elementarni metodou. Pro » >0 je obecné
teSeni tvaru y = C; cos Vrx + Csinrx, pro » <0 je obecné feseni y = C,; exp(\/—_r x) +
C; exp( —J-r x). Dodejme, Ze vylouceny piipad » = 0 dava rovnici y’’ = 0, jejiz obecné
feSeni je tvofeno dvouparametrickym systémem funkci y = Cix + C;, jejichz skladani je
motivaénim modelem pro definice binarnich operaci v mnozing operatort LA>(J), J € R.

Nyni se vratime k plivodn¢ uvazované operaci na mnoziné LA,(J), ktera je pouzivana v

vvvvvv

LAx(J) = {L(p, q): p. g€ C(J). p(x)>0, xe J} aL(p, q)-L(u, v) = L(pu, pv + q) € LA(J) pro
kazdou dvojici operatord L(p, g), L(u, v) € LAy(J).
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Dale oznacme L¢;Ax(J) = {L(r, q); L(r, q) € LA(J), re R, r = 0} a symbolem L;;A5(J)
mnozinu vSech operatord tvaru L(l,q)e LA>(J), tedy operatori tvoricich levé strany
diferenciélnich rovnic
Yoty tqx)y =0, xed.

V ¢lancich [2, 3, 7, 8] je ukazano, ze (LA5(J),-) je nekomutativni grupa a (L;;A>(J), ) je jeji
komutativni invariantni podgrupa, izomorfni s aditivni grupou vsech spojitych realnych
funkci jedné proménné. Dokazeme obecnéjsi vétu, v jejiz formulaci jsou obsaZena prave
zminéna fakta.

Véta 3. Bud' Jc R je otevieny interval. Plati: (L;1Ax(J),-) < (LciAx(J),-) < (LAy(J),-).

Diikaz: Necht L(1, q)€ L Ax(J), L(ri, qi), L(r: qz) € LciAx(J), L(u, v)e LAy(J) jsou
libovolné diferencialni operatory. Plati

_ 1 r 7
Lry, q)-L7 (s g)= Lry, ) L(~, —‘j—Z) =L(- gy =Lg,) € L),

2 2 2 2

takze (LciA2(J), ) je podgrupa grupy (LA»(J), ). Dale

_ 1
L(r, q1)-L(1, p)-L7'(r1, q1) = L(ry, rip + ‘Z1)'L(r—, —%) =L(1, rip) € L;;A2(J),
1 1

tedy L(V], Q1)'L1]A2(J)'L_](I"1, (]1) (an L]]AZ(J); dale platl'
_ 1 Y
L, v)-L(r;, q)-L ](u, v)=L(ru, v+ uq;)-L(;, —;) =L(r,(I-r)v +uq;) e LciAxJ),

tudiz L(u, v)- Le;As>(J)- L™ (u, v) © LciA(J) pro kazdy operator L(u, v) e LAx(J). Z vyie
zminénych odkazl a prave provedenych uvah vyplyva spravnost kratkého fetézce relaci

(L1;Ax(J), )< (LciAx(J), ) < (LAx(J), ). o

Zaver: S pojmem invariantni podgrupy zce souvisi pojem vytvofujiciho rozkladu ([5]) a
ekvivalentni pojem kongruence. Vlastnosti téchto pojmd pro grupy linearnich
diferencidlnich operatorii a prostor feSeni jim piislusnych diferencialnich rovnic budou
pfedmétem dalsSiho studia.
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ZACI SE SPECIFICKYMI VZDELAVACIMI POTREBAMI

RUZENA BLAZKOVA

ABSTRACT. Education of pupils with specific education needs. Giften pupils with specific
learning disabilities. In this article we present some results of our research.

1. Uvod

Vyzkumna c¢innost v oblasti didaktiky matematiky se na Katedie matematiky
Pedagogické fakulty MU v Brné zamétuje, mimo jiné, na vzdélavani zakd se specifickymi
vzdélavacimi potfebami. Tito Zaci mohou mit problémy v matematice a je tieba, aby ucitel
matematiky byl sezndmen s moznostmi vzd€lavani téchto zakti vzhledem k jejich
budoucimu profesnimu zatazeni i k moznostem vyuzivani nezbytnych matematickych
poznatki v bézném zivoté. K zakim se specifickymi vzdélavacimi potiebami fadime napf.
zaky se zdravotnim znevyhodnénim, s poruchami uceni, s poruchami chovani, zaky ze
znevyhodnéného sociokulturniho prostfedi, zaky z jinych jazykovych destinaci, zaky
nadané a mimotadné nadané. V mnoha pfipadech se nejednad pouze o jednu specifickou
vzdélavaci potiebu a ¢asto se kumuluji. Tak se miZzeme setkavat napt. se zdkem tzv. dvoji
vyjimecnosti, u kterého identifikujeme nadani pro matematiku a zaroven dyslexii nebo
dysgrafii, se zakem se zdravotnim handicapem a zaroven matematicky nadanym, nebo
naopak s poruchou uceni, s nadanym zakem s poruchou chovéni apod. VSichni tito zaci
potiebuji ke svému uspésnému studiu jednak velmi empatického ucitele matematiky,
jednak vyrazny individualni pfistup, nebot’ je pomérné obtizné uplatiiovat obecnéjsi
postupy, jednak chapajici rodinné zazemi. Vzhledem k neustalému trendu inkluzivniho
vzdélavani téchto zakt v béznych zakladnich a stfednich Skolach povazujeme za pottebné
zkoumat moznosti zakli vzhledem k matematickému vzdélavani a také piipravu budoucich
ucitelll matematiky v této oblasti.

Mezi vyznamnymi osobnostmi mizeme najit mnoho matematiki i fyzikd, u kterych se
objevovala tzv. dvoji vyjimecnost. Jednim ze soucasnych je napf. britsky teoreticky fyzik
Stephen Hawking, ktery je proslulym védcem a je téZce zdravotné postizeny, pohybuje se
pomoci elektrického voziku a komunikuje prostfednictvim specialniho pfistroje.

2. Pripadové studie

Na naSem pracovisti se vénujeme zakim nadanym pro matematiku (Blazkova,
Vatiurova, Budinova), zakti s poruchami uleni (Blazkova, Siroka), zakam ze
znevyhodnéného sociokulturniho prostiedi (Vaiurovd), nadanym zakiim s poruchami
uceni (portesova, Vanurova, Blazkova).

NasSe zkoumani se zaméfuje na individuani praci s jednotlivymi zéky a je zamétfené na:

e Analyzu pfi¢in problému zéka v matematice.

e Sledovani charakterovych, zejména volnich vlastnosti zaka.

e Hledani vhodnych motivacénich piistupti a ziskavani z4jmu o matematiku.

¢ Hledani adekvatnich vyukovych ptisupti a komunikac¢nich prostiedkd.

Piispévek byl zpracovan v ramci feSeni Vyzkumného zaméru VZ MSM 0021622443 Specialni potieby zaku v kontextu 49
RVP pro zakladni vzdélavani.
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Sledovani schopnosti reprodukce naucenych postupt
Sledovani arovné logického a tviir¢iho mysleni.
Reseni dalsiho vzdélavani zaka na vysSich stupnich skol a v profesnim zatazeni.

Jako priklad uvadime nékteré piipadové studie, které jsme v poslednim obdobi fesili.

Pripadova studie 1.

Chlapec studuje stiedni Skolu socialniho zaméteni. V prvnim pololeti prvniho ro¢niku

propada z matematiky, v ostatnich pfedmétech nema problémy, je hodnocen stupni 1 a 2.
Doporuceni uéitelky matematiky i pedagogické poradny: zménit skolu.

Chlapec je velmi houzevnaty, ochotny, pracovity, citlivy, ma vyrazné socialni citéni .

Skolu si vybral proto, aby mohl pracovat v socialni oblasti. Projevuje se u n&j kumulace
problémt zdravotnich (vyrazna zrakova vada) a poruchy uceni v matematice. M4 velmi
dobré rodinné zazemi.

Analyza pricin vyukovych problémii:

Na zakladni Skole m¢l velmi empatickou ucitelku, ktera jeho problémy chapala a
hodnotila ty ¢asti matematickéhu uciva, ve kterych byl uspésny. Na stiedni Skolu
odchazel s hodnocenim 2, avSak potfebnému rozsahu uciva pro stfedni skolu jeho
védomosti neodpovidaly.

Byl schopen fesit elementarni ulohy, tlohy komplexnéjsi povahy fesit nedokazal,
nezvladl rozlozeni tilohy na elementarni kroky.

Nedokazal pracovat se sbirkou tuloh, neorientoval se v textu, ktery nebyl vhodné
graficky roz¢lenén.

MEél problémy se ¢tenim nékterych symbolickych zapist, nejvyraznéji se to projevilo
pii zapisu logaritm.

Nemél vytvofeny geometrické predstavy, problematické pro néj byly jednotky mér.
Projevovaly se poruchy dlouhodobé paméti, bylo nutné neustalé opakovani jiz
zvladnutého uciva.

Byl pro n¢j nevyhodny pouze pisemny zpiisob hodnoceni, ktery na Skole pievazoval.

Sledovani charakterovych vlastnosti zaka:

Dominantni vlastnosti byla jeho touha vystudovat zvolenou Skolu a piipadné
pokracovat ve zvoleném oboru a vy$$im typu Skoly.

Projevovala se houZevnatost, pracovitost, snaha po pochopeni uciva, svédomitost pii
plnéni zadanych tkoli.

Hledani vhodnych motiva¢nich pfistupt a ziskdvani zajmu o matematiku.
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Psychickou zatézi pro zaka byl trvaly neuspéch a neustalé hodnoceni pisemnych
praci stupném 5.

Motivacéni pro né¢j byla moznost hovofit o problému, moznost zeptat se na cokoliv,
komunikovat s ucitelem.

Motivacnim faktorem byla zména didaktickych prostiedkli, nebot’ obdrzel pracovni
listy, kterym rozumél.

Motivacni pro n¢j byla i zména ve zplsobu zkouseni, kdy byl Castéji zkousen ustné a
mohl komunikovat s ucitelem.

Vyraznym motivacnim faktorem bylo postupné zlepSovani klasifikace (na konci
druhého ro¢niku byl hodnocen stupném 3).
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Hledani adekvatnich vyukovych pfistupli a komunikacnich prostiedkd.

- Pro chlapce byla vyraznou pomoci individualni prace, kdy se pfi zvladani uciva
prave probiraného ve skole doplnovalo nezvladnuté ucivo z predchozich roc¢nik.

- Byly zpracovavany specielni pracovni listy, kdy kazdy list obsahoval pouze jeden
elementarni krok. Byl uveden feSenym prikladem, podle kterého se fesily dalsi
podobné tlohy. V zavéru listu byl pokyn, aby zak vymyslel podobny ptiklad.

- Velky vyznam mélo grafické zpracovani pracovnich listd, vyuzivani nertiznéjSich
symbolti, znacek, Sipek apod. Vzhledem ke zrakové vade¢ se pouzivalo vétsiho
pisma.

- ITkdyz se postupovalo velmi pomalu a vSe bylo tieba neustale opakovat a pfipominat,
postupné se zvySovala samostatnost zaka pii feSeni uloh, jeho divéra ve vlastni
schopnosti. Hodnoceni vysledkt jeho prace se zlepSovalo.

Reseni dal§iho vzdélavani zéka na vyssich stupnich $kol a v profesnim zafazeni.
Vzhledem ke snaze samotné¢ho zdka a jeho touze vystudovat zvolenou skolu lze
predpokladat, ze bude moci pokracovat i ve studiu na vy$$im stupni.

Piipadova studie 2.
Chlapec 5. ro¢niku zakladni skoly. Projevuje se u né€j nadani pro matematiku, avSak
byla u n¢j diagnostikovana dysgrafie a dyslexie.

Analyza pficin vyukovych problémi
- Problémy chlapce nejsou v oblasti védomosti, ale v oblasti prezentace vysledkl jeho
prace. Jeho pismo je nethledné, zaménuje néktera pismena nebo slova.
- Pisemné vyjadfovani je velmi stru¢né, heslovité, neumi odpoveédét na otazku slovni
ulohy celou vétou.
- Velmi rad vyuziva symbolickych vyjadieni, zkratek, obrazk a grafické prezentace.

Sledovani charakterovych vlastnosti zaka:
- Chlapec je velmi zvidavy, projevuje vyraznou myslenkovou ¢innost, kterou
nepotiebuje zaznamenavat.
- Preferuje slovni komkunikaci pfed pisemnou.
- Rad tesi ulohy nestandardni, které dfive netesil a pro které vymysli originalni
postupy feseni.
- Logické mysleni je na vysoké tirovni.

Hledani vhodnych motivacnich pfistupti a ziskavani zajmu o matematiku.

- Motivaéni je pro chlapce kazda uloha, kterou doposud nefesil a kdy se mize
dozveédét dalsi informace (na pf. pocitani s mocninami, kombinatorické vztahy,
vyuzivani pismen ve vyznamu cisel aj.)

- Zéjem o matematiku ma.

Hledani adekvatnich vyukovych pfistupli a komunikacnich prostiedkd.
- Priprava didaktickych materialii s nestandardnimi tilohami.
- Zajisténi individualizované vyuky.
- Preferovani verbalni komunikace, aby mohl prezentovat sviij myslenkovy
potencial.

Reseni dalsiho vzdélavani zéka na vyssich stupnich skol a v profesnim zafazeni.
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Chlapec bude studovat v matematické tfidé viceletého gymnazia.

Ptipadova studie 3.

Sestilety chlapec, ktery prokazuje vyjimeéné znalosti v oblastech, které jej bavi, aviak
nema vubec vyvinutou grafomotoriku. Obrazky kresli s nechuti, nedafi se mu nakreslit
jakoukoliv ¢aru. Navrh na odlozeni nastupu skolni dochazky.

Analyza pfi¢in problémi

Chlapec ma problém s drzenim tuzky, s uvolnénim ruky. Objevuje se problém s
koncentraci na ¢innosti, které nejsou v oblasti jeho zdjmu, snadno se rozptyluje. Kresleni
jej viibec neoslovuje, nema zajem cokoliv graficky vyjadiit.

Hledani vhodnych motivacnich ptistupti

Pfi individudlni praci bylo zjisténo, ze pokud ma pro n¢j kresba vyznam, pak je
schopen kreslit ¢ary a uvoliiovaci cviky. Dale bylo zjisténo, ze jeho “vidéni” neodpovida
predstavam ucitele. Napf. pfi pokynu “nakresli schody” kreslil obdélniky (pohled shora na
jednotlivé schody — putdorys) , avSak ucitel ocekaval lomenou c¢aru (pohled zprava —
bokorys). Analogicky se to projevovalo pii pokynu “nakresli lod”.

Hledani adekvatnich vyukovych pfistupii a komunika¢nich prostiedk.

Byly vypracovany pracovni listy k uvoliiovacim cvikim tak, aby vzdy cara
predstavovala néco, co chlapce oslovilo. Napf. draha zavodniho automobilu, draha lyzate
na sjezdovce, pohyb lodi na mofti, draha vlaku aj.

Chlapci byly pfedkladany ulohy pro rozvoj prostorové predstavivosti — stavby z
krychli. Dostal stavebnici asi 300 krychli a dokazal pracovat se zaujetim dlouhou dobu a
prokazal vlastni tvofivé pfistupy.

Reseni dal$iho vzdélavani
Po pravidelné praci s maminkou podle naSich pokynd se vyrazné zlepsily jeho
grafomotorické schopnosti a bez problému muze nastoupit do 1. rocniku zakladni skoly.

3. Zavér

V ¢innostech s détmi jsme zjistili nékolik skutecnosti, které je mozno zobecnit:

- Prace s détmi je vyrazné individualni, kazdy zak vyzaduje vlastni specifické ptistupy.

- Veskeré ¢innosti vyzaduji empatického ucitele, ktery je jednak dobrym matematikem,
jednak dobrym psychologem a pedagogem.

- Uspé&snost 7kt je zavisla do jisté miry na moZnostech komunikace s ugitelem.

- Velky vyznam ma vlastni motivace zaka k matematickym ¢innostem, jeho snaha, Usili,
pracovitost a vytrvalost.

- Podnétné rodinné prosttedi a pochopeni problémut Zaka rodici, prarodici ptispiva ke
zlepSeni situace.

- I kdyz se uspéchy dostavuji pomalu, je tfeba prokazat trpélivost a neustalé opakovani.

- Nikdy neni pozdé¢ ke zvladnuti matematického uciva zakladni ¢i stfedni skoly.
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CONVERGENCE THEOREMS FOR THE OPTIMAL INTEGRAL IN RIESZ
SPACES

ANTONIO BOCCUTO, XENOFON DIMITRIOU, NIKOLAS PAPANASTASSIOU

ABSTRACT. An integral for real-valued maps with respect to Riesz space-valued measures
compatible with respect to the operation of supremum and continuous from above is
introduced. The main properties are investigated and some convergence heorems are
proved.

KEY WORDS. Riesz space, order convergence, optimal measure and integral, Maeda-
Ogasawara-Vulikh representation theorem, monotone convergence theorem, Fatou lemma,
Lebesgue dominated convergence theorem.

1. Introduction

In the literature, in several fields of mathematics - for example quantum theory, fuzzy
events, measures, integral and probability theory- in investigating and finding
representation models for various kinds of problems, sometimes it seems more natural to
deal with measures which are "compatible with respect to the operation of supremum"
rather than classical finitely additive measures. Examples of such set functions are the
Shilkret maxitive measures (see [12,17]), the M -measures (see [15]) and the optimal
measures (see [1,2,3,4]). These kinds of measures have several applications in quantum
structures and observables (see [16]) as well as in intuitionistic fuzzy sets (see [5]), which

are pairs of the type (4,,v,) of measurable functions g ,,v, : (X, ) —>[0,1] such that
M, +v, <1

The M -measures with values in lattice ordered groups were studied in [8] and [9],
where in particular some results about extension theorems and product measures were
proved. In this paper we introduce the integral for some non-negative real-valued functions
with respect to optimal Riesz space-valued measures. For the real case, this integral was
studied by N. K. Agbeko ([1-4]). Furthermore, using the Maeda-Ogasawara-Vulikh
representation theorem for Dedekind complete Riesz spaces as suitable spaces of
continuous extended real-valued functions, we prove the main convergence theorems for
this integral. Similar integrals for real-valued maps with respect to Riesz space-valued set
functions were investigated in [7,10,11].

2. Preliminaries

From now on R denotes a Dedekind complete Riesz space, X any nonempty arbitrary set
(possibly infinite) and 5 < P(X) be any o -algebra. Let us add to R two extra elements,

+ooand —o0, obeying to the usual rules as in the classical case, and set R:=RU {£oo}.
We say that a sequence (p,), of positive elements of R is an (o) -sequence if p, 10.A

sequence (x,), in R is said to be order-convergent (or (0)-convergent) to x if there
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exists an (o) -sequence (p,), with |x, —x|< p, for all n €N, and in this case we write
(o)lim x, =x.

We say that a set function P: § — R is an optimal measure if P(A\U B) = P(A)v P(B)
whenever 4, B € 8 and P is continuous from above, that is P(A) = A, P(A,) whenever
(4,), is a decreasing sequence in /3, such that A= 4, .

We now recall the Maeda-Ogasawara-Vulikh representation theorem (see also [6]).
Theorem 1. Every Dedekind complete Riesz space R is algebraically and lattice
isomorphic to an order dense ideal of C_(Q)={f¢€ RY: fis continuous,
and {o e Q|f(a))| =400} is nowhere dense in Q},where Q is a suitable compact

Hausdorff extremally disconnected topological space. Moreover, if we denote by a an
element of C, (L) which corresponds to a € R under the above isomorphism, then for

any family (a,),., in R such that a,:=v , a, € R we have a,(®)=sup,[a (@)] in the
complement of a mmeager subset of Q) The same is true for A, a, .

We denote by sup and v the pointwise and the lattice supremum respectively, and by
inf and A the corresponding infima.

3. The main results

Proposition 1. Let (B)), be any increasing sequence in 3, and B:=\U,_ B, . Assume
that P is an optimal measure. Then P(B)=(o)lim, P(B )=v, kK P(B)).

Proof: Observe that (B\B)) is a decreasing sequence in [ and thus
inf, P(B\B,)=(0)lim, P(B\B,) = P(<)=0. Furthermore note that B, — B, and so
B=B U(B\B,)) for all neN. Hence P(B)=P(B,)vP(B\B,) for any neN.
From this and by Theorem 1 it follows the existence of a meager set N such
that P(D) (@), P(B)(w), P(B )(w)eR;

forall we Q\ N and neN;

inf P(B\B,)(w)=1im, P(B\B, )(w)=0 for all @€ Q\N. We now claim that, for

such @’s,

P(B)(@) = P(B, )(®) (1)

for at least one index n,=n,(®). From this, by monotonicity of P, we will get
P(B)(w) = P(B,)(®) forall n>n,(®),and hence

lim P(B, )(w) = sup P(B,)(@) = P(B)(®). 2)
By arbitrariness of @ ¢ N and by a density argument, since the complement of a meager

subset N is dense in Q, from (2) we will obtain that
P(B)=sup, P(B,)=(0)lim  P(B,), that is the assertion.
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So, to complete the proof it remains to prove (1). If (1) should not hold, then for at least
one @, € Q\ N we should get P(B)(w,) # P(B,)(®,), and hence

P(B)(@,) > P(B,)(®,) 3

for any neN. So we should have P(B)(@,) = P(B\B,)(®,) for all ne N. Taking the

infimum as #n varies in N we should get P(B)(w,)=0.By monotonicity,

P(B,)(@,)=P(B)(®,)=0 for all neN, which contradicts (3). This concludes the

proof. [

Let s:=zn: a, (A4;) be any nonnegative simple function, where A4,...,4, € fand
i=1

UL, A =X.1f Ae 8, we call integral of s with respect to P on Athe quantity
Vi, a, P(4 M A), and we denote it by the symbols LSdP or I,(s). If A=X, set

JsdP:IXsdP:I(s):IX(s).

We now prove that our integral is well-defined, that is it does not depend on the choice of

the representation of s. Indeed, if s::z a ;((Al.):z b, ¥(B,), then for all
k=1

i=1

i=1..,n, k=1,..m we get A =0 (4ANB,), B, =U_ (4 NB,), and hence
P(A4)=v; P(4NnB,), P(B,)=V_,P(4 N B,).From this it follows that

Vi, P(A) =V Vi, P(4 A B =V, @ P(4 B, @

Viab P(B) =V, [V b P(4, " B)]=V,, b P(4NB,). (%)
The assertion follows from (4) and (5) taking into account that b, =c, whenever
ANB, #3 and P(4 N B,)=0whenever A NB, =J. [
Proposition 2. Let s be any simple function and (B,), be any increasing sequence in |3,
with U, B, =B. Then I,(s)=v 1, (s)=(0)lim, I, (s).

Proof: Let §i= Zzl a; X, - Then I,(s)=v] a,P(4NB),
I, (s)=vi aP(4NB,). For each i=1l,...,m we get 4,NB, c4NBe fand

U (4, "B, )= A, N B.By Proposition 1 we get:

P(4, NB)=(0)limP(4, "B, )=v,P(4 NB). (6)
Since the aq,’s, i =1,...,m , are positive, from (6) we get:

I,(s)=v] aP(4NB)=vVv][v,a,P(4NB)]= (7)

=v,[ViaP(4,NB)]=v, 1, (s)=(o)limI, (s).

=1 ""i

This concludes the proof. [
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Note that I(s,+s,)<1I(s,)+1(s,) whenever s,,s, are two simple non-negative

functions and /(s,) <I(s,)whenever s, <s,.Indeed, if (without loss of generality)
S, =Z a y(4), s, =Z b, x(4;), then
i=1 i=1

I(s,+s))=vVvi (a,+b)P(4)<v,. a, P(A)+Vv b P(4)=1(s)+1(s,); ®)
I(s) =V a P(4)<vi, b P(4)=1(s,)

i=1 i

if s, <5, .. We now introduce our integral for any non-negative measurable function.
Definition 3. Let />0 be a measurable map, S, :={s simple: 0<s< f}and A€ f3.
The quantity /,(f):= Vies, 14 (s) € R is called the integral of f on A with respect to

P, and denote it also by the symbol L f dP. Moreover we indicate with the symbols

IX fdP or I(f) the quantity /,(f). We say that f >0 is integrable (on X ) if
I(f)eR.

It is easy to check that our integral satisfies the classical elementary properties: in
particular we get I ,(a f)=al,(f)whenever A€ §, a>0 and f >0 is a measurable

real-valued function, and from (8) it easily follows that, if 0< f < f, and A€ f3, then
1,(f)<1,(f,). Furthermore it is readily seen that /,(f)<1,(f)whenever AC B,
A,Be ff and f >0 is measurable.

Proposition 4. (Absolute continuity) Let f >0 be any measurable bounded map. If
(o)lim, P(E,) =0 forall neN, then (0)lim, I, (f)=0.

Proof: Let a >0 be such that 0< /' <a. Itis easy to see that 0< 7, (f)<aP(E,) for

all n € N The assertion follows directly from this and the hypotheses. [

Observe that, even R =R, Proposition 4 is in general not true without assuming
boundedness of f (see for instance [1]).

We now prove some convergence theorems.

Theorem 5. Let (f,), be an increasing sequence of measurable non-negative maps, and

set f:=lim_ f,. Then I(f)=(0)lim I(f)).

Proof: First of all let us prove the inequality
1(f)=v, I1(f,) =) imI(f,). ©)
If the sequence (/(f,)), is not bounded in R, then the right member in (9) is equal to

400 and so there is nothing to prove. So, let us suppose that (I(f,)), is bounded in R:

then, by Dedekind completeness of R, there exists in R the quantity
v, I(f,)=(o)lim, I(f,). Fix arbitrarily o €(0,1)and se€S,. For each neN, set
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E ={xeX:f (x)2as(x)}.Itis easy to check that (£, ), is an increasing sequence in
Band X =U’_ E . By virtue of monotonicity of the integral, we get

Ip (as) < I (f,) <1 (f,)=1(f) (10)

Since it is readily seen that /(a s)=a I(s), from this, (10) and Proposition 2 it follows
that

al(s)=I1(as)=1(as)=(o)limI, (as)= (11)

=v, 1y (as)<v, I(f,)=()imI(f,).
By arbitrariness of & € (0,1), from (11) we get
()< v,1(f,) = (o) imI(f,). (12)

By arbitrariness of s € S_ ;> from (12) we obtain

1(f) =V, 1) <V, I(f,) = () lim I(f,),

that is precisely (9). Concerning the opposite inequality, we have:

I(f)<I(f,,)<I(f), and so v, I(f,)=(o)lim, I(f,)<I(f). This concludes the
proof. [J

We state the following version of the monotone convergence theorem for decreasing
sequences.

Theorem 6. Let (h,), be a decreasing sequence of measurable functions, and suppose
that there is a>0 with 0<h <a for all neN, and set h:=lim h . Then
I(h)=(o)lim I(h,)=nAI(h)).

Proof: First of all, let us show that

I(f+)<I(f)+1() (13)

for each measurable non-negative function f and for any 0 <7 € .S, where S is the class
of all simple functions. We have:
[(f + t) = VseS,OSsSfH I(S) = vseS,tésSfH[(‘S) =

= vseS,OSSSfI(S + ZL) < VseS,OSSSf [I(S) + I(t)] <

< Vyesosse AOIHI(O) = 1() + (D),
getting the claim.
Now, fix arbitrarily £ >0, and let B, :={xe X :h (x) < h(x)+¢&}. It is easy to see that
the sequence (B,), is increasing in 8 and X =, B, . Thus O=nN"_ (X \B)). By
continuity from above we get

(0)imP(X\B )=nA,P(X\B,)=0. (14)
For all neN we get h <(h+te&)vay,,<(htée)+ay vy, By (13) and

monotonicity of the integral, we obtain
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I(h)<I(h+&)+aP(X\B)<I(h)+&¢P(X)+aP(X\B)).
Hence, limsup, I(h)<I(h)+¢&P(X)+alimsup, P(X\B,)=I1(h)+&P(X). By
arbitrariness of & >0 we get
inf I(h)=(o)lim, I(h)=limsup,6 I(h)<I(h).

Concerning the converse inequality, note that, by monotonicity of the integral,
I(h)<I(h) for all neN and hence

I(hy<inf I(h)=(o)lim, I(h,)=limsup, I(h). [
Observe that, without assuming equiboundedness of the sequence (/,)
Theorem 6 fails to hold, even when R =R (see [1]).

in general

n?’

We now prove our version of the Fatou Lemma.

Lemma 7. If (f)), is a sequence of measurable non-negative functions, then

I(liminf, f)<liminf I(f,). Moreover, if the f,
I(limsup, f,)=limsup, I(f,).

Proof: We prove only the first inequality, since the second one is similar. For every n € N
set h, :=A,,, f,. The sequence (A, ), is increasing, and so by the monotone convergence

s are equibounded, then we get also

theorem we get:

I(liminf, £)=1(v,h)=(0)lim I(h)=liminf, I(h)<liminf, I(f). [

We now turn to the Lebesgue dominated convergence theorem.

Theorem 8. Let (f,), be an equibounded sequence of measurable non-negative

mappings, and suppose that [ :=lim  f,. Then I(f)=(o)lim I(f,).

Proof: Since f =limsup, f, =liminf f , by virtue of Lemma 7 we get:

n

I(f)<liminf I(f )<limsup, I(f )<I(f). (15)

So all the inequalities in (15) are equalities, and hence the theorem is proved. [
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VYVOJ POJMU FUNKCE OD ARCHIMEDA PO NEWTONA

IRENA BUDINOVA

ABSTRACT. The article shows problems with development of the concept of function. It
was very difficult to build the problematics of functions. At the end of the article we
consider how the historic difficulties could affect education of functions at basic school.

Pocatky vzniku pojmu funkce

Pojem funkce jako takovy se nerozvijel plynule, ze zacatku se spiSe objevuje v pracech
nékterych genidlnich myslitelll, ktefi vSak nenasli nasledovniky a vyvoj tim byl stale
zbrzd’'ovan. Nejvétsiho posunu se pojmu funkce dostalo diky nasledujicim okolnostem:

— ftecké studium ktivek (zejména Archimédes),

— astronomie, ktera si vyzadala vznik trigonometrie,

— studium fyzikalnich zakonitosti (napf. popis pohybu hmotného bodu v 17. st.),

— vytvoreni pravouhlého systému Fermatem a Descartem a jejich objev analytického
vyjadieni funk¢ni zavislosti,

— vznik diferencialniho poctu,

— pochopeni pojmu limity.

Prvnim myslitelem, které dokazal o zavislostech uvazovat v obecngj$im duchu, byl
Archimédes ze Syrakus (287 — 212 pf. n. 1.). Byl jediny, kdo se zaobiral takovymi pojmy
jako nekonecno, a to i pfesto, Ze tento pojem byl vyslovné zapovézen Aristotelem, jehoz
autorita pretrvala 2000 let. S nekoneCnem se Archimédes setkal, kdyZz se rozhodl urcit
obsah plochy useku, ktery ohranicuje parabola a piimka (asi 225 pt. n. 1.). Ur¢ovani obsahu
plochy trochu slozitéjsich ktivek byl tehdy nepfedstavitelny problém. Archimédes ale
zvolil velice dimyslny zptisob postupného vepisovani stale mensich trojuhelnikd do Gseku
paraboly. Kdyz se téchto kroki udéla nekone¢né mnoho, pokryje se plocha tseku paraboly
cela. Archimédes takto vytvoril nekone¢nou fadu obsahi trojuhelniku a dokonce dokazal
najit soucet této fady. Vypocital, Ze obsah seku paraboly je roven 2/3 obsahu obdélnika,
kterému je usek paraboly vepsan. Bohuzel ale tento postup je natolik specificky, ze nebylo
mozné provést zobecnéni, které by platilo pro libovolnou kiivku.

Dale se v jeho pracech miizeme s limitnim uvazovanim setkat pfi uréovani obsahu
kruhu. Tento piiklad intergace mimo jiné vedl k aproximaci Cisla 7.

Archimédes, podobné jako i jini matematikové té doby, se zabyval také studiem
kiivek, a to zejména kuzeloseCek a spirdl. Rozvinul metodu na stanovovani tecen ke
kfivkam a metodu na urovani extrému. Jeho velky nédstupce Apollonios z Pergy (asi 260 —
170 pt. n. 1.) se proslavil svym pojednanim Kuzelosecky (Konika).

V rozvoji pojmu funkce sehrala dillezitou ulohu také astronomie. Ze vztahu mezi
matematikou a astronomii vyrostla potfeba zavedeni trigonometrie. Prvni prace o
trigonometrickych funkcich se vztahovaly k oblouku kruhu. Kruh daného poloméru byl
rozdélen na 60 dil (zde vidime inspiraci fecké matematiky v babylonském systému, ktery
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pouzival $edesatkovou soustavu). Ukolem bylo najit délku oblouku leZiciho proti danému
uhlu. Prvni znamé tabulky obloukl byly vytvofeny feckym matematikem Hipparchem
kolem roku 140 pi. n. I. PiestoZe tyto tabulky nepiezily, fika se, Ze Hipparchos napsal 12
knih s tabulkami obloukl. Je proto povazovan za objevitele trigonometrie.

Poslednim obdobim staroveéku je obdobi fimské nadvlady, ve kterém nastal Gpadek a
stagnace védy. Jednim z nejdulezitéjsich dél tohoto obdobi je dilo Claudia Ptolemaia (85 —
- 165) Velka skladba (Megalé syntaxis, znamgéjsi pod arabskym nazvem Almagest). Kromé
toho, Ze je zde vyklad vSech astronomickych poznatkd té doby, obsahuje i soustavné
vyloZenou « trigonometrii tétiv » (v jeho praci se jiz skryté vyskytuje funkce sinus, sestavil
tabulky zavislosti mezi velikosti uhlu a délkou pfislusné tétivy).

Obdobi stifedovéku nebylo z hlediska vyvoje funkci nijak zasadné vyznamné.
Stredovékou matematiku je mozno shrnout do pifinosu indické a arabské matematiky a do
praci scholastickych myslitelti.

V indické matematice se poprvé objevuje funkce sinus. Byly vytvofeny tabulky
polovicnich obloukt (tedy tabulky sintt). Tento krok umoznil pfirozenym zpiisobem zavést
dalsi funkce, které vyjadiovaly zavislosti mezi stranami a tthly v pravouhlém trojthelniku.

Arabska matematika je spojena zejména se jmény dvou vyznamnych matematikii — al-
Farabiho a al-Biruniho. Vyzkum al-Farabiho (870 — 950) rozsifil trigonometrii o tangens a
kotangens, které chapal jako délky pfislusnych teCen ke kruznici. Sestavil velmi presné
trigonometrické tabulky a svym dilem vyznamné pfispél k vyc¢lenéni rovinné i sférické
trigonometrie na samostatnou védeckou disciplinu.

Al-Birani (973 — 1048) udé¢lal piechod od separovanych modeld k univerzalnimu
modelu kiivky. Jako prvni zacal uvazovat o kiivce obecné, hledat jeji extrémy a intervaly
monotonnosti. Jeho mys$lenky vsak nenaSly pokracovatele a byly znovu objeveny az po
Sesti stoletich. Rovnéz al-Biruni sestavil velmi pfesné tabulky sinti a tangentl, pficemz
polomér kruznice povazoval za jednotkovy (v Evropé se zacal vSeobecné jednotkovy
polomér trigonometrické kruznice pouzivat az v 18. stoleti, a to hlavn¢ zasluhou L.
Eulera).

Scholasti¢ti myslitelé na anglickych a francouzskych univerzitich ve 12. az 14. stoleti
sledovali pfirodni zakonitosti a jejich pfiiny (napf. vztah mezi rychlosti pohybu a silou,
ktera jej zpusobuje). V této dob¢ byly také udélany prvni kricky k zavedeni mocninné,
exponencialni a logaritmické funkce, o coz se zaslouzil francouzsky matematik Nicole
Oresme (asi 1320 — 1382) tim, Ze zobecnil pojem mocniny pro piipad kladnych
racionalnich exponentl a zformuloval pravidla pro pocitani s takovymi mocninami.

V 15. stoleti vytvofil némecky matematik Johannes Miiller systematicky tvod do
trigonometrie. Od této doby se stala trigonometrie védou nezavislou na astronomii.
Vytvoftil dale tabulky sint (s pfesnosti na 7 desetinnych mist) pro intervaly jedné minuty.
Zavedl i funkce, které byly v 17. stoleti nazvany tangens a kotangens a sestavil i tabulky
jejich hodnot.

16. a 17. stoleti

Od 16. stoleti se ve funkénim vyvoji piihodilo mnoho zajimavych a dulezitych
udalosti. Do centra pozornosti se v pfirodnich védach postupné dostala kromé astronomie i
mechanika, hlavné jeji nova oblast, dynamika, ke které se ptipojila i nebeska mechanika.
Astronomicka pozorovani byla v t€ dob¢ jiz natolik piesnd, Ze umoznila J. Keplerovi (1571
— 1630) ucinit zavéry o eliptickych drahach planet a zavrhnout geocentrickou soustavu.
Zakladni ulohou mechaniky se stalo studium pohybu hmotného bodu, a to nejen
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rovnomérného piimocarého -- napt. Galileo Galilei (1564 — 1642) podrobné popsal volny
pad. Vétsina funkeci, které byly studované v 16. a 17. stoleti, byly proto nejprve zkoumany
jako trajektorie pohybujicich se bodu.

Pro usnadnéni astronomickych vypoctl se zrodila dalsi z transcenedentnich funkei, a
to logaritmicka. Logaritmus objevil a pojmenoval skotsky matematik John Napier (1550 —
1617), ktery jako prvni uvetejnil tabulky logaritmi. Pii jejich sestavovani vyuzil vztah
mezi geometrickou posloupnosti, vytvoienou z postupnych mocnin jistého zakladu a
aritmetickou posloupnosti jejich exponentl, ktery znal uz Archimedes a ktery byl roku
1544 znovuobjeven a rozpracovan Michaelem Stifelem. Zakladem tohoto vztahu byla
skutecnost, Ze vynasobenim dvou cleni geometrické posloupnosti je exponent jejich
soucinu roven souctu prislusnych ¢lent aritmetické posloupnosti, napf.

3. 3%=27 . 243=6561=3%=3",

Logaritmus byl tedy nejdiive zaveden jako pocetni operace. Logaritmus jako funkci
zavedli az o 20 let pozdé&ji nezavisle na sobé francouzsti matematici Pierre de Fermat
(1601 — 1665) a René Descartes (1596 — 1650). V 17. stoleti se tedy objevil novy zptsob
vyjadieni funkéni zavislosti, a to pomoci formule, tj. vyjadieni pomoci analytického
vyrazu daného rovnici. Dosud byly funkce prevazné zadavany slovy nebo tabulkami,
pripadné graficky. VSechny tyto zplsoby jsou v 17. stoleti postupné vytlaCovany
analytickymi vyrazy ve tvaru symbolickych rovnic.

Fermat uz pfed Descartem zavedl pravothlé soufadnice a vytvoril tzv.
soufadnicovou metodu, kterou aplikoval v geometrii. Také se zabyval linearni funkci,
nepfimou Umérnosti a dalSimi funkcemi (zejména témi, jejichz grafy jsou castmi
kuzelosecek). Ukazal, jak je mozné najit lokalni extrémy polynomickych funkci. Diky
svym matematickym vyzkumim byva nekdy Fermat pokladan za zakladatele
diferencidlniho poctu.

Myslenka urceni funkce pomoci analytického vyrazu byla mnohem podrobnéji
rozvedena Reném Descartem v jeho knize « La Géométrie » (1637). Ukazal, Ze rovnice s
proménnymi x, y umoziuje vypocitat libovolnou hodnotu jedné z nich pomoci formule,
vyuzitim hodnot druhé veli¢iny. Touto formuli se ov§em rozuméla funkce dana implicitné
rovnici F(x,y)=0.

Newton a Leibniz

Ve druhé polovin€ 17. stoleti byl v matematice ucinén zasadni objev, a to sice
moznost rozkladat funkce do nekone¢nych fad. Prvnim matematikem, ktery tuto metodu
pouzil, byl N. Kaufman (1620 — 1687), znamy pod jménem Nicholas Mercator. Rozklady
funkci do mocninnych fad se zabyval hlavné vyznamny anglicky matematik a fyzik Isaac
Newton (1643 — 1727). Tyto rozklady spolu s Cavalieriho objevem, Ze

[o* X" dx=a""/(n+1),
mu mimo jiné umoznily hledat obsah utvaru ohrani¢eného kfivkami. To byla jedna z
nejdilezitéjSich uloh, kterou se zabyvala celd tfada dalSich matematikd (vcetné napf.

Leibnize). Newton nasel pro funkci vyjadieni ve tvaru mocninné fady a integrovanim ¢len
po clenu ziskal hledany obsah.
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Zejména fyzikové, v Cele s Newtonem, si brzy uvédomili, jak mimofadné vyznamna
je pti studiu pohybu te¢na k trajektorii. Vyjadfeni se¢ny dané funkce bylo jednoduché, ale
pii hledani jeji limitni polohy narazili matematikové na vyraz 0/0. S timto problémem se
Castecné vyporadal opét Isaac Newton. Objevil totiz zpusob, jak hledat rovnice teCen, a to
pomoci fluxi, které jsou predchiidkynémi dnes$ni derivace. Popsal postup, v némz pracoval
s téméf nulovymi hodnotami, ale operace s nimi nedokéazal uspokojivé vysvétlit. Ukazme
na jednoduchém piikladg, jak Newton postupoval: Vezméme funkci y=x’+2x’+3x+1.
Vzhledem k tomu, Zze Newton byl v prvni fadé¢ fyzik, jako nezavisle proménna vystupuje v
jeho pracich témér vylucéné Cas. Predpokladal tedy, ze y a x se méni s Casem. Rychlosti
jejich zmén oznaéme dy a dx. Newton nechal diferencidly ménit, ale nekone¢n¢ malo, na
zménu jim vlastné nedal zadny cas. Tento nulovy okamzit ozna¢ime pismenem o. Po
uplynuti daného ¢asu dostavame rovnici

(o dy)=(x+o dx)’+2(x+o dx)*+3(x+o dx)+1
y+o dy =x*+3x*(0 dx)+3x(0 dx)*+( 0 dx)*+2x*+4x(0 dx)+2(o dx)*+3x+3(0 dx)+1.

Vidime, ze se na obou stranach rovnice nachazi y, tedy ho miizeme od obou stran rovnice
odecist. Newton nyni prohlasil, ze vzhledem k tomu, ze hodnota o dx je opravdu velice
malad, mizeme pokladal za nulovou jeji druhou a tfeti mocninu. Tento krok ale nedokazal
nijak odivodnit. Dostavame tedy

o dy = 3x*(0 dx)+4x(o dx)+3(o dx)
O —3x2+4x+3

o dy

Newton se v tomto postupu dopousti hned dvou velice zdvaznych chyb. Jestlize jsou vyssi
mocniny vyrazu o dx rovny nule, pak je rovno nule i samotné o dx. Pak ale neni jasné, pro¢
z rovnice odstraiiujeme pouze vyS$$i mocniny tohoto vyrazu. A v predposlednim kroku, kdy
jsme délili vyrazem o dx, jsme vlastn€ délili nulou.

Prestoze tento aparat byl velice podeziely a nevysvétlitelny, pro hledani rovnice
tecny fungoval a tak matematikiim nezbyvalo, nez jej pfijmout. S myslenkou limity, ktera
davala kli¢ k vysvétleni Newtonova zahadného vypoctu, pfisel az ke konci 18. stoleti
d'Alambert. Zacalo se pracovat pouze s kone¢nymi hodnotami. Nahle bylo jasné, ze misto
déleni nulou je tfeba d¢lit Cislem, které se nule blizi.

Newton je$té nepouziva slovo funkce (pro oznaceni explicitné zadané funkce
pouziva termin ordinata). Samotny termin funkce (z latinského slova functio — ukon,
vykonavani) zavedl v roce 1673 némecky matematik Leibniz, av§ak ve smyslu vice méné
geometrickém. V dnes$nim vyznamu (ve smyslu analytického vyrazu) poprvé slovo funkce
pouzil roku 1698 Johann Bernoulli (1667 — 1748).

Velkym Newtonovym soupeiem pii budovani diferencialniho poctu byl jiz zminény
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), a to i pfes to, Ze v matematice byl samoukem.
Ve svych pracech vychazi z geometrického hlediska. Vytvotil symboliku, ktera je
spolu souvisi.

Na kiivku Leibniz nahlizel jako na mnohouhelnik sestaveny z nekoneéné¢ mnoha
malych usecek. Tecna je podle néj ptimka, ktera prochazi dvéma body ktivky, které jsou
nekonecné malo od sebe vzdaleny. Pfi vyjadfovani této nekonecné malé veli¢iny jednal
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velice odvazné. Prestoze Leibniz ziskal své vysledky az né€kolik let po Newtonovi, byl
prvni, kdo je $ifil, nebot’ Newton své poznatky nejprve viibec nezvetejiioval.

Pojem funkce v dnesni $kolské matematice

PrestoZe pojem funkce si diky své slozitosti prokopaval cestu na svét cela staleti ai ti
nejvetsi matematikové a fyzikové s nim méli pofadné potize, Skolni pfistup k zavadeéni
tohoto pojmu se podle toho moc netvafi. Zaci zakladni $koly maji dojit k pochopeni
zékladiim problematiky funkci na pfikladu mnohdy jediné funkce — linedrni. Obcas se k
tomu piidd nepiimd umérnost ¢i kvadraticka funkce, ale malokdy se Zzaci zabyvaji
napfiiklad ur€ovanim defini¢nich obort nebo vlastnosti funkei.

Pro lidstvo nebylo snadné ani zjistit, ze je Zem¢ kulata a jaké ma rozméry. Kdyz se
povedlo, mnozi tomu nechtéli uvétit, nebo si to nedokazali predstavit. Kdyz dnes détem
susSe sdélime, Ze Zemé je kulata a velka, t€Zko mizeme oCekavat, ze tuto informaci stravi
se vSemi dusledky. Podobné je to s pojmem funkce, ktery pro dobré pochopeni potiebuje
naro¢nou cestu, pii které mize dojit i k casteCnému rozbourani dosavadni poznavaci
soustavy zaka, ale nikoli povrchni seznamenti s linearni funkeci.
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ABSTRACT. The principal goal of this paper is a comparative analysis of building of basic
arithmetical structures in elementary schools in Great Britain, Germany and Slovak
republic. In a broader sense of this theme we study the organisational structure of the
school system of the three countries with emphasis on primary grades of education; and on
government organised educational preparation of the relevant teachers. To effectively
achieve the goals we focus on the content of taught subjects (framework, textbooks,
didactic tools), on teaching methods (methodical procedures for education which are
represented by textbooks, each concerned on specific subjects themes) an on the building
on adequate language tools (terminology of a school arithmetic). An important part of this
paper is results of an effectivity comparison of relevant subjects’ education in the three
countries via realisation and evaluation of didactical tests with standard and advanced
statistical methods.

KEY WORDS. educational system in Great Britain, Germany and Slovak republic;
comparative analysis; education of primary school teachers; building of arithmetical
structures in primary school; contents, teaching methods and language of school
mathematics in the area of arithmetical structures.

Na uvod

Obsah vyucCovania aritmetiky, ciele, metody a prostriedky vyucovania so zretelom na
tvorbu klticovych kompetencii ziakov v aritmetike predstavuji trvale aktualnu
problematiku, ktorej teoretické rieSenie a prakticka realizacia vysledkov vyskumu su
predmetom zaujmu poprednych teoretikov a praktikov primarnej Skoly od samych
zaciatkov budovania 'udového Skolstva v strednej a zdpadnej Europe. Teoretické rieSenie
tejto problematiky zazilo velka konjunktiru v 2. polovici 20. storocia v SpiCkovych
vyskumnych centrach zapadnej a strednej Europy a Severnej Ameriky a zostdva aj dnes
vyznamnou ulohou, do riesenia ktorej sa rozlicnymi formami zapaja Coraz SirSi aktiv
vyskumnikov a realizatorov vyskumnych projektov. Problematika je stidle otvorena
a vzhl'adom na vychovno-vzdelavacie ciele a stupen efektivity Skolskej prace ju nikdy
nebude mozné pokladat’ za uzavretu.

V predkladanom prispevku, ktory stru¢ne opisuje vysledky vyskumu dizerta¢nej prace,
sa hlavna pozornost’ venuje analyze metod vyucovania zakladnych aritmetickych operdcii
a reldcii v primarnej skole na Slovensku, v Nemecku a v Anglicku - v krajinach, ktorych
Skolsky systém sme mali moznost sledovat vlastnym aktivhym zapojenim do
vzdelavacieho a vychovného procesu a sniekol’kymi pracovnikmi zo zahraniia
udrziavame trvaly pracovno-profesionalny kontakt.

Ciel'om prace bolo:

e zistit' zhody a rozdiely vyucovania aritmetiky v porovnatelnych skupinach, ¢o sa

tyka obsahu

e zistit’ zhody a rozdiely vyucovania aritmetiky v porovnatelnych skupinach, ¢o sa

tyka metod vyucovania (od metodiky pre ucitel'ov az po metodiku pre Ziakov)
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e zistit, do akej miery je zhodna a rozdielna terminologia danych krajin a do akej
miery sa v jednotlivych metédach odrazaju nové trendy

Hlavnym cielom prdce bola analyza zavadzania aritmetickych operacii (sCitovania
a nasobenia) a reldcii (odCitovania a delenia) v mnozine prirodzenych ¢isel na primarnom
stupni vSeobecného vzdelavania v Skolskych sustavach Slovenska, Nemecka a Anglicka.
(Odcitovanie a delenie na mnozine prirodzenych Cisel nie su binarne operacie, ale len
binarne relacie, do ktorych vstupuju len niektoré dvojice prirodzenych cisel; navyse
operacie aj relacie sa zuzuju na podmnoziny, s ktorymi sa ziaci uz oboznamili.) Tato
analyza mala teda priniest poznatky vyustujiice do zaverov, v ktorych realizacia by
komplexnejSie reSpektovala pedagogicko-psychologické, mentalne a iné vekové osobitosti
ziakov a v konecnom doésledku by efektivnejSie prispela k formovaniu matematickych
kompetencii ziakov v najsirSom vyzname tohto pojmu.

Podruznym cielom v obmedzenom rozsahu limitovanom mnohymi faktormi bolo
experimentalne preverovanie moznosti niektorych alternativnych postupov v budovani
koncepcie aritmetickych operacii a relacii. Pre dosiahnutie tohto ciel'u bolo oslovenych
niekol’ko kolegov z Anglicka, Nemecka a Slovenska, pricom hlavni tulohu v tomto
experimente mal doktorand. Na zaver experimentu bol vypracovany test, ktory bol na
konci $kolského roka po vzajomnej konzultacii vSetkych zicastnenych ucitelov zadany
ziakom §tvrtého (v Anglicku piateho) ro¢nika.

Préca bola porovnavacia a tykala sa didaktiky elementdrnej matematiky na primarnom
stupni vzdelavania. Ked’ze tu ide o porovndvanie metodickych postupov, vyplyvala z toho
aj nutnost zachytit metodicki iodborni pripravu budicich pedagogov v oblasti
matematiky, ¢i uz v dennom alebo v dial’kovom studiu.

Zavery porovnavacej analyzy

1. V obsahu vyucovania aritmetiky na primarnych Skolach vo vsetkych troch sledovanych
krajinach (Anglicko, Nemecko, Slovensko) v skupinach ziakov porovnatelnych vekom
aurovilou predchadzajucej pripravy niet podstatnych rozdielov. Velmi zhodny
paralelizmus mozno konStatovat’ v ¢asovom zaradeni toho istého uc¢iva medzi Nemeckom
a Slovenskom, kde jedinym vyznamnym rozdielom je =zaradenie celej nasobilky
v Nemecku uz do 2. ro¢nika, zatial' ¢o na Slovensku je toto ucivo rozdelené do 2. a 3.
ro¢nika. V Anglicku vzhl'adom na skors$i za¢iatok povinnej skolskej dochadzky uz vo veku
5 rokov dietat’a je pre zaciatocné tematické celky v prvych ro¢nikoch primarnej $koly
zvolené adekvatne pozvolnejSie tempo, ¢im sa rozsah absolvovaného uciva priblizne na
konci 3. rocnika vyucby vyrovnava so stavom v Nemecku ana Slovensku. Rozsah
a poziadavky Studentov su na konci primarnej Skoly vo vSetkych troch krajinach
vyrovnangé.

2. V zakladnych metédach vyucby aritmetiky niet medzi nemeckou a slovenskou $kolou
vyznamnych rozdielov. Obe zakladajii vyucbu na déslednom reSpektovani zakladnych
didaktickych zasad s dérazom na nazornost’, konkrétnost’ a vyuzivanie socialnej skiisenosti
ziakov. V obsahu iv metddach vyucby su implicitne zahrnuté poznatky didaktického
vyskumu poslednych desatro¢i, najmd overené vysledky o akceleracii fyzického
a psychického vyvoja deti. Pokrocilejsia v tomto smere je nemecka Skola, v ktorej vyssia
uroven rozumového vyvinu je priamo zakomponovana do foriem komunikacie medzi
ucitelom a ziakmi.
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Anglicka Skola na rozdiel od oboch sledovanych kontinentalnych $kol je poplatna
konzervativnej tradicii — snajviac¢Sou pravdepodobnostou v celej Velkej Britanii
osvedCenej — v duchu ktorej sa pridrziava CastejSicho spdjania vyucby matematickych
pravidiel s jazykovou vychovou (matematické poucky vo forme rymovaciek)
a s pouzivanim mnemotechnickych pomoécok (komplikované pravidla s pouzivanim prstov
oboch rik pri vyucovani nasobilky). Aj nacvik realizaénych algoritmov aritmetickych
operacii a utvaranie zrucnosti v ich pisomne;j realizacii sa odliSuje od kontinentalnej praxe,
ktora za poslednych pétdesiat — Sestdesiat rokov dospela kistému zjednoduSeniu.
Anglicka skola v poslednom case Ciasto¢ne ustupuje od numerického drilu s odévodnenim,
ze ulohu numerickych vypocétov preberti vreckové kalkulacky. Tento problém treba
povaZzovat za otvoreny, pretoze urCité mnozstvo pohotovostnych matematickych
vedomosti a zrucnosti je vyznamné nielen zaspektu matematiky, ale aj zpohladu
vSeobecnej rozumovej vychovy, nacviku logického myslenia a rozvijania pamaéti.

3. Najvéacsie rozdiely v celej vychovno-vzdelavacej problematike v uvedenych krajinach st
v koncepcii realizacnej podoby ucebnic matematiky pre primarne Skoly. Nemecké
ucebnice vychadzaji z osvedCenej tradicie vykladu a nédcviku zrucnosti na prikladoch
z realneho Zivota blizkych vekovym skusenostiam a rozumovému chéapaniu ziakov, Casto
tematicky pospajanych jednou ustrednou témou (Cirkus). Charakteristikou tychto ucebnic
je vysoka metodickd prepracovanost’ dosledne reSpektujuca didaktické zdsady, osobitne
dokladne zasady nazornosti, postupnosti a primeranosti.

Jedind séria slovenskych ucebnic pre primame Skoly mé niekolko nedostatkov,
z ktorych treba uviest koncepénll neujasnenost’ vzhladom na vztah vedeckého zakladu
uciva ajeho didaktickej transformacie, v praxi nie prili§ osvedfeni implementaciu
rozpravkovych a pseudorozpravkovych postdv do motivaénych a realizacnych textov
ucebnice, nefunkénost mnohych obrazkov aich nejasny didakticky zamer a chaotické
usporiadanie niektorych tematickych celkov a tém. Alternativna séria uCebnic by bola
vel'mi potrebna a uzito¢na.

Anglické ucebnice si zamerané pragmaticky a utilitaristicky na osvojenie
matematického uciva bez pritomnosti rozptylujicich a vnimanie matematickej podstaty
komplikujucich faktorov. Spojenie uciva srealnymi matematickymi situdciami
a zameranie na aplikdcie matematiky v redlnej praxi (vypocty s jednotkami meny, r6zne
jednotky miery atd’.) je v anglickych ucebniciach zastipené vyraznejsie nez v uc¢ebniciach
v Nemecku a na Slovensku.

4. Podstatné rozdiely boli v doterajsej profesionalnej priprave ucitel'ov elementarnych skol.
Kym na Slovensku a v Nemecku priprava ucitel'ov-elementaristov prebicha uz pol storocia
formou vysokoskolského Stidia s vyvazenym zastpenim predmetov  odbornej
a didakticko-metodickej zlozky, priprava ucitelov primarnej Skoly v Anglicku prebichala
doteraz formou internych alebo externych kurzov, ucast’ na ktorych nebola podmienena
kvalifikaciou porovnatelnou s maturitou v kontinentadlnych S$kolskych systémoch.
Zjednocovanie systémov vysokoskolského stidia v Eurdpe (aj mimo nej) zasiahne vo
viacsej miere pripravu ucitelov-elementaristov v Anglicku, kde mozno ocakavat
minimalne absolvovanie bakalarskeho §tidia ako podmienku ucitel'skej kvalifikacie pre
primarnu skolu.

Efektivita vysokoskolského Studia ucitel'ov-elementaristov sa pre realnu pedagogicku
prax v mnohych pripadoch v nasom skolstve ukazuje vel'mi nizka. Vedecka baza skolskej
matematiky je pre zna¢nu Cast’ tejto skupiny ulitelov odtrhnuta od vzdelavacej praxe,
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v ktorej mnohi upadaju do rutinnej ¢innosti vzdialenej od potrebnej a premyslenej
didaktickej transformacie vedeckych poznatkov do $kolského uciva.

Ucitelia-elementaristi v Nemecku a Anglicku st v porovnani s naSimi ucitel'mi podstatne
lepSie vybaveni podrobnymi metodickymi priruckami, ktoré mozu poskytovat
neocenitel'né sluzby najma ucitel'om — zaciato¢nikom pri orientacii v ucive a pri pripravach
na vyucCovacie hodiny. NasSe Skolstvo taktiez zaostdva oproti Skolstvu v Anglicku
a Nemecku v materidlnom vybaveni, ktoré umoziuje pestrejSiu a variabilnejSiu ¢innost’ so
ziakmi na vyucovacich hodinach.

5. Statistické vyhodnotenie vedomostnych testov Ziakov porovnatelnych vekovych skupin
s porovnatelnym rozsahom pripravy a jej porovnatelnou Uroviiou vykazalo signifikantné
zaostavanie testovanych anglickych ziakov vrieSeni zloZenych slovnych 1loh.
V rutinnych numerickych tlohach boli vysledky Zziackych testov pomerne vyrovnané.
Z malej vzorky nemozno dedukovat d’alekosiahle zavery najmid preto, ze uroven
anglickych kol je znacne rozdielna nasledkom rozsiahlej diferencovanosti, ktorti anglicky
Skolsky systém umoziiuje. Platné Standardy, ucebnice a metodické materidly vSak
naznacuju, Ze tento ukaz — zaostavanie v samostatnom rieSeni zlozitejSich aplika¢nych
uloh — by mohol mat’ §irsiu platnost’.

Zavery prace a odporucania pre prax slovenského Skolstva

1. Obsah vyucovania, ktorym sa v elementarnych Skolach na Slovensku buduji zaklady
aritmetickych $truktur, vykazuje dlhodobu stabilitu a nejaké radikalne zdsahy v iom st
neziaduce. Délezité je, aby ramcové vzdelavacie programy  a konkrétne Skolské
vzdelavacie programy prili§ nenaruSili pomerne ustdlenu Struktiru didaktickej
transformacie tohto uciva ajeho Casové zadelenie. Mierne lokalne upravy by mali
vychadzat’ z dlhodobych skusenosti ucitel'skych kolektivov s praxou na elementarnych
Skolach.

2. V metédach vyucby aritmetickych Struktar na elementarnych $kolach na Slovensku
treba VAacSiu pozornost venovat zavadzaniu arozvijaniu metdd pedagogického
konstruktivizmu pouzivanim Standardizovanych materidlnych prostriedkov, ktoré by mali
byt na ten el vyvinuté a zavedené do $ko6l. Velmi by v tomto smere bolo uzitoéné
$tadium zahraniénych skusenosti. Hibavy a iniciativny ugitel’ si aj bez tychto pomdcok
najde svoju cestu, ale ide o pomoc Sirokej mase ucitelov bez takéhoto tvorivého pristupu
k vlastnej praci.

3. Slovenské elementarne Skolstvo naliechavo potrebuje alternativnu sériu ucebnic
matematiky reSpektujucich osvedcené zahrani¢né vzory a dlhodobé skusenosti uspesnych
a uznavanych ucitel'ov-elementaristov. Text takej ucebnice ma byt syntézou praktickych
skusenosti v tejto skupine ucitelov a premyslenej didaktickej transformacie realizovanej
poprednymi vysokosSkolskymi odbornikmi v tejto oblasti. Graficka vybava musi byt
v sulade s didaktickymi zamermi textu a md mat mnohostrannu podporni funkciu ako
neoddelitelna a organicka stcast’ ucebnice. O ucebniciach by sa mala viest’ Siroka diskusia
v ucitel'skej obci a nazory hodné pozornosti a uznania by sa mali stat’ sucastou zasad pre
kone¢nu verziu najmé textu, ale aj obrazkov a celkovej grafickej a technickej Upravy
ucebnic.
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4. Problémom kvality a efektivity prace naSich ucitelov-elementaristov nie je ich
vysokoskolska priprava, i ked’ aj na nej by sa mohli niektoré¢ zasadné i podruzné stranky
zlepsit, najmi v smere lepSicho a i¢innejSieho prepojenia tedrie s redlnymi a dlhodobo
aktualnymi problémami zivého didaktického poOsobenia. Skusenosti z pracoviska,
metodickych zhromazdeni i didaktickych konferencii posiliiuji domnienku, Ze tento
nedostatok vysokoskolskej pripravy zna¢na Cast’ ucitel'ov nevie samostatne preklenit’ a vo
vlastnej didaktickej praxi tape pri vyucovani elementarnych partii s hlbokym a doélezitym
teoretickym pozadim. V tejto oblasti méze a ma zohrat' doleziti tilohu d’alSie vzdelavanie
ucitelov, ktoré by sa malo zamerat’ na tieto kl'aicové problémy ucitel'skej praxe, pomdet’
ucitelom nadobudnut’ istotu v didaktickej transpozicii tedrie a sustredit’ sa na otvaranie
a zvySovanie didaktického umenia.

5. Jednym z vaznych problémov nasho Skolstva je seridzny vyskum doélezitych problémov
vzdelavania a vychovy. Vo vyuCovani matematiky je tato dolezitd zlozka komplexnej
Skolskej problematiky v Gzadi pozornosti institicii a ucitel'ov, prinajmensom pokial’ ide
0 najvaznejsie problémy vyucovania matematiky. V celoZivotnom vzdelavani ucitel'ov by
mala dolezit¢é miesto zaujat’ dokladna teoretickd i prakticka priprava na realizaciu
didaktického vyskumu a schopni a pripraveni ulitelia by sa mali v ovel’a vi¢Som rozsahu
nez doteraz podiel'at’ na castejSich a vyznamnejSich vyskumnych projektoch, a to nielen
ako terénni realizatori vyskumnych uloh, ale aj ako koncipienti projektov,
vyhodnocovatelia vysledkov a spolutvorcovia zaverov.

Aj tato Cinnost moze prispiet kzvySeniu vaznosti ucitel'ského povolania,
k mnohostrannému skvalitneniu prace v naSom Skolstve, k objektivnemu zvySovaniu jeho
urovne a zlepSovaniu jeho obrazu v spolo¢nosti doma aj v zahranici.
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EXCEL SPREADSHEET AS A SUPPORTING TOOL FOR CONDUCTING
MATHEMATICAL REASONING

ADAM CZAPLINSKI, MACIE] MAJOR

ABSTRACT. In this paper I show examples of maths problems to which finding a solution can be supported
by the use of the Excel 2007, which is part of the Microsoft Office 2007 pack. We are going to show two
examples that illustrate basic Excel possibilities which can be used in solving the notions of the probability
theory.

Introduction

A 20th century compendium of the ways of how to approach solving problems can be
fund in a book by G. Polya How to solve it? (see [3]). The reading provides examples of
ways of ‘attacking’ problems. It shows, among other things, methods of deduction and
reduction. In principle, it contains manual methods of solving problems. A modern view
on heuristic solving of problems can be fund in a book by Z. Michalewicz and D. Fogel
How to solve it — modern heuristics (see [2]). As the authors point out, nowadays pencil
and paper are hardly ever used to solve a problem; instead, computer methods are more
often in use.

In this paper I show examples of maths problems to which finding a solution can be
supported by the use of the Excel 2007, which is part of the Microsoft Office 2007 pack.
This program is an advanced as well as commonly used tool that facilitates analyzing and
processing information.

The Excel spreadsheet is equipped in numerous useful functions. Its statistical,
mathematical, logical or financial functions are worth mentioning here. Thanks to these
functions Excel can be used as a scientific calculator. It is not a mere calculator emulation,
however. In the Excel program one can do a lot more.

We are going to show two examples that illustrate basic Excel possibilities which can
be used in solving the notions of the probability theory.

1. Birthday paradox

A very interesting paradox of the probability theory is a so-called birthday paradox.
Let us assume that a £ number of people met by chance. What we are interested in is when
each of them has his/her birthday.

With the aim of building a mathematical model of the above situation, let us make an
assumption that a year has 365 days and that the probability of birth of a person on each

day of a year is the same and it is 5= .

Let us note that if k£ >366, on the basis of Dirichlet pigeon hole theory, the
probability that at least two people were born on the same day is 1 (see. [5]).
Let us assume that k£ <365.

75



ADAM CZAPLINSKI, MACIEJ] MAJOR

With such an assumption the mathematical (probabilistic) model for the discussed situation
can be a random distribution of k elements in s holes (see. [4]). We will discuss this
random diagram.

Let us take &£ numbered elements and s numbered holes, where k£ < s . For the element
numbered 1we select at random a hole in which his element will be placed — giving each of
the holes an equal chance. Next, for the element numbered 2 we draw one of s holes, in
which this element will be placed — giving each of them an equal chance. We act in the
same fashion until all the elements have been distributed. The set of 2 results is the set of

k-word variations of the set {1, 2,...,S}. All the results are equally probable and there are
s* of them.

In our case we have s =365, 2<k <365 and ke N.
Let us discuss events:

A, = {each of these people has his/her birthday on the different day},

B, = {at least two of these people have their birthday on the same day},
For k €[2;365]NN..

Event 4, is the set of k-word variations without repetitions of the set {l, 2,..., s} . There

(S—k)! Z

We have, then

are —— of them, which means [ ]k!.

o (s &
P(Ak):( ;f) :(kjs_"’ P(B,)=1-P(4,),

s
for k=2,3,...,365.

Calculating probabilities of event A, is very onerous and time-consuming. That is why
a computer is used for doing calculations. With the aim of doing so, in column A we will
place a number of people (from 2 to 365), in column B the probabilities of event B, will
be calculated, whereas in column C the probabilities of event 4, will be calculated.

In order to calculate the probabilities of event 4, and B, in cell C2 we will place the

formula =(COMBIN(365;A2)*FACT(A2))/365"A2, whereas in cell B2 the formula
=1-C2.Then we will fill in analogically cells C3-C365 and B3-B365.
Because of technical limitations it is not possible to calculate the probability of events

s!

(s—}( )
Sk

A, as a quotient —— . That is why we should use the following formula

s k!
P(4,)= —.
( k ) (kj Sk
Unfortunately, there are certain limitations in this case, too. The probability of events
A, can be calculated only for £ <120 . This is not a serious limitation, though, because for

k >120 is P(B,) > 0,9999999998 ~ 1..

The figure below presents a fragment of the solving of the problem by means of the Excel
spreadsheet.
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A B c o] E E G H I J K L M H
number of |at least two people on sach on a different day
1 people jone day
2132 0,0027397260 0.99726802740
313 0, 0082041859 0.9917958341 11 +
4 4 0,0163558125 0.9836440875
S35 0,0271355737 0.8728644263 10 |
6 B 0,0404524838 0.9505375184
TAT 0,0562357031 0.9437542969 08 | /.-'V
88 0,0743352824 0 8256647076 |
9.9 0,0946238339 0.9053 761681 a8 4 .ﬁ”
10 10 0, 1168481777 0,8830510223 I >
1mm 0, 1411412782 0858858621 7 a4 4 “.
12 12 0, 1670247008 08328752112 I e
13 13 0, 1844102752 08055867248 02 4
14 14 0, 2231025120 0.7 768974880 | /I.‘
15 15 0,2529013198 0.7470966802 o0 4 - - . -
16 16 0.2R36040053 0} 7163950847 o 0 Py & & 150
1t 0, 3150078852 0.8840923347
18 18 03469114179 0.6530805821 + al least lwo people on one day
19119 03791185260 0.6208314740
20 20 0,4114383636 05885616164
2121 0, 4436883362 06563116648
22 722 0, 4758953077 0.5243045003
71 n EA7207714% N 4037N3TRET

Figure 1: Fragment of the solving of the birthday problem.

Let us note that with 23 people the probability of event B,, is greater than, but for

k=47 itis P(B,;)>0,95, so this event is practically sure (with significance level that

equals 0,05).
In an analogical way the following problems can be solved.
Let us assume that k£ people met by chance.
What interests us is
1. which day of the week each person was born,
2. what sign of the zodiac each of them was born under.
The figures below present the solution to the problems by means of the Excel
spreadsheet.

A B c D E
number of |at least two people on the same day |each on a different day
1 |people of the week on the week
22 0,1428571429 0,8571428571
33 0,3877551020 0,6122448980
4 4 0.6501457726 0.3498542274
515 0,8500624740 0,1499375260
6 |6 09571607068 0,0428392932
77 0,9938801010 0,0061198990
8
9 Lo @ 03571607088 Tooeeoto10
10| | 02
# 08500624740

11 0.8
12| | o7
13 # 0,6501457726

0.6
14
15 05
16 0.4 % U,;3877551020
17 0.3
18 0,2
19 # 0,1428571429
20 |
> 00 -
29 2 3 4 5 5 7
23
24 + atleast two people on the same day of the week

2
h

Figure 2: Day of the week.
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A B c D E
number of |at least two people with the |each with a different
1 people same zodiac sign zodiac sign
22 0.0833333333 0.9166666667
313 0.2361111111 0.7638888889
4 4 0.4270833333 0.5729166667
515 06180555556 0.3819444444
6 6 0.7771990741 0.2228009259
77 0.8885995370 0.1114004630
8 |8 0.9535831404 0.0464168596
9|9 0.9845277135 0.0154722865
10 10 0.9961319284 0.0038680716
1 11 0.9993553214 0.0006446786
12 12 0.9999462768 0.0000537232
13
B 1,0
15 . + 0052 0OEEE0SS6P 099340,
16 a8 # 08886
17 08 * 07772
18 0,7
19 06 4 06181

20 05
2; 04 4 04771
23 03
24 02
25 01 #7008
26 00
27
28
29
30
3

# 02361

2 3 4 5 6 7 8 El 10 11 12

+ atleast two people with the same zodiac sign

Figure 3: Sign of the zodiac.

2. Excel spreadsheet as a program drawing balls in the game of Lotto

In Poland, in Lotto 6 balls out of 49 numbered ones, numbered from 1 to 49, are
subsequently drawn from an urn. Thanks to the Excel program we can quite easily define
e.g. the frequency of certain events connected with the discussed random experience, e.g.
the frequency of getting at least two subsequent numbers during the Lotto draw.

The occurrence of at least two subsequent balls among 6 drawn ones seems little
probable (there are 49 balls in the urn and we draw only 6). Let us verify this fact
empirically. For this reason we will repeat many times (eg.100 times) the draw without
placing the 6 numbers back and next we will check, in how many cases at least two
subsequent numbers occurred. To estimate the probability of event we will assume its
frequency.

Let us assume that 4= {among the drawn numbers there will be at least two
subsequent ones}. We will show how, by means of using the Excel spreadsheet, we can
estimate the probability of event A.

Thanks to macros language we can in an easy fashion draw an integral number from the
range 1-49 (Int((49 * Rnd) + 1)). We will show how the mentioned function can
be used for simulating drawing numbered balls in Lotto. Let us note that if we use this
function in a loop 6 times, we will generate 6 natural numbers from the range [1,49]. In

such case, there may happen that the sequence of the 6 drawn numbers will not be one-to-
one function, which means that at least one of the numbers will repeat, so the obtained
score is not the result of the Lotto draw. In this case we can conclude that the experience
failed and we can repeat it. Unfortunately, it will not be happening quite often, every four
times on average. Indeed , all 6-word variations of the set {1,2,...,49} equal 49° whereas

6-word variations without repetitions of the same set equal % . Concluding, the relation of
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a number of 6-word variations of the set {l,2,...,49}, in which at least one word is
repeated, with the number of all 6-word variations equals approximately 0,27 .

Let us propose a few macros with the use of an inbuilt Excel function, by means of which
we can delete this inconvenience.

At first, with the use of macro we will generate 1000 times 6 natural random numbers from
the range [1,49] placing them in subsequent lines of columns from the range Az ALL.

Dim wiersz As Integer

Dim kolumna As Integer

For kolumna = 1 To 1000

For wiersz = 1 To 6
Cells(wiersz, kolumna) = Int((49 * Rnd) + 1)
Next wiersz
Next kolumna

Next we will sort out 6 drawn numbers increasingly in each column.

Dim obj As Object
Dim i As Integer
For 1 = 1 To 1000
Set obj = Sheets(l).Range(Cells(1, i), Cells(6, 1))
obj.Sort obj, xlAscending, , , , , , XINo, , , xISortColumns
Next i
Range("'A10'") .Select

Our next step will be to make differences of subsequent numbers from columns AzALL
(for column A the numbers equal =A2-Al, =A3-A2, =A4-A3, =A5-A4, =A6-A5).
These differences will be placed in lines from 10 to 14 appropriately in columns AZALL.
Next, we will sort out the obtained differences increasingly.

Range("'A10:ALL14') _Select
Selection.Copy
Selection_PasteSpecial Paste:=xlPasteValues, _
Operation:=xINone, SkipBlanks:=False, Transpose:=False
Dim tablica As Object
Dim j As Integer
For j = 1 To 1000
Set tablica = Sheets(1).Range(Cells(10, j), Cells(14, j))
tablica.Sort tablica, xlAscending, , , , , , XINo, , , xISortColumns
Next j
Range(*'A10') .Select

Let us note that if as a result of the draw of 6 numbers any of those numbers repeated, it
happened so after sorting out the differences, in line 10, in the column appropriate for his
draw we will find 0. In such a case the draw will be regarded as a failure. Let us also note
that if after sorting out the differences we will get number 1 in line 10 this means that in
the draw we got at least two neighbouring numbers. (perhaps even more than two
neighbouring numbers).

Next, by means of the inbuilt function SUMIF we sum up the number of ones in line
10 which is the number of draws in which at least two neighbouring numbers occurred
(=SUMIF(A10:ALL10;"1";A20:ALL20)).

The above mentioned SUMIF function makes use of the data from line 20 (number 1).
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Next, by means of this function we sum up the number of so-called failed draws.
(=SUMIF(A10:ALL10;"<1";A20:ALL20)).

The number of draws in which we got at least two neighbouring numbers is placed in cell
A18, whereas the number of failed draws is placed in cell A19.

In order to calculate the frequency of event A it is enough to divide the number of
draws in which two neighbouring numbers occurred by the number of all ‘successful’
draws , the ones in which two identical numbers were not drawn. The advantage of his
type of estimate is the fact that we can quite easily modify macro and formulas in order to
change (increase or decrease) the number of draws. The gathered statistical data in the
Excel spreadsheet show quite a surprising fact. On average, in every other Lotto draw we
get at least two neighbouring numbers. It turns out that the approximate probability of
event A very close to theoretical calculations P(A)on the maths ground. Calculating the
probability of this event on the maths ground we will get a number close to 0,495198449.
In cell B26 we will calculate absolute value of the estimate value difference of the

probability of event 4 occurrence and its frequency.
Figure 4 presents the effect of the creation of the spreadsheet.

A B c D E F G H I J K L
1 15 1 3 3 13 12 [ 1 3 8 11 4
2 15 3 19 18 14 29 12 5 14 8 16 10
3 27 21 39 26 15 4 27 [ 15 14 21 12
4 29 35 43 30 23 41 35 29 15 20 21 23
] 35 38 43 38 = 45 49 34 19 32 32 29
? 38 40 48 47 32 49 49 40 47 49 35 45
a
9
10 0 2 0 4 1 0 0 1 0 0 0 3
11 2 2 4 8 1 4 6 4 1 6 3 6
12 3 3 5 8 1 4 8 5 4 6 5 6
13| [5 14 16 9 8 12 14 [ 11 12 5 10
14 12 18 20 15 8 17 15 23 28 17 11 16
15
16 |
17
18 | 362 - the number of draws where two neighbouring numbers occurred
19 256 - the number of failed draws
20 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
21
22 |A = {among the drawn numbers there will be at least two neighbouring ones } ctri+r activate all
23 P(A)= 04866 ctri+y delete
24 P(A) = 0,4952 I _| draw numbers
25 Difference (,008639 sort out drawn numbers
26 create differences
27 ctri+o sort out differences

Figure 4: Effect of the creation of the spreadsheet.

Conclusion

The paper demonstrates two examples of maths problems which can be solved by
means of the Excel spreadsheet. It is possible to prolong the initial problems
The Excel spreadsheet can be used in many aspects as a tool by means of which we
can:
e broaden our knowledge and mathematical skills:
* support developing mathematical activity, including a-mathematical activity
that has a creative aspect (e.g. formulating and verifying hypotheses);
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[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

» facilitate organisation of deduction phase (e.g. accelerate important but at the
same time onerous calculations);

e simulate the course of experiments and random processes (typical random
diagrams, Markow’s chains).
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ULOHY (NIELEN) O ZIAROVKACH A USPORE ELEKTRICKEJ ENERGIE

SONA CERETKOVA, PUBICA KORENEKOVA, JANKA MELUSOVA

ABSTRACT. The aim of the project LLP Comenius COMPASS is to develop complex
interdisciplinary tasks for implementing Inquiry Based Learning (IBL) in mathematics and
science lessons. The article describes the main principles and gives a short introduction of
tasks developed by project partner at Pddagogische Hochschule, Freiburg, Germany.

Kontext uloh z realneho zivota

Ulohy a problémy uréené na samostatnii pracu $tudentov na vyucovacich hodinich
matematiky a ostatnych prirodovednych predmetov, pripadne zadavané ako doméace tlohy,
su viac motivujuce, ak sa s ich kontextom riesitel’ stotozni, ak v nich identifikuje problém,
alebo ¢ast’ problému, ktory musi riesit’ i v beZznom, osobnom Zivote. Hladanie uveriteI'nych
kontextov je zaujimavym dobrodruzstvom, ktoré absolvuju autori ucebnic a zbierok uloh,
ale i zanieteni ¢i okolnostami printteni ucitelia. Samozrejmym zdrojom podnetov a tiez
aktualnych udajov, ktoré mézu sluzit' ako zdroj a inSpiracia k tvorbe tloh a problémov
s kontextom z redlneho zivota je denna tlac a internet.

V prispevku uvadzame ¢ast’ ucebného textu, ktory bol pripraveny v ramci rieSenia
projektu LLP Comenius COMPASS; 503635-LLP-1-2009-1-DE-COMENIUS-CMP. Text
pripravila skupina riesitelov z Vysokej $koly pedagogickej vo Freiburgu, Nemecko. Uplné
znenie ucebného textu bude prelozené z pévodného jazyka, anglictiny, do slovenského
jazyka a text pontknuty na overenie ucitelom na vyucovani na Skolach spolupracujucich
na projekte. Ucebny text aj s metodickym ndvodom pre ucitel’a, bude publikovany na
webovskej stranke projektu: http://www.compass-project.eu.

Novinovy ¢lanok z 9. decembra 2008

Od roku 2012 obchody budi moct’ predavat’ iba visporné Ziarovky
ZAKAZ: EU zrusila tradiéné Ziarovky

Plany EU sa dostali na verejnost’. Experti z 27 &lenskych krajin EU uréili presné dasové
vymedzenie zékazu predaja ziaroviek. Klasické ziarovky by mali zmiznat’ z obchodov do roku
2012. V roku 2009 uz EU zakézala Ziarovky s najvysim prikonom. Musi to viak este schvalit’
Eurdpsky parlament a Rada ministrov.

Pocas konferencie 8. decembra 2008, predstavitelia komisie pre ekolégiu EU rozhodli, Ze
klasické ziarovky budil postupne od roku 2009 do roku 2012 odstraiované. Iniciativa
postupného odstraiovania klasickych ziaroviek z predaja vysla zo strany Eurdpskej komisie.

Postupny zdkaz predaja Ziaroviek od roku 2009

PouZivanie starych Ziaroviek nebude zakazané, ale predavanie ano. Uz v septembri 2009 EU
zakazala predaj ziaroviek s prikonom viac ako 100 Wattov. Zaciatkom roka 2010 by mali

z obchodov zmiznut’ ziarovky s prikonom 40 Wattov. Od konca roka 2012 sa budu predavat’
iba kompaktné ziarovky, zndme ako usporné ziarivky.

Podra EU, obyvatelia &lenskych $tatov EU usetria takmer 40 terawattov vymenou klasickych
ziaroviek za usporné ziarivky. To zodpoveda spotrebe energie Rumunska alebo spotrebe
elektrickej energie 11 milionov domécnosti. Desat’ 500 — megawattovych elektrarni by sa
mohlo zavriet'. Naviac, emisie CO, by sa zmensili o 15 ton za rok.

Prispevok je publikovany v ramci projektu COMPASS; 503635-LLP-1-2009-1-DE-COMENIUS-CMP 83



SONA CERETKOVA, JANKA MELUSOVA, LUBICA KORENEKOVA

Matematika, objavné vyuCovanie a uspora elektrickej energie

Clanok v novinach je §n§piréciou k tvorbe ucebného textu pre étudentpv a metodického
materialu pre ucitelov. Ulohy v ufebnom texte vytvorené, budu napliat’ obsah hodin
matematiky afyziky. Vo zvolenom kontexte sa daju velmi vhodne vyuzit
medzipredmetové vztahy a praca Studentov iucitelov, v idedlnom pripade toho istého
ucitel'a oboch predmetov, mdze byt metodicky pripravena v sulade so zasadami objavného
vyucCovania (Inquiry Based Learning, IBL).

Na hodinach matematiky sa na otadzku uspory elektrickej energie pozrieme detailnejSie
z dvoch roznych pohl'adov, najprv z pohl'adu jednotlivca, mikroperspektivy. Jednotlivec —
$tudent, ob&an, si moze polozit’ otazku: Co to pre mita znamena, ak v domacnosti pouZijem
iny typ ziaroviek? Z pohladu spolocnosti, z pohl'adu makroperspektivy, sa pytame: Ako
pouzivanie uspornych ziaroviek ovplyvni spolo¢nost? Odpovede na uvedené dve otazky
nemusia byt suhlasné. Ak, napriklad, jednotlivec nevidi ziadnu vyhodu pre seba (pretoze
uprednostiiuje teplé svetlo ,starych® ziaroviek a mdéze si ho, vzhl'adom na svoju
ekonomicku situaciu, dovolit’), ale zaroven chape v com je globalna vyhoda pouzivania
uspornych ziaroviek (velka uspora elektrickej energie celkovo) a povazujete ju za doleziti.
Preto bude pravdepodobne pouzivat’ usporné Ziarovky.

Hodiny matematiky m6zu byt zamerané na hl'adanie odpovedi na otazky:

o Aké vydavky uSetri domacnost, ak nahradi klasické ziarovky uspornymi?
Studenti mozu vypoéitat' usporu v domacnosti svojich rodicov alebo tisporu
v budove skoly. V uvedenom pripade sa $tudenti zaoberaju problémom, teda
obmedzovanim predaja klasickych ziaroviek aich nahradzanim uspornymi
ziarovkami z mikroperspektivy.

e Kolko energie sa usetri celosvetovo? Daju sa dokazat' alebo overit’ ¢isla
uvedené v ¢lanku z novin? V tomto pripade sa Studenti pozeraju na problém z
makroperspektivy.

Mikroperspektiva: Osobna tspora

Prvé tivahy: Ak sa pozrieme na informacie od vyrobcu na obale kompaktnej ziarivky,
tak zistime, Ze jej zivotnost’ je 8 000 hodin. Ak by sem svietili klasickymi ziarovkami, so
zivotnost'ou 1 000 hodin, potrebujeme ich za rovnak dobu osem.

Prevadzkové naklady moZeme vypocitat’ takto:

8000 h * P * 0,17 Euro/kWh; kde P je prikon v kW

Odhad je eSte zaujimavejsi, ak nezvazujeme len jednotlivé Ziarovky, ale tiez celkovy pocet
ziaroviek vo vSetkych svetelnych zdrojoch v domacnosti.

Ulohou $tudentov je d’alej zistit, kolko stoja usporné Ziarovky v porovnani s klasickymi
ziarovkami a kol’ko stoji 1kWh elektrickej energie.

Budeme vychadzat’ z nasledujtcich vstupnych udajov:
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Vzhl'adom na konstrukénu zlozitost’ uspornych Ziaroviek, je pri ich vyrobe potrebné pouzit’
viac energie ako pri vyrobe klasickych ziaroviek. Preto je cena jednej uspornej ziarovky 8
eur. Klasicka Ziarovka ma cenu priblizne 1 euro. 1kWh energie stoji asi 17 centov.
Ako uz bolo nacrtnuté, Studenti mozu pracovat’ na nasledujtcich ulohach:
e Vypocitajte naklady na osvetlenie bytu vasej rodiny. Porovnajte naklady na kipu
a instalaciu klasickych ziaroviek a tispornych ziaroviek.
e Vypocitajte naklady na osvetlenie vaSej Skoly. Porovnajte naklady na kupu
a inStalaciu klasickych ziaroviek a uspornych ziaroviek.

Uloha o tuspore elektrickej energie — domacnost

Vhodnou metdédou zacdiatku vyucovacej hodiny je brainstorming, pri ktorom sa
zozbieraju vSetky mozné navrhy na rieSenie a zapiSu sa na tabulu alebo na f6liu
premietant projektorom. Studenti mdézu pracovat’ v skupinach a vymysliet’ plan a postup
rieSenia na zaklade vysledkov brainstormingu. Pravdepodobne nastane problém v tom, ze
Studenti v skutocnosti nevedia, aké ziarovky a s akym vykonom pouzivaji v domacnosti.
Preto musia zozbierat' urCité udaje doma: Aky typ osvetlenia je v kaZzdej miestnosti?
Priemerne, ako dlho je kazdé zo svetiel zapnuté kazdy den? Pri tejto tivahe by Studenti
mali zvazit sezonne rozdiely svietenia pocas jednotlivych roénych obdobi. Leto aj zima
nie si prave najvhodnejSie pre zhromazd’ovanie uUdajov pozorovanim resp. presnym
zapisovanim hodin svietenia. Je rozumnejSie zvolit’ si jar alebo jesen. Alternativne,
Studenti mdzu tiez uvazovat’ o vSetkych Styroch rocnych obdobiach a porozmyslat, kedy
sa stmieva a ako dlho je potrebné svietit’ pocas jednotlivych mesiacov roka.

Riesenie by mohlo byt nasledovné:

Uvazujeme o Stvorizbovom byte, v ktorom predpokladame rozmiestnenie svetiel uvedené
v tabul’ke 1.

Celkova spotreba elektrickej energie za mesiac je 30-(12h-100W + 7h-60W) = 48,6 KWh =
49 KWh, ¢o predstavuje sumu 8 Euro. Ak pouZijeme usporné ziarivky, tak celkova
spotreba je 30- (12h-20W + 7h-11W) = 9,6 KWh, ¢o predstavuje sumu 1,6 Euro.

Rozdiel v mesaénych nakladoch a uspora elektrickej energie v domacnosti je uz teraz
zrejma. Rozdiel narasta, ak sa v byte pouzije viac svietidiel alebo svietia dlhSiu dobu.
Prikladom mé6zu byt ozdobné svietidla na stenach. Ak su v byte miestnosti bez okien alebo
naozaj vel'mi tmavé miestnosti, pocet svetiel narasta.

Nema zmysel pouzivat’ usporné ziarivky, pokial’ ich velakrat zapiname a vypiname. Aby
sa efekt pouzivania tuspornych ziariviek prejavil na spotrebe elektrickej energie
v domacnosti, je potrebné, aby svietili bez vypinania dlhsi Cas.

Uz vieme, ze cena uspornych ziariviek je osemkrat vyssia ako cena klasickych Ziaroviek.
Ale vieme tiez, ze tisporné maju zivotnost’ 8 az 12 krat dlhsiu ako klasické. To znamena,
ze bez ohladu na uSetrenti energiu, naklady na obstaranie uspornych ziariviek nie su
v skutocCnosti vyssie.
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Izba Osvetlenie Priemerna  dennd  doba
svietenia

Obyvacka 1 stropné svietidlo (100W) | 2h

2 stojacie lampy (60W) spolu 1h
Spalna 1 stropné svietidlo (100W) | 2h

2 nocné lampy (60W) spolu 1h
Detska izba 1 stropné svietidlo (100W) | 2h

1 stolna lampa (60W) 1h

1 noc¢na lampa (60W) 0.5h
Pracovia 1 stropné svietidlo (100W) 1h

1 stolna lampa (60 W) 1h

1 lampa na Citanie (60 W) 0.5h
Kupel'na 1 stropné svietidlo (100W) | 1h

2 svetla na zrkadle (60 W) 2h spolu
Kuchyna 1 stropné svietidlo (100W) | 2h

Ostatné svetla 3 -100 W 1h
Chodba 1 stropné svietidlo (100W) | 1h

Tabulka 1: Model osvetlenia domacnosti

Na zaver rieSenia problematiky, mozu niektori Studenti ustne prezentovat’ svoje rieSenia
pre celou triedou. V diskusii orieSeni su pripustné roézne nazory a vitané vhodné
komentare ostatnych Studentov. Prezentacia modze prebichat’ tiez formou posterov.
V pripade posterov je vhodné nechat’ ¢as na pozorné prestudovanie “galérie posterov*
s moznostou hodnotenia a komentarov k jednotlivym rieSeniam prezentovanym na
posteroch vsetkymi ostatnymi Studentmi.

Uloha o tspore elektrickej energie — spolo¢nost’

Druhu tlohu, ktora sa tyka tspory elektrickej energie v Skole, mozno vyriesit’ podobne. Jej
rieSenie pravdepodobne Studentom nebudi také blizke ako rieSenie tykajuce sa
domacnosti. Ako to urobit”? Najprv si Studenti musia opét’ pripravit’ plan. Je to vhodna
prilezitost na prehibenie metodickych vedomosti a na zopakovanie planu rieSenia
z kontextu odohravajuceho sa v domacnosti. Je vhodné vyuzit’ metédu “Mysli — podel’ sa —
diskutuj“. Najprv Studenti premyslaju samostatne, potom sa podelia o svoje napady so
susedom, a nakoniec cela trieda diskutuje o plane.

Studenti mézu pouzit’ rézne spdsoby postupu pripravy vstupnych tdajov: bud’ spoéitaju
miestnosti v Skolskej budove alebo jej Casti za predpokladu, ze v kazdej miestnosti je
rovnaké osvetlenie a svetla st zapnuté rovnako dlho, alebo si zistia konkrétne osvetlenie v
kazdej miestnosti a odhadnu, ako dlho je osvetlenie zapnuté.

Vypocty dokazuji, Ze mé zmysel — z pohl'adu jednotlivca aj z pohladu majitela dane;j
budovy — zaobstarat’ si usporné ziarivky. Napriek tomu, vela l'udi uprednostiuje
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pouzivanie klasickych ziaroviek spominanych v ¢lanku, a radi by ich pouzivali nad’alej,
pretoze preferuju teplé svetlo bez ohl'adu na vysSie naklady na energie. Takuto vol'bu
jednotlivca viak obmedzil novy zakon EU. Je toto rozhodnutie spravne? Aby sme nasli
odpoved’ na otdzku, musime zmenit’ uhol pohladu z individudlneho na globalny — z
mikroperspektivy na makroperspektivu.

Pokusme sa odpovedat’ na otazku: Aky uzitok ma spolocnost’ a celé l'udstvo z navrhovane;j
zmeny typu pouzivanyc ziaroviek? V ¢lanku v novinach je uvedené:

Podla EU, obyvatelia ¢lenskych §tatov EU usetria takmer 40 terawattov vymenou klasickych
ziaroviek za Gisporné ziarivky. To zodpoveda spotrebe energie Rumunska alebo spotrebe elektrickej
energie 11 milibnov domacnosti. Desat’ 500 — megawattovych elektrarni by sa mohlo zavriet.
Naviac, emisie CO, by sa zmensili o 15 ton za rok.

Zda sa, ze ak su Cisla spravne, tak spolo¢nost’ by z takejto zmeny profitovala predovsetkym
z ekologického hladiska. Pokusme sa, spolu so §tudentmi, formulovat’ nasledujtice otazky:
e Ako moéze EU vyhlasit, Ze obyvatelia Glenskych krajin EU by usetrili 40
terawattov?
e Suvisi to s vyhlasenim, Ze désledkom toho by bolo zatvorenie desiatich 500-
megawattovych elektrarni?
e Naozaj by sa emisie CO; znizili tak vyrazne?
e Existuju nejaké ¢isla, ktoré by ilustrovali situdciu vzhl'adom na CO,?

Na zodpovedanie tychto otazok je najprv potrebné zistit’:
e Korko 'udi Zije v EU?
o Kolko megawattov je jeden terawatt?
o Kolko emisii CO, vyprodukuje jeden ¢lovek?

Studenti mozu hl'adat’ vstupné informacie napriklad na intrenete. Uvazovat by na zaklade
vlastného prieskumu udajov mohli nasledovne:

V prvom rade, z ¢lanku nie je jasné za aky Cas sa uSetri 40 terawattov. Hovori ¢lanok o
jednom roku? NavysSe, v ¢lanku sa pouziva terawatt namiesto terawatt hodiny. Je to
spravne? Tento problém sa da vyriesit’ na hodine matematiky alebo na hodine fyziky.
Studenti mézu kriticky pouvazovat nad informéciami z ¢lanku a vyuzit' svoj tisudok.

Na zaklade vedomosti z fyziky vieme: Elektricka energia sa meria vo wattoch a da sa
vypocitat’ ako sucin energie a napétia. Spotreba elektrickej energie sa meria v Wh/kWh
alebo terawatt hodinach. Informacia v ¢lanku je teda nepresnd. Ked’ze nie je uvedené
obdobie, za ktoré sa usetri 40 terawattov (opravené: 40 terawatt hodin, skratka TWh),
predpokladame, Ze to bude jeden rok.

Navrhované riesenie

V sacasnosti ma v EU priblizne 490 000 000 obyvatelov. 40 terawatt hodinim zodpoveda
40 000 gigawatt hodin, to je 40 000 000 megawatt hodin a 40 000 000 000 kWh.

40 000 000 000 : 490 000 000 = 80 kWh

Podl'a ¢lanku v novinach, kazdy obyvatel' EU usetri 80 kilowatt hodin elektrickej energie
za rok.

Ako tento sa tento vysledok zhoduje s predchadzajucimi vypoctami?
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Vypocitali sme, ze Stvor¢lenna rodina by usSetrila 40 kWh za mesiac. TakZe jeden ¢len
domacnosti, obéan EU, by usetril priemerne 10 kWh za mesiac, o je 120 kWh za rok.

Na zaklade tychto vypoctov, jeden Clovek usetri za rok 120 kWh, zatial' ¢o ¢lanok uvadza
80 kWh. Ked’Ze cisla vychadzaju z odhadov, nemo6zu byt rovnaké. Rozsah chyby odhadu
je vSak pripustny.

Pozrime sa na dalSiu informaciu: Kedze 40 TWh je 40 000 MWh, zda sa, ze je to v
rozpore s informaciou, o tom, Ze by bolo mozné odstavit’ desat’ elektrarni s vyknom 500
megawatt hodin ro¢ne. Z matematického hl'adiska je to vSak spravne:

10 (elektrarni)- 500 MW (vykon jednej elektrarne)- 24h (pocet hodin dna) - 365 (dni
v roku) = 43.800.000 MWh = 43,8 MWh =~ 40 TWh

A c¢o emisie CO,?

V ¢lanku je uvedené, ze za rok sa emisie CO, zredukuji o 15 miliénov ton. Treba vsak
vziat do uvahy, Ze mnozstvo emisii CO, zavisi od typu elektrarne. Na internete
(http://de.wikipedia.org/wiki/Kraftwerk) sa napriklad daju najst cisla vyjadrujuce
mnozstvo emisii vypustenych v roku 2007 v Nemecku. Bolo to 604g CO, na 1 kWh
vyrobengj elektrickej energie priemerne. Jednoducho pomocou timernosti sa da vypocitat,
ze pri 40 TWh je vypustenych 24 miliénov ton CO,. Je to viac ako je uvedené v ¢lanku, ale
opéat je rozsah chyby odhadu porovnatelny. Pripadné rozdiely mézu vzniknut' v désledku
toho, ze Eur6pa ma nizsie emisie CO, na 1 kWH vdaka rozdielnym typom elektrarni.

Uvedené vypocty nebudu pravdepodobne dostato¢ne uspokojivé z hladiska vedomosti z
fyziky, pretoze su to iba odhady anie st v nich uvazované dolezité technické aspekty
vyroby elektrickej energie a tiez neukazuji ako konkrétne vypocitat’ mnozstvo emisii COs.
Ak je dostatok ¢asu na vyucovani fyziky moézu byt skimané dalSie detaily uvedeného
problému, ale nie je to nevyhnutné. Cielom nécrtu problematiky bola tspora elektrickej
energie, jednoduché overenie informacii vlastnym prieskumom S$tudentov a uvedomenie
si, ¢o uvadzané &iselné udaje predstavujii. Studentom moézeme otvorit nové dimenzie
vnimania okolitého sveta a vytvorit’ si vlastny kriticky obraz skuto¢nosti, ktora sa priamo
dotyka ich zivotov.

V zavere vyucovania, ked’ Studenti zozbieraju vSetky udaje, rieSenia a argumenty k
diskusii o zakaze predaja klasickych ziaroviek v S$tatoch EU, moézu svoje nazory
prezentovat’ vo formou riadenej diskusie.

Zaver

V projekte Comenius COMPASS ma kazdy partner (Nemecko, Holandsko,
Spanielsko, Velka Britania, Slovensko) za tlohu pripravit' udebné texty so zadaniami
problémov auloh s kontextom z realneho zivota. Zaroven by kazda téma mala zahimat
medzipredmetové vztahy. Vedomosti potrebné na rieSenia uloh by mali byt nielen
z matematiky ale eSte z iného, aspon jedného prirodovedného predmetu. Taktiez je vhodné
zakomponovat do rieSeni uloh iinformacno-komunikaéné technologie. Kazdu
z pripravenych tém bude mozné oducit’ na samostatnych vyucovacich hodinach z danych
predmetov, avSak vistej vhodnej postupnosti navzijom na seba nadvizujucich
a doplnajucich sa &innosti, riefeni a vystupov. Dal§ou moznostou je pracovat na jednej
vyucovacej hodine a vyuzit’ medzipredmetové vztahy v ramci principov integrovaného
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tematického vyucovania. Vyber a pouzitic metdd v tomto pripade zavisi od vedomosti
a zaujmov Studentov.

Hlavnou myslienkou projektovej metédy a implementovania objavného vyucovania
je samostatnost’ Studentov vo volbe témy, metdd rieSenia iprezentacii vysledkov.
Alternativnou vyucovacou metdodou je workshop. Pre takuto hodinu je charakteristicka
samostatna praca Studentov, ktora je zaroven usmernovana prostrednictvom tloh a zadani
vyZadujucich si v zavere prezentaciu a diskusiu o rieSeniach.

Podobne ako pri projektovej metdode sa pocas hodiny prezentuji motivujuce
informacie publikované v tlaci. O informéaciach sa diskutuje a postupne sa odhal'uje hlavna
téma, hlavny problém, ktory bude v priebehu vyucovacej hodiny, alebo niekolkych
vyucovacich hodin, potrebné vyriesit'. Je rozumné nechat’ Studentov diskutovat, zatial’ co
ucitel’ pomaly vystupuje z diskusie. V diskusii je, vzhl'adom na tému o ziarovkach, mozné
zaoberat’ sa otazkami typu:

e Aky druh osvetlenia si Studenti a ich rodi¢ia vyberaji domov?

e Aké informécie o danej téme uz Studenti maju?

o Sledovali Studenti diskusie v médiach o postupnom vymiznuti klasickej

ziarovky?

e (o si $tudenti myslia o pouzivani klasickych Ziaroviek? Aky je ich vlastny nazor?

Na zaver by Studenti mali dostat’ Cas na brainstorming alebo na vytvaranie
pojmovych map adodkladne si premysliet, ako by sa situdcia dala preskimat
systematickejSie pomocou vedomosti z matematiky a fyziky. Ucitel’ by sa mal zo zaciatku
opat’ zdrzat’ prezentacie vlastnych nazorov a len zhromazd’ovat’ a usporaduvat argumenty
Studentov a vhodne ich zviditeImovat tak, aby boli vsetky zaznamenané a dostupné
k d’al$ej diskusii.

Popri diskusii a argumentoch Studentov je dobré priblizit' Studentom d’al§i postup
rieSenia problému a uloh s nim spojenych. Nakoniec je potrebné uviest' vSetky dolezité
aspekty, ktoré dovtedy neboli zmienené.

Pocas celého priebehu vyucovania je vel'mi dolezité poskytnut’ Studentom ¢o najviac
priestoru pre samostatni pracu, a neriadit’ ich krok po kroku. Studenti dokazu pristupovat’
k rieSeniu zadani uloh s realnym kontextom vel'mi kreativne.
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PRINCIPY TVORBY ULOH PROJEKTU LLP COMENIUS COMPASS
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SONA FANDLYOVA, MIROSLAVA SOVICOVA

ABSTRACT. The aim of the project LLP Comenius COMPASS is to develop complex
interdisciplinary tasks for implementing Inquiry Based Learning (IBL) in mathematics and
science lessons. The article describes the main principles of tasks developed by project
partners in Freudenthal Institute, Utrecht University, The Nederland.

Principy tvorby uloh zameranych na medzipredmetové vztahy

V poslednych rokoch stale ¢astejSie v roznych krajinach sveta dochadza k poznaniu, Ze
Studenti maju v prirodovednych predmetoch problém s porozumenim a aplikaciou
poznatkov, s hl'adanim stvislosti a medzipredmetovych vztahov a rozvijanim schopnosti a
zrucnosti potrebnych k uspechu v studiu a v buduicej profesijnej ¢innosti. Zaroven sa
modzeme stale CastejSie stretnit’ i s ndzorom, ze tradi¢ny spdsob vyucby (v ktorej je
aktivnym cCinitelom prevazne ucitel') v modernej dobe uz plne nevyhovuje sucasnym
potrebam Studujucej mladeze, ktorych vstupné skusenosti, kultirne zazemie i schopnosti
su stale roznorodejSie. Vo vyucbe by sa preto malo objavovat mnozstvo ¢innosti, pri
ktorych je hlavnym aktivnym Cinitelom ziak (Mokrejsova, 2009).

ZacCinaju sa vyskytovat slovné tulohy, ktoré na prvy pohlad ani nevyzeraju ako
matematické ulohy. Vo viacerych mozno badat’ vyuzitie medzipredmetovych vztahov
(fyziky, matematiky, chémie, biologie a geografie) (Torokova, 2005).

Projekt COMPASS je zaradeny v ramci programu celozivotného vzdelavania (LLP —
Lifelong Learning Program), ktory podporuje vzdelavanie a odbornu pripravu ucitelov
a pedagogickych pracovnikov v celej Europe. Je to program vzdelavania v Eurdpe,
financovany zo zdrojov EU.

Cielom COMPASSu je vyvinut vyuCovaciu metodu, ktora prepdja matematiku a
prirodné vedy navzajom a hlavne s kazdodennym Zivotom Ziakov a ich okolia.

Projekt ma za ulohu prepojit’ matematiku a prirodné vedy, vzbudit' u Studentov zaujem
uz pri Citani textu ulohy, v ktorej sa nachddzaju zaujimavé informacie zo zivota.

Praca s tdajmi obycajne prebicha v Styroch fazach — identifikacia problému, zber
udajov, ich spracovanie a interpretacia.

Existujice postupy moézu inSpirovat k zmysluplnym vyucovacim hodinam. V tom
pripade musia takéto postupy spliat’ dve podmienky:

1) musi byt urceny jasny ciel na precvicenie a tento ciel musi Studentov zaujat’ alebo
Studenti musia pochopit’ jeho vyznam, napriklad pre ich osobny Zivot,

2) Studenti si musia osvojit spOsoby prace a myslenia suvisiace s cielom tulohy,
s vypracovanim jej rieSenia. Uvedené podmienky vyucovania je mozné vo vychovno-
vzdeldvacom procese d’alej rozvijat’.

Ciel'om uloh st myslienky a napady Studentov, ktoré zaberaji v u¢ebnych materialoch
ustrednt poziciu. KI'i¢om je naucit’ sa vytvorit’ dobry teoreticky odhad a nasledne tento
odhad vyuzit’ na spracovanie materialov. Praca s materidlmi a konkrétnymi udajmi moéze

Prispevok je publikovany v ramci projektu COMPASS; 503635-LLP-1-2009-1-DE-COMENIUS-CMP 91
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byt inSpirovana existujicimi postupmi s jasnymi cielmi aspésobmi myslenia
a spracovania udajov. V objavnom vyucovani maji svoje miesto i intuitivne vedomosti
Studentov.

Osnova ucebnych textov:

e téma

zadanie problému
formulovanie otazok
navrhnutie domacej ulohy
jednoznaény ciel’ tlohy
zamyslenie sa Studenta nad danym problémom (objavné vyucovanie)
analyzovanie tlohy spolo¢ne s u¢itel'om (vzdelavanie)

1 Uloha: Biodiverzita

Téma: - ekologia
- rok biodiverzity 2010
- porozumenie, porovnavanie a pocitanie biodiverzit
- napisanie spravy o svojich vysledkoch

Pocet divych husi, ktoré sa vyskytuju v Holandsku, sa stale zvySuje. To je zrejmé
z vysledkov narodného scitavania vtactva. Toto sCitavanie organizuje organizicia Sovon,
aby sledovala, aké vtactvo sa vyskytuje v Holandsku. Sovon uverejiuje vysledky
sCitavania v tabul’kach na internete.

Zamestnancov Sovon-u, ktori vtactvo scitavaju, zvySujuci sa pocet divych husi
znepokojuje. Moze totiz ohrozit’ biodiverzitu, réznorodost, druhov vodného vtactva.

(holandsky) 1996 1997 1998 1999 2000 2001
nazov

Dodaars
(kacka) 274 247 336 704 815 825

Fuut (kacka) 10788 12319 11299 11680 | 10996 10524
Knobbelzwaan
(labut) 4786 5551 6646 8125 9025 10150
Hus diva 39273 | 47714 | 53448 | 67675 | 76547 | 87425

(holandsky) 2002 2003 2004 2005 2006
nazov

Dodaars
(kacka) 948 844 815 1134 1036
Fuut (kacka) 11626 10617 | 9080 10050 | 9494
Knobbelzwaan
(labut) 10853 11056 11393 10771 11457

Hus diva 101680 | 100901 | 110316 | 114651 | 119559
Table 1: Zdroj: Network Ecological Monitoring, SOVON, RWS & CBS, www.sovon.nl

1.1 Otazky tykajuce sa témy

1. Sovon scitava vtactvo. Pocet divych husi sa zvySuje. Je tento narast znepokojujuci
vzhl'adom na diverzitu druhov vodného vtactva?
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2. Vzorec na vypocet biodiverzity umoznuje vidiet’ len jednu stranu mince. Vysledky
nie su natol’ko relevantné, aby sa uskutocnili opatrenia. Preto navrhnite, aké d’alSie
informacie su potrebné, alebo, aky dal§i vyskum by bolo treba uskutocnit’, aby
sme ziskali lepsi prehl’ad o probléme s divymi husami.

3. Informacie o poctoch vtakov v Eurdpe sa daju najst na: http://www.ebcc.info/
spolu s informaciami pre kazdd europsku krajinu osobitne na adrese:
http://www.ebcc.info/pecbm.html

4. Preskumajte situdciu vo vaSej krajine, vyberte niektoré druhy vtadkov a napiste
spravu o vyvoji biodiverzity pocas poslednych 10 rokov.

1.2 Navrh domacej tilohy

Napiste kratky list pre zamestnancov séitavajucich vtactvo z organizacie Sovon
o vysledkoch svojej analyzy. PopiSte problém a naznacte, aki zavaznost' mu pripisujete.
[lustrujte vas opis problému grafmi a tabul’kami. Uvazujte o hodnote vypocitanej zo vzorca
ako o indexe biodiverzity.

1.3 Ciel’ ulohy

Zadanie tykajice sa biodiverzity spifia podmienky vyuovania vedice k objavnému
vyucovaniu. V navrhovanej sérii vyucovacich hodin sa uStudentov rozvinie hlbsie
porozumenie pojmu biodiverzita a zaroven budu uvazovat nad jej zmenami a vyvojom
pocas sledovanych rokov. Studenti si navyse osvoja vzorce, ktoré sa pouzivaji na vypocet
biodiverzity, pochopia vyznam tychto vzorcov a vzajomne ich porovnaju. PoCas prace na
zadaniach si $tudenti vyskusaji, ako teoretické koncepty a modely pracuju v realite.

1.4 Myslienky Studentov ako pociato¢ny bod ucenia sa

Co sa tyka biodiverzity, $tudenti vedia, Ze biodiverzita je pojem oznadujuci
rozmanitost’ biologickych druhov. Urovei biodiverzity na danom pozorovanom tzemi sa
pocita podla vzorca, do ktorého vstupujii prisluiné hodnoty. Studenti vedia pouzivat
prislusny vzorec a dokazu modelovat, ako sa bude vypocitand hodnota biodiverzity lisit,
ak zmenime niektoru zo vstupnych hodnot.

1.5 Nejasnosti a predchadzajice vedomosti Studentov ako pociato¢ny bod ucenia sa

Znizujica sa uroven biodiverzity je intuitivne spojend s klesajucim poctom
biologickych druhov. Otazka: Mo6Ze sa narast poctu jedincov ur¢itého druhu odrazit’ na
znizenej urovni biodiverzity?

Studenti si navyse nie s isti, ¢i vzorec mdzZe byt pouzity a nevedia, ktory zo vzorcov je
najvhodnejsie pouzit’. Zakladnou myslienkou je, zZe Sanca, ze dva jedince rovnakého druhu
sa stretni na rovnakom uzemi, je vlastne miera biodiverzity. V zadaniach sa rozoberaju
rdzne vzorce a pouZitie vzorcov je vysvetlené pouzitim prikladov. Studenti sa u¢ia, ako
nakreslit’ graf v Exceli a ako porovnat’ a vysvetlit’ rézne grafy. Po nakresleni grafov mézu
graficky sledovat’ vyvoj biodiverzity v uplynulych rokoch.

Ucitel' ponuka Studentom moznosti, ako zapisat' svoje mySlienky a nejasnosti. To

neskor ucitel'ovi umoziuje diskutovat’ o témach spolahlivosti a presnosti pouzitych metdd
(vzdelavaci ciel) tak, ze vyuzije myslienky, dotazy a informacie ziskané od Studentov.
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2 Uloha: Kvalita vody v prirodnych nadrziach, riekach a pri morskych pobreZiach

Téma: - ekologia
- chapanie politickych rozhodnuti
- spravat’ sa ako kritizujici ob¢an

Sprava z tlace
Brusel, 11. jin 2009 )
Kvalita prirodnej vody na kupanie v EU sa zlepsuje

Vyro¢na sprava o vode v prirodnych nadrziach, riekach a pri pobrezi mori, ktora dnes
predlozila Eurdpska komisia a Eurdpska environmentdlna agentura ukazuje, Ze velka
végsina miest na kupanie v Eurépskej tGnii spiiia hygienické normy EU z roku 2008. Pogas
letnej sezony si asi 96% pobreznych oblasti na kipanie a 92% miest na kipanie v rickach
a jazerach udrzalo minimalne normy. Sprava poskytuje uzitocné informacie o kvalite vody
pre milidény I'udi, ktori kazdé leto navstevuju eurdpske plaze.

Splnomocnenec pre zivotné prostredie Stavros Dimas povedal: ,,Vysoka kvalita vody na
kupanie je dolezita pre zdravie europskych obc¢anov a zivotné prostredie — a to plati aj pre
ostatné systémy vod. Tesim sa, ked’ vidim, Ze celkova kvalita vody v oblastiach na kupanie
v ramci unie sa zlepsuje.*

Profesorka Jacqueline McGlade, vykonna riaditel'ka Eurdpskej environmentalnej agentury,
dodava: ,,Zdroje informacii, ako tato sprava, a nase nastroje na webe umoznuji obanom
nielen to, aby si skontrolovali kvalitu vody na kuapanie v mieste bydliska alebo
prazdninovej destinacii, dovol'uje im tiez viac sa zapajat’ do ochrany Zivotného prostredia.*

Z 21 400 miest na kiipanie, monitorovanych v celej Europskej Gnii v roku 2008, dve tretiny
sa nachadzali na pobrezi a zvySok pozdiz riek a jazier. Najvicsie mnoZstvo pobreznych
vod na kupanie je v Taliansku, Grécku, Francuzsku, Spanielsku a Dansku, zatial' ¢o
Nemecko a Francuzsko maju najvys§si poet vnitrozemskych vod na kipanie.

Celkova kvalita vod na kupanie v EU sa od roku 1990 vyznamne zlepsila. Splnenie
nariadenych hodnét (minimalne kvalitativne poziadavky) sa zvysili za obdobie od roku
1990 do roku 2008 z80% na 96% az52% na 92% v pobreznych a vnutrozemskych
vodach, v danom poradi. Od roku 2007 do roku 2008 sa splnenie hodnot pre vnutrozemské
1 pobrezné vody zvysilo (o 1,1 a 3,3%, v danom poradji).

[http://europa.eu/rapid/pressReleasesAction.do?reference=IP/09/903]
2.1 Otazky tykajuce sa témy

1. Existuju rozlicné normy na urcenie kvality vody. Metdda testovania prirodnej vody
vhodnej na ktpanie sa nazyva Blue Flag (www.blueflag.org). Méze byt metdda
Blue Flag pouzita na testovanie vasej vzorky vody?

2. Na webovej stranke metody Blue Flag su zobrazené grafy vyvoja kvality prirodne;j
vody v rozliénych krajindch. Porovnajte graf vasej krajiny s grafom najmenej
jednej d’alSej krajiny. Vysvetlite rozdiely a podobné vlastnosti.

2.2 Navrh domacej ulohy

Napiste spravu pre vasu miestnu turistickii agenturu, v ktorej vysvetlite, preco by si
mali prist’ turisti zaplavat’ do prirodnej vody vo vasom okoli. V tejto sprave sa odvolajte na
vzorku, ktor ste testovali a na vysledky vasich testov.
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2.3 Ciel

Pri precvicovani testovania kvality vody sa u Studentov rozvinie vicSie porozumenie
pre spolahlivost’ a presnost’, ktoré je sucastou testovania a vysledkov testov. Pocas prace
na hodinach si $tudenti vyskisaju, ako tieto koncepty fungujii v praxi. Studenti sa navyse
oboznamia s normami pre kvalitu prirodnej vody, ako sa tieto normy urcuju, ako sa
vyberaju parametre podl'a ktorych musi byt prirodna voda testovand, a aka argumentacia
s tym suvisi.

2.4 Myslienky Studentov ako pociato¢ny bod ucenia sa

Co sa tyka testovania kvality vody, $tudenti vedia, ¢ voda modZe obsahovat’ rozne
latky, ktoré mézu nepriaznivo ovplyvnit’ jej kvalitu. Vedia tiez, ze kvalitu vody je potrebné
testovat’ a ze vysledky testu budi musiet’ byt porovnané referenénymi tdajmi. V uc¢ebnom
materiali su aktivity navrhované tak, aby Studenti sami kladli niektoré otazky, napriklad:
PreCo je nutné testovat’ kvalitu vody v prirodnych nadrziach, v riekach, jazerach a pri
morskych plazach? Aké hodnoty zistenych latok su pripustné a ktoré prekracuji hranicu
povolenej koncentracie?

2.5 Nejasnosti Studentov ako pociato¢ny bod ucenia sa

Studenti si zvy¢ajne nie st isti vysledkami vlastného testovania, ktoré si namerané
vzdy v istej tolerancii. Vedia, Ze to znamena, Ze merania neboli velmi presné. Casto
spochybiiuji spdsob, ktorym boli testy uskuto¢nené. Testovanie kvality vzoriek vody
neprebieha vzdy tak, ako to bolo naplanované. Ked’ze Studenti ¢asto nevedia, pre¢o maju
urobit’ uréité kroky, je pre nich naro¢né rozhodnut, ¢i by bolo vhodné urobit’ niektoré
ukony inak (napriklad pridat’ o jednu kvapku niektorej kontrastnej latky viac, alebo roztok
intenzivnejSie zamieSat’ alebo Cakat' na reakciu dlhSie, ako bolo predpisané, atd.).
Predpokladané nejasnosti su opisané v u¢ebnych materidloch. Ked’ze Studenti potrebuji
uvedené nejasnosti vyrieSit, materialy pontikaju prepojenie na uvedomenie si konceptov
presnosti a spolahlivosti praktickym spdsobom. Okrem toho sa moéze stat, Ze Studenti si
nebudu isti vyberom parametrov, ktoré testuju: preco ich je iba isty pocet (napriklad Styri
v pripade prirodnej vody) a preCo uvazujeme o tychto parametroch tieto a nie o inych?
Existuju aj iné jedovaté alebo zdvadné latky, ktoré by sa mohli v testovanej vzorke vody
nachadzat’ a preco sa tieto netestuji? Studenti majii snahu vyriesit' aj tieto nejasnosti.
Uvedenym metodickym postupom hodiny vedieme Studentov, aby objavili argumentaciu
skryta za vyberom parametrov.

2.6 Aktivita a rola ucitel’a

Otazka znie: Aké aktivity by mal ucitel’ vyvijat, aby sa uistil, Ze Studenti povazuju svoje
aktivity na vyucovacej hodine za zmysluplné, a Ze sucasne budu na vyucovacej hodine
dosiahnuté aj vzdelavacie ciele?

V pripade kvality vody si Studenti napriklad zapiSu svoje nejasnosti o sposobe, akym
uskutocniovali testy a o rozpiti zistenych vysledkov (aktivita §tudenta). Pre Studentov je to
prvy krok k tomu, aby tieto nejasnosti vyriesili (funkcia). Studenti vedia, Ze je potrebné ich
vyriesit, aby dosiahli svoj ciel’: objavit’, ako sa zist'uje kvalita vody tym, Ze to urobia sami.
Ucitel' da Studentom inStrukcie, aby si tieto nejasnosti zapisali. To ucitelovi umoznuje
(funkcia) neskor prediskutovat’ témy spolahlivosti a presnosti (vzdelavaci ciel’) tak, Ze
vyuZije potrebu Studentov vyriesit’ nimi formulované nejasnosti (iny ciel': zmysluplnost)).
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Zaver

Ucitel’ je ten, kto vie, ze dolezitejSie ako mnozstvo informécii, ktoré Studenti na
vyucovacej hodine dostant, je rast kvality ich vzdelania a tym aj ich osobnosti. Musi sa
vyznat' v problematike, musi pripravit mnoho pomodcok a podkladov, aby pripravil
vyucovaciu hodinu zaujimavu. V priprave na vyucovaciu hodinu moéze byt zahrnutd aj
spolupraca a stretnutia, konzultacie, so Specialistami v odbore zvoleného ndmetu, pozvanie
odbornikov do skoly, alebo navsteva, spolu so Ziakmi, redlneho pracovného prostredia.

Pri realizéacii vyucovacich hodin s obsahom z realneho kontextu a metodikou objavného
vyucovania, sa ucitel’ stava partnerom svojich Studentov a vydava sa spolu s nimi na nova
cestu plnu neistoty za, Casto narocnym, poznavanim tohto sveta. Cielene méze, ba niekedy
musi vystupovat’ vo viacerych ulohach (samozrejme, po dokladnom zvazeni). Méze to byt’
rola radcu, organizatora, manazéra, spolupracovnika, kritika, alebo moze zostat’ iba
v pozadi (Ganajova, 2008) aponechat’ na ziakov uskutocnit’ cely objavny proces, od
ziskania informacie az po vedomost’.
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PRAVDEPODOBNOST ALEBO SANCA?

ZOLTAN FEHER

ABSTRACT. The main idea of the article is, how to use the experience gained by students in
the percentages to solve probability problems. We present some types of exercises from
probability theory.

1. Uvod

Snahou kazdého dobrého ucitela je, aby stale lepSie vedel svojim Studentom priblizit
ucivo a odovzdat’ svoje poznatky aj skusenosti. Aby sme to dosiahli hladdme vzdy
aktualne metody vyuCovania. Stava sa, Zze k zmenam v zauzivanych vyucovacich metddach
nas prindtia vonkaj$ie okolnosti. ZniZzenie hodinovej dotacie predmetov velmi vyrazne
zasiahla do vyucovania aj z metodického hl'adiska. Na Ekonomickej fakulte Univerzity J.
Selyeho v $tudijnych odboroch ekonomického smeru hodinova doticia matematickych
predmetov, medzi nimi aj Matematika 3 — Pravdepodobnost’, sa znizila na polovicu. Téato
zmena nas nuti k tomu, aby sme efektivnejSie vyuzili Casovy ramec, ktory mame
k dispozicii, a tiez aby sme hl'adali nové sposoby vyucovania.

Podnetom pre napisanie tohto ¢lanku boli priklady, ktoré sme nasli v clanku A.
Furdeka [1]. Tieto priklady sa vzt'ahuju na vypocet percenta. Rovnaké ulohy s totoznym
textom mozeme najst’ aj v teorii pravdepodobnosti, samozrejme s tym rozdielom, ze otazka
sa nevzt'ahuje na percento ale na pravdepodobnost’.

Takto vznikla hlavna myslienka tohto ¢lanku: ako mozeme vyuzit' poznatky Studentov
v pocitani s percentami vo vyucovani pravdepodobnosti na vysokej Skole? Ako mdzeme
v didaktickych postupoch vyuzit prepojenie medzi percentami a klasickou pravdepo-
dobnost’ou?

2. VyuZzitie pocitania s percentami vo vyucovani pravdepodobnosti

Ako sme uz uviedli v ivode, hlavnou motivaciou tohto ¢lanku boli tlohy v ¢lanku A.
Furdeka [1]. Tieto ulohy, ktoré predstavime ako ukazku, mézu byt vhodnym podkladom
pri rieSeni niektorych typov pravdepodobnostnych tloh.

Uloha 1. ([1], 5.9/5.1): Pri vyrobe porcelanovych tanierov je 20 % nepodarkov. Kol'ko
porcelanovych tanierov treba vyrobit, aby sme dostali 1000 kusov bezchybnych?

Prva tloha sa da pouzit’ vo vyucovani pravdepodobnosti aj bez zmeny, ale na tomto
priklade mézeme zakladat’ aj r6zne variacie.

Uloha 1.1: V mnozstve 1000 tanierov je 20 % nepodarkov. Kolko bezchybnych
tanierov treba este vyrobit’, aby pomer nepodarkov v celku sa znizil na 10 %?

Uloha 1.2: V celkovom mnozstve N kusov je p % nepodarkov. Kolko bezchybnych
kusov treba este vyrobit’, aby pravdepodobnost’ toho, ze nahodne vyberieme chybny tanier
sa znizil na ¢ (0 < g <p/100) ?
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Ciel'om je aby Studenti pochopili ako chapeme pravdepodobnost’ pri nahodnom vybere
z celku, a aky je rozdiel medzi pomerom 20 % a pravdepodobnostou 0,2 ?

Uloha 2. ([1], s.10/5.3.1): V jednej krajine z 1000 ob&anov priemerne 1 ma dant
chorobu. Chorobu zistime pomocou testu, ktory vzdy vykazuje chorobu. Test ale nie je
vzdy spolahlivy, niekedy dava pozitivny vysledok aj v pripade zdravych ludi. PresnejSie:
pri testovani 1000 zdravych I'udi u 10-ich vykazuje nespravne pozitivny vysledok.

Otazka a): Podla vysledkov testov, kol’ko percento l'udi je skutocne chorych?

Otazka b): Aké je pravdepodobnost’, Ze pozitivne testovany ¢lovek je skutocne chory?

Ulohu 2. méZeme vyuzit' v objasneni podmienenej pravdepodobnosti. Pri rieSeni uloh
tohto typu, ak chceme pocitat’ podla prislusného vzorca (podmienena pravdepodobnost’),
Studenti maju Casto tazkosti s uréenim jednotlivych udalosti a prisluchajucej pravdepodob-
nosti. Preto je vyhodnejSie najprv riesit’ ulohu s percentami a odpovedat’ na otazku a).
Potom vyjadrenim jednotlivych podmienenych udalosti ur¢ime ich pravdepodobnosti
a prispejeme k odpovedi na otazku b).

Uloha 3. ([1], s.11/5.4.1): V jednej $kolskej triede st Ziaci, ktori chodia do §koly peso,
a ziaci ktori denne cestuji. Zo vSetkych ziakov 60 % st dievcatd, a 50 % dievcat cestuje.
40 % ziakov chodi peso.

Otazka a): Kolko percento chlapcov cestuje?

Otazka b): Aka je pravdepodobnost, Zze nahodne vybrany chlapec cestuje?

/ 100 %

x %
chlapcov 50 %
cestuje dievcat cestuje
40 % 60 %
ziakov ziakov

Obrazok 1.

Tuto ulohu vyuzijeme pri podmienenej alebo pri Gplnej pravdepodobnosti. Pri rieseni
mozeme spravit’ tabulku, obrazok. Ak ozna¢ime celkovii plochu obdiznika ako 100 %, tak
jednotlivym hladanym udalostiam prislucha plocha nejakého obdiznika. Pravdepodobnost’
udalosti je imerna s obsahom plochy, je to vlastne geometricka pravdepodobnost’.

Na zaklade predchadzajucich tloh moézeme zakladat na percentach aj rieSenie
niektorych d’al§ich typov tloh. Najvhodnejsie su tlohy z geometrickej pravdepodobnosti,
ked k danej mnozine bodov (napr. interval, plocha) priradime 100 %, potom hl'adana
podmnozina tohto geometrického Uitvaru ma mieru priamo tmernua vel'kosti tejto Casti.

Uloha 4. ([2] s.17/35.), Geometricka pravdepodobnost: Aka je pravdepodobnost’, Ze
meteor padne na ta ¢ast zemegule, kde je pevnina, ked vieme, Z¢ 149 mil. km® povrchu
Zeme je pevnina a 361 mil. km”® je more?

Otazka a): Ktora z udalosti ma vacsiu Sancu, meteor padne na pevninu alebo do mora?
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Otazka b): V akom pomere st na zemskom povrchu pevnina a more?
Otazka c): Kolko percent povrchu Zeme tvori pevnina? Aka je Sanca, Ze meteor padne
na pevninu?

V pripade uplnej pravdepodobnosti 100 % oznacuje mnozinu vSetkych udalosti, ktora
je dana systémom nezlucCitelnych podmnozin. Pri danom pomere tychto podmnozin
urCujeme zvolenu vlastnost, aaky je pomer prvkov stouto vlastnostou v celkovej
mnozine. V tychto Glohach st tidaje zadania uvedené Casto v percentach.

Uloha 5. ([2] .22/86.) Uplna pravdepodobnost’, Bayesova veta: Tri zavody vyrabaji
elektrické ziarovky. Prvy zavod vyraba 45 % celkovej produkcie, druhy 40 % a treti 15 %.
Z produkcie prvého zavodu je 70 % Standardnych, druhého zavodu 80 % a z produkcie
treticho 81 %.

Otazka a): Ktory zavod vyraba najviac Standardnych Ziaroviek?

Otazka b): Ak sa vyrobi 10 tisic kusov ziaroviek, kolko Standardnych vyrobia
jednotlivé zavody?

Otdzka c): Aky je pomer Standardnych ziaroviek v celkovej produkcii troch zavodov?

Otazka d): Urcte pravdepodobnost’ toho, Ze zakaznik si kupi Standardnua Ziarovku?

Otazka e): V akom pomere su rozdelené Standardné ziarovky v produkecii jednotlivych
zavodov?

Postupné riesenie uvedenych uloh vyuzije znalosti Studentov v pocitani s percentami,
pomaha lepSie pochopit’ pravdepodobnostné situacie a tym aj uspesnejsie zvladnutie Casti
uciva z tedrie pravdepodobnosti.

3. Pocitajme pravdepodobnost’ alebo Sancu?

V tedrii pravdepodobnosti je pojem pravdepodobnosti udalosti jednoznacne
definovany, preto v tomto pripade je odpoved’ na otdzku samozrejmé. Pravdepodobnost’ je
realna funkcia, ktora priradi udalosti realne ¢&islo z uzavretého intervalu [0, 1] a spiia uréité
podmienky.

V zbierkach tuloh z pravdepodobnosti, samozrejme vo vSetkych tlohach st otazky
kladené vo forme: ,,Aka je pravdepodobnost’ ... ?, tiez ,,Ur¢te pravdepodobnost’ ...“ Su to
matematické knihy, zbierky tloh urcené pre matematikov, pre Studentov matematickych
odborov. V tychto knihach, ucebniciach sa samozrejme dodrzuje presné pouZzivanie
pojmov.

V beznom zivote, v praktickych situaciach suvisiacich s pravdepodobnostou nejakej
udalosti CastejSie sa pytame na Sancu s akou dand udalost méze nastat. Velakrat len
porovname Sance jednotlivych pripadov, aj bez Ciselného vypoctu. Ked’ vycislime hodnotu
Sance, zvykneme to vyjadrit v percentach. Studenti celkom intuitivne chapu percenta
vyjadrujice Sancu napr. 20 %, 50 % alebo 100 %. Vyjadrit’ vysledok pravdepodobnostnej
ulohy vo forme desatinného cisla alebo ako percento neznamena len formalny rozdiel.
Délezity rozdiel méze byt z didaktického hladiska, Student musi pochopit’ ¢o znamena
vysledok: napr. P(4) = 0,21 je viac abstraktny ako 21 %, ¢o dokaze lepsie predstavit.

V procese vyucovania popri vysvetleni teoretickych poznatkov sa stcasne snazime
priblizit’ Studentom aj mozné aplikacie, vysvetlit’ suvislosti, poukazat’ na vyuzitie v praxi.
Casto kladieme na tieto poznatky vacsi doraz, hlavne pri posluchatov nematematickych
odborov. V tomto pripade uz urcite nie je nutné dodrzat’ striktne matematickt formulaciu,
a mozeme klast’ otazku aj v tvare: ,,Aka je Sanca, Ze ... 7 Pojem Sanca v matematike nie je
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definovany, chapeme to ako prilezitost na Uspech. Pod vyrazom S$anca najcastejSie
predstavujeme Cislo vo forme percenta. Niekedy — to uz nespravne — hovorime aj o 200%-
nej Sance, tym chceme vyjadrit, Ze udalost’ celkom urcite nastane.

Ak sa pozrieme do nematematickych publikacii, napr. Glohy na internete, alebo na
sucasné priklady zpraxe, tu uz zistime CastejSie pouZzivanie vyrazu Sanca. V pripade
Studentov ekonomického odboru st dolezitejsie jednotlivé aplikacie, pochopenie vyznamu
vysledku, ako striktné dodrzZiavanie matematickych tedrii. Osobne pri pocitani uloh
nevidim chybu v tom, ak Studenti vyjadruju vysledok v percentach aj ked’ otazka bola
polozena na pravdepodobnost. Navyse ak je to vhodné, snazim sa formulovat' tlohy
z bezného zivota tak, aby Studenti vypocitali Sancu, alebo bez vypoctu porovnavali Sancu
viacerych pripadov, ktoré mozu nastat. Studenti ekondmie obvykle maju dobré zaklady
v pocitani s percentami, urcite o to zaslizia aj ovladanie réznych financnych vypoctov.
Prave tieto zadklady mézeme vyuzit’ pri rieSeni réznych pravdepodobnostnych tloh ako
napr. geometricka, podmienend, Gplna pravdepodobnost, spdsobom ako sme to nacrtli
v predchadzajucej Casti ¢lanku.

Pri vyuziti percent v postupe rieSenia treba vzdy zdoraznit’ rozdiel medzi percentom
a pravdepodobnostou. Nespravne vnimanie tychto pojmov, hlavne pravdepodobnosti,
moze viest' k chybnym vysledkom ako napr. 120% pravdepodobnost’.

Na obrazku 2. porovnavame celkovil priemerni Uspe$nost’ Studentov s niektorymi
vybranymi tlohami v pisomnom teste z predmetu MAT 3 - Pravdepodobnost. Na vzorke
193 testov sme zistili priemernt uspesnost’ 42,6 % v pisomnom teste pozostavajiuceho z 15
tiloh. Uspesnost’ vybranych tiloh: tloha A — geometricka pravdepodobnost’ 68,9 %, uloha
B — uplna pravepodobnost’ 35,9 %, tloha C — uplna pravdepodobnost’ a Bayesova veta
66,5 %.

Porovnanie Uspesnosti

80%
60%
40%
20%
0%
15 uloh uloha A Uloha B tloha C
O aspesnost 42,6% 68,9% 35,9% 66,5%
Obrazok 2.

Vyhodnotenim vysledkov testov dostaneme mieSany obraz z rieSenia vybranych typov
pravdepodobnostnych tloh. Uloha A (bola totozna s ulohou 4. tohto &lanku) a iloha C
(podobna ulohe 5.) maju zna¢ne vyssiu Gspesnost’ v porovnani s priemerom vSetkych uloh.
Pritom d’al$ia tilloha B na uplnu pravdepodobnost’ (podobna ulohe 3.) ma vyrazne nizZSiu
uspesnost’. Napriek tomu mozeme tvrdit, Ze spominané typy tloh maju vacsiu uspesnost’
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prave ztoho dovodu, ze Studenti vyuZzivaju svoje znalosti v poCitani s percentami. Na
zistenie d’alSich stvislosti treba jednotlivé vysledky podrobnejSie analyzovat, o uz
presahuje ramec tohto ¢lanku.

4. Zaver

Vyuzitie poznatkov Studentov v pocitani s percentami moze byt velmi uzitocné vo
vyucovani pravdepodobnosti. Pri rieSeni niektorych typov pravdepodobnostnych tuloh je
vhodné zakladat na znamych suvislostiach, pomocou ktorych vyjadrujeme pomer
v percentach. Takyto postup rieSenia uloh moéze lepSie pomdet’ v pochopeni pravdepo-
dobnostnych situacii hlavne pre posluchacov nematematickych odborov, kde sa viac
zameriame na vyuzitie v praxi a na rozne aplikacie.

Prepojenie dvoch matematickych oblasti ako percenta a pravdepodobnost’ treba vyuzit
aj druhym smerom: uz na zékladnej a strednej Skole pri aritmetickych wlohach, ked’
pocitame pomer alebo percento, treba poukazat’ aj na to, Ze zmenou otazky alebo vhodnou
formulaciou zadania je mozné zistit' aj pravdepodobnost’ s ktorou dana situacia nastane.
Tymto sposobom lepsie vyuzijeme potencial danej ulohy a pripravime aj neskorSie
zavedenie pojmov z pravdepodobnosti.

LITERATURA

[1] Furdek, A.: Uj utak amatematika tanitasiban (3), (Nové cesty vo vyucovani
matematiky), 4 matematika tanitasa: modszertani folyoirat, Szeged, Mozaik, 2008,
roc. 16/2, s. 9-14. ISSN 1216-6650

[2] Potocky, R., Kalas, J., Komornik, J., Lamos, F.: Zbierka uloh z pravdepodobnosti
a matematickej Statistiky, Bratislava, Alfa, 1991, ISBN 80-05-00524-5

RNDr. Zoltan Feher, PhD.
Katedra hospodarskej matematiky
Ekonomica fakulta

Univerzita J. Selyeho

P.O.Box 54

SK — 945 01 Komdrno

e-mail: Feherz@selyeuni .sk

101






FACULTY OF NATURAL SCIENCES
CONSTANTINE THE PHILOSOPHER UNIVERSITY NITRA
ACTA MATHEMATICA 13

NIEKOLKO POZNAMOK O SUMACII CiSELNYCH RADOV

JOZEF FULIER

ABSTRACT. This article is concerned with some aspects of the question: Given that a
particular series converges, to what value does the series converge?

Uvod
Hoci pre Studentov univerzit a ani $tudentov strednych $§kol tematicky celok Nekonecné
c¢iselné rady nepatri K najobl'ibenejs$im Castiam elementarnej matematickej analyzy nerobi
im tato Cast’ vel'mi vazne problémy. Zakladnou ulohou je totiz zistit' ¢i dany rad Y.5—; a,
konverguje alebo diverguje apre tato ulohu sa pouziva iba niekolko, v podstate dost
jednoduchych, kritérii konvergencie radov, ktoré sa Studenti bez vdznejSich problémov
naucia pouzivat. UrCenie suétu S = lim,_(a; + a, + - + a,) konvergentného radu
Yme1 Qn je v8ak prekvapivo obtiazny problém. Z tohto dévodu su vysledky v tejto oblasti
skor vedlajsie vysledky pokrocilejSich Casti matematickej analyzy (napriklad integralneho
n
poctu: 21?:1% = f;% ¢i teorie funkcionalnych radov: e* = ZLOJ;_' = Z;?ZO% = e).
Zakladnou tazkostou pri urovani suctu radu na zaklade definicie suctu radu je to, zZe
operécia
lim(a; +a, + - +a,) = lima; + lima, + -+ lima,
n—-coo n—oo n—-oo n—-oo
nie je pripustna. Totiz zname pravidlo o limite suctu postupnosti plati iba pre konecny
pocet s¢itancov (¢o v tomto pripade nie je splnené). Z tohto dévodu je potrebné najprv
vyjadrit’ n-ty ¢len
Sp,=a;+a;+-+a,,n=1,2,..
postupnosti {s,}n—; Ciasto¢nych suétov radu Y5, a, v tvare vhodnom na limitovanie
(v tvare uzavretého kone¢ného vzorca) aaz potom mdzeme urcit S =lim,_ . s,
(samozrejme pokial’ existuje). Toto je vSak vo vSeobecnosti naro¢ny problém, s ktorym si
vieme poradit’ iba pri $pecialnych nekoneénych radoch. K takymto radom patri najmé rad
geometricky a rad teleskopicky, o ktorych pojedname blizsie.

2. Geometricky rad

Geometricky rad Yo ,aq"'=a+aq+aq®+-- , kde a+0,q €R su dané
konstanty, konverguje prave vtedy, ak |g| < 1.Pre q # 1 platis, = a+aq + ---+ aq™™?,
odkial' po vynasobeni kvocientom g dostaneme gs,, = aq + aq? + --- + aq™. Od¢itanim
poslednych rovnosti mame s, —qs, = a—aq™, Cize s, = a%. Toto vyjadrenie

Clastocného suctu s, je uz vhodné na aplikaciu limitného prechodu pre n — oo, priCom
v pripade |q| < 1 pre sucet S daného radu plati S = lim,,_, a% = %q.
Vzhl'adom na to, ze plati

Yk=1(ar + by) = Xy=1 ax + Xk=1br, Xk=1aar = a Y- ay, 0E R,
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je zrejmé, ze dokazeme bez problémov urcit’ nielen sucet konvergentného geometrického
radu, ale aj sucet radu ), a, ktory je linedrnou kombinéciou konvergentnych
geometrickych radov Y,—; aj(ajq?'l), | <1,j=1,2,..,m Vtakomto pripade totiz
plati

Z?f:ﬂ%(%ﬂl_l) + az(a2q§‘1)1+ ot g (A D] =
= Y1 1 @20 X 45T A A Ao Yer O

Priklad 1 . . d w 9.62MH1_1342n-1
riklad 1. Urcte stcet ra uZnﬂW

Riesenie. Jednoduchymi Upravami postupne dostaneme
2n+1_ 2n—1 2n 2n n n n-1 n—-1
e =36G) -6 =1() -6) =36 —306) -

9
. 9.62N+1_1p 42n-1 9 1 n-1 1 1 n-1 Z
i) r oo — (o] [ee) — 2 -
Odkial méme Zn:1 T s o2 Ezn:1 (Z) - ;Zn:1 (;) - T~ 1
4

3.(12)2n

2. Teleskopicke suéty a teleskopické rady

Pri hl'adani radov, ktorych stcet vieme urcit’ priamo na zaklade definicie stc¢tu radu (t.].
ako limitu jeho postupnosti ¢iastoénych sictov, teda lim, .4 S, , S, = a1 +a, + -+ a,,
n € N) je mozné tuto ulohu modifikovat. Predpokladajme, Ze si dopredu zvolime stcet
radu S aaj nejak postupnost (sp)m=q takl, Ze lim,_ . s, = S. Najdime aspon jeden
nekone¢ny rad, ktorého postupnost’ ¢iastoénych stctov (S, )n=1 je totozna s postupnostou
(Sp)n=1 ateda jeho sucet sa rovna ¢islu S. Lahko nahliadneme, Ze takymto radom je rad

s1+(s2—51) + (53— 52) + - (sp = Sp—1) + - =51+ Xpo1(Sne1 — Sn),s
ked’Ze pre jeho n - ty ¢iasto¢ny sucet S,, plati
Sp=s1+ (s —s1)+(53—5)+ -+ (s, —Sp_1) =Su,NEN,
teda lim,,_, S, = lim,, o S, = S.

Priklad 2. Zvolme napriklad ¢islo S = 1 a konvergentna postupnost’, ktora konverguje k tomuto
(o]

¢islu S, napriklad postupnost’ (#) . Uréme rad Y,_;a,, ktorého postupnost (S,)mp=1,
n=1

Ciasto¢nych suctov je totozna s uvedenou postupnostou, teda jeho stcet S sa rovna Cislu 1.

Riesenie. Na uréenie radu mdzeme pouzit Vyééie uvedeny postup. Hladanym radom je rad

© _ n+1 n 1 _ 1 .
S1+ Xnz1 (Spn = 5n) = + L=t (n+2 n+1) PR 1Tm+2)(n+1) Xn- Lam+1y Overme, ze

suétom tohto radu je skutocne gislo S=1 (1 napriek tomu, Zze to samozrejme vyplyva
Zpredchédzajﬁcej konstrukcie, chceme vSak pouzit iny postup). Rozlozme racionadlnu funkciu

(m) = na parcidlne zlomky. DLahko nahliadneme, Ze pre uvedeny rozklad plati

m(m+1)
1

m(m+1) =—- m a pre postupnost’ ¢iastoénych suétov (S,)n=; tohto radu dostaneme

$n= Tt = 2hm () = (1= + G =3) 4+ G =73)] = (0-75)

Teda skuto¢ne S = lim,,_,, S, = lim (1 - L) =1.

n-oo n+1

Je vidiet, Zzen-ty Ciastocny sucet S,=s; + (S; — 1) + (53 —5) + -+ (S, — Sp—1),
a aj modifikovany sucet S, = [(1 - %) + (% - —) + -+ (; — ﬁ )] vyssie uvedeného
radu maju vel'mi zaujimava vlastnost’, ktorti nazyvame teleskopickou viastnostou suétu:

temer okamzite sa da vyjadrit' uvedeny sulet v uzavretom tvare, pretoze v uvedenych
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suctoch sa viacsina ¢lenov navzajom zrusi (zmizne) podobne ako mizna (zastvaji sa do
seba) jednotlivé diely teleskopického (vysuvacieho) d’alekohl'adu.

Je zrejmé, Ze problematika zist'ovania st¢tu daného konvergentného radu Y., a,, by
sa vyrazne zjednodusila, ak by bolo mozné dany rad vyjadrit’ v vo vyssSie uvedenom tvare,
t.j. tvare tzv. teleskopického radu Y.;-1 (b, — bpy1)-

Teleskopicka vlastnost” uvedeného radu ndm umoziuje vyjadrit’ jeho n - ty Ciastoény
sucet S,V uzavretom tvare. Plati totiz
Sn = Xk=1(bx = biy1) = (by — by) + (by — b3) + (b3 — by) + -+ (b — bpy1) = by — byyy.

Z uvedenej rovnosti vyplyva, ze teleskopicky rad Y.,_(b, — b,41) konverguje prave
vtedy, ak konverguje postupnost (by)p=q1. V takomto pripade tohto stcet radu l'ahko
ur¢ime S = Y- 1(by — bpy1) = by — limy,_, by,.

V d’alsom sa budeme zaoberat’ radmi tvaru ), f(n), resp. kone¢nymi (&iastocnymi)
sactami Y p_, f(k) = f(1) + f(2) + -+ f(n), kde f je vhodna funkcia definovana na
mnozine N.

V predchadzajicom priklade sme ukazali, ze pre funkciu f(k) = p (k1+1) = G - ﬁ)

, 1 1 n c v
plati S, = Xio (k) = X3 (- 1) =iy atick 2 Do f(m) = 1.
Toto je mozné interpretovat’ nasledovne:

pre funkciu f: f(k) = p (k1+1) sme nasli takd funkciu F: F (k) = — %, Ze plati rovnost’
£ = F(k + 1) = F(k). (1)
Vyuzitim tejto rovnosti 'ahko dostaneme rovnost’
k=1 (k) =F(n+1) - F(D), (2)

z ktorej pre konvergentny rad Y.;°_; f (n) vyplyva rovnost’
Y= f(m) =lim, o F(n+1) —F(1) = F(0) —F(1).  (3)

Detailnej$i pohl'ad na formuly (1), (2) a (3) nam mozno pripomenie zndme formuly
integradlneho poctu: formula (1) pripomina definiciu primitivnej funkcie F k funkcii f t.).
f(x) = F'(x) =limy,o W)’ formula (2) mbézeme povaZzovat za diskrétnu
formu Newton-Leibnizovho vzorca fff(x)dx = F(b) — F(a) aformulu (3) je mozné

povazovat za diskrétny variant definicie nevlastného integralu . 100 f(x)dx. Jeden rozdiel
(a to ve’'mi podstatny) tu samozrejme je: prirastok argumentu sa nepriblizuje k nule, ale sa
vzdy rovna Cislu 1. Preto sa prirodzene nedaji vyuzit zndme vztahy pre vypocet
primitivnych funkcii a integralov, s ktorymi sa stretdvame v kurze matematickej analyzy.
Je vhodné poznamenat, Ze tloha ,,Urcit kdanej funkcii f = f(k) jej diskrétnu
, primitivau funkciu® F spliajiicu vztah (1) je vo vieobecnosti velmi tazkou tilohou
a dari sa ju uspesne riesit’ iba vo velmi Specialnych pripadoch. Niektoré takéto pripady
uvedieme.

Poznamenajme tiez, Ze rad Z?’f’=1@ patri ku klasickym teleskopickym radom, s

ktorym sa stretne pravdepodobne kazdy Student pri ilustracii pojmu sucet radu. Ak Studenti
uz poznaju procediru rozkladu racionalnej funkcie na parcialne zlomky je mozné sa pytat’
na mozné zovSeobecnenia tvaru uvedeného radu, ktoré vedu k teleskopickym radom.
Takéto rady moézu nasledne posluzit ako vhodny generator precviovacich, ale i
problémovych uloh pre uréenie suctu radu na zaklade definicie. Ukazme si niekolko
takychto zovSeobecneni (Sipka = vychadza z daného radu a usti do jeho zovSeobecnenia):
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1 00
n(n+ 1)(n+2) = Zn—l

an

1
n(n+1)(n+2)..(n+m)’

12711
22711

an
an

meE N;

o) 1 .
n(n+2) mEN:Zn=1m,m¢TEN,

1 o 1 1
3. Xn= Thn+1) Zn:1(2n+1)(2n+3) Xn= 1(an+b)(an+a+b)
4. !

n(n+1)

n(n+1) n(n+m)

,a,b €EN;

_ +
L= Limn @) rm)’ €N =D 1(n+ﬁ)(n+1+ﬁ’)(n+2+,8) amep)’ EN, peQ™, =

1
= anl
CnCn+1ln+2--Cn+m

¢isel s diferenciou d # 0, pricom pre kazdé n € N jea,, # 0.

, kde (¢ )n=1 je Tubovolna aritmeticka postupnost’ realnych

Sucty vy$sie uvedenych konvergentnych radov, ktoré maji tvar Y-, f(n), uréime
jednotnym sposobom tym, Ze najdeme diskrétnu primitivnu funkciu F k funkcii f, ktora
splna vztah (1),tj. f(k) = F(k+1) —F(k),k € N.

1. Rozkladom racionalnej funkcie f(k) = na parcialne zlomky dostaneme

1
k(k+1)(k+2)

1/(1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 = o =3 G o) =3 G—w0) - G- =3 s~ ama)
Pre diskrétnu primitivnu funkciu F zrejme plati F(k) = —%@ preto
1 1 1
Sp =

n - _1_1 =i =1
k=1 ke Dkt 2) =F(n+1D)—-F(1) =;-3 e 8 sucet § = limp,_,o0 Sy =7

2. Bez straty vSeobecnosti moZzeme predpokladat’, Ze r > m, preto existuje s € N také, ze
r = m + s. Rozkladom racionélnej funkcie f(k) = na parcialne zlomky

(k+m)(k+m+s)
a naslednou jednoduchou Upravou dostaneme

1 1 1 1 1 1 1
f(k) (k+m)(k+m+s) (k+m - k+m+s) s [(k+m k+m+1 ot k+m+s—1) -

1 1
" \kt+m+1 ot k+m+s-1 + k+m+s)] - F(k + 1) - F(k)’
kde pre funkciu F plati
1 1 1
F(k) = __(m + k+m+1 et k+m+s—1)'

Vyuzitim ¢oho podla vztahu (3) mame
o 1 — Y I ST
S = anlm F(OO) F(l) = ( + + )

m+1 m+2 m+s
3. Lahko overime, zZe platia rovnosti

1 1 1 1
f(k) - k(k+1)(k+2)...(k+m) ( 1) ( )k+} (k(k+1)(k+2)...(k+m—1) B (k+1)(k+2)...(k+m))’
1

k(k+1)(k+2)..(k+m-1)

n 1 _ _ 1
k=1t e — Pt D - F) =2 (
1

pre sucet uvedeného radu plati § = lim,,_,, S, = —
4. Nech f(k)=—————— kde O#c,=a+ (k—1)d,a,d€R,d #0,k € N.
CkCk+1Ck+2--Ck+m
Tento pripad patri k najvseobecnej$im. Predchadzajice pripady ndm umoznuji odhadnat
1 1

tvar diskrétnej primitivnej funkcie F k funkcii f. Polozme F (k) = T
kCk+1Ck+2-Ck+m— 1

z ktorych vyplyva, ze F (k) = — Vyuzitim ¢oho mame
1 1
m! (n+1)(n+2)..(n+m)

Sp = ) a preto

potom pre k € N plati pozadovana rovnost’ (1). Totiz
F(k +1) — F(k) =mi( ! _ 1 ):L Ckem—Ci___ _

d \CkCk+1Ck+2Ck+m—-1  Ck+1Ck+2Ck+3--Ck+m md CyCi4+1Ck+2--Ck+m

=L ™  — £(k). Ztoho vyplyva, e

md CyC41Ck+2--Ck+m
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1 1 1 1
Sp=Ypoa—————=Fn+1)-F1) = ———— ,
CkCk+1Ck+2--Ck+m md ¢1C3C3..0m MA Cny1Cni2Cn+3--Cntm

. . . . 1 1
odkial’ kone¢ne mame S = lim,,_,o, S, =——.
md €1C5C3...Cm

Pozndmka 1. Vyssie uvedené priklady teleskopickych nekonecnych radov ndm spravidla
postacuju na urcenie suctov teleskopickych radov, ktoré st uvedené v beznych zbierkach
uloh z matematickej analyzy (pozri napriklad (Demidovi¢, 2003)). Vaésina tychto uloh sa
da riesit’ rozkladom k-tého ¢lena (v tvare racionalnej funkcie premennej k) daného n-
¢lenného stétu ¢i nekoneéného radu na parcialne zlomky. Je vhodné poznamenat, Ze vo
vSeobecnosti tato proceduira nemusi fungovat, pretoze dany rad (¢i konecny sticet) nie je

jednoducho teleskopickym radom (¢i sictom).
. ik 2n+1
Napriklad, rad n-ty ¢iasto¢ny sucet S, radu Z,Of:lnz 1)

- 1 . _wn 2k+1 n_ 11 _ 1
teleskopického suctu S, = k=122 = (kz —(k+1)2) (1 (k+1)2)
n — oo, Na druhej strane rad Y., 1% teleskopickym radom nie je (aj napriek tomu,
3+2n

n2+3n+2  n+1 n+2)

je mozné vyjadrit’ v tvare

— 1 pre

ze vieme rozlozit’ n-ty ¢len tohto na parcialne zlomky

V tejto stvislosti je dolezita odpoved na otdzku: za akych podmienok bude rad

ZZE"; (kde P(n),Q(n) sa polynomické funkcie premenenej n s racionalnymi

koeficientmi,deg(P) < deg (Q)) teleskopickym radom. Odpoved’ na tato otizku nasli
v tvare nutnej a postacujucej podmienky autori élénku (Marshall & Catoiu, 2005) Zhruba

povedané, ak polyném Q ma iba racionalne korene a 2 ( ) ZSENZKEQ/ZZM( e a)s, tak

uvedenou podmienkou je platnost’ rovnosti },cx Ags = 0. Ak v rozklade polynomu Q
vystupuju aj nerozlozitelné kvadratické troj¢leny, potom pre prislusné skupiny (triedy
rozkladu) vzajomne ekvivalentnych mocnin dvoj¢lenov a troj¢lenov (pricom f~g < ak
existuje celé ¢islo m, také, ze g(k) = f(k + m)) plati tiez analogicka podmienka v tvare
nulového suctu koeficientov nachadzajucich sa v ¢itatel'och prislusnych zlomkov).

3. Zaverecné poznamky

Na zaver poznamenajme, ze jednou tried, pre ktoré je mozné pomerne efektivne
vyjadrit’ koneéné sucty Y.ii_, f (k) Vv tvare teleskopickych stuctov su polynomické funkcie.
Je zrejmé, Ze v pripade tychto funkcii sa musime obmedzit’ iba na kone¢né sucty, pretoze
prislusne nekoneéné rady su divergentné. Pre uréenie suctu S(n),S(n) = Y-, f(k), kde
f (k) je polynomické funkcia premennej k, mézeme pritom zvolit' nasledovny postup:
Najskér definujme pre m = 0, 1, 2 ..., tzv. zovseobecnenti mocninu xM&isla x vztahmi

x©@ =1, xM = x(x — 1)(x = 2) ... (x — (m — 1)) pre 'ubovolné m € N.

V priestore polynomickych funkcii zvol'me nasledovnu béazu funkcii

B = {x(o), x@), xM), b
v ktorej je zrejme mozné vyjadrit’ Fubovolni polynomicka funkciu. Definujme linearny
operétor, ktory nazveme ,,diskrétnym integralom “, ktory kazdému polynému f(x) = x(™

, N , (m+1) . N
zbazy B  priradi polyném F(x)=me. Tento polynom nazveme  diskrétnym
integralom funkcie f (vSimnime si, ze sa formalne zhoduje s tabulkovym integralom
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m+1

X
[x™dx = :
m+1

(1) a(2) ti.
kM —

zndmym z integralneho po¢tu). Lahko overime, Ze su splnené podmienky

(k+1)(m+1) k(m+1) (n+1)(m+1)

— ——, odkial' ¥ k@ =n, ¥ k0 = ,me€N.
V pripade [ubovolnej polynomickej funkcie f(k) =ag+aik+ -+ agk®, najprv
vyjadrime tito funkciu vbaze B, teda f(k) =co+oc; kMW + - +ocg k), kde o,
4, ..., Xg s vhodné ¢isla. Vyuzitim diskrétnych integralov polynomov z bazy B a linearity

tohto operatora uz l'ahko dostaneme diskrétny integral F (k) funkcie f (k)

(2) 3) (s+1)
F(k) =o0co kM 4oy “— tocy “— ..o, *—,  pricom  f(k) = F(k + 1) — F(k).

s+1
Vyuzitim ¢oho méame

S() =Xo1 fk) = Xpoq(ocotocy kO + o +ocg k) =F(n+1) —F(1) =

=ty (n+ 1D + ("{?(2) o, (n+1)(3> Ao, (n+s1+)(1s+1> o,
Naprlklad nech dany polynom f(k) ma tvar f(k) =5 — 4k + 11k% Uréme stget
S() = XR_1 flk) =XR_1(22 — 9k + 21k?). Vyjadrenie polynému f (k) v baze B je

f(k) =22+ 12k +21k(k —1) = 22 + 12k® + 21k,
Z toho vyplyva, ze pre jeho ,,diskrétny integral* F plati F (k) = 22k™ + 6k®) + 7k(3),
Vyuzitim ¢oho jednoduchymi upravami postupne dostaneme
Py f(K) = $poy(22 — 9k +21k%) = X y[F(k + 1) —F(O)] = F(n + 1) = F(1) =
=22+ 1D +6(n+ 1P +7(n+ 1)® - 22 = 7n3 + 6n? + 21n.

Priklad 3. Pomocou zovseobecnej mocniny odvodte vzorec pre 12 + 2% + 32 + .- n2,

3 .
Riesenie. Podla (4) plati Y7r_ k@ = %, tj. ak(k—1)= W
s prihliadnutim na vztah Y}_;k=14+24+-+n= n(nTH), dostaneme

12422432 +-n?2=Y0 k2 =Y0_(k(k—1) +k) =Y} kP +3¥0_ k=

= Wiy (k(k = 1) + k) = Biey k@ + B, o = 0D | 20D n ),

Odkial’,
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JEDEN Z PRiISTUPOV ROZVIJANIA MATEMATICKEHO MYSLENIA
V OBLASTI KOMBINATORIKY.

FILIP HALAMA, PATRICIA BENICKA

ABSTRACT. This paper is dedicated to Combinatorics and its presence in the curriculum of
secondary and primary school effort that students understand at first glance a simple
substance such as combinatorics is.

Uvod

Kombinatorika je ucivo, ktoré je pre mnohych Zziakov Casto tazko pochopitelné.
Z pdvodnej snahy o to, aby ziaci pochopili lepSie zakonitosti usporiadani, sa pomerne
zavCasu prejde k pouZzivaniu vzorcov, ¢o vedie k formalizmu. Nie vSetci Ziaci vSak su
schopni tak skoro prejst’ od konkrétnej manipulacie s objektmi k abstraktnym pojmom.
Stava sa, ze ziaci ulohu sice pochopia, no vzorec ktory pouziju, nie je vhodny na
rieSenie zadanej tlohy.
Kde sa rodi tato chyba? Ako jej predchadzat'?

Kombinatorika na zdkladnej Skole

S kombinatorikou sa podl'a ISCED 2 Ziaci prvykrat stretavaju na zakladnej Skole. V 6.
rocniku je odporaCany pocet 15 vyucovacich hodin venovanych vyucovaniu
kombinatoriky, pocas ktorych by sa mali naucit’ usporiadat’ prvky do radu s pouzitim
roznych systémov vypisovania, tvorit’ dvoj-, troj-, Stvorciferné ¢isla z daného poctu Cislic,
roznymi sposobmi riesit’ slovné tlohy s kombinatorickou motivaciou. Zaroven by sa na
hodindch mal venovat’ ¢as aj propedeutike Statistiky, pravdepodobnosti a kombinatoriky,
hlavne zhromazd’'ovaniu, usporiadaniu a grafickému znazorneniu udajov.

V 7. ro¢niku je odporucana casova dotacia kombinatoriky 18,5 vyucovacich hodin.
Ziaci sa uéia riesit’ Glohy na tvorbu skupin predmetov, tilohy o ich poéte z roznych oblasti
zivota. Mali by ovladat’ rozne spdsoby vypisovania na jednoduchych tlohach, pravidlo
suctu, pravidlo sic¢inu. Mali by tiez ovladat’ viac sposobov rieSenia kombinatorickych tloh,
stromovy graf, tabulku, systematické vypisovanie.

V 8. ro¢niku sa vramci odporafanych 17 wvyucovacich hodin venuji Zziaci
pravdepodobnosti a ivodu do Statistiky.

Podla ISCED 2 by mal ziak $tudiom ziskat’ kompetencie organizovat konkrétne
subory predmetov podla istych kritérii, mal by vediet’ vytvarat’ skupiny prvkov, vykonavat’
zber, zapis a interpretaciu tdajov, vediet ich graficky znazornit. Mal by byt schopny
orientovat sa v mnozine Uudajov aposudzovat realitu z pravdepodobnostného
a Statistického pohl'adu.

S tymito kompetenciami by mal Ziak vstupovat’ do d’alsieho tudia na SS, kde sa podla
ISCED 3A stretne s kombinatorikou najmé v prvom ro¢niku.
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Jeden z pristupov k vyucovaniu kombinatoriky

Aby sme splnili vSetky ciele, je v prvom rade potrebné naucit’ ziakov vnimat’ zakladné
rozdiely medzi permuticiami, variaciami a kombinaciami. Musime teda venovat ¢o
najviac ¢asu ur¢ovaniu prave tychto rozdielov. Ked’ si budeme isti, ze Ziaci si tieto rozdiely
uvedomuju a spravne ich uréuju, potom mozeme zaviest’ vzorce. Casto sa podceiiuje prave
vyznam jednoduchych tuloh, ktoré sa daji vypocitat’ aj vymenovanim prvkov. To, Ze ziak
moze nardbat’ s prvkami, tvorit’ ich, systematicky ich usporaduvat’ a nakoniec dospiet’
k spravnemu vysledku, je pre neho velmi dolezité. Ziskava tak nové poznatky a aj
pevnejsiu pddu pod nohami.

Je tiez potrebné odhadnut’ primerany pocet jednoduchych tloh. Méze sa stat’, Ze ziak
uz potrebnu istotu ziskal a jednoduché Glohy zvlada bez viacsich problémov. To v iom
vzbudi zaujem o naro¢nejsie tlohy. Ak uditel’ tento moment nepostrehne a bude sa drzat’
jednoduchych uloh, méze ziakov zaujem ustat’ a t€éma ho zac¢ne nudit’, co povedie k tomu,
ze podceni narocnejsie ilohy a nadobudnuta istota sa strati.

Ulohy by teda mali ist od jednoduchych, cez zloZitejsie aZ pridu k bodu, kedy sa uz
priklad nebude dat’ vyrieSit jednoduchym vymenovanim prvkov, resp. vymenovanie
prvkov by bolo prili§ zdhavé. Vtedy je vhodné, ak ugitel’ nechd najprv postupovat’ Zziakov
sposobom, ktory sa dovtedy nau¢ili. Ziaci sami pridu na to, Ze je to zdihavé a za¢nu sa
pytat, ¢i neexistuje I'ah$i sposob. Bolo by vSak chybou poskytnit im hned’ vzorec na
vypocet. Ucitel’ by mal ziakov nasmerovat’, aby sa snazili zistit' zakonitosti a skusili ich
matematicky vyjadrit’ a zapisat. Spolo¢nou pracou dospeju k vzorcu, ktory si zapamaétaji
lahsie, nakol'’ko nan prisli sami, vedia odkial’ vyplynul a ¢o vlastne znamena.

Uvadzame niekol’ko prikladov, ktoré su vhodné pri odvodzovani vzorcov.
Priklad €.1: Na turnaji vo futbale sutazilo 5 tried. Kol'ko je moznosti na obsadenie na
prvych:

a) dvoch miestach?

b) troch miestach?

c) Styroch miestach?

Riesenie:
Zakladom k rieSeniu tohto prikladu je oznacenie. Oznacme 5 tried pismenami od A po E.

a)

1. miesto 2. miesto 1. miesto 2 miesto
A B C D
A C C E
A D D A
A E D B
B A D C
B C D E
B D E A
B E E B
C A E C
C B E D

Moznosti na umiestnenie na prvych dvoch miestach je 20.
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Moznosti na umiestnenie na prvych troch miestach je 60.
Pozn. Uz pri rieseni zadania b) Ziaci zistia, Ze sa jedna o zdlhavy a naro¢ny spdsob.

¢) Uvedomme si, Ze moznosti, ktory tim obsadi 1. miesto je 5.
Na obsadenie 2. miesta mame potom uz len 4 timy, 3. miesta 3 timy a 4. miesta 2 timy.

Miesto: 1. 2. 3. 4.
Pocet moznosti: 5 * 4 * 3 * 2 =120

Moznosti na umiestnenie na prvych Styroch miestach je 120.

Priklad ¢.2: Kol'kymi spdsobmi si m6ézu vedla seba v kine sadnut’:
a) traja kamarati?

b) Styria kamarati?

¢) piati kamarati?

RieSenie:
Kwvéli lepsiemu rozliSeniu si v pripade a) kamaratov oznacime ¢islami od 1 po 3, resp.
od 1 po 4 v pripade b).
a) mdzeme vyriesit’ vypisanim vSetkych moznosti a ich spocitanim:
123 132
213 231
312 321
2 —3 l 3 2 —1
1 < 2 < 3 <
—2 3 —1 1 —2

-
D

v

Traja kamarati si mozu sadnut’ Siestimi sposobmi.

b) mozeme este stale vyriesit vymenovanim prvkov, no je to uz zdlhavejsie:

1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4321 4312
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3 —4 3 —4 1— 4 3 —1
244 —3 1,4’4—3 244—1 241 —3
2 —4 1 — 2 — 2 —

1 3< 5 3< 3 1< 4 3<
4 —2 4 1 4 72 1 72
42 3 41 —3 42 1 12 73
Y3_2 ij_l Y1_.2 <3_2

Styria kamarati si mozu sadniit’ 24 sposobmi.

¢) Tu uz je vypisanie vSetkych moznosti, alebo rieSenie pomocou grafov, tilohou na
niekol’ko desiatok minut a l'ahko by mohla nastat’ chyba. Je teda dblezité nasmerovat
ziakov, aby zistili princip rieSenia.

5 * 4 * 3 * 2 * 1 = 120
Piati kamarati si m6zu sadntt’ 5. 4.3 . 2 =120 sp6sobmi.

Priklad ¢.3: V triede je 8 ziakov. Na konci Skolského roka dostanti najlepsi ziaci
knihu. Kol'ko r6znych skupin Ziakov mo6ze byt odmenenych, ak mame k dispozicii:

a) dve rovnaké knihy?

b) tri rovnaké knihy?

¢) Styri rovnaké knihy?

RieSenie:
V prvom rade si uvedomme, Ze knihy st rovnaké, takze na poradi najlepSich ziakov
nezalezi.

a) Toto zadanie vieme riesit’ graficky. Pocet skupin Ziakov je rovnaky ako pocet stran a
uhlopriecok pravidelného osemuholnika.

Pocet roznych dvojic je 28.
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b) V tomto pripade ziaci rychlo zistia, Ze jednoduchy spdsob neexistuje a ak za¢nu
vypisovanim moznosti, vel'mi rychlo pridu na to, Ze moznosti je vela, pripadne zistia, ze
trojica ABC a BAC je v tomto pripade ta ista trojica, teda na poradi nezalezi. Ziaci uz
vedia vypocitat’ pocet takychto usporiadani, ak by na poradi zalezalo.

8.7.6 =336

V tomto pocte su ale zahrnuté niektoré trojprvkové skupiny viackrat. Pocet tychto
trojic, ktoré sa liSia iba usporiadanim prvkov je 3.2 = 6. To je pocet r6znych usporiadani
troch pismen. Tymto ¢islom vydelime ¢islo 336 a dostaneme cislo 56.

Pocet roznych trojic je 56.

¢) Postupujeme rovnako ako v predchadzajiicom pripade. Pocet rdznych Stvoric je 70.

Zaver

V sucasnosti, ked” sa kombinatorike, pravdepodobnosti a Statistike venuje vicsia
pozornost’, je potrebné vediet’ nauCit ziakov nielen vzorce aich pouzitie. Je potrebné
naucit’ ziakov rozmyslat’ , analyzovat’ tlohy a spdsob ich rieSenia. V tejto snahe ndAm mdze
pomoéct’ vhodne zvolena metoda a k nej odpovedajuce tlohy.

V tvode ¢lanku sme spominali jednu z najcastejSich chyb, ktorych sa ziaci dopust’aji
pri rieSeni uloh z kombinatoriky. Myslime si, Ze uvedenym spdsobom sa znizi pocet
ziakov, ktori pouziji nespravny vzorec.
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FUNKCIA VIZUALIZACIE V MATEMATICKOM VZDELAVANI

SILVIA HYCKOVA, LYDIA KONTROVA

ABSTRACT. This article presents the results of pedagogical experiment carried out on
students of Faculty of Civil Engineering from University of Zilina. This experiment was
focused on particular themes of curricullum — solution of the systems of linear equations.
To make this form of education more appealing we utilized instantiation and visualization
of this mathematical terms through numerical and graphic models created by computer
with the didactical software Maple.

Uvod

Stcasna doba vola stale viac po uvedomelom Studentovi, ktorého matematicka
gramotnost’ nespoCiva len vumeni pocitat ¢i  ovladat matematiku operativne,
faktograficky a encyklopedicky. Doéraz je kladeny na rozvoj schopnosti  Studenta
vyformulovat’ dobre podlozené matematické Gsudky s cielom aplikovat’ matematiku pri
rieSeni konkrétnych problémov kazdodennej praxe. Takto definovana matematicka
gramotnost’ je predovSetkym otom, Ze Student pouziva relevantni matematicku
vedomost’ na rieSenie uloh kazdodenného zivota, je schopny vidiet, vnimat’, formulovat’
a riesit’ problém pomocou matematiky. Uvedomujuc si potrebu zmienenych kompetencii
sme nuteni sa zamyslat’ nad spdésobmi, ako inovovat’ a posunut’ vyucovanie matematiky
spominanym smerom — aby Studenti lepSie chapali a nasledne Uspesne aplikovali ziskané
vedomosti. Pri vyucovani matematiky je tak neodmyslite'nou sti¢astou dosledna reflexia
medzi matematickymi pojmami ktoré vyucujeme, a poznanim cesty k nim.

Problematika rieSenia systémov linearnych algebrickych rovnic

V c¢lanku predkladame vysledky prieskumu realizovaného medzi poslucha¢mi
1. ro¢nika bakaldrskeho $tidia  Stavebnej fakulty ZU. Tito sa vramci predmetu
Matematika 1 oboznamuju okrem inych tém aj s uvodom do linedrnej algebry, ktorého
obsahom st pojmy ako: vektorovy priestor, vektory, linedrna zavislost a nezavislost
vektorov, baza vektorového priestoru, matice ¢i determinanty.

Centralnym problémom vyucby je v nadvédznosti na uvedené pojmy rieSenie
systémov linearnych rovnic (v d’alSom texte budeme pouzivat’ skratku SLR). Zvladnutie
problematiky rieSenia SLR je predpokladom  pre uspesnu percepciu dal§ich tém
vysSej matematiky ako si: rozklad raciondlnej lomenej funkcie na parcidlne zlomky
(neurcité¢ integraly), rézne numerické metody aproximacie, interpolacie, metoda
najmensich §tvorcov, ¢i rieSenie systémov diferencialnych rovnic, pri rieSeni ktorych sa
s touto problematikou opétovne stretavaju a st nlteni ju pouzit ako nastroj na rieSenie
sirSicho komplexu matematickych problémov.

Neformalne pochopenie problematiky je preto v tejto faze vyucby pre Studentov
vel'mi dolezité. Vo svojom prieskume sme sa rozhodli zmapovat’ uspesnost’ Studentov pri
rieSeni SLR, diagnostikovat’ najrozsirenejSie chyby a patrat’ po ich pricinach.

Nasledne nazna¢ime mozné rieSenia — ako zvysit’ tspesSnost’ Studentov pri zvladani
tejto témy prostrednictvom lepSej vizualizacie a implementacie prostriedkov IKT do jej
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vyucovania. Na  prieskume sa ziCastnilo 581 Studentov prveého ro¢nika vsetkych
odborov bakalarskeho stidia SvF ZU. Prieskum sme formulovali ako  diagnosticko-
deskriptivny problém. Ziskané vysledky sme Statisticky ~ vyhodnotili pomocou grafov
a tabuliek.

Identifikacia problému

Pri kazdoro¢nom zéverecnom preverovani vedomosti z danej oblasti registrujeme
u mnohych Studentov izolované vnimanie preberanych pojmov, absenciu systematickej
a doslednej  reflexie medzi preberanymi pojmami a existujucou cestou k nim.
Zaznamenali sme, Ze Studentom unikd poznanie a vnimanie potrebnych stvislosti medzi
matematickymi pojmami, ¢o nasledne  vedie k nespravnym tusudkom a chybnym
zaverom. Tabulka 1 interpretuje pocty Studentov a ich ispes$nost’ pri rieSeni jednotlivych
typov SLR.

Najmenej problémov sme zaznamenali pri rieSeni SLR, ktoré majii jediné rieSenie -
v tychto pripadoch bez ohl'adu nato, ¢i sa jedna o homogénne (47%) alebo nehomogénne
systémy (46,3%) dokazalo viac ako 46% Studentov UspeSne  a Uplne riesit’ SLR. Naviac
dalsich priblizne 28% S$tudentov rieSilo ulohu ciastocne tuspeS$ne. SLR tohto typu
nevyriesilo vobec len priblizne 25% rieSitelov.

Naopak najviac problémov spdsobuji Studentom tie typy SLR, ktoré maju
nekonecne vela rieSeni. Pocet GispeSnych riesitelov sa v tychto pripadoch pohybuje okolo
24% a ti, ktori neuspeli tvoria priblizne 76% respondentov.

Celkova uspesnost $tudentov pririeSeni SLR
dastoéne
OB nevyriesili SLR
26% 28%

SLR ‘
| newyr ieil SLR
wyriesili  SLR ani m?zapisali
uplne maticu SLR
33% P 18%

Obrazok 1: Celkova uispesnost Studentov pri rieSeni SLR

_\]EHO IR NEHO-NVR NEHO-OR HO- IR HO-NVR

- N — -—- e
100% 4 | _ - -
7 = nespravne

—
I riesenie systému
70% -
m Ciastoiné
60% riedenie systému
50% -
A0% m spravne rieienie
systému
30% -
20%
10%
——
. — -

Obrazok 2: Ako riesili Studenti SLR

90% -
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Typ susmvu LR Pocet uspesnych Pocet Poédet Celkovy pocet
dspesnych rieditelov Jjednotlivych typov
riesitelov SLR

1. Nehomogénny SLR 57 32 32 121

s fednym riesenim

2. Nehomogénny SLR 39 34 68 141
s nekonecne vela rieSeniami
3. Nehomogénny SLR 15 20 16 51
4. Homogénny SLR 32 20 17 69
s jednym riesenim
5. Homogénna SLR 49 47 103 199
snekonecne vela rieseniami
Celkom | 192 ‘ 153 ‘ 236 581
Tabulka 1

Informacény vek otvara nové moZnosti

Casto registrujeme, e §tudent zvladne Gspe$ne upravu matice sustavy a rozsirenej
matice sustavy na horny trojuholnikovy tvar, spravne ur¢i hodnosti tychto matic, vie
formulovat’ Frobeniovu vetu, no napriek tomu nedokaze vyjadrit’ rieSenie SLR. Studenti
tiez temer vObec nevyuzivaji systém spitnej vdzby - v pripade systémov, ktoré maji
nekoneCne vel'a rieSeni nedokazu urobit” skasku spravnosti, ¢o je opit’ dosledok len
formalneho chapania danej problematiky.

Co je pri¢inou tohto stavu? Predovietkym v  poznatkovej $truktire Studentov
absentuje znalost pojmov a prepojenie parcidlnych vedomosti. V matematickom
vzdelavani nesta¢i poznat’ len izolované pojmy, vztahy Ci algoritmy. Je nevyhnutné
percipovat’ kazdy novy poznatok ako doésledok predchadzajucich  a predpoklad
nasledujucich poznatkov. Inymi slovami, treba pren najst’ spravne miesto v existujiicej
poznatkovej §truktire. Co teda mozeme urobit’ pre zlepSenie uspesnosti $tudentov pri
rieSeni SLR?

Matematické vnimanie a vzdelavania mdzeme v sucasnosti zlep$it' predovsetkym
implementaciou IKT do vyucby. Ich potencial je v moznej a hodnotnejSej vizualizacii
a konkretizacii,  ktoré ulahéujit  vznik a vytvdranie predmetnej predstavy
matematického pojmu. Okolo kazdého matematického pojmu mdézeme vytvarat’ mnozstvo
konkrétnych virtualnych modelov, ktorych pozorovanie, analyzovanie a porovnavanie
otvara priestor pre formulaciu matematickych hypotéz a ich nasledny neformalny dokaz.

Vizualizicia problému

Pre nasu tému to znamend predstavit geometricky model dvojdimenzionalneho
a trojdimenzionalneho vektorového priestoru a interpretovat’ na nich problematiku rieSenia
SLR, désledkom ¢oho predpokladime nésledny neformalny prechod k rieSeniu
uloh v n—dimenzionalnom vektorovom priestore.

Skusenosti ndm potvrdili, ze v pripade = SLR sjedinym rieSenim velmi Casto
dosadzovacou alebo scitacou metodou ziskaju Studenti spravne rieSenie ulohy. Ak vSak
nastava niektory z pripadov: sustava bud’ nema rieSenie alebo ma nekone¢ne vela rieSeni
Studenti Casto zneisteji, ich formulacie zaverov rieSenia byvaji vagne a rozpacité.
Geometrickll interpretaciu danej problematiky ,po riadkoch™ (dve priamky, analyza
poctu ich spolo¢nych bodov vo vztahu k poctu rieSeni SLR) poznaju Studenti uz zo
strednych §kol. Metodicky podstatne silnejSou je pre Studentov na vySSom stupni
geometricka interpretacia SLR po stipcoch, ktora vhodne akcentuje vztah danej
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problematiky a pojmov: linedrna nezavislost a zavislost' vektorov, linearna kombindcia
vektorov, baza vektorového priestoru, hodnost systému vektorov, matice a determinanty.
V kratkosti ju preto predstavime podla [2].

Nech a = (a;, az), b= (b, b)) su nenulové vektory pricom jeden nie je nasobkom
druhého, teda su to linearne nezavislé vektory. Mame urcit’ taku ich linedrnu kombinaciu,
ktora sarovna vektoru d=(di, dy), tj. najst’ také redlne Cisla x, y aby platilo

xaty b=d (1)

Podl’a pravidiel pre operacie s vektormi a pre nasobenie vektora skalarom mozeme
vektorovu rovnicu (1) nahradit’ dvoma skalarnymi rovnicami

xa, + yb,=d,

xa, + yb2 = d2 (2)
Uloha teda vedie k rieseniu ststavy dvoch linearnych rovnic s dvoma nezndmymi, ktora
rieSime napriklad sc¢itacou metodou.
Prvt rovnicu vynasobime ¢islom — a; , druhtl a,. Ziskame ekvivalentnu sustavu rovnic

—xa,a, — yb,a, =—d,a,
xa,a, + yb,a, = d,a,. 3)
Ked’ tieto rovnice s¢itame dostavame:
vb,a, -ba,)=d,a,—da, 4)
Pretoze vektory a, b su linedrne nezavislé a teda Ziadny z nich nie je ndsobkom druhého
je ba, —ba, #0 amodzeme vypocitat

_ad,-a,d,
a,b, —a,b, (5)
Rovnakym spésobom vypocitame neznamu x:
bzdl - bl dz
xX=——-+=
ab, —a,by (6)

Nasledne predstavime Studentom geometricku interpretaciu ¢&isla  b,a, —ba, #0
v menovateli zlomkov, ktoré oznaCujeme symbolom

anazyvame determinantom matice sustavy (2). Vyuzijeme interpretaciu pomocou
obdiznika PXRY na obrazku 4. Obsah tohto obdiznika PXRY sa rovna <&islu
(al+bl).(az+b2)=alaz+blaz+alb2+b1b2

Tento obdiznik mézeme pokryt’ rovnobeznikom PURQ, ktorého obsah ozna¢ime S,
dvoma zhodnymi pravouhlymi trojuholnikmi s obsahom 0,5.a;a;, dvoma zhodnymi
pravouhlymi trojuholnikmi s obsahom 0,5.b;h, a s dvoma zhodnymi obdiznikmi s
obsahom ab;. Toto nadm umozni vyjadrit obsah  rovnobeznika PURQ takto:
S =b,a,—ba,

Hodnota determinantu D sa rovna obsahu rovnobeznika, ktorého  strany su
umiestnenim vektorov a, b vid obrazok 3.
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Obrdzok 3: Nazornd interpretdcia determinantu matice sustavy (2)

Studenti vel'mi Zivo registrujii ako sa problém riesit SLR vynoril z problému uréit’
linearnu kombinaciu vektorov a, b atiez ako sa nasledne ukézala suvislost’ poctu
rieSeni tohto systému s linearnou zavislostou ¢i nezavislostou vektorov a, b  atiez s
hodnotou determinantu matice sastavy (2).

Pri vizualizacii systému troch linearnych rovnic stroma neznamymi  vyuZijeme
interpretaciu SLR po riadkoch. Kazda zrovnic systému je vSeobecnou rovnicou roviny.
Pocet spolocnych bodov takto zobrazenych rovin indikuje pocet rieSeni daného systému
a tiez naznacuje kontext medzi hodnostou matice sustavy a polohou rovin (vzajomny
vzt'ah normalovych vektorov tychto rovin).

Na zobrazenie rovin sme pouzili didakticky softvér Maple. Jednoduchym prikazom
znazornime vsetky tri roviny v jednom grafickom okne. Prikazom

R:={a\x+b\y+ciz+d,, axx+byy+cyz+ds, azx+bsy+csz+ds };
vlozime SLR do dialogového riadku a nasledne prikazom solve () ziskame jeho riesenie.
Pre graficku interpretaciu SLR pouzijeme prikaz smart3dplot [x, y, z].

Uvadzame dva priklady, ktorych rieSenia naznacia, ako je v syst¢éme Maple mozné
jednoducho riesit’ atiez graficky interpretovat’ rieSenie systému troch rovnic s troma
neznamymi.

Priklad 1. Nehomogénny SLR s jedinym rieSenim

> R:={5%x+7*y-13*2-5,3*x-5*y+6*2-3,2%x-8*y+1};

{3x—5y+6z—3,2x—8y+ 1,5x+7y —13z— 5} (1)

> solve ((1));

9 3 2
YEE TN T

> smartplot3d|x, y, z|;

Priklad 2. Nehomogénny SLR s nekonecne vela rieSeniami
> R:={5%x+6*y-z-5,10*x+12*y-2%2-10,2*x-8*y+1};
{5x+6y—z—52x—8y+1,10x + 12y — 2z — 10}

{z=26y— %,x= f% +4y,y=y}

Obrazok 4: Graficka interpretdcia rieSeni prikladov 1 a 2 v Maple
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Na zaver chceme poukazat' eSte na jednu moznost vizualizacie matematickych
pojmov, ktora je vel'mi napomocna pri ,,uceni sa matematiky s pochopenim*. Vyuzijeme
re¢ symbolov, obrazov aikon (tak blizku dneSnej naSej mladezi) a vizualizujeme siet’
matematickych pojmov vhodnou mentalnou mapou. Mentalne mapy podporuji
prirodzeny proces myslenia, pozitivne vplyvaju na trvacnost’ vedomosti a profituju z neho
predovsetkym Studenti, ktori maji s matematikou problémy. Vdaka mentalnej mape si
lepSie uvedomuju vzijomné prepojenie, naslednost a podmienenost preberanych
matematickych pojmov. Pomocou mentalnej mapy néjde informaciami zahlteny Student
v ucive to, ¢o je podstatné, dokaze si ,urobit' v problematike logicky poriadok®.

Pri vyucbe SLR sme matematicku vetu 1 prezentovali mentalnou mapou - obrazok 5,
ktorti sme nasledne vyuzivali pri precvi¢ovani uciva, v dosledku ¢oho bolo fixovanie
preberanych pojmov intenzivnejsie a uspesnejsie.

Veta 1: Nech je dana Stvorcovd matica A4 stupiia n. Potom su ekvivalentné nasledujuce
vyroky

Riadky matice A su tvorené linearne nezavislymi vektormi z R".

Hodnost’ matice A sa rovna n; h(A) = n.

Matica A je regularna, t.j. existuje k nej inverzna matica A™.

Matica A je regularna, t.j. det(A4) = 0.

Stipce matice A4 st tvorené linearne nezavislymi vektormi z R”.
Homogénna ststava linearnych rovnic, ktorej maticou ststavy je matica A,
ma iba trividlne riesenie.

7. Kazdy algebricky vektor z R" moézeme vyjadrit’ ako linedrnu kombinaciu
vektorov tvorenych riadkami (stipcami) matice 4 a to jednoznaéne, az na poradie.

8. Stustava linearnych rovnic, ktorej maticou sustavy je matica 4 ma pre
I'ubovol'ntl voI'bu koeficientov na pravych stranach rovnic jediné rieSenie.

SNk v =

)
Riadky matice su twrené lineame L — /| Stipoe matice s torené linedme
nezavslymi vektoml z R o — nezavsljmi vektormi z R°

Hodnast matice A sa rowd m; L. P R A
hiA) = n % | / 4

Matica A je reguiams, 1], existuje

k nej imverzna matics A1 | &= N
x
\§

\ Kady aigebraicky veklor z R

maZeme wadit ako linedmu
kombinaciu vektonov tarenych
riackam| (stipcamijmatice A
to jednaznaéne, a2 na poradie
=
7 Matica A e reguidma, 1.

)\ /
datfA) = © |\ ststaw linedmych rawnic, ktors] maticou o \.'
S sostavy je matica A, mé pre lubovolni volbu V
"4 ¥ koeficientov na pravich strandch rownic jeding
nesenie J

Hamogénna sstava Ineamych ranic,
r . ktore] malicou sustawy je matica A, mé iba
Nech je dand $tvorcova / trivalne riesenie
matica A stupia n. £
Potom sii nasledujice -
vyroky ekvivalentné: /

V

" 4

Vi

Obrazok 5: Mentdlna mapa

Zaver

Cielom ¢lanku bolo prezentovat’ vysledky prieskumu zameraného na vyhodnotenie
uspesnosti Studentov 1. ro¢nika bakalarskeho Stadia stavebnej fakulty ZU pri rieSeni
systémov linearnych rovnic. Nakolko Statistika ukazala vysokii mieru formalneho
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vnimania uvedenej problematiky snazili sme sa nasledne upozornit’ na moznosti, ktoré sa
pontikaju ucitel'ovi v dnes$nej informacnej spolocnosti. Vdaka pocitacovym technologiam
je mozna mnohonasobna systematickd a strategickd konkretizacia a vizualizacia
matematickych pojmov, ktora pozitivne ovplyviiuje poznavaci proces Studenta a otvara
priestor pre neformalne chéapanie anasledné uspesné aplikovanie takto ziskanych
vedomosti v praxi.
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STOCHASTIKA V STUDIU UCITEESTVA PRE PRIMARNE VZDELAVANIE

JULIUS JENIS, MARTA VRABELOVA

ABSTRACT. The paper deals with the stochastics in the teacher training study for primary
schools. We say that games and simulations by computer can be important tools in the
teaching of this subject.

Uvod

Potreba rozvoja stochastického myslenia vyplyva z potrieb kazdodenného zivota, preto
sa stochastika, predovSetkym pravdepodobnost’ a Statistika dostala do ucebnych planov
mnohych, i nematematickych, Studijnych odborov unas iv zahranici. Posilnila sa tiez
hodinova dotacia kombinatoriky, pravdepodobnosti a Statistiky na zakladnych a strednych
$kolach. Podla Statneho vzdelavacieho programu ma pravdepodobnost’ a Statistika svoje
zastipenie aj v u¢ive prvého stupiia ZS. Statny vzdelavaci program pre 1. stupeii zakladnej
Skoly v Slovenskej republike ISCED 1- Primarne vzdelavanie konkrétne obsahuje:
Sucastou matematického vzdeldvania Ziakov na 1. stupni ZS je Kombinatorika,
pravdepodobnost’ a Statistika. Tento tematicky okruh na 1. stupni ZS sa objavuje len v
podobe 1iiloh. Ziaci takéto iilohy na 1. stupni ZS rieSia manipulativnou cinnostou s
konkrétnymi objektmi, pricom vytvaraju rézne skupiny predmetov podla urcitych pravidiel
(usporiadavaju, rozne zoskupuju). Pozoruju frekvenciu vyskytu urcitych javov, udalosti a
zaznamendvaju ich. Z tohto dovodu musi mat’ stochastika zastipenie aj v priprave
ucitelov pre tento stupeit ZS. V tomto ¢lanku chceme poukézat’ na to, aké je ddlezité, aby
buduci ucitelia ovladali zakladné poznatky z oblasti stochastiky, aby sa zbavili pripadnych
nekoncepénych intuicii a spoznali uskalia s akymi sa vo svojej ucitel'skej praxi mozu
stretnit’. Uvadzame tiez, ako mozno u tychto Studentov budovat’ stochastické myslenie
pomocou hier a pocitacovych simulacii, a to takych, ktoré mézu v buducej praxi vyuzit.

Dévody zavedenia stochastiky v priprave uéitePov pre 1. stupeii ZS

Pomocou vhodnych tloh sa maju u Ziakov 1. stupiia ZS polozit' zdklady stochastického
myslenia. Tento ich prvy kontakt so stochastikou je vel'mi dolezity a zavisi od ucitel’a, ¢i
ziaci nadobudnu k stochastike pozitivny vzt'ah. U¢itel’, ktory nepresiel kurzom stochastiky,
ani didaktickou pripravou v tejto oblasti, alebo mu stochastika bola podana formalnym
matematickym pristupom moze spdsobit, ze sa u ziakov vytvoria mylné predstavy o
stochastike, ktoré sa velmi tazko odstraiiuji. Na meranie roznych komponentov
Statistického a pravdepodobnostného myslenia existujii meracie nastroje. Jednym z nich je
dotaznik, ktory vytvoril Gerfield. Na Pedagogickej fakulte Univerzity v Granade sa
uskutoc¢nil vyskum, v rdmci ktorého 132 Studentov ucitel'stva pre primarne vzdelavanie
odpovedalo na 5 poloziek tohto dotaznika ([3]). Nekoncepénost v ich stochastickom
mysleni sa plne prejavila. Uvedieme dve zakladné mylné predstavy, ktoré sa vyskytuju i v
mnohych inych vyskumoch a o ktorych si myslime, ze su vlastné aj nasim $tudentom. Prva
sa tyka velkosti vzorky. Studenti malé vzorky povazujii za rovnako reprezentativne ako
velke vzorky (tejto mylnej predstave sa hovori ,,zdkon malych ¢isel). Druha sa tyka

Prispevok je podporovany projektom KEGA 3/7340/09: Diverzifikacia pripravy ucitelov a metodikov predprimarneho 123
a primarneho vzdeldvania s dorazom na pripravu ucitel'ov z matematiky
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pravdepodobnosti nastania vysledkov nahodného pokusu. Studenti majii tendenciu
povazovat vsetky vysledky nahodného pokusu za rovnako pravdepodobné. Myslime si, ze
tato druht mylnd predstavu Studenti nadobudnu tym, Ze sa pri vyucovani
pravdepodobnosti na strednej Skole len formalne zavedie vzorec pre klasicka
pravdepodobnost’ a dostato¢ne sa neozrejmi jeho obmedzené pouzitie.

Na druhej strane by sme sa mohli pytat, ¢i je vobec mozné, aby deti pred desiatym
rokom Zzivota pochopili elementarne pojmy stochastiky. Aj v tomto smere boli uskutocnené
vyskumy. Uz udeti predSkolského veku sa skumalo, ako deti porozumeju pojmu
spravodliva hra. Deti objavili, ze dve rulety, ktoré sa pri hre vyuzivali by mali mat’ rovnako
vel'ké biele a Cierne policka, aby bola hra spravodliva ([5]). Potvrdzuje to aj vyskum
robeny vramci projektu Kega 3/7001/09, kde sa okrem iného sleduje zvySovanie
kompetencii v oblasti nahodnost’ u Ziakov 5. roénika ZS. V dotazniku tykajiceho sa tiloh
z tejto oblasti jedna ucitel’ka napisala, ze ulohy boli 'ahké, deti pravdepodobnost’ vedia.
Zrejme sa tieto deti uz so stochastikou stretli v nizSom ro¢niku. Boli to 'ahké ulohy, ale
mnoho uditel'ov ich povazovalo za nevhodné a vobec ich do vyucovania nezaradili. Tak
tieto deti, ako mnohé iné, nedostali $ancu objavit’ jednoduchost’ a krasu stochastiky.

Matematika v u¢ebnom plane ucitel’stva pre primarne vzdelavanie

Predmet stochastika resp. pravdepodobnost’ a Statistika sa do ucebného planu
magisterského Studijného programu UCcitel'stvo pre primarne vzdelavanie, ktory je na PF
UKF v Nitre akreditovany v ramci Studijného odboru 1.1.5. Predskolska a elementarna
pedagogika nedostal. Medzi matematické predmety zaradené do tohto planu patria povinné
predmety Metody rieSenia matematickych uloh, Didaktika matematiky I a Didaktika
matematiky Il a povinne volitelné predmety Aritmetika — vybrané kapitoly II, Geometria —
vybrané kapitoly II a Zabavné ulohy. Je tu este volitelny predmet Pocita¢ a didaktické hry.
Prostrednictvom tohto ¢lanku chceme navrhniit, aby sa Studenti tohto $tudijného programu
stretli so stochastikou aspoii v ramci uvedenych predmetov. V ramci didaktiky matematiky
by sa mali oboznamit’ s najnovsimi vyskumami u ziakov daného veku v oblasti nahodnost’,
oboznamit’ sa s Gskaliami, ktoré musia deti prekonat’. Ucitel’ sa musi dozvediet, ¢o deti
nechapu a naucit’ sa pomdct’ im preklenut’ tieto prekazky. Napr. vysledky vyskumu Kega
3/7001/09 ukazali, Ze niektori piataci si myslia, Ze starSi a skusenejsi ¢lovek vie ,lepSie
ovplyvnit ndhodu* ako neskusenejsi a mladsi. Témy zo stochastiky mozno zaradit' do
predmetu Zabavné ulohy alebo Pocita¢ a didaktické hry. To ale znamend, Ze stochastike
modze byt venovanych len niekolko hodin, ktoré musia byt vyuzité efektivne. Pre
ktoré budu moct’ vyuzit' v praxi ([2]). Mdézeme vyuzit' aj stochastické hry, takyto pristup
k vykladu stochastiky je prirodzeny a historicky dany. Studentom moézeme odporuéit
Studijnt literaturu, aby si v pripade zdujmu mohli sami doplnit’ vzdelanie v tejto oblasti.
Najvhodnej$ou knihou pre Studentov tohto §tidia je Plockého kniha [4], o nieo vySSiu
odbornii iroveit ma uéebnica Zvaru a Stépana [6]. Zaujimavé problémy z roznych oblasti
pravdepodobnosti a Statistiky publikoval Andél v [1]. Vela zaujimavych stranok sa najde
aj na internete, vel'mi vhodna je napr. webova stranka [7].

Ukazka didaktickej hry

Uvedieme hru, ktora nesie pracovny nazov Po rebriku ku hviezdam.
Popis hry. Potrebujeme dva rebriky s 10 prieckami — cerveny a modry (mézu byt aj
nakreslené), dvoch panacikov — ¢erveného a modrého (m6zu mat’ mena), hraciu
kocku, mincu a dostatoéne vela hviezdiciek.
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Pravidld hry. Ziakov rozdelime na dve skupiny. Jednej skupine dame kocku, Eerveny
rebrik a cerveného panacika, druhej skupine mincu, modry rebrik a modrého panacika.
Ziak prvej skupiny hadZe kockou a si¢asne Ziak druhej skupiny hadze mincou. Ak prvej
skupine padne stena zo Siestimi bodkami — Sestka, Cerveny panacik vystupi na prvy
schodik cerveného rebrika, v druhej skupine modry panacik vystipi na prvy schodik
modrého rebrika, ak padne na minci znak — lice. Hra pokracuje rovnako, len dvojice
ziakov, ktori hadzu sa menia. Vyhra skupina, ktorej panacik prvy vystipi na posledni
priecku rebrika a ziska hviezdu. Hra sa méze niekolkokrat opakovat’, pricom sa stale
zaznamenava, ¢o padlo na kocke a ¢o na minci, napriklad na tabul’u.

Didaktické ciele hry u Ziakov:

e Pochopit, ze vysledok hodu kockou resp. hodu mincou nezavisi od toho, kto hadze
(ani od farby rebrika) a neda sa dopredu predpovedat’ vysledok, teda, ze su to nahodné
pokusy.

e Vsimnut’ si, kolko vysledkov a akych moZze nastat’ pri hode kockou a pri hode mincou,
urCit’ mnozinu vysledkov nahodného pokusu.

e Spocitat’ kol’ko je priaznivych a kol'ko nepriaznivych vysledkov pri hode kockou a pri
hode mincou a dat’ tieto vysledky do pomeru, to znamena urCit’ Sancu, ze padne Sestka
pri hode kockou a znak pri hode mincou.

e Porovnat’ Sance. Zistit, Zze skupina s mincou ma vacsiu Sancu, ze postupi o schodik
vysSie ako skupina s kockou, hra je nespravodliva.

e Navrhnut' ako urobit’ tato hru spravodlivou (navrhnu, Ze obe skupiny by mali hadzat’
tym istym — pouzivat’ ten isty ndhodny mechanizmus, mozeme ich vyzvat, aby hl'adali
rieSenie pri pouzivani kocky a mince — mozno navrhni vymenu kocky a mince v
skupinach po kazdej hre a mozno ich napadne, aby sa Cerveny panacik posunul vyssie,
ked’ padne dvojka, $tvorka alebo Sestka - teda ked nastane ndhodny jav A: Padne
parny pocet bodiek.).

e PresvedCit’ sa, ze vsetky steny kocky padaju priblizne rovnako casto. Spocitaju
kolkokrat padla na kocke jedna, dve, tri, Styri, pat’ a Sest’ bodiek, napisu tabulku
rozdelenia pocetnosti. Podobne to urobime s mincou.

Deti pritom nechame pouzivat’ svoj vlastny jazyk a nemusime im vSetky odborné nazvy

ani prezradit’. Na dosiahnutie didaktického ciel’a ich navadzame vhodnymi otdzkami.

Didaktické ciele hry u Studentov:

e Voviest Studentov do zakladov pravdepodobnosti — naucit’ ich zakladné pojmy
nahodny pokus, vysledok ndhodného pokusu, mnozina vysledkov nahodného pokusu,
ndhodny jav, pocetnost nastania vysledku resp. nahodného javu pri nezavislom
opakovani pokusu. Pre Studentov uvedieme aj pojem pravdepodobnosti nahodného
javu ako c¢isla, okolo ktorého kolisu relativne pocetnosti tohto javu — tu uz mozeme
vyuzit’ pocitacovi simulaciu hodu kockou resp. mincou.

e Nakoniec uvedieme, ze tieto nahodné pokusy mozno popisat klasickym
pravdepodobnostnym priestorom.

e Dalej mozno poznamenat’, Ze ak pri hode kockou za mnozinu vysledkov vezmeme len
dva vysledky — padne pdarny pocet bodiek a padne nepdrny pocet bodiek (je dolezité,
aby si Studenti uvedomili, Ze za elementarne javy berieme najjemnejsie vysledky, ktoré
eSte potrebujeme rozliSovat’), tak dostdvame klasicky pravdepodobnostny priestor
izomorfny tomu, ktory popisuje hod mincou.
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[1]
[2]

[3]

Prvotnt tabul’ku zaznamenanych poctov padnutych bodiek mézeme vyuzit’ na tvorbu
tabuliek a grafov, pripadne vypocCet mier polohy a variability, ktoré tvoria zaklad
popisnej Statistiky.

Okrem toho mézeme vysledkom hodu mincou priradit’ 0, ak padne ¢islo a 1, ak padne
znak, ¢im sme definovali ndhodnii premenni na mnozine vysledkov a definovat
alternativne rozdelenie pravdepodobnosti s parametrom p = . Nahodn4 premenna
s tymto rozdelenim reprezentuje zakladny subor, ktory si mozno predstavit ako
,,nekone¢ni mnozinu, v ktorej je polovica nul a polovica jednotiek”. Pri zaznamenani
vysledkov opakovaného hodu mincou dostaneme kone¢nt postupnost’ nul a jednotiek
— vyberovy subor. Tento dobre reprezentuje zakladny stbor, ak si viiom nuly
a jednotky zastupené priblizne vrovnakom poéte. Studenti sa maju moZnost
presvedcit’, ze vyberovy subor vicsieho rozsahu je lepsim reprezentantom zakladného
suboru ako vyberovy stibor malého rozsahu (teda, ze neplati zakon malych ¢isel).
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METODA PROBLEM SOLVING V PRIPRAVE BUDUCICH UCITELOV
MATEMATIKY

IVETA KOHANOVA

ABSTRACT. In this paper we focus on last reform in Slovak education, particularly on
development of key competencies within mathematics teaching. We present the Problem
solving approach as one of the proper methods to develop these competencies. In the last
part of the paper we give some examples of mathematical problems, which were introduced
by teacher students in the course of Didactics of Mathematics, in order to experience the
problem-solving approach during their university preparation.

Uvod

V mnohych krajinach sveta bolo v poslednej dobe vzdelavanie casto kritizované
z viacerych sektorov, edukatori museli rozmyslat’ nad reformou vyucovania, ucenia sa,
i kurikuli. Odtrhnutie obsahu vzdelavania od jeho aplikacie v praxi nepriaznivo ovplyvnilo
vysledky mnohych Skolskych systémov, na ktoré poukazuji medzinarodné porovnania,
ato nielen v predmete matematika. Vyu€ovanie matematiky na slovenskych skolach sa
orientovalo skor na mechanické pocitanie, memorovanie vzorcov a preberanie
matematického obsahu bez toho, aby bola zohladnena jeho uzitocnost pre Zivot.
(Kubacek, et al., 2004). Narodny program vychovy a vzdeldvania na Slovensku
(MILENIUM, 2002) sa snazil pripravit’ Ziaka na jeho budicu aktivnu tu¢ast’ v spolo¢nosti
apreto vramci vyucCovania vSetkych predmetov zdoéraziiuje potrebu rozvoja tychto
klucovych kompetencii ¢loveka:

komunikaé¢né schopnosti,

personalne a interpersonalne schopnosti,

schopnosti tvorivo a kriticky riesit’ problémy,

schopnost’ pracovat’ s modernymi informa¢nymi technolégiami,
schopnosti potrebné na udrzanie zdravého Zivota,

schopnost’ formovat’ ob¢iansku spoloc¢nost’.

Skolska reforma na Slovensku z roku 2008 sa nesie v podobnom duchu, podl'a Statneho
vzdelavacieho programu ucebny predmet matematika sa v ramci nizSieho i vys$sieho
sekundarneho vzdelavania zameriava na rozvoj matematickej kompetencie tak, ako ju
formuloval Eurépsky parlament:

,»Matematicka kompetencia je schopnost rozvijat' a pouzivat matematické myslenie na
rieSenie roznych problémov v kazdodennych situdciach. Vychdadzajuc z dobrych
numerickych zmnalosti sa doraz kladie na postup a aktivitu, ako aj na vedomosti.
Matematicka kompetencia zahriia na roznych stupnoch schopnost a ochotu pouzivat
matematické modely myslenia (logické a priestorové myslenie) a prezentdcie (vzorce,
modely, diagramy, grafy, tabulky).

Cielom matematiky v ramci sekundarneho vzdelavania je, aby ziak ziskal schopnost’
pouzivat’ matematiku v svojom budiicom Zivote. Vyucovanie matematiky by malo byt
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vedené tak, aby ziaci ziskavali nové vedomosti prostrednictvom rieSenia loh
s rtoznorodym kontextom, aby tvorili jednoduché hypotézy a skimali ich pravdivost,
vedeli pouzivat rozne spOsoby reprezentacie matematického obsahu, rozvijali svoju
schopnost’ orientacie a algoritmického myslenia (SPU, 2008).

Stale viac a viac I'udi musi byt schopnych mysliet’ na seba v rychlo meniacom sa prostredi,
obzvlast’ ked’ ndm technologie ulahcuju pristup k mnohym informaciam. A taktiez vediet’
sa prisposobit’ neznamym, nepredvidatelnym situdciam. Vyucovanie matematiky ma v
sebe zahfnat’ zrucnosti a funkcie, ktoré su sucastou kazdodenného zivota (Citanie mapy na
najdenie cesty; porozumenie ekonomickym indikatorom, splateniu pozicky; vypocitat, ¢i
najlacnejSia vec je naozaj najlepSia kupa; ...). V poslednej dobe je teda snahou nielen
tvorcov ucebnic, ale aj politikov, zlepsit zZiacke postoje k matematike ato napriklad
formou didaktickych hier (Vankus, 2007), pouzivat na vyuCovani rézne didaktické
softvéry (Slavickova, 2007) a tiez rozvijat’ ich kompetencie tykajlce sa rieSenia problémov
z realneho Zivota. To znamena, Ze ziaci by mali byt schopni:

porozumiet’ danym informaciam,

identifikovat’ d6lezité znaky a ich vzajomné prepojenie,
skonstruovat’ alebo pouzit’ nejakl externa reprezentaciu,
vyriesit’ problém,

overit’ a zdovodnit’ svoje riesenie,

oznamit’ (komunikovat’) svoje rieSenie.

Ukazuje sa, ze najvhodnej$imi metédami na rozvoj tychto kl'icovych kompetencii su:

e projektové vyucovanie,
e kooperativne vyuCovanie,
e problémové vyucovanie (problem solving).

Charakteristika metddy problem solving

Kym Turek (1999) povazuje problémové vyucovanie za inovativahu vychovno-
vzdelavaciu  koncepciu, v pedagogickom slovniku je problémové vyucovanie
charakterizované ako vyucCovania metdda, resp. typ vyucby, ktory predpoklada rieSenie
problémov samotnymi ziakmi. Ide o prostriedok intelektualneho rozvoja (Prucha,
Walterova, Mares, 1995). Podla Lestera akol. (1994) je tato vyucovacia metoda
charakteristicka tym, Ze uclitel poméha ziakom konStruovat a pochopit’ matematické
pojmy a postupy prostrednictvom rieSenia problémov. Ziaci st tak zahrnuti do ¢innosti,
v ramci ktorej tvoria, odhaduju, objavuji, testuju a verifikuji a tak sa skutocne venuju
matematike. Doraz je tak presunuty z ucenia rieSenia problémov na ucenie sa pomocou
rieSenia problémov. Van de Walle (2001) tiez zdoéraziuje, ze délezité matematické pojmy a
postupy sa najlepsSie ucia prostrednictvom problémového vyucovania, v ramci ktorého su
ziakom predkladané ulohy alebo problémy na rieSenie, ktoré ich nutia premyslat’ a rozvijat
si matematické poznatky, ktoré sa potrebuji naucit’.

Jednotlivé kroky riesenia daného problému mozno zhrnut' do nasledujucich bodov:
e vymedzenie a porozumenie problému/tlohe,
e vypracovanie planu rieSenia,
e realizécia planu, rieSenie a vyrieSenie,
o reflexia nad spdsobom riesenia a vysledkom,
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s ktorymi suvisia zakladné vlastnosti metody problem solving:

interakcie medzi Student-Student a ucitel-Studenti,

matematicky dialég a konsenzus medzi Studentmi,

ucitel poskytne len tolko informacii, kol'ko je minimalne potrebnych pre
vytvorenie problému; Studenti nasledne vysvetluju, interpretuju a snazia sa najst’
jeden alebo viacero sposobov riesenia,

ucitel’ akceptuje spravne/nespravne odpovede a nehodnoti ich,

ucitel’ iba usmernuje, pyta sa ,,zaludné* otazky, vie kedy je vhodné zasiahnut,
kedy sa vratit’ krok spat’ a kedy nechat’ Ziakov pocitat’ svojim sposobom.

Vyucovanie pomocou riesenia problémov moéze Ziakom zlepsit zvladanie Sirokej Skaly
emocii pri jednotlivych fazach procesu riesenia. Taktiez moze pomoct’ ziakom prispdsobit’
sa zmenam a neocCakavanym problémom v ich budutcej kariére, ¢i v inych aspektoch ich
zivota. Problémové vyucovanie vyzaduje od ziakov schopnost prostrednictvom logickej
dedukcie rozhodnut' sa, aky algoritmus/postup si dana situdcia pyta (ak nejaky)
a v situaciach, kedy sa algoritmus neda priamo aplikovat, aj schopnost’ vytvorit’ vlastné
pravidla pre rieSenie problému. Ziaci sa tak v budticnosti budu vediet’ efektivne a tvorivo
zapajat’ do spolo¢nosti.

Podl'a Margaret Taplin mozno problémové tlohy rozdelit’ do tychto typov:

slovné ulohy, v ktorych st pojmy zasadené¢ do beznej situacie. Od ziaka sa
oCakava rozpoznanie a aplikdcia vhodného algoritmu/pravidla, ¢im sa ziaci
pripravuju na tlohy zo Zivota.
Babka napiekla svojim 4 vaucatam spolu 52 buchiet. Kol'ko buchiet ma dostat’
kazde vnuca?
Laura a Filip zacali v pondelok citat’ tu istu knihu. Laura precita za den 19
stran, Filip 4. Na akej strane bol Filip, ked’ Laura bola na strane 133?

neobvyklé tlohy, ktoré si vyzaduju vysSiu uroven interpretacie a organizaciu
informécii, nielen rozpoznanie a aplikdciu algoritmu. Ide teda o rozvoj
vSeobecnych vedomosti a ,,sedliackeho rozumu*.

Kolko trojuholnikov potrebujeme na vytvorenie 20. obrazka?
A ._ A _.7\. A

redlne ulohy, zamerané na skiimanie, ktoré nie vzdy musia mat’ fixné rieSenie a
matematika je v nich nastrojom na najdenie rieSenia, ¢im Ziakov zapajame do
sluzby pre spolo¢nost’.
Nedavno sa zistilo, Ze Ccisty motor spotrebuje menej paliva. Lietadlo
spotrebovalo 4700 litrov paliva. Po tom, ako ho vycistili, spotrebovalo na tej
istej ceste 4630 litrov. Ak cena paliva za liter je 59 centov, o kolko je cisté
lietadlo ekonomickejsie?
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* 1lohy s udajmi navySe, ktorych ciel'om je, aby Ziaci vybrali vhodné a relevantné
udaje.
Jakub sa rozhodol precitat 580 stranovu knihu. Prvé tri dni precital po 80
stran, potom si dal jednodniovu prestavku a pocas nasledujucich dni precital
denne 68 stran, az pokym knihu neprecital. Kolko stran Jakub precital?

* ulohy s nedostatkom informacii, ktoré podnecuju Zziakov byt vynaliezavi.
Riesenie takychto uloh tplne zavisi od ich vedomosti a skuisenosti.
Kolko litrov vody sa spotrebovalo dnes v nasom meste?

Kolko eur by usetril Viktor za mesiac, keby si namiesto ochutenych ovocnych
Jjogurtov kupoval biely jogurt a ovocie, ktoré by si do neho krajal?

Priprava buducich ucitel’ov

V ramci kurzu Didaktika matematiky 2 na FMFI UK v Bratislave, ktory je uréeny pre
Studentov (buducich wucitelov) prvého rocnika magisterského $tadia, je jednou
z preberanych tém aj problémové vyucovanie, o ktorom si myslime, Zze by malo byt
sigastou vyudovania matematiky na zékladnych a strednych kolach. Studenti sa o tejto
metdde dozvedia na prednaske anasledne na cviceni prezentuju ulohy, ktoré sami
vymysleli, nasli v u¢ebniciach alebo na internete. Ich ilohou je potom prezentované tlohy
predlozit’ ziakom v ramci ich pedagogickej praxe a ziskat’ tak na ne spitnu vézbu a tiez
nadobudnut’ sktsenost’ (aspont malll), ako ziaci na takéto (zatial’ netypické) ulohy reaguju.
Ziskané skusenosti/postrehy opat’ prezentuji na cviceni z Didaktiky matematiky, kde sa
Casto zrodi bohata diskusia, ktora verime ma pozitivny a motivujlci prinos pre ich budicu
pracu ucitela. Na ukazku uvedieme niekolko Studentmi prezentovanych uloh, ktorych
obsah spiiia charakteristiky problémového vyudovania:

— Z Bratislavy odide vilak do Prahy. O hodinu neskor odide viak z Prahy do
Bratislavy. Oba viaky idu rovnakou rychlostou. Ktory viak bude blizsie
k Bratislave, ked sa stretnu?

—  Vieme, Ze kazdy ma dvoch rodicov, ti maju svojich dvoch rodicov, atd. Ak by sme
sledovali rodokmen 40 generdacii, teda okolo 1000 rokov, tak dostaneme, Ze
celkovy pocet niekoho predkov je 2%, ¢o je viak viac ludi, ako ich za poslednych
1000 rokov na Zemi Zilo. Je to mozné?

— Barbara byva v Kalifornii a v New Yorku ma kamaratku Zitu, ktorej skola konci o
tretej poobede. Barbare konci skola uz o pol druhej a tak sa dohodli, Ze si po skole
zavolaju. Zita v$ak ide o piatej na volejbalovy tréning. Ako najdlhsie moézu po
Skole spolu volat?

—  Na kazdej mape je vyznacenda mierka, tu ¢o mame my ma mierku 1 : 25 000. Kolko
takychto mdp by bolo potrebnych na to, aby sme tymito mapami ,,vykachlickovali“
celé uzemie, ktoré vyznacuju?

—  PraZenicu pripravujeme u nas obycajne zo slepacich vajec. Co tak predstavit si, Ze
by sme ju robili z pstrosich vajec? Kolko slepacich vajec potrebujeme na taku
velku prazenicu ako z jedného pstrosieho vajca?
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—  Viktor si kupil cCerstvo narubané drevo na kurenie. Dozvedel sa ale, Ze ho musi
najprv vysusit' na vihkost 20%, aby nim mohol kurit. Cerstvé drevo ma vihkost
50% (z danej vahy je polovica voda). Ako pomocou vahy zisti, ¢i uz je drevo
suche?

—  Tomas si pozval na oslavu 11 ludi. Pripijat by si chcel s Martini. Kolko flias
Martini potrebuje Tomas na oslavu kupit, aby mu vystacili na pripitok pre
kazdého? Kolko flias by mal Tomads kupit, ak sa rozhodol viozit do kazdého
pohara pred naliatim jednu olivu?

—  Maliar nema k dispozicii Ziadne predlzovacie nasady, iba 2m rebrik. Bezpecnostné
normy hovoria, ze na rebriku nemoze stat vyssie ako na tretej priecke zhora
a strana rebrika nemoze zvierat so zemou uhol vdcsi ako 70°. Aky vysoky strop
dokaze maliar za takychto podmienok namalovat?

Zaver

Problémové vyucovanie je uz niekol’ko rokov celosvetovo povazované za prostriedok,
ktory ziakom umozni konsStruovat, vyhodnocovat a vylepSovat ich vlastné tedrie
o matematike a tiez tedrie inych (NCTM, 1989). Ma vsetky predpoklady na to, aby jeho
pouzivanie na hodinach matematiky Ziakom pomohlo ziskat kompetencie, ktoré su
potrebné pre ich budiice pdsobenie v spolocnosti atiez odraza zmeny v osnovach
a v celkovej filozofii vyucovania matematiky na Skolach v suvislosti s ostatnou skolskou
reformou na Slovensku. Preto sa tejto metdde venujeme v priprave buducich ucitel'ov
matematiky na FMFI UK, vramci kurzov Didakticky seminar zo Skolskej matematiky
(Regecova, 2009) a Didaktika matematiky. Samotni Studenti si na vlastnej kozi vyskuasali
pouzitie problémového vyucovania na Skolach v rdmci ich pedagogickej praxe. Potvrdili,
ze to nebolo jednoduché na pripravu, ale Ziakov zaujali a zanechali v nich dojem, ze
matematika vie byt’ aj uzito¢na a zabavna.
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PROC JE DULEZITE UVEDOMOVAT SI VZTAH MEZI
PRAVDEPODOBNOSTMI OPACNYCH JEVU

RADEK KRPEC

ABSTRACT. The paper is concerned with a relation between the probability of a random
event 4 and the probability of the complement of the event 4. The focus is in a problems of
an using this relation in solutions of exercises from probability.

Uvod

V tomto ¢lanku bych chtél zdlraznit dilezitost jedné z vlastnosti pravdépodobnosti,
kterd se zda na prvni pohled jednoducha a kazdému jasna. Piesto pii feSeni uloh at’ uz
slozitych ¢i jednodusSich na tuto vlastnost studenti Casto zapominaji. Mnoho uloh je
vhodné fesit uzitim této vlastnosti a jsou Glohy jejichz feSeni pfimo uziti této vlastnosti
vyzaduje. Touto vlastnosti je vztah mezi pravdépodobnosti nahodného jevu A ajevu
opacného k jevu 4. V celém clanku budeme zkracené pouzivat misto pojmu nahodny jev
pouze jev a budeme tim mit vzdy na mysli, Ze jde o ndhodny jev.

1. Vztah mezi pravdépodobnosti jevu A a pravdépodobnosti jevu opacného k jevu A
Necht' {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor, kde Q je prostor vSech elementarnich
jevu spjatych s danym nahodnym pokusem, A4 je systém vSech podmnozin mnoziny Q a P
je funkce pravdépodobnosti definovana na mnozing A4.
Pak soucet pravdépodobnosti jevu A € A4 a pravdépodobnosti jevu A €A, kde A je jev
opacny k jevu 4, je roven jedné, tedy
P(A)+ P(4)=1.
Z toho vyplyva
P(4)=1-P(4). (*)
Tento vztah je na prvni pohled jednoduchy a jasny.

2. Problémy s predstavami miry pravdépodobnosti opacnych jevi

I kdyz je tento vztah (*) zcela zfejmy, studenti si zpravidla neuvédomuji jeho
dusledky, co se tyce velikosti pravdépodobnosti téchto jevii. U zkousky z tivodu do teorie
pravdépodobnosti pokladam naSim studentim ucitelstvi matematiky pro 2. stupen ZS
nasledujici typ otazky:

Necht pro jev A plati %S P(A) S%. Co bude platit pro pravdépodobnost P(Z), kde

A je jev opacny k jevu A.
Z dlouhodobého prizkumu mi vychazi, ze zhruba ctvrtina dovede odpoveédét spravne,

1 - 3
tedy ze —< P(4)<—.
yze (4) 2
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Ptiblizné ctvrtina odpovida, ze [P(Z) <%) Y [P(Z) > %) . Ptiblizné tfetina nedovede

odpovédét viibec. Ostatni odpovédi jsou pak néjakym vystfelem do tmy, kdy odpovi néco
bez jakéhokoli ptemysleni.

Pfitom pravé tyto predstavy ndm mohou slouzit k odhadim a vypoctim mnoha
pravdépodobnosti. Definujme si naptiklad tyto typy jevi:

1. Jev A nazyvame prakticky jisty, jestlize P(A)>0,95.

2. Jev B nazyvame prakticky nemozny, jestlize P(B)<0,05.

Toto pojmenovani jevu souvisi vice s teorii statistiky, ale protoze pravdépodobnost
a statistika jsou izce propojeny, pak je zcela na misté pouziti tohoto pojmenovani i v teorii
pravdépodobnosti. Z vyse uvedeného vztahu pravdépodobnosti jevu ajevu k nému
opa¢nému vyplyva, ze jev prakticky nemozny je jev opacny k jevu prakticky jistému, coz
si studenti malokdy uvédomi. Studenti si neuvédomi, ze pokud je prakticky jisté, aby dany
jev A nastal, pak je prakticky nemozné, aby nastal jev opacny k jevu A. Tzn. Ze si viibec
neuvédomi, Ze kdyZ jev 4 ma velkou pravdépodobnost, Ze nastane, pak jev k nému opacny
ma tuto pravdépodobnost malou a obracené.

Taktéz si neuvédomi, ze pokud se pravdépodobnost daného jevu A blizi k jedné
poloving, pak pravdépodobnost jevu opac¢ného kjevu A4 se bude také blizit k jedné
poloviné. Na pfikladu s minci to zpravidla byvad vSem studentim jasné, ze pokud
pravdépodobnost padnuti lice je jedna polovina, pak pravdépodobnost padnuti rubu je také

vvvvvv

zapomenou.

3. Vyuziti vztahu pravdépodobnosti opacnych jevu k ieSeni tiloh

Kdyz uz si studenti tento vztah docela osvoji, pak pokud jej pravidelné pfi feseni tloh
z teorie pravdépodobnosti nepouzivaji, tak na n¢j velka ¢ast zcela zapomene. Kdyz pak
narazi na ulohy, jejichz feSeni je uzitim vztahu (*) jednodussi nebo jej pfimo vyzaduje, tak
jdou slozitgjsi a zdlouhavéjsi cestou a ¢asto ani nedojdou k cili vzhledem k obtiznosti
feSeni bez uziti tohoto vztahu.

V dalsi ¢asti bych chtél nastinit par tloh, k jejichz feSeni je vhodné anebo pfimo nutné
vyuzit vztahu (¥).

1. uloha: Ve studijni skupiné je 30 studentii. Jaka je pravdépodobnost, ze alespon dva
slavi narozeniny téhoz dne? (Predpokladejme, Ze rok ma 365 dnit)

Prvni problém, se kterym se setkavam pfi feSeni této ulohy je ten, ze studenti nevedi,
zda zdlezi ¢i nezdlezi na poradi pti prifazovani dnt jednotlivym studentim. Neodvedou si
predstavit realitu a Casto argumentuji, Ze je jedno, jestli ma Pavel narozeniny 3. ¢ervna
a Petr 4. zafi nebo obracené. Podle nich zalezi pouze na tom, zda jde o stejny den ¢i nikoli.
Tak jim polozim otdzku, kolik je ve skuteCnosti vSech moznosti, jak mize slavit 30
studentli narozaniny béhem roku a v té chvili si uvédomi, Ze na poradi skute¢né zalezi.

Nyni se ovSem dostavame k problému feseni tlohy bez pomoci vztahu (*). Pti feSeni
ulohy by vétSina (asi 70 %) postupovala ur¢enim pravdépodobnosti toho, ze slavi
narozeniny tyz den dva studenti z tficeti, pak totéz pro tii, pro ¢tyfi a tak dale az pro vSech
tiicet studenttl. Jak vidime, museli bychom provést celkem 29 vypocti pravdépodobnosti
a pak je secCist. Pfestoze tento vypocet by vétSina zvladla, je tato cesta pomérné zdlouhava.
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Jen asi 30 % studentl si uvédomi, Ze lepsi je jit cestou uzitim vztahu (*). Tj. urcit
pravdépodobnost toho, Ze zZadni dva neslavi narozeniny téhoz dne:
365!
_ 335! -
P(A)= Y 0,29 .
A nyni pouzijeme vztahu (*) a dostaneme:
P(A)=1-P(4)=1-0,29=0,71.
Vidime, Ze vypocet pomoci vyse uvedeného vztahu (*) je podstatné jednodussi.

Dalsim typem tloh na pouziti vySe uvedeného vztahu (*) jsou napt. tlohy casto
nazyvané ulohy na setkani:

2. uloha: Petr a Pavel se dohodli, Ze si pujdou spolu zabéhat a zZe se tedy sejdou na
urcitéem misté v dobé od 16 do 17 hodin. Ten, kdo prijde prvni, pocka na druhého 20 minut,
a nedocka-li se, odejde. Jaka je pravdépodobnost, ze se oba kamaradi za techto podminek
setkaji, jestlize predpokladame stejnou moznost prichodu kazdého z nich v kterémkoli
okamziku stanoveného casového intervalu a okamziky prichodu jsou nezavislé?

Jelikoz jde o tlohu na geometrickou pravdépodobnost, feseni si nac¢rtneme do grafu:
Petr

60

40 +

20 A

0 . } >

0 20 40 60 Pavel

Z grafu je uréime, ze vSechny moznosti pfichodu Pavla a Petra vypliuje ¢tverec
o obsahu 60 x 60 minut. Pfiznivé jevy, tedy ptfipady, kdy se setkaji, znaci vysrafovana ¢ast.
Pravdépodobnost toho, Ze se setkaji tedy uréime jako podil obsahii vysSrafované casti
a obsahu ctverce. Ze skuSenosti asi 80 % studentli zacne pocitat obsah vySrafovaného
obrazce pomoci obsahll casti tohoto obrazce. Jen asi 20 % studentd si spocte obsah
nevysrafované Casti Ctverce, coz je Ctverec o stran¢€ 40. A pak si spocte pravdépodobnost
toho, Ze se setkaji:

- 40°
P(A=1-P(A)=1—-—.
(4) (4) e
Reseni ulohy pomoci pravdépodobnosti jevu opaéného je opét snazsi.

Dalsi uloha patii mezi ulohy, které pouziti vztahu (*) ptimo vyzaduji.

3. tloha: Pri losovani sportky se tahne 6 zakladnich cisel plus jedno dodatkové cislo.
Chceme urcit, jakd je pravdépodobnost, Ze mezi Sesti tazenymi Cisly jsou alespon dvé
libovolna cisla vedle sebe (jako napriklad 9 a 10 nebo 22 a 23, apod.)?
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K ¢emu je takovato uloha dobra? Cilem je ukazat, Ze tato pravdépodobnost, a¢ se to
nezda, je pomérné vysokd. Kdyz pred feSenim ulohy provadim mezi studenty anketu,
zpravidla vice nez polovina odpovida, Ze pravdépodobnost bude mala, tedy mensi nez cca
0,25. Po anketé si na modelu tazeni Sesti zakladnich Cisel sportky provedeme nékolik
(zpravidla 200-250) nahodnych pokusi. A studenti zacnou zjistovat, Zze tato
pravdépodobnost se blizi k jedné poloviné a tedy je vyssi nez by ocekavali. Nyni maji
motivaci k tomu, aby se snazili tuto lohu vyfesit.

Jak postupuji studenti:

1. varianta: Resi ulohu tak, Ze se snazi urit, jaka je pravdépodobnost toho, Ze vedle
sebe budou pravé dvé ze Sesti tazenych zakladnich Cisel. Pak pravdépodobnost, ze vedle
sebe budou pravé tfi ze Sesti tazenych zakladnich cisel, pak pravé ctyfi, pét a Sest
a vSechny tyto pravdépodobnosti seCtou. Zpravidla na vypoctu prvni z pravdépodobnosti
vétSina z nich skonéi. Neumi urcit pravdépodobnost, ze pravé dvé z Sesti tazenych Cisel
jsou vedle sebe.

2. varianta: Studenti se snazi urcit vSechny moznosti, Ze alesponn dvé ze Sesti tazenych
Cisel jsou vedle sebe, tzn., Ze zapocitavaji i moznosti, Ze jsou vedle se tii a vice ze Sesti

vvvvvv

v jednotlivych vybérech zapoctou dané varianty vicekrat.

Jak na to uzitim vztahu (*) pro pravdépodobnost jevu opacného k jevu 4:

Ur¢ime si, kolik je vSech moznosti, ze zZadné dvé z Sesti taZzenych Cisel nejsou vedle
sebe. Pripady si rozdélime na dva piipady:

(i) Mezi 6 tazenymi Cisly z 49 je jednicka. Tzn. ze pfed kazdym dal$im taZzenym cislem
musi byt Cislo netazené, tedy pokud bude taZzena 5 nebude tazena 4, apod. Vybirame
celkem 5 cisel, ke kazdému tazenému ¢islu piipojime predchozi Cislo netazené do dvojice
jako by to bylo jedno ¢islo. Z toho nam pak vyplyva, ze vybirame 5 ¢isel (dvojice tazené-

43
netazené) z 43. Téchto moznosti je ( s j =962598.

(i1) Mezi 6 tazenymi Cisly z 49 neni jednicka. Pak pied kazdym z Sesti tazenych cCisel je
Cislo netazené. Opét postupujeme jako v piipadé (i). Pak tedy vybirame 6 Cisel (dvojice

44
tazené-netazené) z 44. Téchto moznosti je ( 6 J =7059052.

Celkova pravdépodobnost, ze mezi Sesti zakladnimi tazenymi Cisly nejsou zadné dvé
vedle sebe, pak vychazi
P(A)=1- P(Z) =1- 962598+ 7059052 _ 1-0,57=0,43.
13983826

Na zavér bych uvedl jesté jeden ptipad, kdy uziti vztahu (*) se pfimo nabizi a studenti
piesto ¢asto pocitaji dlouze a oklikou.

4. tloha: Podnik vyrabi soucastky do automobilu ve tiech dilnach, jejichz produkce
tvori 25 %, 35 %, resp. 40 % produkce celkové. Jednolivé dilny produkuji v uvedeném
poradi primeérné 0,5 %, 0,4 %, resp. 0,2 % zmetku. Urcete:

a) pravdépodobnost, ze nahodné vybrana soucastka je zmetek;

b) pravdépodobnost, ze nahodné vybrana soucastka neni zmetek.
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Pii teseni Casti a) studenti zjisti (n€kteti sami, néktefi az po napoveédeé nebo ukazce na
tabuli), Ze maji pouzit vzorec pro celkovou pravdépodobnost. Ur¢i si jednotlivé dil¢i
a podminéné pravdépodobnosti, dosadi do vzorce a vypoctou celkovou pravdépodobnost,
ze nahodné vybrana soucastka je zmetek.

Nyni se presunou k Casti b) této tlohy. Mohu fict, ze téméf dvé tietiny studentl, aniz
by uvazovali, zacne feSit cast b) stejnym zplisobem jako Cast a). Pouze tietina studentd si
uvédomi, ze jev uvedeny v otdzce b) je jevem opacnym k jevu uvedenému v otazce a)
atedy pro vypocet pouziji vztah P(A)=1-P(A), ¢imz si zkrati dobu vypoctu na
minimum,.

Zavér

Nekolik let jsem se potykal pti vyuce pravdépodobnosti s vySe uvedenymi problémy.
Premyslel jsem, jak docilit toho, aby si tento jednoduchy vztah zafixoli tak, aby jej uméli
kdykoli pouzivat. Jednim z problém je asi ten, ze studenti se dosti Casto snazi zafixovat
n¢jaké postupy a algoritmy k feSeni tloh, aniz by se nad zadanim potfadné¢ zamysleli.
V hodinach pravdépodobnosti se snazim vést studenty k tomu, aby se snaZzili pouzivat
hlavné rozum, protoze spousta kombinatorickych uloh lze fesit, aniz bychom znali
vzorecky. A podobné je to i s nékterymi dal$imi typy uloh z pravdépodobnosti, kdy feseni
rozumem muze byt mnohem rychlejsi nez pomoci daného algoritmu ¢i vzorecku.

Zatazeni do cviceni vice takovychto uloh na pouziti vztahu pro pravdépodobnost jevu
opacného k danému jevu sice zvysilo procento téch, kteti se naucili tento vztah ve vhodné
chvili pouzivat. Vzhledem k malym poctiim studentti v poslednich rocnicich vSak nelze
zatim vyvodit zavéry, zda doslo ke zlepseni ¢i nikoli.
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FROM RESEARCHES UPON SOLVING STEREOMETRIC
TASKS BY STUDENTS

JOANNA MAJOR, ZBIGNIEW POWAZKA

ABSTRACT. The paper presents results of researches upon solving mathematical tasks by
students of teaching studies, carried on by us at Pedagogical University of Cracow in the
academic year 2009/2010. The goal of researches was to seek answer to the question: are
students able to find subjectively new theorems on the ground of reflection on the obtained
solution to appropriately constructed mathematical tasks?

1. Introduction

At Sixth Nitrianska Mathematical Conference in 2009 we presented paper about
finding properties of pyramids during solving of mathematical tasks (see [4]). It was
distinguished a group of attitudes and behaviors observed while solving mathematical tasks
by students. The matter was to sight by learners — in afterthought on gained solution - new
theorems which not occur strictly in the solution to the task but which may be implied
from different associations occurring in the solution. For example, the task goes for
designate volume of cuboid, while formulated theorem is relevant to dependence between
values of angles which are built by diagonal and edges of cuboid.

By finding the theorem (finding the properties of mathematical object) we mean the
result of mathematical activity aimed at solving the given mathematical task and the
subsequent reflection on the obtained solution. The discussion on gained solutions pursues
Polya’s recommendation to “look back” (see [3]). We believe that carrying out such
considerations with students and pupils is important part of mathematical education
because it creates an opportunity to develop mathematical creativity. It may also play very
important role in mathematical education because — as it is shown by our researches —
operative using of concepts gives a lot of difficulties to students (see [1]).

2. Methodological issues of the paper

In present paper we going to recount researches made at Pedagogical University of
Cracow. The goal of these researches was to find even partial answer to the following
question: if and what mathematical facts can be found by students on the ground of
reflection on the obtained solution to appropriately constructed mathematical tasks?

By analyzing the collected research material we try to determine students ability to
finding different regularities which occur while solving mathematical tasks and to
formulating those regularities as theorems. We also pay attention to difficulties and
mistakes made by respondents. The obtained results of observation may be helpful in
assessing the various aspects of mathematical activity of investigated individuals.

Researches were conducted in the summer semester of the academic year 2009/2010 at
four annuals of teaching major mathematical studies. They included 141 persons (66
students of first year, 20 student of second year, 28 students of third year and 27 students
of fifth year of the studies).
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For researches there were chosen, among others, issues related with properties of
regular pyramids built on the base of square and equilateral triangle. In the survey there
was e. g. the following task:

Task

a) In regular pyramid the edge of the base amounts a. Calculate the volume of the pyramid
if the angle built by lateral edge and the base edge outgoing from the same vertex amounts
a.

b) Using obtained formula adjudicate if the angle @ can be any of acute angle. Justify
your answer.

c) How will the answers in a) and b) change if, instead of regular pyramid built on the base
of square, we consider the regular pyramid built on the base of equilateral triangle? Here is
the outline of the solution.

For the solution, let w be the value of the pyramid lateral face height and let 4 be value of
pyramid height (vide pic. 1). Then, w= %tga . Using the Pythagorean Theorem for right-

angled triangle, assigned by the pyramid height 4, the lateral face height w and the segment
congruent to the half of pyramid base edge, we get the equation:

RERa.
> > ga,

h :%\/tgza—l :

Therefore, the volume of the pyramid is expressed by the formula
3

a
V=""\tg?a—1.
6
This formal solution require the assumption that the value under the root is non-negative.

It results that angle o should have such value that tg’cr—1>0. As from the task
conditions the angle o is acute, therefore this inequality is equivalent to inequality

wherefrom

tga > 1, which implicates @ € (%%J (see [4]). Finding allowable values of angle & was

the goal of the task b).
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In solution to task c) reasonings from tasks a) and b) should be repeated for the triangle
regular pyramid.

a

Figure2

Let a be the length of the this pyramid base edge and let & designate value of the angle
built by lateral edge and the edge of the base. Let us assumpt in analogy to solution to task
1 that 4 designate value of the pyramid height and w is the value of lateral face height.

Then, w= %tga . Now, let us consider right-angled triangle, assigned by the pyramid

height 4, lateral face height 4 and the segment which connect the foot of pyramid height
with the middle of the base edge. This segment is one-third of the height of equilateral
triangle which is the base of the pyramid. Using the Pythagorean Theorem to this triangle,

we get:
2 2
h + ﬁ :(ﬁtga]
6 2
Thence
a / 1
h=—|tg’a——,
2 8 3
thus
3
a 1
V="n3|tg?a——.
24 8 3
Condition for the existence of the solution is that tga—?>0, which implicates
@ <(33)

As a result of reflection on gained solution we can formulate following theorem.
Theorem 1
Let o be the angle built by lateral edge of right regular pyramid with edge of the base.

a) If the base of the pyramid is the square, then « € [%%j,

b) Ifthe base of the pyramid is the equilateral triangle, then o € (%%]
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3. Recount of researches results

In this part of the paper we will disclose selected remarks on solutions presented by the
students. We not going to cover particular solutions in details but we aim to present
methods of work chosen by the student and we recount characteristic errors and difficulties
which occur.

At the beginning it is worthy to accentuate that lot of individuals did not take an effort
of solving particular parts of the task — for part a) it was 19 persons which is about 14% of
respondents (including 11 students of I year, 3 students of II year, 1 student of III year and
4 students of V year). In case of part b) the count of student was much bigger and
amounted 74; it is about 53% of surveyed (including 40 students of I year, 6 students of II
year, 20 students of III year and 4 students of V year). 92 persons did not work on part ¢)
of the task which is 66 % of investigated population (including 54 students of I year, 10
students of II year, 16 students of III year and 12 students of V year). It is necessary to
mention that in case of parts a) and ¢) of the task 60% of surveyed returned empty tests and
on the others there were drawings of pyramids and were written data from the task.

Properly solutions were gained by 54 persons in part a), which is about 39% of
surveyed (22 students of | year, 6 students of II year, 11 students of III year and 15 student
of V year), 6 persons in part b), which is about 4% of population (including 2 students of
IIT year and 4 students of V year) and 13 respondents in part c), which is about 9% of
surveyed (6 students of III year and 4 students of V year).

Methods of computing the volume of solids were quite homogeneous in investigated
group. Students mostly (similar as in solution presented above) were using the Pythagorean
Theorem to compute values of pyramids height, then they attempted to express volumes of
solids using given length of side of the regular polygon which occurred in the base and
trigonometric function of angle . A small number of people succeeded in solving this
part of the task. Surveyed were often committing computing errors. Few of surveyed (3
individuals) were trying to estimate volumes of solids using the law of cosines but they
failed. 3 persons (2 students of I year and 1 student of III year) were trying to compute the
volume of regular rectangular pyramid without using the information about value of angle
« . Two of them did not mark the angle at drawings they had made and they were trying to
compute the volume by putting down the set of equations which derived from using the
Pythagorean Theorem to right triangles which surveyed had pointed by themselves.

It is worth remarking that few from the surveyed (7 persons), while computing the
volume of pyramids, considered as a final solution results in which the volume was
expressed by quantities unknown to the surveyed, e.g. length of the pyramid lateral edge
(non-estimated in solution), value of lateral face height or length of the radius of the
pyramid base circumcircle. It is worthy to mention that these surveyed (if they had
attempted to solve both parts of the task) gave analogical answers in parts a) and c), i.e.
they tried to make the volume dependent on the same quantities.

We should also point the group of 5 students of III and V year who solved properly
part a) of the task but in part c) they resigned to making adequate computes and e.g. just
wrote.: the volume will be estimating in the same way, only the area of the base will
change, the angle will be the same or the answer will be the same, the angle will be the
same. Those answers, nevertheless they are incorrect, in our opinion show that students are
aware of fact that while solving the task it is possible and necessary to make use of already
gained results.

Recounting solutions presented by surveyed it is worth mentioning that a lot of them
(25 persons, including: 14 students of I year, 10 students of II year and 1 student of III
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year) marked improperly the angle ¢ on the draws which they had made. Surveyed marked
this angle between the plane of lateral face and the plane of the base or between lateral
edge and the plane of the base. Among the surveyed, there can be found 3 persons who
conceded that angles hinted above are equal to the angle « .

Surveyed students also did not manage with the answer to the question whether the
angle can ¢ have unrestricted value. Respondents tried to answer questions by writing
down conditions which derived from range of applicability of formulas for pyramids
volume which were given by students (e.g. condition of non-negativity of the value under
the root, etc.). All of surveyed contrive with it. Difficulties were appearing as students tried
to solve formulated conditions. For example, one of students claimed that the interval

ae(o,%] was the solution to inequality t€a >1. That statement could proof his

deficiencies in mathematical knowledge. It also happened that the respondents as a

solution to inequality tgo >1 gave «a € [0+k7z,%+k7z] , where k € Z.

It can indicate that these students were giving answers without afterthought on
meaning of gained solution, in particular that the angle must be acute. We can also assume
that possible cause of errors is students attitude to solving nothing but only particular
inequality. We can formulate hypothesis that students do not keep in their mind whole task
and its solution but they just remember to solve the inequality. Their goal becomes to solve
the inequality and when they gain it they consider that task is finished; in particular they do
not verify the solution on the ground of the question contained in the task.

4. Summary

In conclusion we can claim that surveyed had a lot of difficulties on solving discussed
task. At the same time, we can noticed major disproportion between the number of correct
solutions to part a), b) and c) of the task, precisely — between the number of correct
answers related with estimating the volume of solids. There is much more correct answers
for the part a) of the task than for other parts. We can assume that the part of examined
individuals do not takes an effort of resolving part c) because they consider those two parts
as analogical (the same solution, the same answer). Some conversations we had made with
students of III year (just after they returned finished surveys) justify such conclusion.
Reasonings of shape: pyramids have identical volume because in all cases we consider
regular pyramids in which the angle between lateral edge and the base edge outgoing from
the same vertex amount o, we find as incorrect analogies. Such statements also show
major deficiencies in mathematical knowledge of surveyed.

Lot of students who worked on part a) of the task did not take an effort of solving part
c¢). The cause of such situation can be the fact that students do not notice the common
structure of particular parts of the task and they do not see mutual affiliations between
parts — the research tool. We affirm that it is related with more general tendency to
developing “local solution”. Respondents focus all their energy on solving the particular
task and they do not see it in more general structure of already solved tasks. We can notice
lack of willingness to using already gained solutions.

Examined students did not give full answers to questions of the questionnaire. At the
same time, only 5 of surveyed formulated conditions on the amount of the angle « .

It is worthy to mention that surveyed did not show a willingness to formulate
mathematical theorems. Obviously, in the content of the task there was not literal
command to formulate such theorems. However, according to the nature of the education
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of students in our university such an attitude is desirable. In our opinion this attitude in
working on the task is indeed caused by “mathematical immaturity” of examined
individuals. In our opinion it is highly anxious signal whereas that some respondents will
be (or already are) math teachers, who should be sensitive to doing this type of
observations, that is e.g. formulating conclusions based on performed reasonings.

It is also very worrying that examined students have a deficiencies in solving
trigonometric equations and inequalities and difficulties in accurate transformation of
algebraic formulas and transforming formulas in which occur trigonometric functions. In
our opinion the cause of this status quo is that students (as pupils of the secondary school)
had expended to little time to learning and improving their skills in using trigonometric
functions. It result from the structure of teaching curriculum in which a rather difficult
math section is provided for relatively quick realization.

Let us notice that one of conditions to proper functioning in the reality around us is a
smooth moving in three-dimensional world. Concepts of the spatial geometry which we
used to describing our reality are shaped during the whole period of mathematical
education or even earlier. Germs of spatial geometry concepts, including orientation in the
pattern of our own body starts to form in infancy. In secondary school we often use
trigonometric functions to describing three-dimensional space. Researches shows that
students have a great difficulties in using these functions At the same time, insufficient
ability of the use of these concepts impoverishes the mathematical experiences of learners
— the future teachers, which can have negative influence to the way of communicating and
presenting stereometric content to learners.
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DOKAZY VZTAHOV PRE SUCTY HODNOT FUNKCII ARCUS

DANA LENGYELFALUSYOVA, TOMAS LENGYELFALUSY

ABSTRACT. In this contribution we would like to present a unique proof of formulas for
addition of arcus function values although these functions are not a compulsory part of the
subject matter of Mathematics at the secondary level. However, we suppose that a gifted
student should not have any problems with understanding the proof. This proof and the like
can be used within the after-school Mathematics circles or as the extension of the subject
matter at grammar schools.

Uvod

Casto sa stdva, ze na hodindch matematiky niektori Sikovnejsi Studenti, ktori vidia a
rozmyslaji v suvislostiach, sa nas pytaju na také suvislosti alebo dosledky preberané¢ho
uciva, ktoré jednoducho nie je mozné zaradit' priamo do vyucovacieho procesu, resp.
priamo ani nesuvisia s preberanym ucivom. V takom pripade mame moZznost’ tento
problém riesit na matematickych seminaroch, cviCeniach alebo kruzkoch. Je pri tom
doélezité¢ podporovat zaujem Studentov o vedomosti nad rdmec povinného uciva a v
ziadnom pripade im neodpovedat v duchu “nao sa tym zaoberas, ved to teraz
nepreberame!”. V d’alSich riadkoch predstavime jeden dokaz, ktory sa pri troche
pozornosti a dovtipu da aplikovat’ aj na d’alSie podobné pripady.

Vzt’ahy pre stucty hodnét funkcii arcus

Pri rieSeni rovnic s funkciami arkus Casto potrebujeme aplikovat’ nasledujiice tri
vztahy:

arcsin x +arcsin y = zm + (= 1)’ arcsin(qul -y + yﬂ), )
kde

a) xp<0 v x’+y*<lpren=0,

b) x>0 A >0 Ax*+y >1pren=1I,

) x<0 A y<0 AX*+y*>1pren=1.
arccos x +arccos y = 27m + (— 1)" arccos(xy — m.\/l -’ ) ()

kde
a) x+y=20pre n=0,
b) x+y<0pren=1.

x+y
arctan x + arctan y = zm + arctan , 3)
I—xy
kde
a) xy<lpren=0,
b) x>0 A xy>1pre n=1,
c) x<0 A xy>1pre n=-1.

Tento prispevok vznikol v rdmci rieSenia projektu KEGA 3/7090/09. 145
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V odbornej literatire sa nachadza len malo poznamok o horeuvedenych vztahoch a
podrobny analyticky dokaz vztahu vébec nie. Preto sa v d’alSom sustredime na podrobny,
metodicky premysleny dokaz vztahu (1), nakol'ko predpokladame, ze ostatné dokazy urobi
Citatel' na zaklade prezentovanych tkonov. Aj ked’ samotna problematika nespada do
oblasti stredoskolskej matematiky, pri dokaze horeuvedenych vztahov nepouzivame
ziadne vedomosti, ktorymi by nedisponoval S$tudent gymnazia, ktory sa zaujima
o matematiku. Teda dokazy tohto typu by sa mohli zaradit’ aj do oblasti prace s nadanou
mladezou, do pripravy na rieSenie uloh matematickej olympiady, resp. do oblasti
zaujmovej ¢innosti v matematike.

Dokaz vzt’ahu (1)
V suvislosti s dokazom vzt'ahu (1) zavedieme nasledujiice oznacenie:
z =arcsin x + arcsin y, 4)
kde (ako citatel I'ahko vie zistit')
ze <— T, 7r> . %)
Zo vztahu (4) vyplyva, zZe
sinz=x\/1—y2+y\/1—x2 ) (6)

Oznacme velkost’ uhla, ktory vyhovuje rovnici (6) nasledovne:

z¥= arcsin(xwll i ) @)

Potom podla definicie

1 1
z¥e(——m,—1m), 8
(~2mizn) ®
a vSeobecny tvar rieSenia rovnice (6) bude:
z=(-1)'z*+m kde ne Z. 9)

V prvom rade sa poktsime urcit’ hodnotu parametra n v rovnici (9), ak chceme, aby bola
splnena podmienka (5). Potom zistime, ¢o je podmienkou toho, aby sme mohli urcit, aké
hodnoty ma nadobudnut’ parameter n, aby platil vzt'ah (1) za predpokladu, ze pozname
hodnoty argumentov x, y.
A) Ak n =0, potom z rovnice (9) vyplyva, Ze

z=z%, (10)
z ¢oho dostaneme, ze

1 1
zel——m,—rm ) (—n,7). 11
(-3mym)c(na) )
To znamena, Ze pre z plati vzt'ah:
—%ﬂ'ﬁarcsinx+arcsinysé7r. (12)

V d’alsom budeme skumat’, aké hodnoty mézu nadobudniit’ vo vztahu (12) tie dva Cleny. Z
toho dovodu najprv skiimajme, pre aké hodnoty arcsin y bude pravdiva nerovnost’ (12), ak
arcsin x nadobuda hodnoty:

1
——u; 0; lﬂ.
2 2
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Nerovnica (12) plati
a) pre arcsinx = —%7[ prave vtedy, ak arcsin y € <0; 7z> , (13)
b) pre arcsinx =0 prave vtedy, ak arcsiny € <—%7[;%ﬂ> , (14)
c) pre arcsinx = %ﬁpréve vtedy, ak arcsin y € <— 7[;0> . (15)
Podrla formul (13) a (14) vidime, Ze nerovnica (12) plati pre vSetky hodnoty
arcsinx € <—%7z; 0> (16)
1. vzdy, ak
arcsin y € <0;%ﬂ'> , 17)
2. v niektorych pripadoch aj vtedy, ak
arcsin y € <—%7r;0> . (18)
Analogické vysledky dostaneme aj pre hodnoty
arcsinx € <0;%7r> . (19)

Zo vztahov (16), (17) a z hodn6t arcsin x na usecke (19) vyplyva, Ze nerovnost’ (12) plati v
prvom rade pre tie pripustné hodnoty x, y , ktoré majt rézne znamienka, teda ak

xy<0. (20)
V druhom rade zo vzt'ahov (16), (18) a z hodndt arcsin x na useCke (19) vyplyva aj jedna
postacujica podmienka toho, Ze pre niektoré hodnoty x, y plati nerovnost’ (12). Podl’a toho
nerovnost’ (12) plati aj v niektorych tych pripadoch, ak x, y maju rovnaké znamienka, za
predpokladu, Ze plati

X' +y° <1, (1)

cosz=A1-x"4/1-y* —xy>0

pre vSetky hodnoty argumentu z Gsecky (11).

Z disjunkcie postacujicich podmienok (20) a (21) pre hodnoty x, y funkcie arkusinus
vyplyvaji nutné a postacujuce podmienky platnosti vzt'ahu (12).

B) Ak n =1, potom z rovnice (9) vyplyva, ze

¢o vyplyva z toho, ze

z=—z%4+r1, (22)
ateda
1 3
zel{—m,—7m). 23
(3mi2n) @3)
Nakoniec podla vztahov (5) a (23) plati, ze
ze (%ﬂ', 7r> . (24)

To znamena, Ze musi platit’ nasledujuca dvojita nerovnost’:

1 . .
E” <arcsinx +arcsin y < 7 . (25)
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Uréme aj v tomto pripade, pre aké hodnoty x, y plati vztah (25). Vidime, Ze to plati za
predpokladu, Ze:

. 1
a) arcsinx = —572 prave vtedy, ak

arcsin y € [ﬁ;%ﬂ> . (26)

To je vsak pre hodnoty funkcie arcus sinus nemozné.
b) arcsinx =0 prave vtedy, ak

arcsin y € (% T 7r> , 27
¢o je taktiez nemozné.

. 1
¢) arcsinx= 572' prave vtedy, ak

arcsin y € [0;%7[> . (28)
Podla vztahov (26) a (27) vidime, Ze nerovnost (25) nemdze platit v pripade, Ze
arcsin x € <—%7r; 0> , lebo vtedy arcsiny ¢ <%7r,%7z> . Na druhej strane z formul (27) a
(28) vidime, Ze nerovnost’ (25) plati v pripade

arcsinx € [0;%7r> (29)
pre vSetky hodnoty formuly

arcsin y € [O;%ﬂ'> . (30)

Na zéklade vztahov (29) a (30) nutnou podmienkou platnosti nerovnosti (25) je, aby
sucasne platilo, ze
x>0,y>0, 31)

X+ >1, (32)

cosz=v1-x"4/1-)* —xy<0

pre vsetky hodnoty argumentu z intervalu (24).
Z konjukcie nutnych podmienok (31) a (32) vyplyvaji nutné a postacujuce podmienky pre
argumenty suctu funkcii arkussinus, ¢ize platnost’ vztahu (25).

¢o vyplyva z toho, Ze

0) Dokaz pre pripad n = —1je Gplne analogicky s dokazom pre pripad n=1.
D) Ak |n| >1, potom zo vztahu (9) vyplyva, ze

zZ & <— /2 7z> s
a teda vo formule (1) |n| >1 nie je mozné.

Tym sme dokaz vzt'ahu (1) kompletne urobili.
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Analogicky by sa mohli urobit dokazy vztahov (2) a (3), ktoré prenechame Citatel'om,
pedagdgom, resp. Studentom s analytickym myslenim.

Zaver

Cielom nasho prispevku bolo poukazat na to, Ze aj uéivo, ktoré priamo nie je
zaradené do obsahu matematického vzdelavania na gymnaziach méze byt zaujimavé a
putavé. Zavisi to vzdy len na ucitelovi matematiky, akym spdsobom a ¢i vobec dokaze
spestrit’ vyuCovanie matematiky pre nadanych Studentov, rozvijat’ ich myslenie, ukazat’ im
krasu matematiky a v neposlednom rade ich pritiahnut’ k stadiu matematiky.
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C.2.R A METODA GENEROVANYCH PROBLEMOV

MAREK MOKRIS

ABSTRACT. The article deals with the use C.a.R. and the problem solving method into the
teaching geometry in the training of primary school teachers.

1 Uvod

Pre zivot Cloveka v 21. storoCi je jednou z dolezitych zloziek celkovej
gramotnosti aj pocitacova erudovanost. Podl'a J. Manaka (2003) s nastupom moderne;j
didaktickej technologie a zvlast’ pocitacov sa zmenili tiez funkcie ucitel’a a Ziaka vo
vyucovani, nie vSak dramaticky, ako sa povodne predpokladalo. Ako preukazali
vyskumy, niektoré ucitelove funkcie sa v tychto podmienkach oslabuju (napr. priame
vysvetlovanie uciva S$tudentom ucitelom, opakovanie a kontrola Studentovych
vedomosti, atd’.), iné zosilneli (napr. planovanie a priprava vyucovania, analyza uciva,
individualna praca so ziakmi, diagnoza a poradenska sluzba, atd’.). Objavuji sa aj nové
funkcie ucitel’a (J. Manak, 2003, s. 62):

®  organizator a manaZzér vyucovacieho procesu,
= partner ziaka, jeho pomocnik a poradca,

»  didakticky programator,

= technolog vyucovacich prostriedkov,

= vyskumnik v odbore didaktiky.

V silnejicom prostredi informatizacie sa elektronicky podporované vzdelavanie
stava perspektivnou zlozkou vysokoskolskej pripravy ucitelov pre mladsi skolsky vek. V
sucasnosti su velmi intenzivne snahy o zlepSenie matematického vzdeldvania pomocou
modernych technickych prostriedkov. Podl'a P. Hanzela (2008) sa ukazuje vyznamné
predovsetkych vyuzivanie PC techniky v univerzitnom vzdelavani. Vychodiskom je na
jednej strane vyuzit informacné technolégie a technické prostriedky a na druhej strane
zmenit' pristup ku koncipovaniu didaktického systému v matematike. Ulohou sucasnej
didaktiky matematiky je tieto skuto¢nosti podchytit’ a vhodne vyuzit', aby sa vyucovanie
stalo efektivnej$im a primeranej$im dnesnej dobe a jej poziadavkam.

V tomto kontexte je nasou ambiciou implementovat do profesijnej pripravy
budicich ucditelov na primarnom stupni aj systémy dynamickych geometrii. Ako
najvhodnejsi softvér sa javi volne Siritel'ny program Compass and Ruler (C.a.R.), ktory je
aj podl'a K. Zilkovej (2010) z hl'adiska uZivatel'ského rozhrania velmi prehl'adny a I'ahko
ovladatelny. Okrem moznosti jednoduchého publikovania vytvorenych virtudlnych
vykresov na webové stranky je zatial’ neprekonanou prednostou moznost’ tvorby ,,C.a.R.
zadani“ aich zverejnovania v celosvetovej sieti. Vyrazne efektnym, ale zaroven aj
uzitocnym prvkom v systéme C.a.R. je zachovanie vlastnosti animovanych utvarov aj po
webovom exporte, ¢o tiez nie je celkom beZnou zalezitostou pre iné systémy dynamicke;j
geometrie.

Prispevok bol spracovany ako stcast’ grantového projektu Implementdcia Learning Management

System do matematickej a odborovodidaktickej pripravy budicich uitelov preclementaristov
a elementaristov (MS KEGA 009PU-1/2010).
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Jednym z cielov pri priprave ucitelov elementaristov je nadobudnutie takych
kompetencii, aby boli schopni vyucovat' vietky predmety na 1. stupni ZS. K naplianiu
tejto poziadavky sme v predmete Praktikum — geometria, v téme Mnoziny bodov danej
vlastnosti, pouzili ako vyucovaciu metodu, metddu generovanych problémov.

Je to metdda, pri ktorej postupne vytvarame subor navzajom pribuznych
problémov. J. Kopka (1999) pre tito metéodu pouziva termin ,,metéda vytvareni hrozni
problému®. Metdda je zaloZena na vol'be vhodného zakladného problému, ktori majua Ziaci
rieSit’ vyuzitim heuristickych stratégii (preformulovanie, analdgia, zovseobecnenie, cesta
spat, systematické experimentovanie, konkretizdcia, zavedenie pomocného prvku,
opakovanie uré¢itého postupu). Ulohou ugitela je Ziakom poskytnit’ len nutné minimum
pomoci pri dostatocnou ¢asovom priestore pre rieSenie problému.

2 Aplikacia metédy generovanych problémov v elementirnej geometrii

Uloha ¢&. 1 (ivodny problém):

a) Dany je bod S. Najdite mnozinu vsetkych bodov v rovine, ktoré st od bodu S vzdialené
5 cm.

Riesenie:

Na spristupnenie riesenia tejto ulohy vyuzivame prostredie C.a.R., ktoré umoziuje
prezentovat dynamiku vzniku hladanych bodov v rovine. Na tento ucel vyuzivame ndstroj
Sledovat stopu bodu (Obr. 1).

Uloha je na prvy pohlad trividlna, ale z nasej skiisenosti vyplyva, Ze nie pre vietkych
Studentov ucitelstva pre primarny stupen vzdelavania. Prostrednictvom C.a.R. je mozné
efektivne odhalit, zZe hladanou mnozZinou bodov je kruznica so stredom v bode
S a polomerom 5 cm.

[ C.ait. @ ... nediey badev dangeh viasineatMBDV-keudmiea. zir
Blbor Ugesat Modnosd Mastaenla Makrd Speciding Pomot

B PP AR Emweo Be— AL N8 W
s AP QRO Z x5, "AA ARTE OO T N2
KPP Bo“?‘gg%"‘b g?@' \\“ Slasovat stoge bodu Ea priamiy ()

Obr. 1

b) Dana je priamka AB. Najdite mnozinu vSetkych bodov v rovine, ktoré su od priamky 4B
vzdialené 3 cm.

Riesenie:

Aj pri tejto ulohe vyuzivame prednosti informacnych technologii. Dymamicky softver nam
umoznuje sledovat pohyb bodu, ktory ma pozadovanu vlastnost (je od priamky AB
vzdialeny 3 cm), pricom zanechdvand stopa nam predstavuje hladani mnoZinu bodov.
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Nedostatkom vsak je, Ze je vykreslovana len jedna z dvojice hladanych rovnobeziek
(Obr. 2).

tep@ el dwo e — AL N8B Y
o L DPO L X ;" AA SR TR OO T Vo
RELPRSHBHIIGN

|
0.im

Obr. 2

Pri rieSeni nasledujtcich uloh vyuzivame len tradicné pomdcky (ceruza, kruzidlo, rysovaci
trojuholnik) pretoze chceme, aby Student vlastnym experimentovanim nasiel rieSenie.

Uloha ¢&. 2 (zakladny problém):

a) Dana je polpriamka AB. Najdite mnozinu vsetkych bodov v rovine, ktoré si od
polpriamky AB vzdialené 3 cm.

Riesenie:

Hladanou mnozinou je ciara (Obr. 3), ktord je zlozena z dvoch rovnobeznych polpriamok
a polkruznice so stredom v bode A. V niektorych Studentskych rieSeniach polkruznica
chyba.

Obr. 3

b) Dana je tisecka 4B. Najdite mnozinu vsetkych bodov v rovine, ktoré su od usecky 4B
vzdialené 3 cm.

RiesSenie:

Hladanou mnoZinou je ciara (Obr. 4), ktorad je zlozena z dvoch rovnobeznych useciek a
dvoch polkruznic so stredom v bode A, resp. v bode B.
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Obr. 4

Uloha é&. 3:

Dany je uhol AVB najdite mnozinu vsetkych bodov v rovine, ktoré su od ramien uhla AVB
vzdialené 3 cm.

Riesenie:

Pri rieseni tejto ulohy ocakdavame, zZe Studenti objavia podobnost riesenia s riesenim ulohy
¢. 2a. Hladanou mnoZinou je zjednotenie kruznicového obluku KL a bodu X (Obr. 5).

Obr. 5

Zaver

Nemyslime si, ze dynamické softvérové prostredia (napr. C.a.R.) su univerzalnym
modelom na spristupniovanie uciva geometrie. V nasom pripade st len jednym z nastrojov,
ktoré pri vybranych elementoch zefektiviiuji vyucovaci proces. Naopak vyuzivanie
tradi¢nych rysovacich pomécok (ceruza, kruzidlo, pravitko, ...) ma podla nas pri priprave
ugitelov pre 1. stupett ZS vel'mi dolezitu funkciu.

C.a.R. by sa mohol vyuzivat’ aj pri rozvijani matematickej gramotnosti Studentov
Ucitel'stva pre primarny stupen vzdelavania. Analyzou geometrickej zlozky matematicke;j
gramotnosti vysokoskolskych Studentov sa zaobera 1. Scholtzova — M. Mokri§ (2010).
Namety na aplikaciu geometrickych tloh na rozvijanie matematickej gramotnosti ziakov 1.
stupiia ZS su spracované v praci I. Scholtzovej — V. Zelovej (2007). A. Pridavkova (2008)
uvadza analyzu rieSitel'skych stratégii vybranych tloh z geometrie.

V ramci rieSenia projektu MS KEGA 009PU-1/2010 Implementacia Learning
Management System do matematickej a odborovodidaktickej pripravy budutcich ucitel'ov
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preelementaristov a elementaristov je naSou ambiciou spracovat’ vybrané problémy
z elementarnej geometrie v dynamickom prostredi C.a.R. a nasledne ich implementovat’ do
elektronického kurzu venovanému geometrii, ktory je spracovavany v prostredi LMS
Moodle.

[1]

[2]

[3]

[4]
[5]

[6]

[7]
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ALTERNATIVNE ZAVEDENIE OBORU VSETKYCH NEZAPORNYCH
REALNYCH CISEL

OLEG PALUMBINY

ABSTRACT. The paper deals with alternative establishing of the set of all nonnegative real
numbers into mathematical analysis.

Pojem realneho ¢isla mozno do vyucovania matematickej analyzy na vysokych
Skolach zaviest’ rdznym sposobom. Naj¢astejsie sa to robi pomocou cauchyovskych
postupnosti (Cantor), alebo pomocou rezov (Dedekind). ZriedkavejSie sa tiez pouziva
konstrukcia pomocou filtrov. VSetky tieto spésoby zavedenia mozno najst’ napriklad v
publikacii [1].

Na strednej Skole sa vSak redlne Cisla intuitivne chapu ako nekonecné desatinné
zlomky. Sledujuc tato ideu, zavedieme realne Cisla do univerzitného vyucovania
matematiky ako nekonec¢né postupnosti decimal. Poznamenavame, ze text tejto prace je
zalozeny na istej modifikacii uvah z [2]. Kvoli jednoduchosti sa budeme zaoberat' len
nezapornymi redlnymi ¢islami.

Mnozinu vSetkych kladnych celych cCisel (resp. vSetkych celych ¢isel) ozna¢ime ako N
(resp. Z). Ak je na mnozine M dana taka relacia R, Ze je trichotomicka (t.j. Va,be M
plati prave jedna ztroch moznosti a =b, aRb, bRa) a tranzitivna, hovorime, ze M je
linedrne usporiadand pomocou R. Linearne usporiadana mnozina je husto usporiadand,
ak na nej dana relacia linearneho usporiadania ma ti vlastnost, ze medzi jej dvoma
P'ubovolnymi, navzajom réznymi, prvkami sa nachadza aspon jeden treti. Prvok s € N je
horné ohranicenie podmnoziny M husto usporiadanej mnoziny N, ak pre vSetky
xeMplati x<s. Prvok seN je suprémum podmnoziny M husto usporiadanej
mnoziny N, ak s je najmensie horné ohrani¢enie podmnoziny M v mnozine N. Oznacenie:
sup,, M. Husto usporiadand mnozina M je spojito usporiadand, ak kazda jej neprazdna
zhora ohrani¢ena podmnozina ma v mnozine M suprémum. UvaZzujme mnozinu
D={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Potom kazdé ¢islo z mnoziny D budeme nazyvat’ decimdla.

Definicia 1. Mnozinu vSetkych takych postupnostip:Z — D,z+> p_, Ze pre ne
existuje (od p zavisly) index z, € Ztak, ze pre vietky ze€Z,z 2>z, platip, =0,
ozna¢ime symbolom P.

Dohovor. Dohodneme sa, Ze ak nejaké pismeno predstavuje postupnost’ z P, tak na
oznacenie jeho decimal pouzijeme to isté pismeno opatrené pravym dolnym indexom. Tiez
budeme pre prvky z mnoziny P pouzivat’ symboliku

X = (s 0yt 0, X, X500y Xppy o0 y(z) = (...,0,...,0,yl(cz),y,(cz_)l,...,y,(nz),...)

a podobne.
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Definicia 2. Pod mnezdpornym redlnym cislom budeme rozumiet kazdua taki
postupnost’ p € P, Ze pre fiu neexistuje index z, tak, ze pre vietky z <z plati p =9.
MnoZinu vietkych nezdpornych redalnych cisel oznacime ako R.

Na mnozine P teraz zadefinujeme relacie rovnosti a usporiadania. Tym budi zavedené
aj na R. Néasledne na R zadefinujeme aj operacie sucet a sucin.

Definicia 3. O dvoch postupnostiach 7, s € P, hovorime, Ze sa rovnajit, ak pre kazdé
z € Lplatir, = s_. Oznacenie: r = s.
Veta 1. Relécia ,,rovna sa“ z definicie 3 je zakladna rovnost’ na mnozine P.

Dokaz. Lahko overime ze uvazovana relacia ,,rovna sa“ je na P reflexivna, symetricka
a tranzitivna, z ¢oho vyplyva, Ze je na P relaciou ekvivalencie. Zaroven je vidiet, Ze triedy
tejto ekvivalencie st jednoprvkové mnoziny, q.e.d.

Definicia 4. Postupnost » € P je menSia ako postupnost se€ P, ak existuje
z, € L tak, Ze pre v8etky z > z;, platiz, =5, a7, <s, . OznaCenie: r <s.

Veta 2. Relacia ,,mensi“ z definicie 4 je linearne usporiadanie na mnozine P.

Dékaz. Pre kazdé r,s € P plati bud’ » = s alebo r #s. Ak r # 5, potom existuje také
zy €L, ze pre vietky z >z, plati 7, =s_, 7, #s, . Ak r, <s, , potom podla definicie
4 plati » <s. Ak 7, >s,_, potom podla definicie 4 plati 7 >s. Teda relacia ,,mensi“ je
trichotomickd na P. Nech r,s,feP,r <s, s <t. Potom existuje také z, € Z, Ze pre
vietky z>zyplati 7, =s,,r, <s, . Podobne existuje také z €Z, Ze pre vSetky
z>zplati 5, =¢,,s, <t . S0tri moZnosti: 1) z, <z,. Potom 7, =s,,s, <t . Preto
v, <t a tiez r =t,z>z. Odtal r<t. 2) z,=z. Potom r, <s <t a
r,=s,=t,z>z,. Preto plati r<t. 3) z,>z. Potom r, <s ,s =t . Odtal

r, <t,,r.=t,z>z, Codava r <t. Tedareldcia ,mensi* je na P tranzitivna, q.e.d.

Veta 3. Relacia ,,mensi* z definicie 4 je linearne usporiadanie na mnozine R.

Dokaz. Tvrdenie vyplyva z toho, Ze relacia ,,mens$i“ na mnozine R je zizenim relacie

,,mensi* na mnozine P, q.e.d.

Veta 4. Relacia ,,mensi* z definicie 4 nie je husté usporiadanie na P.
Dokaz. Nech r,sePa nech z,€Z je také, ze r =s,z>2z),7, <9,
0

r,=9,z<z,s, = L, +1,5, =0,z<z,. Potom r<s. Nech existuje P tak, ze

Z0
plati 7 <t <s. Potom ¢, =7, =s,,2z>z,. Ak f, >r, , tak £, =25, . Odtial 2>, Co
nemébze byt. Ak ¢, =7, , potom 7, <7, z<z,Co dava t<r. To vSak je spor. Ak
t, <r, ,potom t <r,cCo opit protire¢i predpokladu, q.e.d.

Veta 5. Relacia ,,mensi“ z definicie 4 je husté usporiadanie na R.

Dékaz. Nech 7, s € R, 7 <s. Potom existuje také z, € Z, zeplati r, <s,, 1, =5,
z>z, Pretoze reR, existuje taky index z <z, ze r, < 9. Polozme

t,=r,z#z,t =r, +1. Potomzrejme r <f<s,q.e.d.

Z
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Veta 6. Relacia ,,mensi“ z definicie 4 je spojité usporiadanie na R.

Dokaz. Podrla vety 5 je relacia ,,mensi‘ husté usporiadanie na R. Nech M je neprazdna
zhora ohranicena podmnozina mnoziny R. Z toho, Ze M je ohranicend, vyplyva existencia

najmensicho takého z, €Z, ze a € R tvorené decimdlami a, =1, a, =0,z #z, je
horné ohrani¢enie mnoziny M. Polozme s_ =0 pre z >z, Cisla S, _,» 1 €N, budeme

definovat’ indukciou takto: s. . zvolime ako najvacsiu taka decimalu, ze Ccislo
z;-1 ]

-1 . , oy v v .
@ = (...,0,...,0, SZI_I,O,...,O,...) nie je hornym ohrani¢enim mnoziny M. Ak uZ mame
zostrojené redlne &islo s =(...,0....,0, S, 158 35S, _ys05.0,0,...), potom za nim

. ’ v —-n-1
nasledujice  realne  ¢&islo s "7V :(...,0,...,0,521_1,Szl_z,...,szl_n,szl_n_l,0,...,0,...)

S RV —n-l)
skonstruujeme tak, aby decimala s, _, ; bola najvdc¢sia mozna, pri¢om ¢islo s57D nje je

hornym ohrani¢enim mnoziny M. VsSetky takto urcené decimdlys_, z € Zpotom

vymedzuju nejaku postupnost’ s € P. M6zu nastat’ dve moznosti: 1) s € R. Ukazeme, ze
v tomto pripade je s hladané suprémum. Ak by existovalo x € M tak, ze s < x, potom

by existovalo take z, <z,,ze s, <x, ,5, =X, z>z, Kedze s €R,ztoho vyplyva, Ze
aspoil jedna decimala s, < 9, pre vhodné z; <z,. Zkonstrukcie realnych cisel s
vyplyva platnost’ tychto nerovnosti: s <s<x< (O,...,O,...,SZ1 gees S, F L0.,...,0,...)=S.

Av8ak x> S, lebo plati s, <X,_,S, =X, z>z, Ztohto protireCenia vyplyva, Ze s je
horné ohrani¢enie mnoziny M. Ak by existovalo realne ¢isloy <s, yje horné
ohrani¢enie =~ mnoziny M, potom by existoval index @z,<z, ze

(z4)

Y., <S$.,y.=8,z>z, Potom tieZ y <s™*'. ZkonStrukcie ¢isla s by vyplyvalo,

7e existuje také te M, ze s <t a nasledne y <t, ¢o je spor. Preto s =sup, M. 2)
s ¢ R. Potom existuje také z, <z, Ze s= (...,O,...,O,szl yeees S, 9.9,...,9,...), s, #* 9.
Ukadzeme, ze hladané suprémum je = (...,O,...,O,SZI yees Sy, +1, 0,0,...,0,...).
Z konstrukcie ¢isla s, vyplyva, Ze f je homé¢ ohrani¢enie mnoZiny M. Nech
yveR, y<t Zdokazu vety 4 vyplyva, ze neexistuje také u € P, aby s <u <t. Preto
plati, ze y<s. Ale yeR, teda y<s. Potom existuje z,<z tak, ze

) 7 konstrukcie &isla s*¢

V., <S.,Y.=8,2> 26. Nasledne y<s vyplyva, Zze
existuje ve M, v > s, Z toho mame y <v. Teda y nie je horné ohrani¢enie mnoziny
M . Preto t =supy M, q.e.d.

Definicia 5. Nech r:Z —>D,z>r, je realne Cislo. Potom kazdé realne Ccislo

A Z Dz =y 2 >u, =0,z <u,ueZ nazyvame dolna
aproximdcia realneho Cisla 7.
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Definicia 6. Nech (...,O,...O,rzl sees ,0,...,0...),(...,0,...,0,522 gees S, ,0,...,0...) su
postupnosti z R. Potom pod s#étom tychto postupnosti (v danom poradi) rozumieme taku
postupnost’ (...,0,...0, N ,0,...,0,...) € R, Ze plati

S 107 =S 107+ 3. 10

z=z5 z=z, z=z3
Oznadenie: (...,0,...0,7’Zl gees T ,0,...,0,...) + (...,0,...,0,523 yoes S, ,0,...,0...).
Definicia 7. Pod suctom realnych Cisel r, s (v tomto poradi) budeme rozumiet’ realne

¢islo sup{r[z] + s[Z]}, kde 77, s'*) st dolné aproximécie &isel 7, s. OznaCenie: 7 + s.
zel

Definicia 8. Nech(...,O,...O,rzl,...,rzz,0,...,0...),(...,0,...,0,523,...,SZ4,0,...,0...) st

postupnosti z R. Potom pod s#c¢inom tychto postupnosti (v danom poradi) rozumieme taka
postupnost’ (...,0,...0, N ,0,...,0,...) € R, Ze plati

itz-IOZ: irz-loz . isz-IOZ.

z=2z5 z=2, z=123
Oznacenie: (...,O,...O,rzI gees T, ,0,...,0,...) - (...,0,...,0,523 gres S, ,0,...,0...).
Definicia 9. Pod s#c¢inom realnych Cisel r, s (v tomto poradi) budeme rozumiet’ redlne

Cislo sup{r[z] -s[z]}‘, kde ), s st dolné aproximacie &isel 7, s. Oznagenie: 7 - s.
zel

Definicia 10. Nech  predpis  f(u,,...,u,)  pozostiva len  z(vhodne

uzatvorkovanych) operacii sucet a su¢in. Potom pre kazdé (x,,...,x, ) € R" kladieme

f(xppenx,) = sup{f(x{z],...,xy] )}

zel

Poznamka 1. Definicia 10 je korektna, lebo, ako 'ahko mozno ukézat, pre kazdé

xl[Z],...,x}EZ] existuje f (xl[z],...,x,[f]). Podobne mozZno ukazat’, Ze operacie sucet a sucin (s

(2]

zavedené v definiciach 6 a 8) pre Cisla xl[z],...,xn su asociativne, komutativne a plati pre

ne distributivny zakon. Je to dosledok toho, ze vSetky tieto vlastnosti platia pre nezaporné
celé cisla.

Poznamka 2. Operacie v definiciach 7 a 9 s zrejme Specidlne pripady operacii
zavedenych v definicii 10, ked” v prvom pripade je f(x,,x,) = x, + x,, v druhom pripade
je f(x,x,)=x-x,.

Veta 7. Operacie sucet asifin na R maji neutrdlne prvky, su asociativne
a komutativne, priCom nasobenie je distributivne vzhladom na scitanie. NajmenSim
prvkom je neutrdlny prvok operacie sucet.

Dokaz. NajmenSim prvkom je zrejme postupnost’, ktorej ¢leny su samé nuly. Zaroven
je tato postupnost’ neutralnym prvkom operacie sucet. Postupnost’ ktora ma na nultom

mieste jednotku avSade inde samé nuly, je zrejme neutradlny prvok vzhladom na
nasobenie.
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Asociativnost’ oboch operacii vyplyva z rovnosti
(a+b)+c=sup{ (@ + ) + 7} = sup{a™ + (B + N = a + (b + ),

zel zel
(a-b)-c=sup{(@?-b)- 7} = sup{a - B N | = a- (b-c).
zel zel

Podobne komutativnost’ dostaneme zo vzt'ahov

a+b= sup{a[” +b! }: sup{b[z] +aq"! }: b+a,
zel zel

a-b= sup{a[z] -b[z]}= sup{b[z] ~a[”}= b-a.

zel zel

Distributivnost’ vyplyva z rovnosti
(a+b)-c= sup{(a[zl +b). C[Z]}: sup{a[z] -l 4 plel -c[Z]}z a-c+b-c,
zel

zel
pricom sme sa pri tychto rovnostiach opierali o definiciu 10 a poznamku 1, q.e.d.

Poznamka 3. Podobne by sa dokazali zdkony monotoénie pre operacie sticet a sii€¢in na
R, veta ovnoreni mnoziny vSetkych nezapornych raciondlnych cisel do R a dalSie
vlastnosti.
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ON EXISTENCE OF OSCILLATORY SOLUTIONS OF BINOMIAL FOURTH-
ORDER LDEs

OLEG PALUMBINY, ROBERT VRABEL

ABSTRACT. The paper deals with a criterion of oscillation of an integral type for binomial
fourth-order linear differential equations with quasiderivatives.

1. Introduction

The paper deals with existence of oscillatory solutions of the binomial linear
differential equation

(L) Ly+r@)y=0,
where a function L, y(¢), k =0,1,2,3,4 is so called k-th quasiderivative of the function
y(t) defined as follows

Loy(®) = y(),

Ly@) = p,()y'(t) = p,(t)- dy(2)

TR
Ly(0) = p,(0(Ly(®)).
Ly = pO(Ly().
Ly = (Ly0).
Through out the article we can assume 7(¢), p,(¢), k =1,2,3 are real-valued continuous

functions definened on an semi-closed real interval /, =[a,), where a € (—0,0). We

shall take into account the following two conditions:

r(t)<0, p(t)>0, k = 1,2,3 on I, and r(¢)

A

&) is not identically zero in any subinterval of 7 ;
o0 o0 1

(B) —-r(t)dt = dt =0, k=1,2,3.
[rov=16

We say that a solution y(¢) of (L) on I, is P-monotone on 1,,b > a if it holds that

L y(t)>0 on I, k=0,1,2,3. Asolution y(¢) of (L)on I, is P-monotone if there exists
some b > a, such that y(¢) is P-monotone on /,. A solution y(¢) of (L) on /, is Kneser
on I,,b>a ifitholds that (=1)°L,y(t)>0 on 1,, k=0,1,2,3. A solution y(¢) of (L)

on [, is Kneser if there exists some number b > a, such that y(¢) is Kneser on /,.
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A nontrivial solution y(#) of (L) on I, is called oscillatory, if its set of zeros is not
bounded from above. Otherwise, y(t) is nonoscillatory. The equation (L) is oscillatory, if
(L) admits at least one oscillatory solution.

The main aim of the paper is to establish the criterion, which assures (L) to be oscillatory
(see Theorem below). If we put p,(#)=1 on [, k =1,2,3, we obtain a differential
equation with classic derivatives (see Example 1). We note that the

functions p, (), k =1,2,3 are not assumed to be differentiable. From this it follows that

we cannot use on (L) oscillatory criteria derived for four-order linear differential equations
with classic derivatives (see Example 2).

2. Results

We note that the symbol N resp. N, denotes the set of all positive integers resp. the
set of all nonnegative integers; R is the set of all real numbers.
Lemma 1. Let the conditions (A), (B) hold. Let y(¢) be a positive solution of (L) on

I,,b>a. Then y(t) is either P-monotone or Kneser.

Proof. Let y(¢) be a positive solution of (L) on /,, b > a. From (A) for this solution
»(t) it implies that L,y(¢) =—r(t)y(¢) 20 on [, and L,y(¢) is not identically zero in
any subinterval of /,. From this it follows that L,y(¢) is increasing on /, and,

consequently, L, y(¢), k =0,1,2,3, are strongly monotone on some /., ¢ > b. The
following eight possibilities may now occur:

1)) y(@)>0,Ly()>0,L,y(t)>0, L,y(t) >0 onproper/,, d >c,
(2) y(@)>0,Ly()>0,L,y(t)>0, L,y(t) <0 onproper/,, d >c,
3) y(@)>0,Ly(t)>0, L,y(t)<0, L,y(t) >0 onproper/,, d >c,
(4) y(t)>0, Ly(t)>0, L,y(¢t)<0, L,y(t) <0 onproper!,, d > c,
(5) y()>0, Ly(t)<0, L,y(t) >0, L,y(t) >0 onproper!,, d > c,
(6) y(@)>0,Ly()<0,L,y()>0, L,y(t)<0onproper!,,d =c,
(7) y(@)>0,Ly()<0,L,y(t)<0, L,y(¢t) >0 onproper!,,d =c,
(®) y(@)>0,Ly(t)<0,L,y(t)<0, L,y(t) <0 onproperl,, d =c.

Let (2) or (4) hold. Then the function y(¢) > 0 is increasing on /,, because L, y(¢) >0 on
1,. Then (B) yields
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Ly(t)= Ly(d)+ [ L,y(s)ds
= Lyy(d) + [ r(s)y(s)ds

> Ly(d) + y(d) [ r(s)ds

—>o0ast—> o,
which is a contradiction with L;)(¢) <0 on /,. Thus (2), (4) are not valid.

Let (3) or (7) hold. As we know, the function L,y(¢) > 0 is increasing on /,. Then (B)
yields

Ly() :Lzy(d>+jl;y—é‘?ds
> Ly@)+ Lt I(S) ds

—> 00 as t —» o0,
which is a contradiction with L,y(¢#) <0 on /,. Thus (3), (7) do not hold.

Let (5) be valid. Then L,y(¢) > 0 is increasing on /,, because L,y(¢) >0 on /,. This
and (B) then yield

Ly(0) = Ly(d) + | L;L((S‘?ds

> 1y(d) + Ly(d) [ ——ds

P, (s)

—> 00 ast —> o,
which is a contradiction with L, y(¢#) <0 on /,. This exclude the possibility (5).
Let (8) be valid. Then L, y(¢) <0 is decreasing on /,, because L,y(¢) <0 on /,. This
and (B) then yield

@)= ytd) [ 22

t
1
< y(d)+ Ly(d)[——ds
d pi(s)
—> -0 ast — oo,
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which is a contradiction with y(¢#) >0 on /,. This exclude (8). From this it follows that
(1) or (6) hold, q.e.d.

Lemma 2. Let (A) hold. If every positive solution of (L) on /,, b > a is either P-monotone
or Kneser, then the equation (L) is oscillatory.

Proof. Let the functions y, (¢), k£ =0,1,2,3 form the fundamental system of solutions of
(L)on [, suchthat L,y (a)=0,,, where J,, is the Kronecker symbol. It is obvious that

fon >
there exist real numbers u,, v, such that u_ +v. =1, u,y,(n)+v,y,(n) =0 for all
positive integers n > a. Let us put for all these n x,(¢#) =u,y,(t) +v,y,(¢). Because of
the boundedness of u,, v, there exist real numbers u, v such that

u, —>u,v, —>vask— o, u’ +v* =1. If we put x(¢) = u y,(t) + v y;(¢), then it can
be easily seen that x(#) is nontrivial solution of (L) on /,. Now we prove its oscillation.
Let x(¢) be nonoscillatory. Without loss of generality, we can assume x(Z) is positive on
some /,, b= a (if it were not so, we take into account the solution — x(¢) of (L) on /).
Then x(#) is either P-monotone or Kneser. If it is P-monotone, then there exist ¢ > b such
that L, x(#)>0 on I, k=0,1,2,3 and me N, r € R, m> 7 > ¢ such that Lx, (r)>0
forall n, >m,1=0,1,2,3. If n, is any fixed number satisfying the condition n, > m
then [2, Lemma 4] yields x, (n,)> 0. However, this is a contradiction, because

x, (m,) = 0. If x(¢) is a Kneser solution of (L), then there exists a real number d > a
such that (=1)* L, x(t) >0 as t > d, k =0,1,2,3. Then from [2, Lemma 5] it implies that
(-D)* L, x(¢) > 0 on the interval [a, d). In particular, L,x(a) < 0. However, the
construction of x(#) it yields that L x(a) =uL,y,(a)+ vL y,(a) =0, which is

a contradiction, q.e.d.

Theorem. Let (A), (B) hold. Then the equation (L) is oscillatory.

Proof. According to Lemma 1, it holds that every positive solution of (L) on [, is either P-
monotone or Kneser. Then Lemma 2 yields the assertion of the theorem, q.e.d.
Example 1. Let us consider the equation (L) in the form

yP—y=0.
Here p,(t)=-r(t)=1 on [, k =1,2,3. Because the hypotheses (A), (B) hold, then

foregoing Theorem yields that (L) is oscillatory. Indeed, an oscillatory solution of (L) on
1, is, for example, the function y(¢) =sint.

Remark 1. Example 1 shows that the hypotheses of our Theorem are satisfiable, i.e. they
are consistent,

Example 2. Let us consider the equation (L), where p, (1) =1+ Z £, (t) and the functions

n=0

f,(6)>0, k e N, are periodic on 1, =[0,00) with the period 7, =107" such that
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10%¢, 0<t<i107?

S (@)= —k k 110-2k : -2k
107 -10%, 1107 <¢<10
fk(t"'”k):fk(t)e 0<t<o,

p, () =1+t, p,(t)=5t,r(t)=—(2+1>) on I,. According to [, Theorem 96], the

function p,(¢) is positive and continuous on /,. Moreover,

ISPI(Z)=1+an(t)S 1+Z%IO_" :% forallt el,.

n=0 n=0

It implies
'([ pi(s)

9
ds > J-ﬁds =00. Then Theorem yields (L) to be oscillatory.
0

Remark 2. We note that (L), considered in Example 2, cannot be rewritten into the form
a(®) Y'Y +b()y" +c(t)y" +d()y +r(t)y =0 (with classic derivatives), because a

derivative of p,(¢) exists in no point of /,, as it implies from [1, Theorem 96], too.
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ANALYZA RIESENIA VYBRANYCH ULOH V TESTOVANI ZIAKOV
5. ROCNIKA 78

GABRIELA PAVLOVICOVA, JULIA ZAHORSKA, CUBOMIR RYBANSKY

ABSTRACT. In this article we concern about testing of pupils in Slovakia. We focus on our
project KEGA in which we try to influence student’s mathematical knowledge by solution
special problems according to ISCED 2. We analyze two of problems in the test with
emphasis on the pupil’s ability to solve them in the 5™ class at the elementary school.

Uvod do testovania Ziakov na Slovensku

V SR sa stestovanim vedomosti zacali zZiaci aj ich ucitelia CastejSie stretavat’
v stvislosti s medzinarodnymi meraniami urovne vedomosti ziakov PISA a TIMSS a tiez
v suvislosti s realizdciou merania vysledkov vzdelavania na narodnej urovni Monitor 9,
ktory pokracoval ako Testovanie 9. Monitor 9 bol prvykrat realizovany v roku 2003, jeho
cielom bolo testovanie deviatakov, monitorovanie tirovne a kvality vychovy a vzdelavania
v poslednom roé¢niku ZS, ziskanie vystupu, ktory by bol rozhodujicim kritériom prijatia
ziaka na strednt Skolu. Prax ukazala, ze tieto vysledky slizia ako jedno z kritérii pre
prijatie uchadzaca na strednu skolu. Vyznam realizacie Testovania 9 spociva aj v tom, Ze
zriad'ovatelia, Skoly, rodic¢ia i Ziaci ziskavaji spatni vizbu o dosiahnutych vysledkoch, ¢o
moze prispiet’ ku skvalitneniu, korigovaniu a zefektivneniu vychovno-vzdelavacej prace.
Skoly ziskavajii moznost’ porovnat® zistené individualne vysledky s internym hodnotenim
ziakov. Ziaci s externe hodnoteni, maju moznost’ porovnat sa s priemerom a zistit,
na akej urovni su v porovnani s populaciou deviatakov na Slovensku. Taktiez rodi¢ia maju
moznost’ porovnat’ vysledky svojho dietata a hodnotenie interné s hodnotenim externym.
Nadobudnuté poznatky moézu dalej vyuzivat napriklad pri usmeriiovani v priprave
na vyucovanie.

Medzinarodna stadia PISA (Programme International Student Assesment) skiima
od roku 2000 v trojro¢nych cykloch troven pripravenosti 15-ro¢nych ziakov a Studentov
Clenskych a partnerskych krajin OECD na ich obciansky a profesionalny Zivot,
na schopnost’ vysporiadat’ sa s poziadavkami su¢asnej informacnej spolocnosti. Monitoruje
vysledky vzdeldvania ahodnoti efektivnost’ Skolskych systémov zucastnenych krajin.
V poslednom obdobi sa v hodnoteni zac¢ina klast ovela v&acsi doraz na zistovanie
a hodnotenie Urovne matematickej gramotnosti. Stadia OECD PISA 2003 ukézala, Ze
vo vyucovani matematiky je potrebné zamerat’ sa na rieSenie tloh prepojenych s redlnym
svetom, rieSenie problémov a poskytnut’ Ziakom viac priestoru na argumentaciu. V roku
2006 sa Slovensko zucastnilo testovania OECD PISA druhykrat. Dosiahnuté vysledky
v matematickej gramotnosti aaj celkové vysledky boli porovnatelné s vysledkami
na Slovensku v roku 2003, ale v porovnani s priemerom krajin OECD sa postavenie
Slovenska vyznamne zhorsilo, umiestnilo sa vyznamne pod priemerom krajin OECD.

Dalsim vyznamnym medzinarodnym vyskumom je TIMSS (Trends in International
Mathematics and Science Study), Trendy v medzinarodnom vyskume matematiky
a prirodovednych predmetov. TIMSS skima podstatu, pri¢iny a rozdiely vo vysledkoch

Prispevok je pisany s podporou projektu KEGA -> 3/7001/09 169
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vzdelavania v medzinarodnom porovnani. SR sa do tejto medzinarodnej evalvacie
vzdelavacich vysledkov zapaja od roku 1990. Jednotlivé stadie boli realizované v rokoch
1995, 1999, 2003 so ziakmi 8. roénika ZS a 1. ro¢nika osemroénych gymnazii a v roku
2007 boli testovani aj Ziaci 4. roénika ZS. Statny pedagogicky ustav analyzoval testové
polozky a navrhol ,,aby sa na vyucovani matematiky a prirodovednych predmetov v coraz
vdcSej miere objavovali ulohy, ktoré od zZiakov vyzaduju: citat a interpretovat udaje
z obrazkov, tabuliek, grafov, diagramov a madp, zaznamendavat udaje z jednoduchych
Statistickych zistovani do tabuliek a grafov, tvorit zavery, argumentovat a analyzovat
informacie*. [1]

Testovanie Ziakov v projekte KEGA

Vramci projektu KEGA: ZvySovanie kIiovych matematickych kompetencii -
alternativne ucebné programy z matematiky pre zakladné skoly v zmysle cielov nového
Statneho vzdelavacieho programu a v zmysle zvySovania matematickej gramotnosti podl'a
dopadov PISA, bol realizovany vstupny a vystupny test Ziakov 5. ro¢nika ZS. Priblizne
900 ziakov zakladnych $kol je zapojenych do projektu, pricom su rozdeleni na kontrolna
a experimentalnu skupinu. V experimentélnej skupine boli v priebehu Skolského roka
2009/2010 zarad’ované do vyucby matematiky ulohy zostavené riesitel'skym kolektivom,
ktoré s zamerané na zvySovanie matematickych kompetencii ziakov v piatich tematickych
oblastiach uréenych v ISCED 2:

Cisla, premenna, poétové vykony s &islami
Vztahy, funkcie, tabul’ky, diagramy
Geometria a meranie

Kombinatorika, pravdepodobnost’, Statistika
Logika, dovodenie, dokazy

VVVYYVY

Ulohy uvedené v &lanku boli pripravené ako tlohy na testovanie vystupnych vedomosti
a zru¢nosti ziakov v tematickej oblasti Cisla, premennd, poctové vykony s cislami. Vybrali
sme dva problémy, ktorych vysledné rieSenie vteste sme spracovali v zmysle
matematickych kompetencii a irovni ako ich uvadza stadia OECD PISA. [2]

Ziak, ktory je schopny uspe$ne pouzivat matematiku v roznych situdcidch, ma isté
matematické schopnosti, ktorych sithrn mozno povazovat za jeho celkovi matematicku
kompetenciu. Na urcenie a zhodnotenie tychto schopnosti pouziva Stidia OECD PISA
tieto matematické kompetencie:

rozmysl'anie a usudzovanie,

argumentacia,

komunikécia,

modelovanie,

polozenie otazky a rieSenie problému,

reprezentacia,

pouzitie symbolického, formalneho a technického vyjadrovania operacii,

pozZitie nastrojov a pristrojov.

OECD PISA opisuje aktivity obsahujuce tieto kompetencie pomocou troch Grovni:

1. Ulohy merajiice kompetencie na reprodukcnej irovni si vyzaduju reprodukciu
nauceného materialu, vykonavanie rutinnych vypoctov a procedir a rieSenie rutinnych
problémov.

2. Kompetencie na urovni prepojenia umoznuju rieSenie uloh, ktoré nie su uplne rutinné,
ale obsahuju znime alebo pomerne znime prvky. Ulohy spojené s touto turoviiou

VVVVVVYY
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kompetencii vyzaduji schopnost’ prepojenia réznych oblasti matematiky alebo pracu
s viacerymi navzajom rdznymi reprezentaciami daného problému. Su pre ne
charakteristické integracia, prepojenie a nenaroc¢né rozsirenie pre ziaka znameho materialu,
modelovanie a spojenie viacerych pre ziaka znamych metod.

3. Kompetencie na urovni reflexie obsahuju prvok uvazovania o procesoch potrebnych
k vyrieSeniu tlohy. Vztahuju sa k ziakovym schopnostiam planovat’ stratégie rieSenia a
uplatnit’ ich v ulohéch, ktoré obsahuju viacej sucasti a mozu byt originalnejSie (menej
zvyc€ajné) v porovnani s Ulohami zodpovedajucimi kompetencidm na Urovni prepojenia.
Charakterizuje ich potreba rozvinutého uvazovania, argumentacie, abstrakcie,
zovseobecnenia a modelovania pouzitého v novych (neznamych) kontextoch, originalneho
matematického pristupu, spojenia viacerych zlozitejSich metdd a vniknutia do problému.

Analyza rieSenia vybranych uloh v teste

Dalej uvddzame dva z piatich problémov, ktoré riesili Ziaci v prezentovanom teste
v 5. ro¢niku ZS.

1 Pozic¢oviia bicyklov

Ondrej je na letnej dovolenke na Liptove. Ide si pozicat’ horsky bicykel na 3-hodinovi
cyklotiru. V pozicovni bicyklov je tento cennik:

1 hodina 2 eurda 50 centov
Pol diia (asi 4 hodiny) 7 eur
1 dent 10 eur

Uloha 1. Zisti, ktora ponuka z cennika je pre Ondreja najvyhodnejsia.

Riesenie: 1 hodina...2 eurd 50 centov, 3 hodiny...3.2 eura 50 centov = 7 eur 50 centov
7 eur (pol dna) < 7 eur 50 centov (3 krat 1hodina) < 10 eur
Spravna odpoved’. Pre Ondreja je najvyhodnejsie pozicat si bicykel na pol dia.

Uloha 2. Bicyklovat sa chca aj David a Adam. David sa chce zalastnit’' vyletu
na bicykloch, ktory =zacina rédno akon¢i na obed. Adam sa chce zucastnit’
na dvojhodinovom popoludnajSom vylete. David navrhne Adamovi: ,,Ja si poziiam
bicykel na cely den, popoludni ti ho dam a ty mi das 5 eur.” Napis, kol’ko David usetri.

Riesenie: David zaplati za cely den 10 eur. Adam mu da 5 eur. Davidove naklady
na zapozicanie bicykla budi...10 — 5 = 5 (eur), ak bude Adam suhlasit’ s jeho navrhom. Ak
by si pozi¢iaval bicykel na pol dia, platil by 7 eur. Rozdielom 7 — 5 = 2 (eurd) ziskame
sumu, ktort moze usetrit’.

Spravna odpoved’: David usetri 2 eura.

Vyhodnotenie
Uloha 1: Spravna odpoved'...2 body

Spravny vypocet sumy za zapozicanie bicykla na 3 hodiny (7 eur 50 centov)...1b
Uloha 2: Spravna odpoved'...3 body

Netplné rieSenie: - vypocet sumy za zapoziCanie bicykla na 2 hodiny (5 eur)..1b
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- vypocet rozdielu 10—-5=5...1b

Percento Ziakov, ktori dosiahli urcity pocet
bodov
Pozi¢ovia N | Obodov | 1 bod 2 body | 3 body
Uloha 1 902| 30,82 8,76| 60,42
Uloha 2 902 43,51 29,74 4,77 21,98

Analyza riesenia:

1. tloha bola zamerand na zistenie matematickych kompetencii na urovni prepojenia.
RieSenie nebolo numericky naro¢né, dolezité bolo porovnanie jednotlivych stm.
Uspesnost’ rieSenia nebola na oéakavanej urovni. Podl'a tdajov z tabulky mézeme zistit’,
ze az 87,34 % ziakov, ktori pochopili text Glohy a ulohu zacali riesit’, tak ju aj spravne
doriesili.

2. uloha bola zamerana na zistenie kompetencii na trovni reflexie. Zadanie tlohy bolo
narocnejsie na Citanie s porozumenim a vysoké percento ziakov s dosiahnutymi 0 bodmi
poukazuje na to, ze mnohi ziaci rieSenie ani nezacali. Takmer tretina ziakov si zo zadania
vybrala iba informaciu o dvojhodinovom Adamovom vylete a tito spravne riesili, d’alej
v8ak nepokracovali. Podl'a udajov z tabulky moézeme zistit, ze az 82,16 % ziakov, ktori
pokracovali v rieSeni tlohy, tato tlohu spravne vyriesilo.

2 Navsteva divadla

Simon a Lucia ida s rodi¢mi na predstavenie Neberte nam princeznu do divadla Nova

scéna.

CEMMIIK PREDSTAWEMNT DIVAID LA MNOWA SCE RS

Cenové kategorie
A B C

Predstavenie

Boyand 17€
Neberte nam princeznu 12€
Fidlikant na streche 13€

Uloha 1. Vypotitaj, kol’ko € zaplatili za vietky listky, ak si ich kupili v cenovej
kategorii A.

Riesenie: Kupovali 4 listky po 13 eur (Neberte nam princeznti/ A)...4.13 = 52 (eur)
Spravna odpoved’. Za listky v cenovej kategorii A zaplatili 52 eur.

Uloha 2. Vypotitaj, kol’ko eur by usetrili, ak by si kuapili listky v cenovej kategorii C?
Riesenie: V kategorii C by platili 4.10 = 40 (eur); usetrili by...52 — 40 = 12 (eur)
Spravna odpoved’. Usetrili by 12 eur.

Vyhodnotenie
Uloha 1: Spravna odpoved’...2 b
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Spravny postup, ale numericka chyba, alebo nespravna odpoved'...1 b
Uloha 2: Spravna odpoved'...3 b
Netplné riesenie: - iba vypocet ceny listkov v kategorii C (40 eur)...1 b
- vypocet ceny listkov v kategorii C (40 eur) a vypocet
rozdielu, ale numericka chyba, alebo nespravna odpoved’...2 b

Percento Ziakov, ktori dosiahli ur&ity po¢et
bodov
Divadlo N | Obodov | 1 bod 2 body | 3 body
Uloha 1 874 36,38 3,78| 59,84
Uloha 2 874 38,79 5,38 2,06 53,78

Analyza rieSenia:

1. uloha bola zamerand na zistenie kompetencii na urovni prepojenia. Spravne rieSenie
spocivalo vo vyhladani udajov z cennika, pricom bolo potrebné brat do tivahy sucasne
predstavenie a kategoriu a zaroven, ak idi dve deti s dvomi rodi¢mi, tak ratat’ Styri osoby.
Uspesnost’ rieSenia nebola na oéakavanej urovni. Podl'a tdajov z tabulky mézeme zistit’,
ze az 94,06 % ziakov, ktori pochopili text Glohy a Glohu zacali riesit, tak ju aj spravne
doriesili.

2. uloha bola zamerana na zistenie kompetencii na urovni prepojenia. Text ulohy bol
struény, vysoké percento ziakov s 0 bodmi vyplyva z nizkej Gspesnosti rieSenia 1. Glohy.
Podl'a tidajov z tabul’ky mdzeme zistit', ze az 87,85 % ziakov, ktori pochopili text ulohy
a ulohu zacali riesit, tak ju aj spravne doriesili.

Dosiahnuta uspesnost’ rieSenia jednotlivych tloh poukazuje na problémy Ziakov, ktori boli

testovani, s ¢itanim s porozumenim a s nadobudnutim ,,vhl'adu® do podstaty tlohy.

Porovnanie vysledkov kontrolnej a experimentdlnej skupiny

Pocetnost a percentudlna uspeSnost’ rieSenia Ciastkovych 1loh vzhl'adom
na prisluSnost’ k skupine (K — kontrolna, E - experimentalna).

Percento Ziakov, ktori dosiahli urcity po¢et bodov
Uloha skupina N 0 bodov | 1 bod 2body | 3body
Pozicovna K 458 37,77 8,95 53,28
Uloha 1 E 444 23,65 8,56 67,79
Pozicovia K 458 42,25 32,16 2,40 23,19
Uloha 2 E 444 44,81 27,25 7,20 20,74
Divadlo K 455 40,65 3,53 55,82
Uloha 1 E 419 31,74 4,06 64,20
Divadlo K 456 42,32 5,28 1,53 50,87
Uloha 2 E 418 34,92 5,52 2,63 56,93
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uloha*skupina; LS Means
Current effect: F(5, 5220)=,43220, p=,82642
Effective hypothesis decomposition
Vertical bars denote 0,95 confidence intervals
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Obrazok : Vyhodnotenie vSetkych uiloh v teste vzhladom na kontrolnii K a experimentadlnu skupinu E

Porovnanim vysledkov experimentalnej a kontrolnej skupiny sme zistili, Zze experimentalna
skupina dosiahla Statisticky vyznamne lepSie vysledky ako kontrolna skupina, z ¢oho
vyplyva, Ze rieSenie naSich Uloh, zameranych na zvySovanie kompetencii, pozitivne
ovplyvnilo vysledky ziakov experimentalnej skupiny.

Zaver

V ucive matematiky je neustale potrebné riesit’ ulohy z realneho Zivota, aby sa prelinali
matematické poznatky s ich praktickym vyuzitim. Aj takto mozno naplnit’ jeden z cielov
vyudovania matematiky na 2. stupni ZS v stlade s ISCED 2, t. j. aby Ziaci nadobudli
schopnost’ pouzivat’ matematiku vo svojom budicom Zivote.

[1]

[2]

[3]

[4]
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BUDOUCI UCITELE A ROZVOJ GEOMETRICKE PREDSTAVIVOSTI ZAKU

JAROSLAV PERNY, JANA HANKOVA, TEREZA NOVAKOVA, TEREZA VOTRUBCOVA

ABSTRACT. The contribution describes options and themes for development of pupil's
spatial imagination, which were prepared by our students - future teachers. The mental
manipulation with plane and space objects is utilized for solving problems, mainly those
dealing with assembling and disassembling of figures and solids and with views of solids.
The task presentation is completed by suitable graphics.

1 Uvod

Jednou z vyznamnych kompetenci ¢loveka uziteCnou pro bézny zivot a zvlasté pak pro
nektera povoléni je geometricka predstavivost, jejiz Groven u nasi populace klesa. Jednim z diivodt
je mensi pozornost této problematice pfi vyuce nasich zakl na skolach. Mozné pficiny:
upiednostiiovani jinych témat v disledku snizeni ¢asové dotace na vyuCovani matematiky,
mensi pfipravenost ucitelll v této oblasti, ale i minéni, Ze geometricka piedstavivost je
vrozena a n¢kdo ji tedy ma a jiny ne. [ kdyz posledni diivod ma své urcité opodstatnéni,
presto je mozno predstavivost rozvijet u vsech zaku.

2 Hlavni ¢ast

Mezi moznosti, jak uroven geometrické piedstavivosti zvysit, je napf. zarazovat
nékteré prvky formou her jiz na 1. stupni ZS a obdobné je zafazovat do opakovani do
matematiky na 2. stupni ZS i na SS. Tyto hry a ulohy jsou Zzaky pozitivné piijimany, ale
vyZaduje to tvotivost ucitele.

Proto je velice dulezité jiz pfi vysokoskolské ptiprave budoucich uciteld zaméfit se na
tuto problematiku, nabizet studentim ukazky a naméty takovychto problémovych uloh a
hernich Cinnosti a vést je k vlastni tvotfivosti v této oblasti. Do didaktickych predmétii
zafazujeme Ulohy z tzv. spontanni geometrie, ktera studenti zpracovavaji jako semestralni
prace. Snazime se ziskat zejména studenty primarni Skoly pro tuto ,,jinou* geometrii, aby
napomohli zlepsit zminény stav.

Predkladam ukazky prace nasich studentek v oblasti rozvoje geometrické
predstavivosti zakt na Skolach, které provadéji béhem svych praxi a v rdmei Studentské
grantové soutéze TUL a dale je sami rozvijeji. Jsou pievazné ze ,,spontanni geometrie* a
jsou rozdéleny do nékolika typovych skupin: Sité téles, Skladani a rozklddani obrazcti a
téles (zejména krychlovych), Zobrazovani téles, Skryvacky obrazct.

2.1 Ukazka testu na geometrickou predstavivost (Jana Hankova)

1 . Ze kterych siti by bylo mozné slozit krychli? Zakrouzkuj ANO nebo NE.

ANO NE ANO NE ANO NE ANO NE ANO NE

Piispévek byl zpracovan v ramci feSeni projektu SGS-FP TUL €.5825/2010. 177
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2. Ktera krychlova télesa tvoii dohromady krychli?

B C
Al 2=z = — T N | ... o
D T17 Q11| ... o,
....... +.
NN\
E F
3. Na obrazcich je pét pohledl na sestavu téles pred tebou. Ptifad’ k obrazkiim
spravna oznaceni: zepiedu, zezadu, zprava, zleva, ze shora
A B C D E

zepiedu ..... zezadu ..... zprava ..... zleva ..... ze shora .....

Test byl zadan na &tyfech $kolach. Skola A v mengim mésté, skola B malotiidka, $kola C
s vyukou dle Montessori, §kola D Gplna vesnicka.

2.2 Vysledky testii na geometrickou predstavivost

Uloha 1:
primeérna usnésnost v nrocentech
100.00
80.00
60.00 - 8["‘;‘0
v
40.00 = Celko
20.00
0.00 4 A B C D
= Chlap 51.43 54.26 51.43 60 55
= Divk 46.67 54.26 60 60 58.18
O Celko 48.75 54.26 52.50 60 56.52
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Uloha 2:
pramérna usbésnost v nrocentech
100.00
80.00 B
60.00 B = Chlan
= Divk
40.00 E O Celko
20.00 B
000 T A B C C
= Chlao 85.71 90.48 90.48 81.48 91.60
= Divk 85.19 95.24 100 83.33 87.88
O Celko 85.42 92.86 91.67 82.05 89.85
Uloha 3:
primérna usnésnost v nrocentech
100.00
80.00
60.00 = Chlan
= Divk
40.00 B o Celko
000 Ty A B C C
= Chlap 51.43 54.26 28.56 64.44 76.67
= Divk 28.89 48.56 20 70 76.36
o Celko 38.75 51.42 27.50 66.15 76.52
;o y
3 Zavér

Domnivam se, ze predlozené ukazky prace studentek ukazuji moznosti ziskavani
student(i ugitelstvi 1. stupné ZS, ale i dal§ich stupiiti §kol pro vyuku geometrie. Spolu
s dostatecnou nabidkou namétd je moznou cestou ke zlepSeni urovné geometrické
predstavivosti nasich zakt. Takto pfipraveni tvofivi u€itelé dokazi Gsp€sné naméty
rozpracovat pii vyucovani a vytvaret z nich dalsi, tak aby zaky vhodné motivovali a
rozvijeli jejich predstavivost i dal§i pozadované kompetence.

Prilohy: (Tereza Novikovd — ukdzky pracovnich listii pro rozvoj piedstavivosti)

1.Rozdél obrazce jednim fezem tak, aby se 2.Rozstiihni Ctverec a sestav: ze 2 dill: ctverec,
z takto vzniklych Casti dal sestavit ¢tverec. trojuhelnik; ze 4 dilt: trojuhelnik, ctyfuhelnik

E i @
& mmm
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3. Ve spleti car uvnitt ¢tverce jsou skryty 2 obrazce,
které vidite vedle ¢tverce vpravo. Najdéte je. 4. Vyhledej shodné obrazce.

(SN AN

A Y

5. Dokreslete obrazky, aby byly soumérné podle osy 6. Kolik je tu trojuhelnika?

T ™
----------- v
vy
14

7. Kolik sklenénych tabulek bylo pouZito na stavbu téchto sklenik?

8. Ktera krychle je slozena z které sité?

2 cmm s O zﬁ
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(Tereza Votrubcovd — ukdzky pracovnich listii pro rozvoj pitedstavivosti pro SS)

Uloha ,,Pyramida‘

Cheopsova pyramida je 138 m vysoka. Pudorys
je ¢tvercovy s délkou strany ptiblizn€ 230 m .
Vypocitejte sklon stény Cheopsovy pyramidy.

- 138
Reseni: v=138 m tg a=tg—
115

a a=115m o =503

Uloha ,Krychlova télesa“

Na obrazcich mate pohledy na tutéZ stavbu sestavenou z krychli. Doplite budovu
na uplnou krychli o rozmérech 4x4x4 kostky. Kolik bude potfeba kostek?
(Napovéda: Dobie se
kostky dopocitavaji

| po jednotlivych

ju 5 | poschodich.)

" I

ReSeni: 1. patro 15 2. patro 11 3. patro 11 4. patro 8
Bude tieba 45 kostek.

Uloha ,Rez budovy

Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou HKP ur¢enou nasledovné:
K =83 PeBC;|BP|:|PC|=1:2.

ReSeni:
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Uloha ,,Studentské modely mést*

Na zdklade rFezu télesa rovinou, ktery jiz studenti sestrojovali sami, vyrobili model budovy.
= = -
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OVEROVANI HYPOTEZ A MATEMATIZACE VE STOCHASTICE
PRO UCITELE
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ABSTRACT. The paper concerns the stochastical education of teachers of mathematics.
Organization of the following three phases of verification of conjectures is investigated:
mathematization, calculation, interpretation.

Uvod

Predmétem prace je stochasticky aspekt vzdélavani ucitele matematiky. Prace se tyka
rozhodovani pomoci stochastiky, zda urcita skuteCnost je vysledkem nahody. Jde o
ovefovani jistych hypotéz. Jedna se o ukazani urcité specifiky stochastickych zavéru, které
pro praxi vyplyvaji z vypocitané pravdépodobnosti. Stochastické zavéry jsou nyni
dilezitym prvkem jak matematické, tak i obecné kultury souc¢asného ¢loveka.

V praci uvedené ulohy se tykaji svéta ,.kolem nas®“, a tedy nematematickych situaci a
problémt. Jsou to mimo jiné otazky:

— Zda urcita skute¢nost je vysledkem védomosti, talentu, jistych schopnosti nebo
hadani (tedy nadhody)?

— Zda znamka z testové zkousky je vérohodna? Jaké je riziko (nebezpeci), ze zak
uspéje v testu, 1 kdyz nema zadné znalosti a odpovédi pouze hada?

Hledani odpovédi na tyto otazky se zacina piekladem problému do jazyka matematiky,
tj. vytvofenim jisté matematické ulohy.

Problematika této prace se vztahuje na

a) ilustrace procesu aplikace matematiky (jde o autentické a spravné pro ucitele
ptiklady feSeni pomoci matematiky smysluplnych realnych problémi);

b) ukazovéni co, jak a pro¢ se matematizuje, konstruovani zplsobl simulace
nahodnych udalosti;

c) zvlastni prezentace teorie ovefovani hypotéz (jde o prezentace metodologie
stochastiky v ramci matematiky ,,pro kazdého, o adaptace této teorie na pudu
Skolské matematiky);

d) prezentace jistych paradoxt a jejich pouzivani pro matematickou aktivizaci (paradox
jako prostiedek jisté argumentace spojené z oveéfovanim spravnosti jistych
usuzovani); pouzivani matematickych fakti i vyplyvajicich z nich tusudkd jako
kritéria dikazu, ze intuitivni soud neni spravny (protoze kdyby byl, pak by z n¢ho
vyvozené disledky byly nesmyslné, jde tady o jisté logické argumentace);

e) usuzovani pomoci analogii, jejichz podstatou je spolecny tvar simulacniho schématu.

Jednim z cilu této prace je pokus o ukadzani, ze tvoreni uloh z po¢tu pravdépodobnosti,
hledani jejich feSeni a samotné feSeni je Siroce chapanou matematickou ¢innosti obsahujici
kromé vypoctu a dedukce také aktivity, jako je
— pievod nematematického problému do matematického jazyka, konstrukce

matematického modelu jisté soucasti skutecnosti a také
— interpretace vysledki vypocta.

Jedna se proto nejen o pocitani pravdépodobnosti, ale také o formulovani vérohodnych
usudkd, jaké pro praxi vyplyvaji z jeji velikosti, a téz dukaz této vérohodnosti.
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1 Kompedium ze stochastiky

Predmétem poctu pravdépodobnosti je konstruovani a zkoumani pravdépodobnostnich
prostorii. K tomuto zkoumani patfi formulovani rGznych vlastnosti téchto prostort.
Velikost pravdépodobnosti jevu je jistou vlastnosti takového prostoru.

V matematice ,pro kazdého“, a tedy rovné€Z ve stochastice pro ucitele, je
pravdépodobnostni prostor matematickym modelem nahodného pokusu, ktery méa nanejvys
spoCetnou mnozinu vysledkl a ktery se objevuje v pozadi situace spojené s hrou, s
hodnocenim jistého rizika, s rozhodovanim v riskantnich podminkach, s verifikaci jistych
hypotéz atd.

Diskrétnim ndhodnym pokusem nazyvame kazdy experiment O (redlny nebo
myslenkovy, viz [1], s. 16-17 a [4], s. 13), o jehoZz prub¢hu a vysledku rozhoduje vyhradné
nahoda a pfitom:

— mnozina vysledkit tohoto pokusu je konecna nebo spocetna a
— pro kazdy vysledek je mozno uréit a priori pravdépodobnost toho, Ze se pokus O
skon¢i timto vysledkem.

Hod korunovou minci je realnym nahodnym pokusem, hod symetrickou minci je
abstraktnim nahodnym pokusem. Matematika se zabyva jen abstraktnimi pokusy. W.
Feller je v [1] (s. 2) nazyva myslenkovymi experimenty (conceptual experiment). Ve
stochastice pro ucitele budeme také rozebirat redlné nahodné pokusy, budeme pro né
konstruovat matematické modely. Tento pfechod od reality do svéta matematiky ukazeme
jako matematickou ¢innost. Dobrou ilustraci této cesty je tvofeni stochastického modelu
nahodného kiizeni jedinct (panmixe). O tomto redlném ndhodném pokusu (jeho
vysledkem je potomklv genotyp) se hovoti v genetice (viz [5], s. 120-121).

1.1 Stochasticky model nahodného pokusu

Jestlize Q je mnozina vSech vysledkd diskrétniho ndhodného pokusu & a funkce p
ptifazuje ke kazdému vysledku pravdépodobnost, s jakou mize pokus O skoncit timto
vysledkem, tak dvojici (£, p) nazyvame stochastickym modelem pokusu & .

Funkce p je nezaporna a splituje podminku z p(®)=1. Model nahodného pokusu

weQ)
0 , a tedy dvojice (L2, p), je uz matematicky pojem.

Necht’ dvojice (Q, p) je stochastickym modelem ndhodneho pokusu o . Kazdy
jev A4 spojeny s timto pokusem 6 mulZeme ztotoZziiovat s mnoZzinou piiznivych mu
vysledkii pokusu &, a tedy s podmnozinou mnoziny (2. Mnozina Z vSech
podmnozin mnoziny Q (jako mnozina vSech jevil spojenych s pokusem o) je o -
algebrou podmnozin mnoziny €. Necht P je funkce urend na mnoziné Z s
hodnotami v mnozin€ R realnych ¢isel nasledujicim predpisem:

0, kdyz A=9,

(*) P(A) =1 p(w), kdyz 4 ={w},
z p(w), kdyz A je mnozina nejmén¢ dvouprvkova.
weA

Funkce P prifazuje ke kazdému jevu jeho pravdépodobnost. Snadno lze dokazat, ze
funkce P je pravdépodobnosti, a tedy trojice (€2, Z, P) je pravdépodobnostnim prostorem
ve smyslu axiomatické definice (viz [9], s. 261-262). Je to tzv. diskrétni ravdépodobnostni
prostor.
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Urnu, ve které je b bilych kouli a ¢ ¢ernych, ozna¢ime Uy+.. Urnu, v které je s kouli
ocislovanych od 1 do s oznaéime U, .

(4)
Q)
® el B

urna Us« urna Us« urna U,_

Obr. 1 Tri urny

1.2 Model losovani dvou kouli z urny U+,

Necht beN, a ceN,. Soucasné losovani dvou kouli z urny Uy« je nahodnym
pokusem 55*6 . Jsou tfi mozné vysledky tohoto pokusu:

@, : obé vylosované koule budou bile,

o, : jedna vylosovana koule bude bila, jedna Cerna,

w, : obé vylosované koule budou Cerne.
Lze dokazat (viz [5], s. 49), Ze stochastickym modelem nahodného pokusu 5172*0 je dvojice
(Q, p), pficemz

b(b-1 2bc c(c—1
(b+c§(b+2:—l) PO = ey @)= (b+c§(b+)c—1) '
Jev A={obé vylosované koule budou mit stejnou barvu} je v modelu ({2, p) mnoZinou
A={ w,,®, }, a tedy pravdépodobnost jevu 4 je Cislo

b(b—-1) c(c-1)

P(A4) = P({wy, 0,}) = p(@,) + p(®,) = brobie ) + brobic )

Tvofeni pravdépodobnostniho prostoru jako objektu svéta matematické abstrakce, ale
zaroven jako modelu konkrétni situace, je v [7] ukdzano jako Siroce chapand matematicka
tvorba.

Jev spojeny s nahodnym pokusem O nazyvame prakticky nemozny, pokud je jeho
pravdépodobnost mensi nez 0,05. Jev nazyvame prakticky jisty, pokud je jeho
pravdépodobnost vétsi nez 0,95. Cislo a = 0,05 nazyvame hladina vyznamnosti.

p(@,) =

Usudky tykajici se procesu rozhodovani a verifikace jistych hypotéz se opiraji o
nasledujici pravidlo praktické jistoty:
Jestlize je jev prakticky nemozny, miizeme si byt prakticky jisti, Ze nenastane.

1.3 Nahodna veli¢ina s Bernoulliho rozdélenim

Necht neN, a ueR, pficemz 0 < u < 1. Rikame, Ze S, je ndhodnou velicinou s
Bernoulliho rozdélenim b(n, u), pravé tehdy, kdyz

N R n—k _
P(S,=k)= . u' (1-u) pro k=0,12,....n.

Pocet rubti padlych v n-nasobném hodu minci (o tomto poctu hovoiime diive nez tento
pokus nastane) je nahodnou veli¢inou z rozdélenim b(n, 7).
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1.4 Pocet spojeni jako nahodna veli¢ina
Necht' O, je s-nasobnym losovanim bez vraceni kouli z urny U,_,,. O spojeni mluvime,

kdyz je cislo koule stejné jako cCislo etapy, ve které bylo vylosovano. Pocet spojeni v
ndhodném pokusu o, je ndhodna veli¢ina Y,. Lze dokazat, ze

P, =5)=—.
s!

1.5 De Moivreiv paradox
Jestlize S5, je poétem rubt padlych v 2n-ndsobném hod¢ minci, pak

2n
P(S,, =k)= {Zj{%} pro  k=01.2,...2n.

Cislo P ( S5, = k) je pravdépodobnosti jevu
{Son=k} = {v 2n-ndsobném hodé minci padne pravé k rubii}.

Zda se, ze lim P(S,, =n)=1. Lze dokazat, Ze
lim P(S,, =n)=0. (1)

n—>+o0
Hodnota n je modem (tedy nejvice pravdépodobnou hodnotou) ndhodné veliciny S,.
Odtud plyne, ze pro dostatecné velka n je

P(S,, =k)<a=0,05 prokazdé k=0,12,....2n. ()

2 Proces pouZivani matematiky

Reseni v praci uvedenych tiloh obsahuje:
— piechody od skutecnosti do svéta matematické abstrakce, to je etapa konstruovani
pravdépodobnostniho prostoru jako modelu vychozi mimomatematické situace, etapa
schematizace a matematizace, tedy etapa popisu této situace v kontextu urnovych schémat
typickych pro pocet pravdépodobnosti; to je fize matematizace;
— Cinnost ¢ist€ matematickou uvniti pravdépodobnostniho prostoru (jedna se zde o
matematické uvazovani a o poc€itani); to je faze vypocti a dedukct,
— navrat do skuteCnosti, formulovani zavért, které na téma vychozi mimomatematické
situace vyplyvaji napt. z velikosti diive vypocitané pravdépodobnosti (tedy napi. z faktu,
ze uvazovany jev je prakticky nemozny); tato etapa je fazi interpretace (je to ,,projekce
vysledki vypocta ,,do roviny reality*).

Rikame, Ze tloha zobrazuje proces pouzivini matematiky, pokud jeji feSeni obsahuje
fazi matematizace, fazi vypoctl a fazi interpretace (viz obr. 2). V této praci ukazujeme
priklady procesu pouzivani matematiky adresované uciteli matematiky.

faze 5
matematicky vypocti vysledek SVET
model —> vypodtu MATEMATIKY
faze faze . i
matematizace interpretace REAI;NY
SVET

matematicka situace

Obr. 2 Tri faze procesu pouzivani matematiky
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vvvvvv

stadiem feseni ulohy. Organizace faze matematizace a faze interpretace je také povazovana
za matematickou ¢innost.

3 Matematizace ve stochastice pro ucitele

Podle Hanse Freudenthala ucit matematizovat je hlavnim cilem vyuc¢ovani matematice
a matematického vzdélavani ([2]), pfitom teorie pravdépodobnosti vedle geometrie
poskytuje nejlepsi priklady ukazujici, jak se matematizuje.

Freudenthal chape matematizaci jako popisovani (uspofadani) reality pomoci pojmu
a jazyka matematiky. Z hlediska didaktiky matematiky ,,matematizovat® fragment reality
znamenda nahliZet tento fragment pfes ,,matematické bryle“. Pfes tyto ,,bryle” vidime jen
nejdalezitéjsi fakta, naopak zanikaji fakta druhotfadé. Pfes tyto ,,matematické bryle®
krabicka zapalek vypada jako pravouhly rovnobéznostén, o kterém se mluvi v geometrii,
zeleznicni spojeni mezi Pferovem a Olomouci jako usecka, a zapalka pii losovani pomoci
zapalek (viz [5], s. 26) jako koule. Plan Zelezni¢nich trati v Ceské republice je vysledkem
procesu matematizace. V této praci ukazujeme co, jak a pro¢ se matematizuje na zakladeé
stochastiky.

3.1 Znameni zvérokruhu 12 ndhodné se setkanych lidi a matematizace

Z abecedniho seznamu studentd na své prednasce stochastiky (na sekci uditelské)
vyberu prvnich dvanact. Drzim v ruce 12 minci o hodnoté 1 euro a uzaviram sazku
z témito studenty, a to takovou: — Jestlize se kazdy z vas narodil v jiném znameni
zverokruhu, dam kazdému euro. Ale jestli jsou mezi vami alespon dve osoby narozené ve
Stejném znameni zvérokruhu, da mi kazdy z vas 1 euro.

Opakuji tuto sazku ve skupiné dalSich 12 studenti v tomto seznamu. V situaci, kdy je
na piednasce 120 studentl tuto sazku opakuji desetkrat. Jesté nikdy jsem takovou sazku
neprohral (nikdy jsem také nevzal vyhrané Castky od studentll). Vznika tedy otazka:

— Pro¢ prakticky v kazdé skupiné 12 nahodné se setkanych lidi jsou aspon dvé
osoby, které se narodily ve stejném znameni zvérokruhu? Jak vysvétlit tento
prekvapivy empiricky fakt pomoci matematiky?

Jde o reflexi a posteriori (viz [4], s. 158 a 271), ktera inspiruje tlohu na vypocitani
pravdépodobnosti nekterého jevu. Ale tyto vypocty piedchazi matematizace (jde o
konstrukci pravdépodobnostniho prostoru, ve kterém se budou provadét tyto vypocty).

Ocislujme znameni zvérokruhu ¢isly od 1 do 12. Zajima-li nas znameni zvérokruhu
osoby, kterou nahodné potkame, pak je tato osoba kouli vylosovanou z urny Ui_,;.
Skupina 12 nahodné se setkanych lidi se stava vysledkem 12-nasobného losovani s

vracenim kouli z této urny. Tento nahodny pokus 5122 (uz jako objekt stochastiky) je
simula¢nim schématem jisté nematematické situace. Je to piiklad procesu matematizace.
Jev

A = {kazda koule vylosovand v pokusu é'é bude s jinym cislem}
je prakticky nemozny, nebot’ ve stochastickém modelu pokusu 512 mame

P(A4) =2 ~0,000 053723 (viz[5], s. 197).

12
Tento matematicky fakt ma svou interpretaci v ,,roviné reality*. Je prakticky
nemozné, aby ve skupin¢ dvanacti ndhodné se setkanych osob se kazdé narodila
v jiném znameni zvérokruhu.
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Pfedmétem prace je mezi jinym organizace faze matematizace a faze interpretace.
V dalich tivahach je moznd matematizace diky ptredpokladu, Ze je pravdiva néktera
hypotéza H,. Problém se tyka ovéfovani této hypotézy. Jde o:

— odkryvani prostredku této verifikace,

— uréeni podminek, za kterych o hypotéze nutno pochybovat, jde tedy o konstruovani tzv.
kritického oboru,

— objevovani chyb, kterych se vétSinou dopustime pii konstrukei tohoto oboru (jde tady o
chyby spojené s organizaci faze vypoctl a dedukce),

— objevovani specifiky stochastickych usudkt (jejichz zakladem je fakt, ze se stalo néco,
co je prakticky nemozné).

Matematizace je v uvedené situaci uréenim pravdépodobnostneho prostoru jako
modelu nematematické udalosti. Pti predpokladu, ze hypotéza H, je pravdiva, lze
povazovat touto udalost jako jist¢ urnové schéma, nebo jako hod kostkami, nebo jako n-
nasobny hod minci. Tyto (pro stochastiku typické) nahodné pokusy jsou simulacnimi
schématy vychozich udalosti, pokud je pravdiva hypotéza H,. Zakladem jeji verifikace je
to, Ze nastal n¢ktery jev (to je empiricky fakt). Jestlize (pii pfedpokladu, ze hypotéza H, je
pravdiva) je vyskyt tohoto jevu prakticky nemozny, tak jsou divody hypotézu H,
zamitnout.

Otazka, jaké prakticky nemozné jevy (spojené z vychozi situaci) davaji dostatecny
divod k zamitnuti hypotézy H,, se tyka kritického oboru. Jak ukazeme dale, intuice ndm
nabizi chybné odpovédi. Mluvime tady o stochastickych intuicich jako dilezitém aspektu
stochastické kultury ucitele matematiky (viz [4], s. 437-455 a [7], s. 486-487).

3.1 Védel celnik o paSeracich

Prezentaci uvedenych problémi je nasledujici priklad. Ze zahraniCi se vracela
skupina s turistd a mezi nimi byli dva paSeraci. Na hranici vzal celnik k osobni
prohlidce dva turisty, a ukazalo se, Ze oba dva jsou paSeraci. Vyskytlo se
podezieni, ze je nékdo udal. Opravnéné? Jak se to da feSit pomoci stochastiky v
pfipadé, Zze s = 57 Jak, kdyz s = 407?

Predpokladejme, ze je nikdo neudal. Kdyz pfijmeme tuto hypotézu Hy, znamena to, ze
celnik turisty vybral nahodné (losoval). Udalost na hranici je v takové situaci losovanim
dvou kouli zurny U,y (dvé Cerné koule jsou paSeraci). Toto losovani je simulacnim
schématem udalosti na hranici, za predpokladu, Ze je pravdiva hypotéza H,. Je to faze
matematizace.

Jestlize je hypotéza H, pravdiva, pak pravdépodobnost, ze celnik ndhodné vybere oba
paserdky je rovna pravdépodobnosti toho, Zze v losovani dvou kouli z urny Ui,y budou
ob¢ vylosované koule ¢erné. Vypocitani této pravdépodobnosti je faze vypoctu.
1° Jestlize s = 5 a hypotéza H, je pravdiva, pak pravdépodobnost, Ze celnik nahodné
vybere oba paSerdky je rovnats. Neni tedy tak malay; > 0,05. Lze tedy ndhodou vybrat
oba paseraky. Nejsou tedy zaddné diivody k podezieni nékoho z udavacstvi. Zminény fakt
(celnik vybral oba paseraky) nedava dtvody pro zpochybnéni hypotézy H,.
2° Nas vztah k hypotéze Hy o nahodném odhaleni dvou paserakd by se musel zménit,
kdyby tito dva paseraci byli ve skupiné s dal§imi 38 poctivymi turisty. V takové situaci (s
= 40) pravdépodobnost nahodného vybéru obou paserdkl je rovna 4335, tedy =ig.
Vsimnéme si, ze =5 = 0,00128 < 0,05. Nahodou vybrat oba paseraky je tady prakticky

nemozné. Fakt, Ze celnik vybral oba paSeraky, dava dostatecné divody k tomu, aby byla
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zpochybnéna hypotéza H,. Tato skutecnost je (nejpravdépodobnéji) vysledkem udavacstvi,
a nikoli nahody.

Formulovani téchto usudkti na téma udalosti na hranici, které vyplyvaji z faze vypocti,
je faze interpretace. Ukazany priklad ovéfovani jisté hypotézy je tedy ilustraci procesu
pouzivani matematiky.

4 Nékteré druhy testovych forem kontroly znalosti

Rozhodovani pomoci stochastiky, zda urCitd skuteCnost je vysledkem védomosti,
talentu, jistych schopnosti nebo hadani, tedy ndhody, budeme ilustrovat na piikladech
znamych testovych zkousek.

Test T1. Na hodin€ chemie zak dostava soubor s nazvii chemickych sloucenin. Mezi nimi
jsou dva aldehydy, které je tfeba podtrhnout. Pfi spravném oznaeni obou aldehydd zak
dostane pozitivni znamku (jako ohodnoceni jeho znalosti z chemie).

Test T2. Pii provérce z Cestiny jsou pouzity dva seznamy: seznam s spisovatelii a seznam
s jejich citatl. Je tfeba rozhodnout, ktery ze spisovatelll je autorem kterého z citatl. Za
vSechna spravna spojeni autora s jeho textem zak dostava pozitivni znamku.

Test 73. V pisemce ze zeméepisu zak dostal n otazek. Ke kazdé jsou pfipojeny dveé
odpovedi ano nebo ne a zak ma podtrhnout spravnou. Pozitivni znamku zak dostava za
podtrhnuti vSech spravnych odpovédi.

Test T4. Test z biologie obsahuje n otazek, kde je ke kazdé ptipojeno s odpovédi, z nichz
je jen jedna spravna. U kazdé otazky ma zak podtrhnout spravnou odpovéd.

Nazyvejme uspéchem spravné oznaceni jednoho aldehydu v ptipadé testu T1, spravné
spojeni autora z jeho citatem v ptipad¢ testu 72, ukazani spravné odpovédi na jednu otazku
v pripade¢ testd 73 a T4. Za piedpokladu, ze zak hada (ponévadz nic neumi — to je hypotéza
H,), je pocet zakem ziskanych uspécht (pokud o ném mluvime nez se zane vypliiovani
testu) nahodnou veli¢inou.

5 Vérohodnost pozitivni znamky, matematizace a ovéirovani jistych hypotéz

Kazda ze zminénych forem kontroly znalosti inspiruje otazky:
1. Zda pozitivni znamka v situaci, kdy zak ziskal jen uspéchy, je vérohodna?

2. Od kolika spravné ukazanych odpovédi (Uspéchu) mizeme usuzovat, Ze zak
ma znalosti, a tedy které pocty uspéchll svéddi proti platnosti hypotézy Hq?

Jde tady o urceni pravidla vérohodného ohodnoceni vysledk jistych testovych forem
kontroly znalosti. feSeni tohoto nematematickeho problému je ilustraci procesu pouzivani
matematiky, obsahuje totiz (jak to ukazeme dale) vSechny tfi faze tohoto procesu.

V ptipadé kazdého testu predpokladejme, ze zak hada. Jde o (nulovou) hypotézu
Hy: Zdk z latky obsazené v testu nic neumi. Smysl tohoto rozhodnuti spo¢ivéa v tom, Ze:

a) v této situaci zak nema ziskat pozitivni znamku,
b) diky pfedpokladu, ze hypotéza H, je pravdiva, je mozna organizace faze matematizace.
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O poctu uspéchll hovoiime neZ se zapocne s vypliiovanim testu. Hypotéza H, tika, ze
zak hada, a tedy vypliovani testu je — z hlediska stochastiky:
— losovanim dvou kouli z urny Uj,.)+, pocet ziskanych Gspéchti je poctem cernych kouli
mezi dvéma vylosovanymi, je to nahodna veli¢ina Xj;
— s-nasobnym losovanim bez vraceni kouli z urny U,_,, pocet ziskanych tuspéchu je
poctem spojeni, a tedy nahodnou veli¢inou Ys;
— n-nasobnym hodem minci, poet uspécht je poctem padlych rubtl, je to ndhodna
veli¢ina Z, a Z,: b (n,%);
— n-nasobnym losovanim s vracenim kouli z urny Ui )+, pocet uspéchl je poctem
gernych kouli vylosovanych v tomto pokusu. Je to ndhodna veli¢ina S, : b (n,1).

Odpovédi na 1. otazku vyplyvaji z velikosti pravdépodobnosti:

P(X; =2), v ptipadé testu T1 (je to zlomek 5 );

P(Y, =), v piipads testu T2, (je P(Y, =s)=-1);

P(Z, =n), v ptipadé testu T3, (je P(Z, =n)=(1)");
P(S, =n), v piipads testu T4, (ie P(S, =n)=(1)").
Necht' s = 40 v piipadé zkousky T1. Mame
P(X;‘O _ 2) :L :L ~0,00128,
40-39 780

a tedy pfi spravném oznaceni obou aldehydii v testu 71 pozitivni znamka je vérohodna.
Spravné ukazani obou aldehydu (a tedy jistd empiricka skute¢nost) svéd¢i o znalosti (dava
divod pro zpochybnéni hypotézy H).

Vsimnéme si analogie mezi oveéfovanim této hypotézy H (Zdk nic neumi z chemie) a
hypotézy, ze nikdo neudal na hranici v ptipadé skupiny 40 turista.

Prepokladejme, Ze na proveérce z Cestiny (test 72) s = 13. V této situaci je

1 1
PY,=13)=—=——"—"—""—.
13! 6227020800
Pozitivni znamka za vSechna spravna spojeni autora s jeho textem je vérohodna.
Vratme se k testu 73. Necht’ n = 20. VSimnéme si, ze

1 1

20
P(Z,=20)=| | =—
2) 1048576

Pokud zak ukaze 20 spravnych odpoveédi, mize dostat pozitivni zndmku. Ziskani takového
mnozstvi tspéchii cestou hadani je totiz prakticky nemozné. Takovy pocet uspéchll svédci
proti hypotéze H,.

Tyto usudky patii k fazi interpretace pii feSeni problému vérohodnosti pozitivni
znamky z testové zkousky..

~ 0,000 0009.

6 Faze interpretace a chyby spojené s urcenim kritického oboru jako didaktické
zvlastnosti

Vratme se k otazce 2. Pro kazdou ze zminénych ndhodnych veli¢in v mnoziné jejich
hodnot je potiebné vyznacit ty, které hovoii proti hadani (a tedy proti hypotéze Hy). Je
samoziejmé, ze tady jde o ty nejveétsi hodnoty. Musime tedy urcit, jaky je minimalni pocet
uspéchi, abychom si byli prakticky jisti, Ze to neni vysledek hadani, ale znalosti.
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Mnozinu t&chto po¢ti uspéchi, které svedéi proti hypotéze Hy oznaéme AY , kde o je
hladinou vyznamnosti. Tato mnozina se nazyva kritickym oborem. Rozhodli jsme, ze
— v piipadé testu Tl as=40je 2 € Ag,os ,

0,05

— v piipadétestu T2as=13je 13 e A},
— v piipadé testu T3 an =20 je 20 € A%

Vratme se k testu 73. Rozhodujeme-li, zda je mozné povaZovat za ptipraveného i
zaka, ktery ma 19 uspéchi, slySime nejcastéji navrhy, ze budeme postupovat analogicky
jako v piipadé 20 uspéchd, tj. uréime P(S,, =19). Je-li P(S,, =19)<a =0,05, pak
hypotézu H, zamitame.

Z (2) vyplyva, ze pii dostatecné velkém poctu otdzek ve zminovaném testu kazdy
pocet Gspechil by svédcil proti hypotéze Hy, a to je nesmysIné.

Interpretace feseni ulohy zformulované nejprve ve fazi vypocta vede k zavérim, které
jsou v rozporu se zdravym rozumem. Faze vypocti zde byla organizovand nespravné
(zformulovana chybna uloha). Fazi vypocti musime tedy organizovat jinak (musime ji
zacit znovu). Hleddme nyni nové, spravné kritérium (podminku) urceni kritického oboru.
Hovoiime tady o zvlastni matematické aktivite.

Vratme se k testu 73. Ke zjisténi, zda 19€ Agb‘” , musime rozhodnout, zda
P(S,, 219) <a =0,05, anikoli, zda P(S,, =19)<a =0,05.
Kriticky obor je mnozinou A% ={k,gs, ks +1,...,20}, pidemz k,,s spliuje
soustavu podminek:
P(Syy 2 ky5)<0,05 a P(Sy, > kyos—1)20,05 a S, :5(20,7).
Lze dokazat, ze

P(S,, >15)~0,0207 < 0,05 a P(S,, >14)~0,0577 > 0,05,
atedy A%” =1{15,16,17,18,19,20} .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
—-O0—O0—"0C0—""0C—"0C0—"0C—""0C—"0C—0C—"0C0—"0C—"0C—"0C—"0C—0—0—0—0—0—0—

Obr. 3 Kriticky obor AgE)OS k testovani hypotézy Hy, Ze Zak hada

Pokud na provérce ze zemépisu zak uvede k spravnych odpovédi a £ >15, mizeme mu
dat pozitivni znamku. Oznacit tak velky (protoze nejméné rovny Cislu kg s =15) pocet
spravnych odpovédi cestou hadani je totiz prakticky nemozné.

Vratme se k testu 71. Necht' s =40 a X ; 0 je poctem spravné oznacenych aldehydu, a tedy
poctem cernych kouli mezi dvéma vylosovanymi z urny Usgs,. Necht’ Ag,os je mnozinou
téch hodnot nahodné veliginy X.°, které svéd&i proti hypotéze H,. Dokazali jsme, Ze
2e AY”.
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Mame
2-38-2Jr 2 _ 76 N 1 _ 77
40-39 40-39 780 780 780

atedy 1¢ Ag,os . Za spravné oznaceni jen jednoho aldehydu v testu 71 pozitivni znamka

PX) =)=

~0,1>0,05,

neni vérohodna.
Lze dokazat (viz [10]), Ze v piipade testu T3 ¢islo k, urCujici kriticky obor, je funkce

¢isla n, kde:

n | 304050 |60 |70 80190100
kops | 21 | 26 |32 137143 1485459

Usudky vyplyvajici z této tabulky to jsou dalsi zavéry tykajici se faze interpretace.
Stanoveni pravidel pro hodnoceni vysledki testd je vyjadienim statistické metody
ovérovani hypotéz. Vyse jsme utvotili tzv. fest jistoty k ovéfeni hypotézy, ze zak hada.

7 Analogie jako podstata stochastickych usudki

Evidovani a vyuzivani analogii se fadi v [3] k dulezitym matematickym aktivitam.
Podle Stefana Banacha percepce analogii a jejich pouzivani je skuteénym mechanismem
matematické tvorivosti. Dalsi ptiklady ukazuji, jak diky analogii feSeni jedné ulohy se
stava feSenim jiné. Podstatou analogie je spolecny tvar simula¢niho schématu udalosti, o
kterych se hovofti v téchto ulohach.

Piiklad 7.1 Policie chce zaméstnat pracovnika, ktery dokaze urcit charakterové
rysy Clovéka na zakladé jeho rukopisu. Pfihlasil se kandidat, ale musi udélat test.
Kandidat dostal 13 popisu charakterovych ryst 13 rlznych osob a na jiném papiru
¢asti rukopisll téchto osob. Kandidat spojil vSechny popisy charakterovych rysa se
spravnymi vzorky pisma. MuzZe byt zaméstnan u policie? Mize se na zakladé
ziskaného vysledku mluvit o jisté schopnosti (o talentu)?

Piiklad 7.2 Reditelstvi méstskych kavaren hleda pracovnika, ktery by kontroloval,
zda v kavarnach ¢isnici spravné uctuji pfisluSnou cenu za podavany druh kavy. V
téchto kavarnach je podavana kava dvou druhl. Salek kazdého druhu ma jinou
cenu. Prihlasila se pani Novakova, ktera tvrdi, Ze ma schopnost rozliSovat podle
chuté druh kavy. feditelstvi se rozhodlo ovéfit schopnost této pani. Byly ji podany
dva Salky kavy, pfiemz v kazdém byla kava jiného druhu. Pani Novakova spravné
urCila druh kavy v téchto Salcich. Tento pokus byl opakovan 20 krat. Pani
Novakova 20 krat spravné urcila druh kavy. Dava tento fakt dostateény divod, aby
bylo mozné tvrdit, Ze pani Novakova ma schopnost potfebnou pro tuto praci?

Rozhoduje se tady, zda fakt, Ze pani Novakova 20 krat spravné ohodnotila druh kavy
je vysledkem jeji schopnosti nebo hadani, a teda nahody. Jde o analogicky problém s
problémem spojenym s testem 73.

Piiklad 7.3 Hranicni strazi nabidli psa, ktery (podle jeho majitele) ma schopnost
hledat narkotika. Psa podrobili testu. Do dvou z 20 kusu batoh( umistili narkotika.
Pes o€uchal batohy a spravné ukazal na dva s narkotiky. Je mozné na zakladé
této skute€nosti tvrdit, Ze pes ma schopnost (talent) na hledani narkotik?
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Piiklad 7.4 V kulturni &asti sobotnich novin jsou umisténé fotografie znamych
hercl. Je jich 13 a jsou rozdélené na dvé Casti. V prvni Casti jsou fotografie
souc€asné, v druhé jejich fotografie z détstvi. ¢tenafi maji ke kazdému herci pfifadit
jeho fotografii z détstvi. Pro ty, ktefi pospojuji vSechny fotografie spravné, je
pfipravena odména. V denniku je napsané, Ze v pfipadé této soutéZe je
odménéna schopnost poznavani tvare dospélého Elovéka z jeho vzhledu v détstvi.
Dale je napsané, Ze je odménéna schopnost rozpoznat charakterové rysy tvare
herct z jejich fotografii z détstvi.

a) Jak mnoho je pravdépodobné spravné spojeni vSech dvojic v situaci, kdy
oba druhy fotek se vybiraji ,Cistou” nahodou? Jaka je tedy Sance pro
obycCejného Clovéka ziskat uvedenou odménu?

b) &tenar spravné spojil 10 dvojic fotografii. Nedostal tedy odménu. Napsal do
redakce denniku odvolani, v kterém tvrdil, Ze jemu odména patri tez, protoze
pocet 10 zasahu svéd¢i o jeho talentu. Jaky je tvij vztah k tomuto nazoru ¢tenare?
Mé&l by mit tento ¢tenar podle tebe narok na odménu?

8 Priklady rozhodovani, zda urcita skutecnost je vysledkem nahody

Priklad 8.1 Dité pfi hrani s 12 kostkami s pismeny a, b, ¢, d, e, f, g h, i, J, k I, m, n, o,
p. 1S, L g, u, w, v, z, x, slozilo slovo plavec. MUZeme usoudit, Ze jiz umi Cist a psat?

Jedna se tady o rozhodovani na zakladé poctu pravdépodobnosti, zda urcitd skutecnost
(dite slozilo smysluplné slovo) je vysledkem talentu, védomosti, schopnosti (¢teni a psani)
nebo také nahody. K rozhodnuti o tom je tfeba vypocitat pravdépodobnost slozeni slova
plavec ndhodou.

Jestlize predpokladame, Ze dité neumi ¢ist a psat (hypotéza Hy), pak pravdépodobnost

slozeni slova plavec nahodou je rovna a tedy je velice mald. Tento fakt (dité

1
127512000 >

slozilo smysluplné slovo) hovoii proti hypotéze H, (dava dostate¢ny divod pro zamitnuti
hypotézy Hy).

Piiklad 8.2 Test na ziskani fidi€ského prukazu sk. B v Polsku obsahuje 25 otazek,
ke kazdé z nich jsou pfifazeny Ctyfi odpovédi, z kterych je jen jedna spravna. Je
10 souborli otazek. Pred zkouSkou se losuje jeden soubor. Zkouska je
povaZzovana za Uuspésné absolvovanou, jestlize pocet chyb neni vétsi nez 3. Najdi
pravdépodobnost uspésSného absolvovani zkousky uchazecle, ktery se na test
nepfipravil a nezna dopravni predpisy. Zavisi tato pravdépodobnost na poctu
souboru?

Priklad 8.3 Pan Novak dostal 12-krat pokutu za nespravné parkovani auta v noci.
V8echny pokuty byly ulozeny v pondéli a utery. Vyplyva z toho, Ze v téchto dnech
tydne jsou kontroly pfisné&jsi, takze v téchto dnech by se vyplatilo pouzivat placené
parkovisté?

Priklad 8.4 Pan Novak tvrdi, Ze ma schopnost predvidat, ktery symbol padne v
hodu minci. Aby se zjistilo, zda mluvi pravdu, byl hod minci opakovan 20 krat.
Pfed kazdym hodem pfedvidal, co padne, a 12 krat byl uspésny. Nakolik je
pravdépodobné, ze pomoci hadani (ij. pfi nedostatku talentu, o kterém je tady
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zminka) bude pocet tref rovny nejméné 127 Dovoluje nam velikost této
pravdépodobnosti zaujmout stanovisko k tvrzenim pana Novaka (a jaké)?

Priklad 8.5 Ve Ctyfech po sobé nasledujicich rozdanich karet v bridZi jisty hra¢ ani
jednou nedostal eso. Prohlasil tedy, ze dnes mu karta nejde. Ma divody k tomu,
aby se vymlouval na smalu?

O smtule (nebo stésti) mluvime, kdyz se stane néco, co je prakticky nemozné. Pocet
téchto rozdani (ze Ctyt), ve kterych hra¢ ziska alesponi jedno eso, ozna¢me S. V tloze se
jedna o P(S =0).

Piiklad 8.6 V pekarné byla zvefejnéna denni nabidka: Dnes proddavime rohliky s
hrozinkami. Dohromady bylo upecenych s stejnych rohlikii z tésta, do kterého jsme vioZili k
hrozinek. Koupil jsi si jeden rohlik, ale zadna hrozinka v ném nebyla. Muzes se citit

podvedeny v situaci, kdy s=k=6?
Piiklad 8.7 Ve vyzkumech telepatie se provadi nasledujici dikaz. V jedné

Obr. 4 Zenerovy obrazce

mistnosti se ukazuji v nahodném poradi tzv. Zenerovy obrazce (obr. 4). Je mozné
hovofit o jejich pétinasobném losovani bez vraceni. Osoba, tvrdici, Ze ma
telepatické schopnosti, hada v druhé mistnosti vjakém pofadi jsou obrazce
ukazany. Pfi jakém poctu uhodnutych pfFipadl by bylo mozné hovofit o
telepatickych schopnostech osoby, ktera se uc€astni v popsané seanci? Jak se
zméni odpovéd na tuto otazku, kdyZz se Zenerovy obrazce losuji pétkrat s
vracenim?

Predpokladejme, ze tato osoba nema telepatické schopnosti. Je to hypotéza H,. Pocet
spravnych spojeni v 5 pokusech je tedy nahodnou veli¢inou Ys. Lze dokazat, ze

44 45 20
P(X=0)=—- 1/, PX=)=—01,  PX=2)=—,
X=0=1% X=D=1% (X=2=1%
10 1
P(X=3)=—1),  P(X=4)=—.
X=3=1 X=9=10

Jak tuto informaci pouzit pii feSeni posledni ulohy?
Predchazejici priklady ilustruji co, jak a pro¢ se matematizuje, a tedy pro¢ nékteré

realné situace interpretujeme jako losovani kouli z urny, vykladani karet do fady (po
zamichani balicku), hody kostkami anebo hody mincemi.
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ABSTRACT. In this paper, there will be described the skills of primary school students for
solving selected part in solid geometry and the influence of projecting methods to this skills
with regard to the student’s age.

Uvod

Spravna piedstava o prostoru a geometrickych zakonitostech v ném je nezastupitelna
pro celou fadu ¢innosti ¢loveka. Piesto, ze stereometrie je zafazovana az do vyuky déti
star§iho Skolniho v&ku, méla by byt prostorova predstavivost rozvijena co nejdiive, alespon
na jednoduchych problémech, pifipadné formou didaktickych her. Jednou z klicovych
dovednosti, z nichz se sklada prostorova predstavivost je schopnost interpretovat rovinny
nakres prostorovych situaci. Tato schopnost nabyva na dilezitosti obzvlasté s rostoucimi
grafickymi moznostmi vypocetni techniky.

Prestoze lidské vidéni je perspektivni, je  nejstar§Sim zplisobem zobrazovani
prostorovych situaci rovnobezné promitani. Perspektiva se sice objevuje jiz v antice, ale
komplikace pii objevovani, teoretickém a fyzikalnim zdlivodnéni jejich principti a
obtiznost konstrukci brzdily jeji vyuziti, takze v plném rozsahu se v malifstvi prosadila az
pocatkem 15. stoleti.

Soucasny trend ve vypocetni technice preferuje zobrazovani prostorovych situaci
pomoci (linearni) perspektivy, tzv. fotorealisticky. Naskyta se tedy otazka zda a do jaké
miry je vhodné pouzivat fotorealistické obrazky pti tvorbé didaktickych pomiicek pro
rizné vekové kategorie zaku.

Test

Testovani subjektivniho vnimani obrazkti a prostorové piedstavivosti s ohledem na
dva riizné typy obrazkt jsme provedli na Zacich 3., 4., 5. a 6. tfid zakladni Skoly.
Celkem 12 tkoll, zaméfenych na stereometrii, bylo rozdéleno na 8§ ukold vénovanych
pocitani kosti¢ek ve stavbé z krychli a 4 ikoly na dopliiovani tetramina do stavby
z krychli.

Test byl détem predlozen v elektronické interaktivni podobé, zvolena varianta
odpovédi se oznacila mys$i na monitoru pocitace. Dvé varianty testu se liSily pouze typem
obrazku.

V jedné varianté testu byly obrazky fotorealistické (vytvofeny programem POV-Ray).
Protoze jsme ocekavali, Ze interpretace perspektivy muize byt obtizna, bylo zkresleni
obrazki pfimérené potlaceno tim, Ze vrcholovy uhel zorného kuzele byl zvolen pouze 12°
(pokud predpokladame, ze zobrazovany piedmét se nachazi tésné za primétnou, pak
distance, vzdalenost stiedu promitani od primétny, byla zvolena pfiblizné¢ desetkrat vétsi,
nez rozméry zobrazovaného tutvaru). Pro zvyseni fotorealistického efektu byly jednotlivé
stény prislusné osvétleny.

Tento ¢lanek je podporovan projektem CZ.1.07/1.2.10/02.0051 - Zkvalithovani procesu vzdélavani déti a 197
zakl nadanych a zaku se specifickymi poruchami uceni.
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Ve druhé varianté bylo pouZzito volné rovnobézné promitani (obrazky byly vytvofeny
programem METAPOST) pfi¢emz krychle byly zobrazeny béznym zpiisobem, kdy jedna
ze stén krychle je v prucelné poloze a volné rovnobézné promitani ma parametry (45°, 1/2).
Pro vétsi nazornost byla stavba vzdy monochromaticky vybarvena. Srovnani obou typt
obrazkli mtizeme vidét na obrazku 1 (jedna se o posledni ulohu testu).

17 17

12. Ktery z dilki stavebnice doplni stavbu na krychli? 12. Ktery z dilki stavebnice doplni stavbu na krychli?

i /
lise| al

&

Pfi prvnim seznameni s testem déti (i ptihlizejici vyucujici) okamzité reagovali na
variantu obrazkl v testu, pfiCemz fotorealistické obrazky posoudili jako péknéjsi a
zajimavejsi a pérové kresby Casto povazovali za pocitacovou chybu v zobrazeni testu.

Test sledoval tyto aspekty:

(a) - (b) . = (c) E’ (a) (L
mﬁ’ %;1” N %B

Obrazek 1: Srovnani testovych uloh s riiznymi typy obrazkai.

1. zavislost schopnosti fesit vybrané stereometrické ulohy na véku zéaka, s hypotézou
Ze s rostoucim veékem tato schopnost roste,

2. zavislost schopnosti fesit vybrané stereometrické tlohy na typu obrazku a na véku
zaka s hypotézou, Ze s rostoucim vékem se zavislost bude zmensovat, jelikoZ starsi
zaci jsou schopni lepsi abstrakce,

3. zavislost schopnosti fesit vybrané stereometrické tllohy na typu obrdzku a na
naroc¢nosti ulohy s hypotézou, Ze u jednoduchych tloh nebude zavislost tak patrna
(nevyzaduji hlubsi predstavivost).

Test byl konstruovan motivacné tak, aby i déti ve tieti tfid€ vytesili spravné vice nez
polovinu otazek, pficemz jako komplikovanéjsi otazky byly mysleny otazky 5,6,7,8,12.
Zastoupeni jak jednodussich tak komplikovanéjsich otazek nam zaroven slouzilo k ovéteni
predpokladu, Ze u méné naro¢nych tloh by vliv zobrazovaci metody nemél byt vyrazny.

Vysledky testu

Testu se ucastnilo 68 respondentd, pfiCemz rozlozeni v jednotlivych tfidach bylo
nasledujici:

3.tfida |4.tfida |5.tfida |6. tfida | Celkem
28 11 17 12 68

Tabulka 1. Pocet testovanych Zdkii.

Celkova uspésnost zaku pii feSeni jednotlivych otazek je uvedena v tabulce 2.
Otazka ol 02 03 o4 o5 o6 07 08 09 o0l0 oll ol2

Uspésnost (%) 8 93 65 88 41 38 9 34 81 8 93 49

Tabulka 2. Procentualni uspésnost respondentii v jednotlivych otazkach.
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Srovname-li vysledky bez rozdilti v typu obrazka (viz obrazek 2 a tabulka 2), je vidét,

ze zminéné otazky 5,6,8 a 12 byly opravdu naro¢néjsi. Piekvapiveé uspésné byla feSena
otazka €. 7.

0.6

0.4

0.2

0.0

ol 02 o3 o4 o5 o6 o7 o8 09 o010 o011 o012
Obrazek 2.spésnost v FeSent jednotlivych uloh celkové za vsechny respondenty.

Zavislost schopnosti F'eSit vybrané stereometrické ulohy na véku Ziaka

Primérny pocet spravnych odpovédi v testu roste s rostoucim vékem zakl
(viz tabulka 3, 4 a obrazek 2).

Trida Pramér. pocet Uspé&snost (%)
vyftesenych uloh
3 7,1 59
4 8,5 71
5 9,6 80
6 9,6 80

Tabulka 3: Uspésnost pii FeSeni testu v jednotlivych tiiddch.

Pokud vyjadiime zavislost poctu spravnych odpovédi na ro¢niku dostavame, Ze tato
zavislost se da vyjadrit linearni rovnici

x=092(x-2) 16,3,

kde proménna x je ro¢nik respondentii. Pro koeficient a = 0,92 je p-hodnota t-testu
p=0,00012, pro koeficient »=6,3 je p-hodnota t-testu, p <2.10"'° pii 66 stupnich
volnosti. Nulovou hypotézu: uspésnost reseni testu nezavisi na veku respondentii, mizeme
zamitnout.
o jednu vyfeSenou otazku lepsi.

Pokud se podivame podrobné¢ na procentualni uspéS$nost v jednotlivych tiidach
(viz tabulka 4, obrazek 3) je ziejmé, ze vyrazné rozdily vznikaji pfedev§im u otazek

vvvvvv

kategorii vyrovnané.
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Ttida\Otazka ol 02 03 o4 05 06 o7 o8 09 0l0 oll ol2

3 79 93 50 79 29 21 93 7 71 71 93 29
4 91 91 55 82 27 45 91 45 91 91 91 55
5 88 88 88 100 59 65 76 71 82 94 94 53
6 92 100 75 100 58 33 100 33 92 O 92 83

Tabulka 4: Procentualni uspésnost pri reSeni uloh v jednotlivych tiidach.
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Obrazek 3: Uspésnost pri Feseni vloh v jednotlivich tiiddch.

Zavislost schopnosti i‘eSit vybrané stereometrické ulohy na typu obrazku

Zhodnotime-li vysledky u jednotlivych odpovédi s ohledem na typ obrazku pouzity v
testu (viz tabulka 5, obrazek 4) vidime, Ze v obtiznych otazkach, je velky rozdil v tom jak
je tesili respondenti vzhledem k typu obrazku, ktery byl do testu zafazen, zatimco u
jednoduchych uloh tento rozdil je minimalni. Grafy tak:wé ukazuji, Ze fotorealistické
zobrazeni obrazkd znamena pro mladsi déti znacnou piekazku pfi feSeni testu.

Pokud testujeme F-testem zda typ obrazku ovliviiuje uspéSnost pii feSeni testu ve
vSech otazkach, dostavame p-hodnotu F-testu p = 0,0957 pii 66 stupnich volnosti, a tedy
nulovou hypotézu: typ obrazku neovliviiuje vysledek testu, bychom mohli zamitnout na
hladin¢ vyznamnosti 0,1. OvSem tento vysledek neni pfilis statisticky prikazny.

Pokud se ovSem soustfedime na otazky obtizné dostavame vysledky siln¢jsi. Pokud
testujeme zda typ obrazku ovliviiuje UspéSnost pii feSeni téch uloh, které jsme pii
sestavovani testu povazovali za obtizné, tj. ulohy 5,6,7,8,12, a pokud navic pfidame otazku
3, ktera se jevila obtizna respondentiim, je zavislost vysledku u téchto otazek na pouzitém
typu obrazku vysoka ve 3. a 4. tfid¢€ (viz obrazek 5).

Typ \ Otazka ol 02 03 o4 o5 o6 07 o8 09 o010 oll ol2
obrazku

VRP 84 & 71 87 53 53 8 39 87 87 92 53
FR &8 97 57 90 27 20 90 27 73 83 93 43

Tabulka 5: Procentualni uspésnost pri reSeni uloh v zavislosti na typu obrazku (VRP — volné
rovnobézné promitani, FR — fotorealistické zobrazeni)

200



FAKTORY OVLIVNUJICI GROMETRICKOU PREDSTAVIVOST ZAKU ZS

@ VRP
—_ O FR
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Obrizek 4: Uspésnost v Feseni tiloh v zavislosti na typu obrdzku (VRP — volné rovnobézné
promitani, FR — fotorealistické zobrazeni).
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Obrazek 5: Zavislost uispésnosti pri reSeni vybranych otdzek na typu obrazku v jednotlivych
triddach (VRP — volné rovnobézné promitani, FR — fotorealistické zobrazeni).

Pti F-testu zavislosti uspé$nosti feSeni vybranych otazek ve tieti a ¢tvrté tfidé€ na typu
obrazku p-hodnota vychazi p =0,001357 pti 37 stupnich volnosti. Nulovou hypotézu:
uspésnost reSeni testu ve 3. a 4. tridé ve vybranych otazkach nezavisi na typu obrazku,
mizeme zamitnout na hladiné vyznamnosti 0,001.
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Pokud testujeme tutéz zavislost v paté a Sesté tfidé, p-hodnota F-testu vychazi
p=0.7876 pti 27 stupnich volnosti. Nulovou hypotézu: uspésnost reseni testu ve 5. a
6. tridé ve vybranych otazkach nezavisi na typu obrdzku nemizeme zamitnout.

Interpretace:

1. U jednoduchych tuloh tuspéSnost pii feSeni nezavisi na typu obrazku, bez
ohledu na vek.

2. U slozit¢jsich uloh zavisi uspésnost pii feseni na typu obrazku u testovanych
zakt ze 3. a 4. tiidy.

3. U zakl ve vyssich tfidach se neprokazala zadna zavislost uspéSnosti feSeni
uloh na typu obrazku ani u tloh slozité&jsich.

Zavér

Détem ve tfeti az Sesté tid& ZS Prima Skola byly predlozeny dvé varianty
elektronického testu zaméteného na prostorovou predstavivost. Testovani prokazalo
zéavislost pti uspesnosti feSeni predlozeného testu na véku ditéte. Dale se prokazalo, ze
uspésnost pii feSeni testu ve 3. a 4. tiid€ zavisi na typu obrazkd pouzitych v testu a tato
zavislost se neprojevuje u star§ich déti.

Jednoduché pérové kresby, ve kterych je jako zobrazovaci metoda pouzito volné
rovnobézné promitani, umoznuji mlad$im détem lepsi interpretaci a vhled do prostorového
usporadani objektli nez fotorealistické obrazky, pfestoze fotorealistické obrazky jsou
pfijimany jako zajimavéjsi, poutavéjsi a pékné;jsi.
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KONCEPCE TVORBY INTERAKTIVNICH ULOH A TESTU V MATEMATICE

MAREK POMP, ZUZANA VACLAVIKOVA

ABSTRACT. In this paper, there will be described the specificity of conception of making
interactive tests and exercises particularly in mathematics.

Uvod

V soucasné dob¢ spolu s rozvojem e-learningového vzdélavani se nabizi také moznost
samostatného vzdélavani nejen pro studenty vysokych Skol, nebo zaky zakladnich a
stiednich skol, ale prakticky pro kazdého kdo projevi o danou oblast zajem. K dispozici je
stale v&tsi mnozstvi ,,distancnich® textd a material vhodnych k samostudiu. Pro studenty
je v téchto materidlech kli¢ové, aby méli moznost procvicit danou latku a ujistit se, ze
tématu spravné porozuméli do vSech detailti. Distancni texty jsou tedy vétSinou doplnény
o cviceni, ruzné tkoly a testovaci ulohy, jejichz vysledky, ¢i cely navod k vyfeSeni
obvykle nalezne ¢tenaf na konci textu.

Jednou z moznosti jak zatraktivnit vyuku, a nejen distan¢ni, jsou interaktivni testy. Pro
samostudium zaka maji vyznam ptedevSim testy pribézné (formativni), které obvykle
poskytuji lepSi zpétnou vazbu, nez testy zdvérecného (findlniho) hodnoceni. Dobie
zpracovany test aktivizuje studujiciho, dokaze dostate¢né motivovat a dat prostor a
inspiraci k dal§imu studiu.

Ptiprava testu je nepochybné dlouhodoba zalezitost. Chceme-li vytvofit didakticky test,
musime mit ujasnéno, k jakému ucelu ma test slouzit, o jaky test by m¢lo jit, jaka je cilova
skupina testovanych osob, jaky typ tloh by mél test obsahovat, jakym zptisobem budou
testovani odpovidat a musime také brat ohled na validitu a reliabilitu testu.

V pribézném interaktivnim testu urCeném pro procviceni latky je nutné dodrzet
nékolik zasad:
A. Je jasné uvedeno, které znalosti, védomosti a dovednosti se procvicuji.

B. Otazky jsou jasn¢ a piehledné formulované.

C. Otazky maji stupiiovanou obtiznost. Test obsahuje na zacatku nékolik opravdu
jednoduchych uloh pro povzbuzeni sebedtvery testovaného. Obtizné tlohy a
ulohy problémové je tieba zaradit na konec testu.

D. Je ptedem urceno, zda otazky maji jednoznacnou spravnou odpoveéd’, nebo je
spravnych odpovédi vice.

E. Vykon studenta je okamzité a objektivné vyhodnocen.

M

Studentiim je po vyhodnoceni odpovédi nabidnuto spravné feseni.

G. Mezi odpovédi na otdzku a hodnocenim, zobrazenim spravné odpovédi je,
alespon zpocatku, bezprostiedni vazba, aby student s fatdlnimi nedostatky
neztracel cas a mohl se ihned vratit k probirané latce.

Tento ¢lanek vznikl za podpory projektu FRVS 42/2010. 203
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Vsechny edukacni materialy, prochazeji nasledujicim cyklem
Tvorba
e N
Archivace Publikovani
N 4
Vyuziti
ve kterém se navzajem ovliviuji vS§echny ¢tyfi slozky. Polozku vyuziti jsme diskutovali
vyse, a tato polozka primarné ovlivituje v§echny ostatni faze tohoto cyklu.

Publikovani

Jako primarni zpisob publikovani je zvolena elektronickd forma, tak at' je mozné
dokumenty $ifit prostiednictvim internetu, popfipad¢ prenaset jinymi médii. Samoziejmé,
ze uzivateli by mélo byt umoznéno dokumenty pouzivat nejen v elektronické podobé, ale
vyuzit jejich tisténou podobu, ve které sice ztraci moznosti interaktivity, ale ziska
prilezitost k soustfedéni na samotnou praci, pfiCemz rozptyleni pozornosti je jeden ze
zavaznych problému vyuziti pocitace v edukacnich procesech.

Pokud pomineme marginalni specializované formaty elektronického publikovani, jsou
interaktivni elektronické dokumenty v soucasnosti publikovany piedev§im ve dvou
formatech,

4. HTML (HyperText Markup Language a néj vychazejici jazyky),

5. PDF (Portable Document Format).

Pres veskery soucasny pokrok ve formatu MathML a podobnych klonech HTML
formatu, je HTML pro publikovani matematickych textl stale jesté nevhodny. Jako jediny
dostupny a vyhovujici format pro publikovani matematiky v elektronické a interaktivni
formé se jevi PDF.

Soucasné verze prohlize¢dt PDF (pfedevSim Adobe Reader®) jsou schopny

interpretovat JavaScripty ulozené v dokumentu a proto neni problém do formatu PDF
zaclenit animace, video anebo zvuk.

Protoze format PDF je kompaktni a dobfe komprimovany, je mozné jej pouZzivat nejen
on-line, jako HTML, ale také off-line, pficemz ptenaset PDF soubory je moznd na
jakémkoli elektronickém médiu.

Tvorba

Tvorba PDF dokumentt ve kterych je pIn€ vyuzita interaktivita a dal$i moznosti tohoto
formatu vyzaduje bud’to komeréni nastroje, jako je Adobe Distiller®, jejichz moznosti jsou
vSak imérné jejich cené, coz pfi soucasném stavu financovani Skolstvi je zavazna piekazka
ve vyuziti. Dal§i moznosti je vyuZit typografického sazeciho systému TeX. Tento systém a
veétsina jeho rozsifeni jsou distribuovany pod nékterou ze svobodnych licenci. Navic je
tento systém multiplatformni, takze uzivateli neklade zadné piekdzky ve vyuziti. Pro
tvorbu testd systétmem TeX je navic vyhodné, Ze lze napsat jednoducha makra, ktera
propoji TeX s néjakym databazovym systémem obsahujicim rozsahlejsi soubory uloh a je
potom mozné automaticky vytvaret riiznorodé testy podle potieby vyucujiciho anebo podle
potieb studentl, ptipadné testy vytvaret hromadné.
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Archivace
Archivace samotného dokumentu ve formatu PDF je béznou zalezitosti diky vysoké

kompresi samotného souboru. Navic protoze tomu, ze firma Adobe®, ktera je tvircem

formatu PDF a vyrobcem nejrozsifenéjsiho prohlizeée PDF (Adobe Reader®), piedala

dohled nad standardem formatu PDF do rukou ISO (International Standards Organization,
ISO 32 000), je vysoce pravdépodobné, ze soubory ve formatu PDF budou vyuzitelné i za
mnoho let po vytvoreni.

Vyhodou vyuziti typografického systému TeX pro tvorbu dokumenti je, ze zdrojové
koédy k dokumentiim jsou ve formatu prostého textu, ktery sice kvtli kodovani diakritiky
neni plné¢ kompatibilni s ASCII, ale ktery je mozné velmi dobfe uchovavat, pfipadné
konvertovat do jinych standardti pro text s koédovanim diakritiky. Vzhledem k vyvoji
standardii kodovani diakritiky v textu je asi nejvhodnéjSim kandidatem kodovani UTF-8
(Universal character set Transformation Format). Zpracovani strukturovanych dokumentt
v textovém formatu neni zavislé na platformé (operacnim systému) ve kterém
zpracovavani probiha a v piipadé TeXu diky stabilité tohoto systému a jeho licencni
politice je mozné pocitat, Ze i v daleké budoucnosti budou snadné revize, doplnéni, pravy
a reedice vyslednych dokumentu.

Realizace
Pro tvorbu interaktivnich testli a formulaia vytvoftil dr. D. P. Story LaTeXovsky balik

AcroTeX (Acrobat® + LaTeX). Dokumenty produkované systémem AcroTeX mohou mit

formu testu vybérového (zlibovolného mnozstvi alternativ), pfipadné formu testu
doplnovaciho. Testy se mohou, diky integraci JavaScriptu do PDF, automaticky
vyhodnocovat. U vybérového testu lze pouzit vice spravnych alternativ, u dopliovacich
testll rozpozna spravnou odpovéd’ ve vice variantach (napf. ,,J. A. Komensky*, ,,Jan Amos
Komensky*, ,,Komensky“). V testu je mozné uvadét spravné odpovedi, pro bezprostiedni
vazbu zkouseného. Spravné odpovédi je mozné bud'to zobrazit ihned po zodpovézeni
ulohy, coz je vhodné pro testy slouzici k pribéznému procviceni latky. Ve zkuSebnich
testech mohou byt zobrazeny spravné odpovédi az po vyplnéni testu a jeho vyhodnoceni.
Ukazka testu, véetné vyhodnoceni je na obr. 1.

Pro zkousejiciho je velmi vyhodné, Ze vyhodnoceni testu je mozné on-line odeslat
(pokud je pocita¢ na kterém vyplnéni testu probiha je pfipojen k internetu) a zpracovat
skriptem uloZenym na serveru. Pro servery které¢ dokazi zpracovat ASP (Active Server

Pages, skriptovaci jazyk firmy Microsoft®) je sada skripti pfipravena piimo v baliku

AcroTeX. Pro ostatni platformy je mozné si tyto skripty pfipravit pomérné jednoduchym
zpasobem, protoze odesilané informace o testu jsou ve formatu FDF (Forms Data Format)

vyvinutém firmou Adobe®, ktery je velmi dobfe strukturovan a je mozné jej zpracovavat

naptiklad pomoci skripti PHP (PHP: Hypertext Preprocessor). Informace z FDF souborti
je potom mozné ze serveru odesilat e-mailem, ukladat do databazi, archivovat atd. Velmi
jednoduchy soubor FDF je na obr. 2.

Kvili bezprostfedni zpétné vazbe pro studenty a moznosti na dalku sledovat vysledky
jejich prace jsou testy vytvofené pomoci baliku AcroTeX vhodnym dopliikem distan¢nich
kurzi.

Urcité nikoliv posledni vyhodou pouziti (Acro)TeXu k tvorbé testt, je moznost
jednoduchou volbou parametri vyrabét testy nejen elektronické, ale také ve formé vhodné
pro kvalitni tisk.
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1
Jméno: |S. Tudnet |
| Start
1. Napis spravnou odpoved
3+0=[3 | Ans |
2. Oznac spravnou odpoved: 3 + 1 je rovno
K @] 5 Lo
!I\'tm{'['“ Opravit |
&
Spravné odpovidi: | 1z celkovych2 |
Znamka: 3 Body: [ 2 zcelkovych4 | Procenta: [50.0%
<< [ >l »> Zpét 4 Dok Dok »

Obrazek 1: Ukazka jednoduchého testu, véetné nékolika moznosti vyhodnoceni.

%FDF-1. 2
<</FDF
<{/Field[
<</Kids[ <</T(Rocnik)/V(3)>> 1/T(IdInfo)>>
<</T(CourseName) /V (Algebrall) >>
<</T(quizName) /V (Okruhy) >>
<</Kids[ <</T(Responses)/V(b,a,b,b,c,c,,c)>>
<</T (numCorrect) /V(4) >>
<</T (numQuestions) /V(8) >>
1/T(test_Algebrall) >
>
>>

%EOF
Obrazek 2: Ukazka struktury FDF souboru. V testu bylo policko ,, Roc¢nik* vyplnéno

hodnotou ,, 3, test obsahoval 8 otazek, 4 byly zodpovézeny spravné, odpovedi studenta jsou
zanamenany u polozky ,, Responses .
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PRISTUPY K RIESENIU JEDNEJ MATEMATICKEJ ULOHY V PRIPRAVE
UCITEZOV ELEMENTARISTOV

ALENA PRIDAVKOVA

ABSTRACT. Mathematical tasks are instruments development thinking of future primary
school teachers. The contribution presents results of qualitative analysis of solutions one
mathematical task. The future teachers of primary school were solving the task.

Uvod

Matematika ako vzdelavacia oblast’ poskytuje nemalé mnozZstvo prilezitosti na
rozvijanie schopnosti riesit problémy, ktord je jednou =z kIiCovych kompetencii
vymedzenych v Statnom vzdelavacom programe (2008). Rozvijanie uvedenej kompetencie
je sucastou vzdelavania na vSetkych jeho stuptioch, priCom sa za¢ina uz na primarnom
stupni. Jednym zcielov vyuCovania matematiky je vytvarat, prezentovat a vyberat
postupy rieSenia problémov a uloh. Nutnou podmienkou na to, aby mohlo vyucovanie
matematiky prispievat’ k plneniu tohto ciel’a, je pritomnost’ ucitel'a, u ktorého st rozvinuté
odborovodidaktické kompetencie tykajlice sa, okrem iného, aj schopnosti rieSit’
matematické ulohy vyuzitim réznych stratégii.

V uvedenom kontexte sithlasime s nazorom Sedivého (2008, s. 26): ,, Ak chceme zvysit
efektivitu vyucovania matematiky a splnit poziadavky pri rozvoji matematickych
kompetencii (ale aj nematematickych kompetencii) je potrebné do vyucovania matematiky
zaviest  konStruktivistické pristupy, zbavit sa formalizmu, zlepSit mechanizmus
poznavacieho procesu, zmenit' komunikacné a interakcné stratégie ucitela, zmenit nazor
na ,,chyby “ v praci ziaka a iné.

Podla autorov Hejny — Kuiina (2001) neformalny pristup vo vyu¢ovani matematiky
vedie k rozvoju kognitivnych schopnosti ziakov a zaroven formuje postoje ziakov —
hodnotenie myslienok, praca s chybou a pod.

Matematika nepochybne rozvija kogniciu kazdého ziaka a svojimi metddami,
prostriedkami je predur¢end na to, aby sa stala nastrojom na rozvijanie funkcii
konStruovania poznatkov. Tieto skuto¢nosti by mali byt prezentované ucitelom
matematiky aj primarnej Skoly uz v ich pregradualnej priprave.

Na Pedagogickej fakulte PU v PreSove je v bakalarskych S$tudijnych programoch
zaradeny predmet Stratégie riesSenia matematickych uloh (povinne volitelny). Obsahova
napli vyucby je zamerana aj na pripravu Studentov v oblasti rozvoja myslenia ziakov
vyuzitim réznych stratégii rieSenia matematickych uloh. Prezentované su stratégie rieSenia
matematickych tloh, u Studentov je rozvijana schopnost’ didaktického spracovania postupu
rieSenia Uloh, v désledku ¢oho je rozvijand aj uroven myslenia samotnych Studentov.
Sucast’'ou prace na semindroch je prezentacia roznych postupov riesenia tloh, priCom déraz
sa kladie na precizny prepis myslienkovych procesov. Zamerom cinnosti je, aby Studenti
vystupovali v pozicii administratora schopného formulovat v procese rieSenia ulohy
pomocné instrukcie a napovedné otazky, vediice ku komplexnému zvladnutiu danej
stratégie rieSenia ulohy. Ide o prezentaciu konceptu sprostredkovaného ucenia od
Feuersteina, kde cielom je odhalit’ deficitné kognitivne funkcie ziaka, ktoré su rozvijané
Prispevok vznikol ako sucast’ grantového projektu Implementdcia Learning Management Systém 209
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pomocou mediatora — ulitela (Jensen, 2009). Samostatna formulédcia jednotlivych
elementov procesu rieSenia ulohy nuti Studentov postupovat’ systematicky, analyzovat’
ulohu a poméha tak rozvijat’ u nich také funkcie konstruovania poznatkov, ako napriklad:
systematické badatel'ské spravanie, precizny pristup k rieSeniu ulohy, analyza, syntéza,
koncentracia pozornosti (Jensen, 2009). Ziskané skusenosti budu moct’ vyuzit' priamo
v pedagogickej praxi a to nielen na vyucovani matematiky. Podstatné je, aby si uvedomili
doélezitost’ spravnej formulacie pomocnych krokov prezentovanych vo forme otdzok,
instrukcii, navodnych tuloh, ktoré dovedu ziaka k rieSeniu a k zvladnutiu stratégie rieSenia
ulohy, resp. uloh analogického typu. Vyuzivaji sa pritom aj modelové situacie, kde
Studenti vystupuju v ulohe ziaka, ktorému st zadavané vytvorené inStrukcie, podla
ktorych postupuje v procese rieSenia ulohy. Samozrejme je dovolené pracovat’ s chybou,
¢o vytvara d’alsi priestor na diskusiu a analyzu ulohy.

V dal$ej Casti uvadzame vysledky analyzy pisomnych rieSeni ulohy jedného typu,
ktoré bola zaradend do vstupného a vystupného testu.

Pristupy Kk rieSeniu jednej matematickej ilohy

Stcast'ou hodnotenia Studijnych vysledkov v spominanom predmete je absolvovanie
vstupného testu, vypracovanie seminarnej prace a vystupny test. Vstupny test obsahuje 5
tloh prevzatych zuéebnych textov matematiky pre 1. stupeit ZS. Ulohy mézu $tudenti
rieSit’ akymkol'vek spdsobom, pricom uspesnost’ rieSenia tloh nie je skorovana (s touto
skutoénostou st vopred oboznameni). Ulohy analogického typu st postupne zaradené do
obsahu seminarov a nakoniec aj vo vystupnom teste.

Analyzovali sme pisomné rieSenia tloh vo vstupnom a vo vystupnom teste z pohl'adu
vyskytu roznych stratégii ich riesenia. V Clanku prezentujeme vysledky analyzy jednej
ulohy typu Slovna uloha, ktorej riesenie vyuziva sustavu dvoch rovnic s dvoma nezndamymi.
Zadanie ulohy vo vstupnom teste bolo: Na luke su bazanty a zajace. Spolu maju 10 hlav
a 26 noh. Kolko zajacov a bazantov je na luke?

Analyzované boli pisomné rieSenia Studentov dennej a externej formy Studia, ziskané
za obdobie troch akademickych rokov, v ktorych bola vyufba predmetu realizovana.
Spolu bolo analyzovanych 178 vstupnych testov (122 — denné Studium, 56 — externé
Stadium). Na zaklade kvalitativnej analyzy sme jednotlivé rieSenia ulohy roztriedili do
siedmich kategorii:

1. logicka ivaha,

. vyuzitie sustavy dvoch linearnych rovnic — algebrické riesenie,

. grafické znazornenie rieSenia,

. vyuzitie metddy pokus — omyl a zapisy pokusov vo forme tabulky,

. nevyrieSena uloha, kde pisomné zapisy obsahovali vypocty, ktoré boli nedokoncené,
. vrieSeni sa vyskytovala len odpoved’ bez akychkol'vek vypoctov,

. ziadne rieSenie, bez akychkol'vek pisomnych zdznamov.

NN B WN

Na obrazku 1 uvaddzame prehl'ad vyuzitych stratégii Studentmi dennej a externej formy
Stadia. Obrazok 2 prezentuje vysledky analyzovanych pisomnych rieSeni v celej skimane;j
vzorke.
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Obrazok 1: Pouzité stratégie rieSenia uloh vo vstupnom teste — denné a externé Studium
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Obrazok 2: Pouzité stratégie rieSenia uloh vo vstupnom teste — cela skumanda vzorka

Z prezentovanych vysledkov vidiet, Ze vo vstupnom teste bola najviac vyuzita
stratégia pokus — omyl, kde boli postupne overované nahodne zvolené vstupné udaje.
Ziadne z analyzovanych rieSeni neobsahovalo slovny komentar vysvetlujuci zapisy
v tabul’kach, riadkoch, stipcoch a pod. V skupine §tudentov externej formy $tadia vyuzilo
takmer 30 % testovanych graficky spOsob rieSenia ulohy, ale aj tu absentovalo pisomné
vysvetlenie postupu tvorby grafického nazoru. Algebrické rieSenie vyuZilo priblizne 9%
z oboch skupin Studentov. Predpokladame, ze to boli absolventi gymnazia. Len odpoved
uviedlo 22% Studentov dennej formy Stadia atakmer 9% externych Studentov.
Nedokoncena tloha, s ndznakom zéapisov a ,,vypoctov* sa vyskytla u 14 Studentov dennej
a v rieSeniach deviatich Studentov externej formy Stidia.

Ako uz bolo spominang, ulohy analogického typu, spolu s réznymi stratégiami rieSenia
su obsahom prace na seminaroch. V skupine Studentov denného $tadia je realizovany aj
vystupny test. Uvedieme vysledky ziskané z kvalitativnej analyzy pisomnych rieSeni 120
testov, ktoré absolvovali Studenti dennej formy Stadia (v obdobi troch akademickych
rokov). Analyzovana bola uloha so zadanim: Na parkovisku su zaparkované auta
a motorky. Vietkych ich je 10 a spolu maju 34 kolies. Kolko aut a kolko motoriek je na
parkovisku? Pre vystupny test bol vytvoreny aj druhy rovnocenny variant, v ktorom bola
uloha naformulovana: Predavacka v kvetindarstve pripravila 10 kytic. Niektoré boli
vytvorené z troch kvetin a niektoré z piatich kvetin. Spolu pouzila 42 kvetin. Kolko kytic
bolo vytvorenych z troch a kolko z piatich kvetin?

V najvicsej miere bola vyuzita metéda grafického znazornenia situdcie opisanej
v ulohe. Tento pristup k rieSeniu tloh daného typu povazujeme za najvhodnejsi na pouzitie
vo vyucovani matematiky na 1. stupni zakladnej $koly. Pozitivne hodnotime skuto¢nost’,
ze budici ucitelia zvolili prave tuto stratégiu rieSenia, pricom sucastou nacrtov, obrazkov,
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znazorneni bol aj komentar, tykajuci sa procesu tvorby nazoru. V niektorych pripadoch
rieSenie obsahovalo niekol’ko nacrtov, ktoré naznacovali dynamiku v procese hl'adania
rieSenia. Viac ako 26% rieSeni obsahovalo algebricky pristup, kde sa vyuziva sustava
dvoch linearnych rovnic. V porovnani s pristupmi vo vstupnom teste sa zvysil pocet rieSeni
vyuzivajucich logicki uvahu, s podrobnym pisomnym opisom myslienkového postupu.
Ani v jednom z analyzovanych testov sa nevyskytla situacia, kde by uloha nebola
vyrieSena, resp. obsahovala len odpoved'.

V d’alsej casti su uvedené ukazky prepisu niektorych pisomnych rieseni ulohy
z vystupného testu, spolu s vysvetlenim procesu rieSenia.

Grafické znazornenie rieSenia tilohy

Riesenie 1: Predstavime si, Ze na parkovisku st len auta. 10 aut.4 kolesa=40 kolies.
Ale my vieme, Ze na parkovisku je spolu 34 kolies.

To znamena, Ze (40-34) 6 kolies je naviac.

Musime 6 kolies odobrat’ a zistime, ze nam vyjda 3 motorky, lebo maju po dve kolesa.

sjslojeloiojoslc)e)

RieSenie 2: Kazdy zdopravnych prostriedkov ma aspoii dve kolesd azaroven na
parkovisku je 10 dopravnych prostriedkov. Nakreslime si ich:

"7 S ST T T 5o o oo

Ked’ ale spocitame vsetky kolesa na tomto parkovisku, vyjde nam sucet iba 20 kolies a na
parkovisku je podl'a zadania az 34 kolies. Zl'ava preto zaéneme dopravnym prostriedkom
dokresl’ovat’ kolesa tak, ze z nich ,,robime* auta; dokresl'ujeme po 2 kolesa zo zvysnych 14
kolies (34-20=14)

o G o o e o o 7T T O

2+2+42+24+2+2+2=14
Teraz s¢itame vSetky kolesa 4+4+4+4-+4+4+4+2+2+2=34

RieSenie 3:

L e A

3 3 Ao

2209902999 299909 2009900 500 2GR OFgFo)
A A2U O 5 < =
A~ A~ A A A A A

1. spdsob: zakreslim si 34 kolies, postupne priradujem po Styroch kolesach
k autam. Ked’Ze viem, Ze ich je spolu 10 a ked’ d6jdem po 7. auto vidim, Ze
sa mi zvysi 6 kolies, logicky to budu kolesd 3 motoriek, kedze ma byt
dokopy aut a motoriek 10.
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AL A ALA AA ‘ "R o
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2. sposob: zakreslime si 10 dut. Ked’Ze teraz mam az 40 kolies a viem, Ze mam

az 34 kolies a dokopy 10 aut s motorkami, odratam kolesa tak, aby mi vyslo
na motorky po 2 kolesa s tym, Ze musim mat’ aut aj motoriek 10.

Riesenie 4:

o00—00 OO 50 oo o0 O00O—O0 o o—00O CO—Go OGO—00 O

oo oo
Najprv si nakreslime 34 kolies.
Teraz si pospajame kolesa do dvojic (34:2=17), lebo aj motorka aj auto maji urcite aspon
1 par kolies.
Teraz nam vzniklo 17 motoriek, ale my vieme, Ze na parkovisku je 10 vozidiel, preto
odratame 17-10=7 a tol’ko ,,motoriek* pospajame do dvojic.
Takto nam vznikne 7 Stvoric, ¢o je vlastne 7 aut.
Na parkovisku je 7 aut a 3 motorky.

Logicka uvaha
Riesenie 1: Postupne dosadzam napr. na miesto motoriek Cislice od 1-9 a zvys$ny pocet je
pocet aut.
1. 1 motorka — 2 kolesa
9 4ut — 9.4=36 kolies 36+2=38 kolies a ked’ze je vSetkych kolies 34, je
toto rieSenie nespravne.
2. 2 motorky — 2.2=4 kolesa
10-2=8 4ut aj motoriek je 10 a ked’ze motorky st 2, aut bude 8.
8 aut — 8.4=32 kolies
32+4=36 je to tiez nespravne riesenie
3. 3 motorky — 2.3=6 kolies
10-3=7 aut — 7.4=28 kolies
6kolies + 28 kolies = 34 kolies — spravne rieSenie, pretoze ked’ 3 motorky
maju spolu 6 kolies a 7 dut ma 28 kolies, sucet kolies je 6+28=34 a sucet
aut a motoriek je 3+7=10

Riesenie 2: Vydelime pocet kolies ¢islom 4 (kol'ko kolies ma auto).

34:4=8, zv. 2 (motorka) . Nevyhovuje, lebo 8 dut + 1 motorka je 9. Potrebujeme 10, takze
odoberieme d’alSie 4 kolesa — CiZe skiisime dat’ o 1 auto mene;j.

7 aut — 7.4=28

34-28=6 ostalo nam 6 kolies, ktoré vydelime 2 — poctom kolies motorky:

6:2=3 — 3 motorky

3 motorky + 7 aut = 10 DP — vysledok je teda spravny

RiesSenie 3: Ak si predstavime, Ze na parkovisku je 1 motorka, tak to znamena, Ze zvySnych
32 kolies musim rozdelit medzi §tvorkolesové auta. CiZe 8 aut, ale 8+1#£10.

Ak si predstavime, Ze na parkovisku stoja 2 motorky, zvySnych 30 kolies nemdzem
rozdelit’ na Stvorkolesové auta.
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Ak si predstavime, Ze na parkovisku si 3 motorky, tak zvySnych 28 kolies viem rozdelit’
medzi 7 Stvorkolesovych aut a ked’ze plati, ze 7+3=10, tak vysledok je 7 aut a 3 motorky.

Metdéda pokus — omyl, zapis idajov vo forme tabul’ky
Riesenie 1:

M | 2 kol A 4 kol. spolu

1 1.2=2kol 9 9.4=36kol 2+36=38kol
2 2.2=4kol 8 8.4=32kol 4+32=36kol
3 3.2=6kol 7 7.4=28kol 6+28=34kol
4 4.2=8kol 6 6.4=24kol 8+24=32kol

V tomto rieSeni absentoval slovny komentar

RieSenie 2: Metoda pokus — omyl: tito metddu si moézem zapisat’ do tabulky

AUTA | MOTORKY | SPOLU | POCET KOLIES

1 9 10 1x4 +9x2 =4+18 =22
2 8 10 2x4 + 8x2=8+16=24
3 7 10 3x4+7x2=12+14=26
4 6 10 4x4 + 6x2 = 16+12 =28
5 5 10 5x4 4+ 5x2=20+10=30
6 4 10 6x4 +4x2 =24+8 =32
7 3 10 7x4 +3x2 =28+6 = 34
8 2 10 8x4 +2x2 =32+4 =36
9 1 10 9x4 + 1x2 =36+2 =38

Do tabulky som si zapisala pocet aut a motoriek, ktory mohol byt’ na parkovisku. Pocet aut
sa nadol zvySoval a pocet motoriek znizoval. Maximalne ich mohlo byt na parkovisku 9
a minimalne 1, lebo v zadani je, Ze na parkovisku boli auta aj motorky.

Pocet aut aj motoriek som postupne vynasobila s poctom kolies, ktoré maju (auta — 4,
motorky — 2) a ked’ som vysledky v jednotlivych riadkoch s¢itala, vyslo mi, kol'ko kolies
bolo na parkovisku.

Pocitala som az, kym mi nevysiel sucet 34, ako bolo v zadani.

Odpoved’: Na parkovisku bolo 7 qut a 3 motorky.

RieSenie 3:

Spolu 10 10 10 10

kytic

Z 3 kvetov 1 2 3 4

Z 5 kvetov 9 8 7 6

Spolu kvetov 3+5.9=48 2.3+5.8=46 3.3+5.7=43 4.3+6.5=42
nevyh. nevyh. nevyh. vyh.

Vypisujem moznosti, ak bude len 1 kytica z 3 kvetov a 2. kytica bude z 5 kvetov, az kym
nedojdem k poctu kvetov 42.
Kvetinarka urobila 4 kytice z 3 kvetov a 6 kytic z 5 kvetov.
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Riesenie 4: Do tabulky postupne dopiiame ziskané tGdaje. Ked pocet aut bude 10,
motoriek na parkovisku méze byt 0. A postupne pokracujeme. Pri kazdom pocet kusov
spocitame pocet kolies a jednotlivo zratame vSetky kolesd na parkovisku. Spravna
odpoved’: na parkovisku je 7 dut a 3 motorky.
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RieSenie 5:

S

UOUES e ) o
Do tabulky budeme postupne dosadzovat pocet kusov automobilov a motoriek, auta
budeme nasobit’ 4 kolesami a motorky 2 kolesami. Ich vysledny stcet porovname
s celkovym poctom kolies.

Iné pristupy Kk rieSeniu ulohy

Riesenie 1: SkuSam taky pocet aut a dam krat 4 kolesa, aby mi sti¢et aut a motoriek vysiel
10. Teda ak dam 6.4=24 kolies a 34 kolies — 24 kolies je 10, tak potom 10:2 kolesa sa
rovna 5 motoriek. Ale 6+5 je jedenast a v zadani mame, Ze spolu je motoriek a aut 10.
Takze musim hl'adat’ d’alej.

7.4=28 28 + 6 = 34 kolies

3.2=6 7 + 3 =10 dopr. prostr.

Odpoved: Aut je na parkovisku 7 a motorky su 3.

Riesenie 2: Metoda pokus — omyl (tabul’ka)

Odhadnem, Ze polovica je 5-kvetovych a polovica 3-kvetovych kytic. Do tabulky si
zapisujem typy anasobim poctom kvetov. Potom scitavam a skiSam, kedy mi vyjde
spravny vysledok.
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5a5 6a4 4a6

3 kvety 5x3=15 6x3=18 4x3=12
5 kvetov 5x5=25 4x5=20 6x5=30
spolu 40 38 42

Riesenie 3: Pokus a omyl

10 10
MZE5a M4 6 A
7/ A\ /o\
5.2=10 5.4=20 4.2=8 6.4=24

/ \ /

M A
/

3.2=6 7.4=28
\ /
6+28=34

Viem, ze spolu ich bolo 10. Vyskusala som ich rozdelit na polovicu. 5 a5 anasobila
auta.4 (kolesa), motorky.2 (kolesa). Ak mi to nevychadzalo, skisala som auta pridavat’
a motorky uberat’, aby sedel pocet, kym mi nevysiel spravny pocet vSetkych kolies.

Riesenie 4:
x/2 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,32,34
y/4 4,8,12,16,20,24,28,32,36

POSTUP: vypiseme si vSetky nasobky 2 a 4 (ked’Ze motorky maji 2 kolesa a autd 4).
Potom hl'addme vhodné dvojice z 1. a 2. radu tak, aby bol ich sucet 34 (pocet vsetkych
kolies). Potom si to budeme rozndsobovat v tvare 2.  +4. =34, az kym sucet ¢isel
na prazdnych miestach nebude 10, ktoré znazornuji vozidla.

Z prezentovanych ukazok pisomnych rieSeni danej tlohy je vidiet, Ze nie vSetky st na
prvy pohlad dostatone zrozumiteI'né a opis myslienkového postupu nie je precizny.
Pozitivum je vSak to, ze Studenti sa aspon pokusili o didaktickll interpretaciu procesu
rieSenia ulohy. V mnohych pripadoch to bola ich prva sktisenost’ s pracou daného typu.
Z vypovedi Studentov je zrejmé, ze si uvedomili dolezitost’ poznania réznych pristupov
a stratégii rieSenia matematickych uloh takého typu, ktoré sa javia nad rdmec schopnosti
ziakov mladsieho Skolského veku. Zmenil sa ich pohlad na proces rieSenia loh, o je
prvotnym predpokladom na konstruktivisticky pristup k vyuovaniu matematiky.

Zaver

Obsah predmetu Stratégie riesenia matematickych uloh je spracovany aj vo forme
elektronického podporného kurzu v prostredi LMS Moodle. V kurze su prezentované
niektoré stratégie rieSenia uloh jednotlivych typov, ktoré st postupne zarad’ované na pracu
na seminaroch. V najblizSom obdobi je planované doplnenie jednotlivych cCasti o dalSie
stratégie, vytvorené Studentmi, pricom prezentované budu aj kopie pisomnych zapisov, ku
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ktorym bud( S$tudenti vytvarat slovné komentare, opis postupu rieSenia a pod.
Nevyhnutnou sucastou aktivit bude aj formulacia pomocnych instrukcii, ktoré pomahaju
zvladnut' ziakovi proces rieSenia ulohy. Vytvori sa tak priestor na rozvijanie funkcii
konstruovania poznatkov jednak u buducich ucitelov elementaristov, ale aj u ziakov
primarnej Skoly.
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ROZVOJ LOGICKEHO MYSLENI ZAKU
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ABSTRACT. The contribution deals with the development of pupils‘ logical thinking. It
outlines the possibility of using problems with magic shapes (a magic square, a magic
chessboard) in an interactive SMART Board environment.

1 Uvod

Jednim z dilezitych aspektii vyucovani matematice v dne$ni dobé je neustale
prekonavat formalismus ve vyuce, tj. neorientovat se pouze na memorovani naucenych
pocetnich spojii, vzorcti a algoritmd, ale rozvijet mysleni zakti a studentli a soucasné
procvicovat jejich logické uvazovani. Schopnost provadét logicko-matematické operace se
druhém desetileti Zivota.

Jak tika prof. Rosicky z Pfirodovédecké fakulty MU: , Matematika md vychovavat
k logickému a korektnimu mysleni. Aby vSak mohla tuto svoji tlohu plnit, je nutné u zaka
vzbudit o matematiku zijem. Matematika pak dava moznost tvlr¢i prace — rozviji
schopnost logického a analytického mysleni, fantazii, ale i jista esteticka kriteria. UrCity
esteticky moment mize v matematickém uvazovani hrat jistou roli. Matematik si musi
umét vytvorit mentalni predstavu situace, kterou se zabyva, a pracovat s ni jako s realitou.
Jinymi slovy pfedstavit si ten svét, ktery se pak ve finale zobrazi néjakymi vzorecky a
formulkami. VétSinou pfitom plati, Ze vysledna feseni jsou jednoducha, elegantni a krasna.
Je to samoziejm¢ estetika, ktera neni piistupna kazdému — podobné jako hudba také
vyzaduje urcitou pripravu.

2 Logika a logické mysleni v matematice

Proces mysleni se opird o urcité myslenkové operace. K zakladnim operacim mysleni
patii srovnavani a analogie (podobnost), rozliSovani, generalizace (zevSeobecnéni) a
abstrakce (myslenkova Cinnost, pii niz se cestou analyzy urcitych jevl ¢i pojmia vytvareji
obecné poznatky). Schopnost provadét logicko-matematické operace se objevuje jiz pii
nejobecnéjsi Cinnosti v kojeneckém veéku a postupné se rozviji v prvnim a druhém
desetileti zivota, az obsdhne pomérné velky pocet nervovych center, ktera pracuji ve
vzajemné shod¢. I kdyz dojde k poskozeni nékterého centra, logicko-matematické mysleni
to vétsinou nezasadhne. Bliz§i vymezeni a vysvétleni psychologickych zalezitosti logicko-
matematického mysleni a schopnosti miizeme nalézt v rozsahlém dile Jeana Piageta.

Matematické mysleni vychazi ze znalosti matematickych pojmi (definice, véta, axiom,
piedpoklad a tvrzeni véty, véta obracena, dikaz véty, vyrok, vyrokova forma, mnozina,
relace, operace, rovnice, rovnost, nerovnice, nerovnost, atp.), ze znalosti matematickych
teorii (matematicka logika, teorie mnozin, statistika, pravdépodobnost, teorie feseni rovnic,
infinitesimalni pocet, geometrie, teorie algebraickych struktur, atp.), matematické
frazeologie a znalosti matematické symboliky. Logické mysleni je pak v psychologickém
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slovniku charakterizovano jako vyvojové vys$s$i forma mySleni, které je zalozeno na
spravném usuzovani podle zakonti formalni logiky. Slovnik cizich slov vymezuje formalni
logiku jako ueni o zdkonech a pravidlech nutnych pro ziskavani pravdivych zavéri pii
usuzovani. Za jejiho zakladatele je povaZzovan Aristoteles.

Oc¢ cenngjsi je spravné feseni problému ziskané usuzovanim podle danych pravidel
oproti nahlému napadu — vhledu, i kdyz nelze vysledek logicky zdiivodnit? Pravé diky
druhé varianté feSeni problému pieci vzniklo mnoho slavnych vynalezii, které lidstvo
pouziva dodnes. Dne$ni véda i Skolstvi vyzaduji fesit problémy pruzné, rychle, presné, dle
danych pravidel postup. Kdo to neumi, miva pii studiu a potom i v mnoha smérech
v praktickém zivot¢ problémy. Z toho vyplyva, ze je prospésné logické mysleni rozvijet.

3 Logické ulohy

Logicka uloha je uloha, k jejimuz vyfeseni lze dospét rozumovou (logickou) tvahou
s uplatnénim elementarnich znalosti jazykovych, matematickych a védomostnich.
Logickou uvahou se rozumi nalezeni vhodného algoritmu feSeni nebo aplikace zadaného
algoritmu na skloubeni ¢i kombinovani zadanych prvki. Rovnéz se touto uvahou rozumi
vyhledavani nejlepsSich z moznych variant feSeni. Logikou v tzv. logickych ulohach se
rozumi urcity postup mysleni, schopnost spravné myslet nebo usuzovat, tedy vyvozovat
zavery z danych poznatkt ¢i myslenek. Ne kazdy zpisob (postup) usuzovani vSak musi byt
nutné logicky spravnym: z pravdivych ptedpokladi lze dospét k nepravdivym zaveérim. Za
logické je proto povazovano takové uvazovani, které od pravdivych predpokladi vede
k pravdivym zavéram. V logickych ulohach je za pravdivy zavér povazovano takové
feSeni, které vyplyva ze zadani tlohy, respektuje vSechny vazné podminky a neni
v rozporu s zadnym z prvkid tohoto zadani.

K tomu Ize jesté dodat, ze u pravych logickych tuloh je feSeni odvoditelné sledem
navazujicich myslenkovych krokd, které vyplyvaji jeden z druhého. K feseni 1ze dospét
algoritmem, ktery je bud’ pfedem dan, nebo jej fesitel musi sam sestavit. V téchto tlohach
jde zejména o hledani a analyzu uspoiddani prvki, hledani vztahu (souvislosti) mezi
jednotlivymi prvky zaddni, hledani systému, jehoz soucésti jsou prvky zadani, ale také
hledani chyb (poruch systému), dopliiovani novych prvka apod. Jednou z moznosti, jak
rozvijet logické mysleni zakl, je vyuziti tzv. algebrogramli (resp. anagrami) a feSeni
magickych ¢tverct, ptipadné jinych ,,magickych® Gtvart.

4 Algebrogramy a anagramy

Algebrogramem nazyvame rébus, v némz feSeni spociva v doplnéni cisel (0-9) misto
pismen v naznacené Ciselné operaci tak, aby byl spravny vysledek zapsanych pocetnich
ukont. Hlavnim pravidlem pfi vymeéne je, Ze za riizna pismena musime dosadit riizna ¢isla
a za stejnd pismena stejna cCisla. Dale se muze v nékterych zapisech algebrogramu
vyskytovat hvézdicka, kterd znaci umisténi libovolného ¢isla. Slozitost téchto rébusi roste
s poctem cifer pouzitych ¢isel a pfipadnymi kombinacemi pocetnich operaci. Obecné je
dale snadnéjsi vyieSit algebrogramy s naznaenym scitanim nebo odCitdnim nez
algebrogramy, v jejichz zapise se vyskytuje nasobeni nebo dokonce dé¢leni. Anagram
neboli pfesmyka je slovo (skupina slov) vzniklé pfeskupenim pismen v pivodnim sloveé
nebo vété. Proto je velmi dilezité zatazovat jiz od utlého véku do vyuky napf. rizné
kombinatorické ulohy, [3]. Nasledujici ukdzka demonstruje proces logickych tivah a rozvoj
chapani zakladnich kombinatorickych pravidel. Zakoncena je feSenim na urovni stfedni
Skoly.
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Ukazka anagramu a jeho reSeni
Urcete pocet anagramii, které Ize ziskat z pismen slova ACONCAGUA (nejvyssi hora Jizni

Ameriky).

1. feSeni - logickad tivaha

Metoda vypisu vSech moznosti neni vhodnd pro vétsi pocet prvkl. Proto tento piiklad
vyfesime logickou tvahou.

Slovo ACONCAGUA ma 9 pismen: 3xA, 2xC, ostatni pismena jsou po jednom.
Vezmeme v Gvahu, Ze zadné pismeno se neopakuje. Na prvnim misto vybirame jedno
pismeno z 9 moznosti, na druhé misto z 8 mozZnosti, na tfeti misto ze 7 moznosti atd.
Uzitim kombinatorického pravidla soucinu dostaneme 362 880 moznosti. Uvazujme nyni
A, které se opakuje tfikrat. Zvolime A = A = A, = A;. V Tab. P6: AAA jsou vybrané dvé
moznosti, na kterych je vidét, Ze anagram se nezméni. UZitim kombinatorického pravidla
soucinu zjistime, Ze téchto moznosti je celkem 6: na prvni misto vybirame ze tff moznosti
(A1, Az, Aj) na druhé ze dvou a na tfeti zbude jedna moznost, tj. 3 - 2 - 1 = 6 moznosti.
Proto soucet 362 880 vydélime 6 a ziskdme 60 480 anagramt. Stejnou uvahu provedeme
pro C, které se ve slové opakuje dvakrat. Celkovy pocet anagramu je tedy 60 480 : 2 =
30 240.

Tab. P6 AAA

Ay A, A; C C N O G U

A; A, A; C C N O G U

2. i‘eSeni - permutace s opakovanim

Jedna se o permutaci 9 prvki s opakovanim z danych 6 prvki, pficemz se prvni prvek
opakuje 3-krat, druhy 2-krat a tfeti, ¢tvrty, paty a Sesty prvek jsou po jednom.

o ~9:8-7-6-5-4-3! 60480

_ _ — 30240
312041111 312!

P’3!2!1!1!1! 1!(9)

5 Magické ¢tverce'

Magické c¢tverce patii k nejstarSim pocetnim hiickdm. Byly objeveny v knize z 5.
tisicileti pfed nasim letopo¢tem v Cin&. Evropané se problémem magickych &tvercii zacdali
zabyvat v 15. stoleti. V literatufe mad pojem ,magicky Ctverec™ nejriznéj$i vyznamy.
Nejobvyklejsi definice hovoii o ¢tvercovém schematu o n fadcich a n sloupcich, v némz
jsou vepsana &isla 1, 2, ..., n” tak, Ze viechny fadky, sloupce a obé uhlopiicky davaji stejny
soucet ktery je roven Cislu

Vool (1402)

Z matematického hlediska patii magicky ctverec do aditivni teorie Cisel. Jsou znamy

i magické Ctverce tvorené podle jinych zdsad (sestavené naptiklad z prvocisel). Nejstarsi

! http://profuvsvet.ic.cz/view.php?cisloclanku=2007020007
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doklad o znalosti magického ¢tverce ve sttedni Evropé je na médirytiné Melancholie I,
jejimz autorem je A. Diirer (1514).

Obraz Melancholie I je renesan¢ni médirytina, vznikld roku 1514. Dodnes plati o
tomto obrazu Vasariho soud: Je jednim z t€ch uméleckych dél, che feciono stupire il
mondo, ,.kterd zanechavaji cely svét v udivu“. Magicky ¢tverec v pravém hornim rohu,
jehoz cislice davaji vzdy stejny soucet 34, at’ je sCitame vodorovné, svisle nebo uhlopficné,
pravdépodobné v horni fadé vyjadiuji den, mésic a rok smrti Diirerovy matky. Jisté je, Ze
dvojice ¢isel uprostied spodni fady, 15 a 14, jsou datem zhotoveni rytiny.

Obrazek 1a,b: Albrect Diirer — Melancholie I, detail ctvercové tabulky

Mezi magické Ctverce se fadi i znama hra SUDOKU. Cilem hry je doplnit chybe¢jici
Cisla 1 az 9 v predem dané predvyplnéné tabulce. Tato tabulka je rozd€lena na 9x9 poli,
ktera jsou seskupena do 9 ¢tvercu (3x3). K predem vyplnénym cislim je potieba doplnit
dalsi cisla tak, aby platilo, ze v kazdé tadé, v kazdém sloupci a v kazdém z deviti Ctverct
byla pouzita vzdy viechna ¢&isla jedna az devét. Pofadi &isel neni dilezité. Cisla se nesmi
opakovat v zadném sloupci, fad¢ nebo v malém ¢tverci.

V poslednich letech se vymyslelo mnoho dimyslnych metod na sestrojovani
magickych Ctverct a pravidla utvareni jsou tak dobfe zndma, Ze neni problém sestrojit
¢tverce libovolnych rozmért. My se v nasem piispévku soustfedime na feseni magickych
¢tverclt v interaktivnim prostfedi. Ne vSechny déti maji dostatecnou trpélivost fesit
magické Ctverce, a proto se snazime problém zpracovat tak, aby se stal zajimavym jiz
moznosti aktivniho zapojeni zaka do procesu feSeni.

6 Magické ctverce v interaktivnim prostiedi

V ramci seminatii, zaméfenych na feSeni matematickych problémi na PF TU v Liberci
jsou zpracovavany rizné problémy zamétené na rozvoj logického mysleni a feSitelskych
strategii zakd. Tyto problémy jsou dale zpracovany pro vyuziti v interaktivnim prostiedi
SMART Board, [2]. V nasledujicim textu uvadime ukazku prace s magickymi Ctverci,
resp. magickou $achovnici. Uvodni problém je zpracovan jako motivaéni (Obr. 2a). Utitel

2 http://cs.wikipedia.org/wiki/Melancholie I
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ho vyuZzije k vysvétleni problému magického ¢tverce. Nasleduji nové zadané problémy
(Obr. 2b).

Interativni prosttedi SMART Board umoziuje zakiim volbu vlastni napovédy, kdyz ji
potiebuji. Reseni problému je rozfazovano a je na uZivateli, zda jednotlivé kroky presko¢i
nebo je vyuzije. Zakim pfindsi interaktivni tabule vice zabavy a interaktivity do
vyucovani. Ucitelim pfinasi moznost, jak snadno ud¢lat jejich vyklad zajimavéjsi a snadno
zapamatovately. Pfijemci se mohou stat spolutviirci scénafe vyucovaci jednotky, vytvareji
hypotézy a maji moznost jejich nasledné verifikace, korekce, rozvijeni. Otviraji se tak nové
moznosti pro spolupraci, interakci, tvorbu a realizaci vlastnich napadti a mySlenek.

uhlopfrickach
sloupcich

Obrazek 2a,b: Magicky ctverec

Jistou alternativou pro feSeni magického Ctverce je problém magické Sachovnice
(Obr. 3a,b; Obr. 4a,b). V prosttedi SMART Board jsou umistény volné prostory pro ptimé

teSeni zakl s moznosti odkryti ndpoveédy v piipadé potfeby (otaznik), navrat do zakladniho
MENU (domecek) ¢i moznost postupu k dalsimu kroku feseni nebo problému ($ipka).

Pouzité ikonky: m navrat do zakladniho MENU, E napovéda, -y dalsi krok feSeni

Cislo 10 musi byt
nékde na Zlutych
politkach.

Obrazek 3a,b: Magicka sachovnice
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Obrazek 4a,b: Magickad Sachovnice-resent

7 Zavér

Ve spolupraci se studenty ucitelstvi FP TU v Liberci zpracovavame v ramci
seminarnich praci cely soubor problémi, her a ndméth pro praci se zédky na 1., resp. 2.
stupni zakladni Skoly, [1]. Problémy jsou dale upravovany pro vyuziti v prostfedi SMART
Board. Z prizkumu na zakladnich a stfednich Skolach vyplyva, Ze v ptipadé vyuziti
informacnich a komunikacnich technologii vyuzivaji ucitelé z velké casti jiz hotovych
produkti. Domnivame se proto, Ze vytvofeny soubor problémil se stane pro vyucujici
matematiky dobrou pomtickou a odrazovym mustkem pro dal$i doplnéni vlastnimi naméty.
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STATISTICKE SPRACOVANIE VYSLEDKOV VYSTUPNEHO TESTU
PRE 5. ROCNIK PROJEKTU KEGA 3/7001/09

LUBOMIR RYBANSKY, MARTA VRABELOVA

ABSTRACT. The paper deals with statistical processing of outcoming test results.
Outcoming test was written as part of a project KEGA and its aim was to compare
knowledge level of 5. year attended school pupils in the experimental and control group
and to verify next hypothesis as are comparing the level of boy knowledge and the level of
girl knowledge, the knowledge of pupils from school with Hungarian and Slovak teaching
language, the pupils with and without a failure learning. The validity and the reliability of
the outcoming test and the item analyse of test are performed.

Uvod

Clanok sa tyka rieSenia projektu KEGA 3/7001/09 s ndzvom ZvySovanie klticovych
matematickych kompetencii - alternativne ucebné programy z matematiky pre zdakladné
Skoly v zmysle cielov nového Statneho vzdeldavacieho programu a v zmysle zvySovania
matematickej gramotnosti podla dopadov PISA. Informdcie o tomto projekte ako aj znenie
vstupného testu sa nachadzaju na internetovej stranke www.kega.fss.ukf.sk. V ramci tohto
projektu prebieha experiment, ktory zacal ndhodnym rozdelenim $kél zapojenych do
vyskumu na experimentalne a kontrolné, vypracovanim a napisanim vstupného testu
v dvoch verziach. Statistické spracovanie vysledkov vystupného testu tvori obsah tohto
prispevku.

Cielom vyskumu v Skolskom roku 2009-2010 je priprava ucebnych materidlov
predmetu matematika pre Ziakov 5. ro¢nika ZS aoverenie efektivnosti vyudovania
pomocou tychto materidlov v Skolskej praxi. Ide hlavne o zvySenie matematickych
kompetencii ziakov pri rieSeni uloh tykajicich sa beznych Zzivotnych situacii a o ich
pripravu na medzinarodné testovanie vedomosti.

Hlavna hypotéza vyskumu a vyskumna vzorka
Hlavnou hypotézou vyskumu je hypotéza

HO: Pripravené materialy efektivne prispeli k zvyseniu klucovych matematickych
kompetencii Ziakov 5. rocnika Z5S.

Vyskumnt vzorku tvori 877 ziakov 5. ro¢nika zakladnych §kél zo Styroch okresov
Nitrianskeho kraja. Niektoré skoly st skoly s vyu¢ovacim jazykom mad’arskym.

Metodologia a nastroje vyskumu

Ako metdda vyskumu sa pouziva experiment. To znamend, Ze Skoly boli ndhodne
rozdelené do dvoch skupin a to na skoly experimentalne a Skoly kontrolné. Experimentalnu
skupinu tvori 18 $§kol, v kontrolnej skupine je 16 $kdl. Ako vyskumné nastroje sa
pouzivaju didaktické testy - vstupny test a vystupny test. Vstupny test bol pouzity iba na
zacCiatku experimentu, jeho vysledky st Statisticky spracované v ¢lanku [5]. Vystupnymi
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testami sa porovna Uroven vedomosti ziakov v experimentalnej a kontrolnej skupine na
konci kazdého Skolského roku.

Vystupny test a d’alSie hypotézy vyskumu

Vystupny test obsahoval 6 Gloh (poloziek) obsahujiacich niekolko podualoh. Vsetky
tlohy boli otvorené. Obsahové validita testu bola postidena u¢itelmi 5. roénika ZS. Test
bol odsktsany na jednej z experimentalnych §kol a po jeho odskusani boli niektoré tillohy
testu mierne upravené. Ulohy boli bodované. Kazdému Ziakovi bol prideleny celkovy
pocet bodov za test (Stget). Ziak mohol ziskat’ maximalne 30 bodov.

Na zaklade vysledkov vystupného testu sa overuje nasledovna hypotéza:

H1: Uroven vedomosti Ziakov v experimentalnej skupine je vyznamne odlisna od
urovne vedomosti Ziakov v kontrolnej skupine v prospech experimentdilnej
skupiny.

Okrem tejto hypotézy sme si stanovili overit’ aj tieto d’alSie hypotézy:

H2: Uroven vedomosti Ziakov v Skolach s vyucovacim jazykom slovenskym nie je
vyznamne odlisnd od urovne vedomosti Ziakov v Skolach s vyucovacim jazykom
madarskym.

H3: Uroven vedomosti chlapcov nie je vyznamne odlisnd od urovne vedomosti
dievcat.

H4: Uroven vedomosti ziakov s poruchou ucenia je vyznamne odlisna od urovne
vedomosti ostatnych Ziakov.

HS: Uroven vedomosti Ziakov v Skolach s experimentdlnej skupiny s vyucovacim
Jjazykom slovenskym nie je vyznamne odlisna od urovne vedomosti Ziakov
v Skoldach s experimentalnej skupiny s vyucovacim jazykom madarskym.

Vysledky vystupného testu a verifikacia hypotéz

Histogramy rozdelenia pocetnosti po¢tu bodov s testami normality pre experimentalnu
skupinu (E) a kontrolnt skupinu (K), pre skupinu §kol s vyu¢ovacim jazykom slovenskym
(SJ) a mad’arskym (MJ), pre skupinu dievcat (Z) a chlapcov (M), s poruchou ucenia (Ano)
a bez poruchy ucenia (Nie) vidime na obrazkoch la a 1b, 2a a2b, 3a a3b, 4a a4b.
Rozdelenie poctu bodov v zakladnom stibore nemozno povazovat' za normalne v ziadnej
skupine, p-hodnoty testov normality (Kolmogorovho—Smirnovho, Shaphirovho-Wilkovho)
su mensie ako 0,05. Vzhl'adom na vel'ky rozsah ndhodného vyberu mézeme na testovanie
rovnosti strednych hodnét v zakladnych stiboroch pouzit’ dvojvyberovy t-test.

Popisné statistiky sme zhrnuli do tabul’ky 1 spolu s hodnotami ¢-testu a F-testu a to pre
skupinu 1 askupinu 2, pricom porovnavame tieto skupiny: experimentalnu (E)
a kontrolnu (K), s vyu€ovacim jazykom slovenskym (SJ) a mad’arskym (MJ), dievcat (Z)
a chlapcov (M), s poruchou ucenia (Ano) a bez poruchy ucenia (Nie).

Z vypocitanych priemerov i grafov na obrazkoch la-1b je zrejmé, ze rozdiel medzi
priemerom v experimentalnej skupine (18,78) a v kontrolnej skupine (16,15) je Statisticky
vyznamny Vv prospech experimentalnej skupiny (¢ = -5,18, p = 0,000). Variabilita
vedomosti v experimentalnej a kontrolnej skupine nie je vyznamne odlisna (F = 1,12, p =
0,239). Velky rozdiel medzi priemermi je v skupine Ziakov zo $§kol s vyuovacim jazykom
slovenskym a mad’arskym atento rozdiel je Statisticky vyznamny (hodnota ¢-testu
z tabul’ky 1 je rovnd -4,54, p-hodnota je mensia ako 0,001). V skupine s vyucovacim
jazykom madarskym sa preukazala aj vyssia variabilita vedomosti merana smerodajnou
odchylkou, ¢o potvrdzuje aj hodnota F-testu (F = 1,42, p = 0,000).
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Obrazok la: Rozdelenie poctu bodov v skup. K Obrazok 1b: Rozdelenie poctu bodov v skup. E
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Obrazok 2a. Rozdelenie poctu bodov v skup. SJ  Obrdazok 2b. Rozdelenie poctu bodov v skup. MJ
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Obrazok 3a: Rozdelenie poctu bodov v skup. M Obrazok 3b: Rozdelenie poctu bodov v skup. Z
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Obrazok 4a: Rozdelenie poctu bodov v skup. Ano Obrazok 4b: Rozdelenie poctu bodov v skup. Nie
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Popisné Statistiky — aritmeticky priemer po¢tu bodov (Priem), smerodajna odchylka (Sm.o.),
pocet platnych hodnét (Pocet.), hodnota t-testu (t) a jeho P-hodnota (p), hodnota F-testu (F)
a jeho P-hodnota (p)
Skup.1.skup.2 Priem Priem Sm.o. Sm.o. Pocet Pocet
’ skup. skup. skup. skup. skup. skup. t p F p
1 2 1 2 1 2
E, K 18,78 16,15 7,67 7,26 419 458 | -5,18 | 0,000 | 1,12 | 0,239
SJ, MJ 18,27 15,69 7,12 8,41 567 259 | -4,54 0,000 1,42 | 0,000
Z,M 17,70 17,09 7,20 7,96 448 429 1,19 | 0,234 | 1,22 | 0,037
Ano,Nie 11,61 17,65 7,71 7,48 36 841 4,78 | 0,000 | 1,06 | 0,745
Tabulka 1

Priemery poctu bodov spolu s 95 % intervalmi spolahlivosti st pre naSe Styri skupiny
znazornené na obrazkoch 5a-5d.

skupina; LS Means Plot of Means and Conf. Intervals (95,00%]
Current effect: F(1, 875)<26 876, p=,00000 Sucet
Effective hypothesis decomposition 20
Vertical bars denote 0,95 confidence intervals

skupina 7

Obrazok 5a: Graf priemerov pre E a K Obrazok 5b: Graf priemerov pre SJ a MJ

Plot of Means and Conf. Intervals (95,00%) Plot of Means and Conf. Intervals (95,00%)
Sucet Sucet

N
ES
z
>

pohlavie porucha ucenia,

Obrazok 5c: Graf priemerov pre Z a M Obrazok 5d: Graf priemerov pre Nie a Ano

Podobne je vysoko Statisticky vyznamny rozdiel aj medzi priemerom v skupine deti
s poruchami ucenia a bez portch ucenia (¢t = 4,78, p < 0,01), ale variabilita vedomosti
v tychto skupinach nie je vyznamne odlisna (F = 1,06, p = 0,745). Len nepatrny
(a nesignifikantny) rozdiel je medzi priemermi a smerodajnymi odchylkami skupiny
dievcat a skupiny chlapcov.

Vzhladom na to, ze rozdelenie poctu bodov nemozno povazovat v zakladnych
suboroch za normalne, a vyskytla sa aj vyznamna odlisnost’ rozptylov, na overenie hypotéz
H1 — H4 sme pouzili aj neparametricky Mannov-Whitneyov U test (pricom sme zo
skupiny ziakov bez poruchy ucenia vybrali ndhodni vzorku 36 ziakov, aby sme
neporovnavali vyberové stbory svelmi odliSnym rozsahom). Vo vsetkych Styroch
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pripadoch sme dostali podobné vysledky ako st vysledky ziskané ¢-testom. Vysledky
Mannovho-Whitneyovho U testu su zapisané v tabul’ke 2.

Mannov-Whitneyov U test (KEGA)
Skup.1, skup.2 s s

ug. por. ug. por. Pocet Pocet

skup.1 skup.2 b z P LY P skup.1 | skup.2

E, K 203261,0 | 181742,0 | 76631,0 | -5,16 | 0,000 -5,16 | 0,000 419 458

SJ, MJ 246919,5 94631,5 | 60961,5 | -3,92 | 0,000 -3,92 | 0,000 567 259
Z,M 200168,5 | 184834,5 | 92599,5 | 0,93 | 0,351 0,93 | 0,351 448 429
Ano, Nie 1020,5 1607,5 354,50 | -3,31 | 0,001 -3,31 | 0,001 36 36

Tabulka 2

Z vysledkov vyplyva platnost’ hypotézy H1, pretoze p-hodnota pre #-test aj U-test je
rovna 0,000 aje mensia ako nami zvolend hladina vyznamnosti 0,05 ateda Statisticku
hypotézu Stredné hodnoty poctu bodov za test sa v zakladnych suboroch rovnaju resp.
Rozdelenie poctu bodov za test vzakladnych suboroch skupin EaK je identické
zamietame. Plati alternativna Statistickd hypotéza Stredné hodnoty poctu bodov za test sa
v zdkladnych suboroch nerovnaju resp. Rozdelenie poctu bodov za test v zakladnych
suboroch skupin E a K nie je identické. Mozno teda tvrdit’, Ze priemer poctu bodov za test
je v experimentalnej skupine vyznamne vys$$i ako v kontrolnej skupine. P-hodnoty pre
skupiny SJ @ MJ, Ano a Nie st tiez takmer nulové, p = 0,000 < 0,05, ¢o znamena
zamietnutie Statistickej hypotézy Rozdelenie poctu bodov za test v zdkladnych siuboroch
skupin SJ a MJ, Ano a Nie je identické. Teda medzi vysledkami v tychto skupinach je
signifikantny rozdiel. To znamena, Ze hypotéza H2 sa nepotvrdila, Ziaci v Skolach
s vyucovacim jazykom slovenskym dosiahli vyznamne lepSie vysledky ako ziaci v $kolach
s vyu¢ovacim jazykom madarskym. Hypotéza H4 sa potvrdila, vedomosti ziakov
s poruchou ucenia st vyznamne slabsie ako vedomosti ostatnych ziakov. Hypotéza H3 sa
potvrdila, pretoze p-hodnota pre U-test je rovna 0,351, ¢o je viac ako nami zvolend hladina
vyznamnosti 0,05 a teda Statistick(l hypotézu Rozdelenie poctu bodov za test v zakladnych
suboroch skupin Z aM je identické nezamietame.. Medzi vysledkami testov dievcat
a chlapcov nie je signifikantny rozdiel.

Po rozklade stiboru na $tyri skupiny (E,SJ), (K,S)), (E,MJ), (K,MJ) sme vsak zistili, ze
nie je vyznamny rozdiel medzi priemermi skupin (E,SJ) a (K,SJ), ¢o vidiet’ v tabulke 3,
ktora obsahuje p-hodnoty pre viacnasobné porovnanie priemerov (p = 0,077). A nie je
vyznamny rozdiel medzi skupinami (E, SJ) a (E, MJ). Hypotéza H5 sa teda potvrdila. Ziaci
experimentalnych $kol s vyuCovacim jazykom madarskym a experimentalnych §kol
s vyucovacim jazykom slovenskym dosiahli velmi podobné vysledky (p = 0,984). Po
kontrole dotaznikov zasielanych uciteI'mi o oduceni nami zadanych tuloh sa ukazalo, Ze
ucitelia $kol s vyuCovacim jazykom mad’arskym venovali tymto tlohdm vo vyucovani
VACSI priestor.

LSD test viacnasobného porovnania priemerov
skupina K,MJ - 12,89 K,SJ - 17,68 E,MJ - 18,78 E,SJ - 18,77
K,MJ 0,000 0,000 0,000
K,SJ 0,166 0,077
E,MJ 0,984
Tabulka 3
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Analyza kvality vstupného testu

Teraz vypocCitame popisné Statistiky poctu bodov za test bez ohladu na skupiny,
posudime subeznu validitu vystupného testu na zaklade korelacie poctu bodov za vystupny
a vstupny test, vypocitame koeficient reliability testu a urobime polozkova analyzu testu.
Reliabilita testu by mala byt aspon 0,65. Reliabilita nad 0,85 sa povazuje za postacujicu
na to, aby bolo mozné na zaklade jednej skusky prijat’ rozhodnutie (Rosa, 2007, s. 34).

Popisné Statistiky st uvedené v tabulke 4, histogram rozdelenia poctu bodov je na
obrazku 6 a na obrazku 7 je nakresleny krabicovy graf pre priemer, smerodajni odchylku
a 1,96 nasobok smerodajnej odchylky.

_|Popisneé statistiky (Kega)
Premenna
N platnych | Priemer Median Modus Pocetnost’ | Minimum | Maximum | Sm. odch.
modusu
Sucet 877 17,40 19,00 19,00 52 0,0 30,0 7,58
Tabulka 4

Histogram: Stéet
K-S d=,08701, p<,01 ; Lilliefors p<,0t

Shapiro-Wilk W=,96608, p=,00001
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Obrazok 6: Rozdelenie poctu bodov v celom subore — Obrazok 7: Krabicovy graf poctu bodov

Pretoze rozdelenie poctu bodov v zédkladnom subore nemozno povazovat’ za normalne
(p-hodnota testu normality je menSia ako 0,05), validitu testu sme overili koeficientom
korelacie premennych pocet bodov z vystupného testu - Sucet a poctu bodov zo vstupného
testu — Body vstupny test, ktory je rovny 0,628 a tiez pomocou Spearmanovho koeficientu
korelacie. Jeho hodnota je rovna 0,603. Vystupny test povazujeme za validny, lebo 0,603
>0,4.

Tabulka 5 obsahuje polozkovi analyzu testu, teda charakteristiky poc¢tu bodov za
ulohy — aritmeticky priemer, median, modus, smerodajni odchylku, d’alej percento ziakov,
ktori dosiahli maximalnu uspesnost’ rieSenia (tloha je podozriva, ak je tychto ziakov aspoin
80 %), percento ziakov, ktori ziskali z ilohy 0 bodov (loha je podozriva, ak je tychto
ziakov aspont 80 %). Vidime, Ze ani jedna Gloha nie je podozriva. Modus poc¢tu bodov je
rovny 2 za ulohy PozZicovnia bicyklov a Gulocky a modusy pocétu bodov za zvysné tlohy st
rovné maximalnemu poétu bodov za danu ulohu. Uloha Navsteva divadla je zaujimava
tym, Ze percento Ziakov, ktori dosiahli maximalny pocet bodov za tuto ulohu je najvyssie
zo vsetkych tloh a to isté plati pre minimalny pocet bodov.
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Popisné Statistiky (KEGA)

i Percent
Premenna o siakov | PEreent
. Sm.odc L Pocetn. . 0 Ziakov
Priemer Median | Modus Min. Max. S max.
h. modusu - s0
poctom 1\ dmi
bodov
automobilky 2,972 1,896 3 5 333 0 5 36,877 13,953
pozic¢ovina 2,347 1,650 2 2 212 0 5 17,184 18,514
stavba 3,354 1,810 4 5 404 0 5 44,789 11,973
gul'écky 2,335 1,521 2 2 254 0 5 11,764 13,873
domy 3,402 1,647 4 5 338 0 5 37,472 8,093
divadlo 2,935 2,321 5 5 456 0 5 52,054 | 35,388
Tabulka 5

Napriek tomu, ze tlohy su rovnako bodované (za kazda bolo mozné ziskat’ 5 bodov),
vypocitali sme percentudlnu uspeSnost’ rieSenia kazdej ulohy u kazdého ziaka a nakreslili
sme krabicové grafy pre priemerni percentualnu uspeSnost, smerodajni odchylku
percentuélnej uspesnosti a 1,96 nasobok smerodajnej odchylky percentualnej uspeSnosti
(obr. 8). Najvyssiu percentualnu tspesnost’ (68,04 resp. 67,07 bodu) dosiahli ziaci pri
rieSeni ulohy Domy aich cisla resp. Stavba. Najtaz§imi ulohami s percentudlnou
uspesnost'ou (46,70% resp. 46,94%) boli Glohy Gul6cky resp. Pozicoviia bicyklov.
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Obrdazok 8: Krabicové grafy percentudlnej iispesnosti illoh

Vypocitali sme koeficient reliability Cronbachovu alfu, rovna sa 0,784, ¢o svedc¢i
o dostato¢nej reliabilite vystupného testu. V tabulke 6 sa nachadzaju hodnoty tohto
koeficientu po odstraneni jednotlivych uloh. Ak sa hodnota Cronbachovej alfy zvacsi po
odstraneni danej ulohy, tato uloha znizuje reliabilitu testu. Vidime, Ze ziadna uloha
reliabilitu testu neznizuje. Po rozdeleni testu na dve polovice (parne a neparne tlohy) sme
dostali Spearmanov-Brownov koeficient reliability 0,807 a Guttmanov koeficient
reliability 0,806, Co tiez potvrdzuje reliabilitu testu.
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Zaver

Body automobilky pozic¢ovna stavba guldcky domy divadlo
Alfa po odstraneni 0,731 0,766 0,767 0,750 0,737 0,759
Tabulka 6

Na zaklade vysledkov vystupného testu mozno konstatovat, ze materialy pripravené
pre uditelov ZS efektivne prispeli k zvy$eniu kluovych matematickych kompetencii
ziakov 5. ro¢nika ZS. Vystupny test je dostatoéne validny aj reliabilny. Ukazalo sa tiez, ze
Skoly s vyuCovacim jazykom madarskym trochu zaostavaju za Skolami s vyucovacim
jazykom slovenskym, nepreukazal sa signifikantny rozdiel v Grovni vedomosti vzhl'adom
na pohlavie ziakov, Ziaci s poruchami ucenia dosiahli vyznamne slabsie vysledky ako Zziaci
bez portuch ucenia.

[1]
2]

[3]

[4]

[5]

[6]
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ABSTRACT. Acquisition of mathematical literacy is a long process. It starts already in the
development of mathematical concepts in preschool age. Systematic mathematical
education at the primary stage of primary school should create space for the first steps
towards numeracy.

Uvod

Medzinarodna stadia OECD PISA (Programme for International Student Assessment)
definuje matematicki gramotnost’ ako “schopnost jedinca rozpoznat a pochopit’ ulohu
matematiky vo svete, robit zdévodnené hodnotenia, pouzivat matematiku a zaoberat' sa
nou sposobmi, ktoré zodpovedaju potrebam Zivota konStruktivneho, zaujatého a
rozmyslajuceho obcana” . (Kubacek a kol., 2004, s. 7) Vysledky 15-ro¢nych slovenskych
ziakov v medzinarodnom porovnani PISA 2003 a PISA 2006 ukazuji, Ze priemer
Slovenska sa znizil o 6 bodov. Nie je to Statisticky vyznamné znizenie vykonu v
matematickej gramotnosti, ale predstavuje to zmenu pozicie v celkovom hodnoteni.
Pozicia Slovenska klesla z priemeru krajin OECD medzi krajiny pod priemerom krajin
OECD. (Korsnakova — Kovacova, 2007)

Medzinarodna stidia IEA TIMSS (Trends in International Mathematics and Science
Study) sa zameriava na zistovanie vedomosti a zru¢nosti z matematiky a prirodnych vied
ziakov 4. ro¢nika zakladnej $koly (populacia 1) a 8. ro¢nika ZS alebo 4. roénika
osemroCnych gymndazii (populacia 2). V rokoch 1995, 1999 a 2003 sa na Slovensku
testovania zG&astnili Ziaci 8. ro¢nika ZS a 4. roénika osemroénych gymnazii (populacia 2).
V roku 2007 boli testovani ziaci 4. ro¢nika zakladnych $kol (populédcia 1). Vysledky
slovenskych ziakov z matematiky v jednotlivych rokoch: 1995 — nad medzinarodnym
priemerom, 1999 — signifikantne vysSSie nad medzinarodnym priemerom, 2003 —
signifikantne vys$Sie nad medzindrodnym priemerom, 2007 — na Urovni priemeru
zucastnenych krajin, ale signifikantne pod priemerom krajin OECD. (Beaton, A. E. et al.,
1995; Jelemenska, 2009; Kuraj — Kurajova Stopkova, 2006; Mullis, [.V.S. et al., 1999)

Vysledky slovenskych ziakov dosiahnuté v PISA 2006 a hlavne v TIMSS 2007
naznaCuju, ze by bolo potrebné vo zvySenej miere venovat pozornost procesu
matematickej edukacie na zakladnej Skole a to uz od primarneho stupia.

Matematika v primarnom vzdelavani

Statny vzdelavaci program. Matematika. Priloha ISCED 1. 2. upravend verzia pre 1.

az 4. rocnik ZS (2009) medzi cielmi uéebného predmetu matematika uvadza (s. 3):

- rieSenim uloh a problémov postupne budovat poznatky Ziakov o vztahu medzi
matematikou a realitou,

- systematicky viest' Ziakov k ziskavaniu skusenosti s vyznamom matematizdcie redlnej
situdcie, tvorby matematickych modelov a tym aj k poznaniu, Ze realita je zloZitejsia
ako jej matematicky model, priblizovat’ Ziakom dennu prax.

Tieto ciele, wuvedené v kurikularnom dokumente, koreSponduji s definovanim

matematickej gramotnosti v medzinarodnych S$tadiach. Ich naplnenie by mohlo byt

Prispevok bol spracovany ako sucast’ riesenia projektu KEGA 165-016PU-4/2010 Matematika pre zZivot — cesty 33

rozvijania matematickej gramotnosti zZiakov primarnej Skoly v kontexte medzindarodnych vyskumov OECD PISA a IEA
TIMSS.
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realizované hlavne v ramci vyucby tematického celku RieSenie aplikacnych loh a uloh
rozvijajucich Specifické matematické myslenie.

Sonda do matematickych schopnosti Ziakov 1. ro¢nika zédkladnej Skoly

Na konci $kolského roka 2008/2009 bola realizovand sonda do matematickych
schopnosti ziakov 1. ro¢nika zakladnej Skoly (Téthova, 2010). Prieskum prebiehal na
mestskych aj vidieckych Skoldch — mesto 118 Ziakov (61 chlapcov a 57 dievcat), vidiek 94
ziakov (41 chlapcov a 53 dievc¢at). Ciel'om bolo ziskat' obraz o tom, ako Ziaci dokazu
pouzit’ matematiku pri rieSeni problémov, ktoré¢ mdze prinasat’ redlny svet.

Aplikované tlohy svojim obsahom a spésobom zadania mozno zaradit’ do tematického
celku Riesenie aplikacnych uloh a uloh rozvijajucich Specifické matematické myslenie.

1. Program kina
- identifikacia ¢iselnych tdajov v texte tlohy z realnej situdcie
- scitanie prirodzenych ¢isel v obore do 20
- porovnavanie prirodzenych ¢isel v obore do 20 — urcenie najlacnejSieho vstupného
2. Hodiny
- identifikacia Ciselnych udajov v texte ulohy z redlnej situacie a z grafického zobrazenia
(cifernik hodin)
- s¢itanie/od¢itanie prirodzenych &isel v obore do 20 — uréenie dizky &asového intervalu
3. Oznam na poste
- identifikacia ¢iselnej informacie nachadzajicej sa v texte ulohy z reélnej situacie
- s¢itanie/odgitanie prirodzenych ¢&isel v obore do 20 — uréenie dizky otvaracich hodin
v zvoleny den
- porovnavanie prirodzenych cisel v obore do 20 — urcenie dna, kedy je posta najdlhsie
otvorena
4. Hladanie Klary
- konjunkcia vyrokov — identifikacia hl'adanej osoby
5. Hracky v obchode
- porovnavanie prirodzenych ¢isel v obore do 20 — urenie najdrahsej hracky
- porovnavanie prirodzenych ¢isel v obore do 20 — uréenie najlacnejsej hracky
- scitanie prirodzenych ¢isel v obore do 20 — uréenie sumy penazi
- porovnavanie prirodzenych cisel v obore do 20 — porovnanie sumy penazi a ceny
hracky (moznost’ nakupu)
Cielom kvantitativno-kvalitativnej analyzy Ziackych rieseni bolo:
- zistit’ uspesnost’ Ziakov z vidieka a z mesta, chlapcov a dievcat;
- identifikovat’ nedostatky v schopnostiach ziakov z pohl'adu matematickej gramotnosti.
Vysledky ziakov zmestského prostredia boli vyrazne lepSie ako vysledky ziakov

z vidieckeho prostredia.
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Smerodajna odchylka pre vysledky ziakov v meste bola s = 2,78 a na vidieku s = 4,09. To
ukazuje, ze medzi vysledkami vidieckych ziakov boli vicSie rozdiely ako u ziakov
v meste.

Porovnanie vysledkov, ktoré dosiahli chlapci a dievéatd, naznacuje, Ze rod vyrazne
neovplyviiuje Gspesnost’ ziakov.
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Podrobnejsia analyza ukazuje, Ze:

- chlapci zmesta (79,73%) dosiahli vyrazne lepSie vysledky ako chlapci z vidieka
(53.,8%);

- dievcata zmesta (73,27%) dosiahli znacne lepSie vysledky ako dievcatd z vidieka
(58,27%).

Uspesnost’ rieSenia jednotlivych uloh medzi siborom ziakov z mesta a siborom ziakov
z vidieka ukazuje, Ze ziaci z mesta boli uspesnejsi v rieSeni kazdej ulohy.
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Porovnanie uspes$nosti rieSenia jednotlivych tloh medzi chlapcami a dievCatami ukazuje,
ze v rieSeni niektorych tloh boli lepsi chlapci, v inych dievcata.
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Detailnejsia analyza ziackych rieSeni jednotlivych uloh priniesla nasledovné informacie:
1. uloha — Program kina

- lepsia uspesnost’ ziakov z mestského prostredia pravdepodobne vyplyva zo zivotnej
skusenosti ziakov, Ziaci z mesta navstevuju kino CastejSie a redlne rieSia podobnu
situaciu;

- chlapci (mesto-81,97%, resp. vidiek-66,46% ) a dievcata (mesto-82,02%, resp. vidiek-
69,34%) dosiahli porovnatel'né vysledky.

2. tloha — Hodiny

- najproblematickejsia uloha pre ziakov;

- zaujimavé vysledky pri porovnani z hl'adiska rodu: chlapci z mesta (54,10%) dosiahli
vyrazne lepSie vysledky ako dievcata z mesta (36,59%), chlapci (33,33%) a dievcata
(35,58%) z vidieka boli na priblizne rovnakej Grovni;

- z pohladu matematiky mala uloha dve rieSenia: 4 hodiny, resp. 16 hodin, nakol'ko ale
v texte bola otdzka, ako dlho ¢akame u lekara, spravne vyhodnotenie realnej situécie
malo viest’ k rieSeniu 4 hodiny;

- najéastejsia chyba (takmer tretina Ziakov) — Ziaci neuviedli dizku ¢asového intervalu (4
hodiny) ale 3 hodiny, ¢o bol udaj, ktory bol na ciferniku hodiniek;

- mnohi Ziaci ulohu neriesili.

3._uloha — Oznam na poSte

- opét problematicka uloha pre ziakov (Casové udaje);

- zivotna skusenost’ Ziakov v meste, CastejSia konfronticia sudajmi o otvaracich
hodindch v obchodoch, pravdepodobne spdsobila vyrazny rozdiel v prospech
uspesnosti  respondentov z mesta oproti respondentom z vidieka, rozdiel medzi
chlapcami z mesta a chlapcami z vidieka bol vel'mi vysoky, viac ako 40%;

- zaujimavé vysledky pri porovnani z hl'adiska rodu: chlapci z mesta (65,57%) dosiahli
vyrazne lepSie vysledky ako dievéata z mesta (46,20%), dievcata (28,93%) z vidieka
boli Gspesnejsie ako chlapci (24,39%);

- Ziaci nevedeli zo zadanych informacii uréit’ dizku otvaracich hodin, resp. def, kedy su
otvaracie hodiny najdlhsie;

- vel’a ziakov tlohu nerieSilo, hlavne ziaci z vidieka.

4.4loha — Hl'adanie Klary

- chlapci (95,08%) a dievcata (94,74%) v meste dosiahli porovnatelné vysledky,

dievcata (86,79%) z vidieka boli uspesnejSie ako chlapci (78,05%);
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S.

- ziaci, ktorych rieSenia boli spravne, vo via¢Sine pripadov postupovali systematicky:
vyskrtavanim, ozna¢ovanim symbolom, resp. pod¢iarknutim oznacovali tie pripady,
ktoré nie st vhodné v kontexte zadania.

uloha — Hracky v obchode

- zivotna skusenost’ ziakov v meste, CastejSie nakupovanie, pravdepodobne spdsobila
vyrazny rozdiel v prospech uspeSnosti respondentov z mesta oproti respondentom
z vidieka;

- v meste chlapci (5.a-98,36%, 5.b-83,61%) dosiahli lepsie vysledky ako dievcata (5.a-
94,74%, 5.b-76,90%), na vidieku to bolo naopak, lepSie vysledky dosiahli dievcata
(5.a-84,91%, 5.b-55,66%) ako chlapci (5.a-74,39%, 5.b-52,03%)

- porovnavanie prirodzenych ¢isel v obore do 20 (najdrahSia/najlacnejSia hracka) ziaci
zvladli na vel'mi dobrej Grovni, najlepsie chlapci z mesta (98,36%), najslabsie chlapci
z vidieka (74,39%);

- v ulohe 5.b) bolo potrebné analyzovat’ 6 moznosti a urcit’, ktord z nich je priazniva,
resp. nepriazniva, niektori ziaci nerie$ili ulohu systematicky, analyzovali iba jednu
moznost, tento nedostatok sa CastejSie vyskytoval v rieSeniach ziakov z vidieka;

- rozdiely medzi jednotlivymi skupinami ziakov boli zna¢né: chlapci-mesto (83,61%),
dievcata-mesto (76,90%), dievcata-vidiek (55,66%), chlapci-vidiek (52,03).

Niektoré informacie ziskané zo sondy do matematickych schopnosti ziakov 1. ro¢nika
zakladnej Skoly:

ziaci na dobrej urovni ovladaji porovnavanie prirodzenych cisel v obore do 20,
sCitanie/oc¢itanie prirodzenych Cisel v obore do 20;

ziaci na primeranej urovni zvladaju elementarne ucivo z logiky — konjunkcia vyrokov;
na nizkej urovni ziaci riesia tlohy s ¢asovymi udajmi — identifikacia spravnej casovej
informacie zo zadanych udajov a uréenie dizky ¢asového intervalu;

ziaci z mestskych $kol dosiahli vyrazne lepSie vysledky ako Ziaci z vidieckych §kol;
ziaci z mesta boli v rieSeni uloh sebavedomejsi, v subore mestskych Ziakov bolo menej
tych, ktori niektoré ulohy vobec neriesili;

uspesnost’ rieSenia jednotlivych stiborov Ziakov:

mesto — chlapci 79,73%

mesto — dievéata  73,27%

vidiek — dievéata  58,27%

vidiek — chlapci 53,80%

pri zadavani Gloh sa vyskytli situdcie, kedy ziaci pozadovali informacie k rieSeniu od
administratora este skor, ako si precitali zadanie tlohy, castejSie to bolo u ziakov
v Skolach na vidieku;

Cas rieSenia nebol exaktne sledovany, ale z pozorovani vyplynulo, Ze Ziaci na vidieku
potrebovali na rieSenie uloh viac ¢asu ako Ziaci v $kolach v meste.

Zaver

Vo vyucovani matematiky uz na primarnom stupni vzdelavania by sa malo vychadzat’

z realnych situacii, ktoré koreSponduju so svetom diet'ata mladsieho Skolského veku. Ako
sa ukazalo, je to potrebné hlavne v pedagogickom procese na zakladnych skolach na
vidieku, kde pravdepodobne ziaci nemaju dostatocné sktisenosti s vyuzivanim matematiky
v beznych zivotnych situdciach. Jednou z oblasti, ktora je problematickou, st Casové
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vztahy. Nemenej dolezitou ulohou je viest ziakov k samostatnosti a systematickosti pri
rieSeni uloh — problémov.

Jednou zo zakladnych sucasti tvorivej prace ucitel'a (matematiky) je tvorba vhodnych
uloh. (Pridavkova, 2004) Zaradenie vhodnych typov tloh do matematickej edukacie je
jedna zciest smerujuca k formovaniu matematickej gramotnosti od primarneho stupna
vzdelavania. (Vasutova, 2010; Zel'ova, 2008) Je to dlhodoby proces a vo vyznamnej miere
ho ovplyviiuje matematické vzdelavanie v Skolach. Prvé zretel'né stopy vytvara vyucovanie
matematiky na primarnom stupni edukacie. Vzhl'adom na to by bolo potrebné, aby ucitelia
uz na 1. stupni zakladnej Skoly realizovali svoje pedagogické posobenie nielen v zmysle
naplnenia cielov stanovenych Staitnym vzdelavacim programom. Netreba zabudat, Ze
vyuCovanie matematiky by malo ukazat’ aj prepojenie matematiky s realitou a nasledne
pouzitie matematiky v kazdodennom Zivote.

Vyhodou ucitel'a — elementaristu je moznost a schopnost’ prepojenia jednotlivych
predmetov, integracia rieSenia problémov a uchopovania vedomosti. (Tomkova, 2006)
S takymto pristupom moézu mat’ problém zacinajuci ucitelia, u ktorych je nedostato¢né
prepojenie medzi odborno-predmetovymi a didakticko-psychologickymi kompetenciami.
(Siméikova, 2006) Niektoré prieskumy ukazuji, e schopnosti $tudentov — budicich
ucitelov aplikovat matematické poznatky v redlnych zivotnych situacidch su na
nedostatocnej trovni. (Mokris, 2007)

Ako sa matematika vyucuje, to je vo velkej miere v rukach uditel'a. Preto je potrebné
u budacich uditelov ,rozvijat tri oblasti: porozumenie matematike, zvladnutie
matematického remesla a aplikovanie matematiky v praxi.” (Brinckova, Haviar,
Klenovcan, 2005. s. 83)
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VYUCOVANIE MATEMATIKY V DRUHOM STUPNI STUDIA NA FAKULTE
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MILAN STACHO, MARIA BRANICKA

ABSTRACT. Recently, the curriculum of many universities in Slovakia has undergone
significant changes. These changes can also be seen in the teaching process at the faculty
PEDAS of the University of Zilina. This phenomenon has started to affect mathematical
subjects at second cycle degree programmes. In this contribution, we tried to map this
situation and highlight possible problems and risks involved.

1. Uvod

Vo vyucbe matematiky sa pravidelne zaoberame troviiou vedomosti prichadzajucich
Studentov v snahe prispdsobovat’ vyucovacie metddy [3] a Cerpame aj z poznatkov kolegov
z inych fakult nasej univerzity, napr. [5]. Vzhl'adom k zvySujucemu sa podielu Studentov
vysokych §kol (70% maturantov) uroven vedomosti v poslednom obdobi poklesla. Tento
trend sa prejavuje hlavne u tzv. neatraktivnych Studijnych programov, t.j. u takych, kde
zaujem o Studium na nasej fakulte je 1,5 az 2,5 krat vac¢si, ako st moznosti prijatia na dany
$tudijny program. Naopak v Studijnom programe Ekonomika a manazment podniku, kde
zaujem o Stadium presahuje 9 az 10 nasobok moznosti fakulty, je badatelne vyssia Giroven
vedomosti prichddzajtcich Studentov.

V roku 2009 fakulte PEDAS bola schvalena komplexna akreditacia, ktora postihla
vyraznymi zmenami aj vyuCovanie matematickych predmetov([4], [6]. V prvom stupni
vysokoskoského Studia bol Ciastocne meneny rozsah matematickych predmetov, no
v druhom stupni vysokoskolského Studia bol meneny aj obsah s vyli¢enim matematickej
analyzy aobmedzenim pravdepodobnosti a matematickej Statistiky. KedZe prijimanie
Studentov do 2. stupna Stiidia (inzinierske Studium) je vo vacSine Studijnych programoch
formalita bez potrebnej selekcie, nemdézeme ocakavat vyrazné zvySenie vedomostnej
urovne Studentov v tomto stupni Stadia.

2. Priprava Studentov v 1. stupni studia

V tomto stupni Stadia je rozsah vyucby matematiky 2-4 (t.j. 2 hodiny prednasok a 4
hodiny cvi€eni tyzdenne) v zimnom semestri a 2-4 v letnom semestri, o za semester
predstavuje 52 hodin prednasok (o 26 hodin menej ako v predchadzajicom obdobi) a 104
hodin cvieni (o 13 hodin viac). V zimnom semestri su to zaklady linearnej
algebry, rieSenie systémov linedrnych rovnic a diferencialny pocet funkcie jednej realnej
premennej. V letnom semestri sa vyucuje integralny pocet funkcie jednej realnej
premennej, zaklady funkcie viac (spravidla dvoch) premennych, diferencialne rovnice
prvého radu adruhého radu s konStantnymi  koeficientami, zéklady teodrie
pravdepodobnosti a matematicka Statistika. Uz z pomeru obsahu a rozsahu je zrejmé, ze
teoria sa méze budovat’ len v obmedzenom rozsahu. Viac matematiky vo vyucbe bakalara
sa nepredpoklada s vynimkou Studijného programu Elektronicky obchod a manazment, kde
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je zaradeny vyberovy predmet Finan¢na a poist'ovacia matematika, a Studijného programu
Postové a telekomunikacné sluzby s povinnymi predmetmi predmetmi Teoria grafov
s rozsahom 2-2 a linearne programovanie s rozsahom taktiez 2-2.

2. Obsah vyucby v 2. stupni Stidia

V inzinierskom stupni vo véséine Studijnych programov bol po akreditaci predmet
Matematika 3 zruSeny. V tomto predmete obsahom vyucby boli viacrozmerné integraly,
nahodny premenna a testovanie Statistickych hypotéz. Zaradeny bol predmet Operacna
analyza 1 (OA1) v zimnom semestri v rozsahu 3-3 a Opera¢na analyza 2 (OA2) v letnom
semestri v rozsahu 2-2. Spolu je to 65 hodin prednasok (celkovo o 26 hodin menej) a 65
hodin cviceni (celkovo o013 hodin menej). V Studijnom programe Manazment
a ekonomika podniku sa v inzinierskom stupni vyucuje len povinny predmet Financ¢na
a poistovacia matematika rozsahu 3-2. V predmete OA1 st obsahom zéklady linearneho
programovania, simplexova metdda a zaklady teorie grafov. V predmete OA2 st aplikacie
teorie grafov, toky v sietach, dopravné tlohy, zaklady teérie hromadnej obsluhy a tedria
zasob. Tieto predmety nahradil predmet Teorie grafov a predmet Operacna analyza, ktorej
obsahom bolo linearne programovanie; teda pribudla len tedria hromadnej obsluhy a tedria
zasob. Studijny program Postové inZinierstvo obsahuje predmet Pravdepodobnost
a matematicka Statistika rozsahu 3-2 a Tedria hromadnej obsluhy s rozsahom 2-2. Na
tomto Studijnom programe nedoslo po komplexnej akreditacii k zasadnam zmendm vo
vyucbe matematickych predmetov.

Poznamenavame, Ze uvedené zmeny v obsahu vyucovanych predmetov vznikli najma
z poziadaviek profilovych katedier, ktoré garantuju dané $tudijné programy.

3. Problémy

Rozsah a obsah stiidia matematiky schvaleny akreditatnou komisiou je samozrejme
zavézny. | ked do pripravy Studijnych programov st matematici nasej fakulty zapojeni,
rozhodujuce akoneéné slovo maju garanti Studijnych programov. Neustaly trend
znizovania rozsahu S$tudia teoretického zakladu, aj ked’ s miernym navySenim aplikécii,
nemdze pozitivne vplyvat’ na vSeobecné znalosti budiiceho inZiniera. Dvojrocny odstup
zakladného kurzu matematickej analyzy, pravdepodobnosti a Statistiky nie je
najvhodnej$im modelom vzdelavania buduceho inziniera. V predmetoch OA 1 a OA 2 su
potrebné znalosti z linearnej algebry, diferencidlneho a integralneho poctu, ale aj
pravdepodobnosti a Statistiky. Niektoré metddy systémov hromadnej obsluhy maju ako
nastroj na rieSenie systémy diferencidlnych rovnic apreto nemoézu byt zahrnuté do
teoretického zakladu tejto discipliny, alebo st uvadzané len informativne. Takisto sa v 1.
stupni $tudia neprebera problematika testovania Statistickych hypotéz

Ked prislusny garant $tudijného programu vyhlési, Ze potrebuje ,,len* chi kvadrat test
zhody a systém hromadnej obsluhy M/M/1 s odmietanim, matematik musi dbat’ na to, aby
tieto vedomosti boli podlozené¢ primeranym teoretickym zakladom, t.j. nemdzeme
dopustit, aby sa matematika dostavala na uroven ,kucharskej knihy“. V suvislosti
s rozvojom informac¢nych technoloégii by bolo potrebné viac pozornosti venovat aj
diskrétnej matematike. Pre roz$irenie pohl'adu inzZiniera na matematické metddy je treba
venovat urCity priestor aj teorii zlozitosti. Napriklad velmi Casto sa stretdvame
u inzinierov s mylnym nazorom, ze ak bude pocita¢ pracovat’ dostato¢ne dlho, vypocita
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nam presne vSetko, ¢o chceme. Tato problematika je ¢asto obchadzana, alebo podavana
zlozito, i ked’ prili$né zjednoduSovanie taktiez nie je najvhodnejsi postup.

4. Zaver

V suvislosti s nedavnou $kolskou reformou sa objavila aj tendencia obmedzit’ rozsah
matematického vzdelavania uz od zékladnej Skoly. Tym je samozrejme postihnuty aj
obsah. V tomto ¢lanku sme sa pokusili mapovat’ vznikajucu situdciu a upozornit’ na mozné
rizika a problémy. Chceli sme poukazat hlavne na suvisiace problémy, ktoré negativne
ovplyviiuju vzdelavaci proces na vysokych Skolach, najmid u predmetov technického
charakteru. K tymto patri taktiez zaznamenany pokles vzdelanostnej irovne matematiky na
zékladnych a strednych skolach, ako je napriklad mozné vidiet' z podpriemernych vykonov
ziakov zakladnych a strednych $kol v medzinarodnych porovnaniach vzdelavacich
vysledkov ziakov krajin OECD v projektoch PISA. V tomto kontexte je vhodné taktiez
pripomenut aj to, ze dve z klacovych kompetencii, ktorymi Eurépska komisia
charakterizuje poziadavky na vzdelanie, si matematické myslenie a informatické
zrucnosti. Bezpochyby je nevyhnutna kvantitativna i kvalitativna revizia nasho sucasného
obsahu vzdelavania, ale len bezhlavo obmedzit’ matematiku iste nie je rozumné.

Na znizovanie obsahu matematického vzdelavania inzinierov bolo uz upozoriiované
posledné dve desatrocia. Tieto upozornenia formou prispevkov na konferenciach ucitel'ov
matematiky st dost’ ¢asté a niekedy aj primerane ,,0stré", pozri napr. [1], [2]. S rozvojom
informacénych technolégii sa zdanlivo potlaa vyznam matematického vzdelavania
inzinierov. V tomto ohl'ade je potrebny aj aktivnejsi pristup nés, ucitelov, hlavne garantov
matematickych predmetov.

Argumenty, ktoré pravidelne odznievaju na konferenciach o vyucovani matematiky na
vysokych Skolach, by sa mali CastejSie prezentovat’ aj nematematikom, najmé tym, ktori
o matematike ¢asto rozhoduju.
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GEOMETRICKA GRAMOTNOST STUDENTOV VS TECHNICKEHO
ZAMERANIA

DARINA STACHOVA

ABSTRACT. In the contribution, we discuss the decline in the amount of geometry classes in
secondary schools and results of an entrance test from geometry undertaken by first-year
students of the Faculty of Special Engineering of the University of Zilina in Zilina.

1 Uvod

V poslednych rokoch prevazuje na zakladnych a strednych skolach trend vyucovat
matematiku, atym aj geometriu, sposobom, ktory je Standardny pre vzdeldvanie na
vysokych skolach. Instruktivny pristup v Coraz vacsej miere vytlaca z vyuCovania pristup
konstruktivny. Veduca je snaha o uplna systematizaciu, o budovanie matematickych tedrii
od zakladov, ktoré sa bez nadhladu a hlbsicho porozumenia stavaju samoucelné. Vytraca
sa nielen prakticky vyznam, ale aj porozumenie v SirSich stvislostiach a schopnost’
pouzitenosti poznatku v odliSnych suvislostiach a situacidch. Nepochopenie podstaty
matematického problému potom nuti ziakov naucit’ sa riesit’ ilohy schematicky.

2 Urovei vstupnych geometrickych poznatkov §tudentov VS technického zamerania

Klesajucu turoven geometrickych poznatkov absolventov strednych $kol potvrdi
pravdepodobne kazdy ucitel geometrie na vysokej Skole technického zamerania [1].
Napriek tomu, Ze nikto nespochybiiuje doblezitost dobre rozvinutej priestorovej
predstavivosti pre strojnych a stavebnych odbornikov, sa vyucbe stereometrie na strednych
skolach venuje slaba pozornost, ¢oho obrazom je aj alarmujici rozsah a hibka
nevedomosti Studentov pri nastupe na vysoku skolu. Znepokojujiice je predovsetkym to, ze
sa tento dlhotrvajuci trend v poslednych rokoch vel'mi zrychl'uje a dochadza k tomu, ze sa
vyrazne zmensuje pocet Studentov, ktori st po stranke geometrickej pripraveni na Stadium
na vysokej Skole technickej. Prieskum tohto javu sme vykonali na troch fakultach a jeho
vysledky opisujeme v tabul’ke €. 1.

Fakulta Pocet oslovenych | Pocet Studentov, ktori absolvoyali vyucbu v o,
Studentov TK, DG, IG na strednej Skole
FSI 128 25 19,53
PEDAS 315 83 26,35
SvF 166 60 36,14

Tabulka 1: percentudlny podiel Studentov 1. rocnika, ktori absolvovali geometricki: vyuchu na SS

Uroveii vstupnych poznatkov $tudentov vysokych $kol technického zamerania je
v geometrii v mnohom odliSnejSia nez v matematike, lebo vo vyucbe geometrie, najméa
stereometrie, su na strednych a zakladnych skolach velké rozdiely. Vyplyvaji nielen z ich
ucebnych planov, ale aj z toho, Ze v prijimacom konani ako na stredné, tak na vysoké skoly

Tento prispevok vznikol s podporou projektu KEGA SR ¢islo 3/7090/09. 245
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su zo stereometrickych tloh zarad’ované hlavne vypoc¢tové ulohy, najskor z dévodu, ze ich
mozno l'ahko opravovat. Navyse sa predpoklada d’alsi pokles vedomosti (z matematiky),
pretoze v sucasnosti si uc¢ebné osnovy Ciastocne tvoria zakladné a stredné skoly samy, a tak
sa rozdiely v tirovni vedomosti z geometrie mdzu este zvacsit'.

3 Test trovne vstupnych geometrickych poznatkov $tudentov VS

V prvom tyZzdni semestra sme vykonali vstupni previerku posluchacov 1. ro¢nika na
Fakulte $pecialneho inZinierstva Zilinskej univerzity v Ziline na predmete inZinierska
geometria. Zucastnilo sa jej 179 Studentov. Ich kategorizaciu na zaklade typu absolvovanej
strednej Skoly a ich poslednej znamky z matematiky sumarizujeme v tabulke ¢. 2.

S — Typ $koly | | Gymnazium | SO§ SOU
1 4 18 4 9
2 19 20 14 5
3 9 28 28 3
4 0 8 9 1
Spolu 32 74 55 18
Priemerna znamka | 2,16 2,35 2,76 1,78

Tabulka 2: priemerné znamky z matematiky ziskané na SS u testovanych Studentov

Jednotlivé ulohy testu boli zamerané na tieto okruhy poznatkov’:

stredna priecka trojuholnika, obsahy podobnych rovinnych utvarov,
Talesova veta,

telesova uhlopriecka kvadra, pomery dizok hrén,
konstruk¢na tloha o trojuholniku, obsah trojuholnika,
stredovy a obvodovy uhol,

Euklidove vety,

taznica rovnostranného trojuholnika, Pytagorova veta,
obsah lichobeznika, rozklad n-uholnika na trojuholniky,
9. mnozina bodov danej vlastnosti, os tsecky,

10.  rez kocky, vlastnosti rovnobeznych rovin,

11. siet telesa, objem telesa,

12. siet telesa, rekonsStrukcia tvaru telesa,

13.  vety o zhodnosti trojuholnikov,

14. rekonstrukcia telesa z troch danych priemetov.

NN RPN =

Test bol zostaveny z uloh tak z planimetrie, ktord je do ucebnych planov gymnazia
zaradena do prvého ro¢nika vrozsahu 20 vyucovacich hodin a do druhého rocnika
v rozsahu 40 vyucovacich hodin, ako aj zo stereometrie, ktora v druhom. roc¢niku
predstavuje 20 a v tretom 25 vyucovacich hodin. Z toho mozno vidiet, Ze geometria na
gymnaziach tvori 23,2% zcelkového objemu vyuCovacich hodin matematiky. Na

3 Text testu v plnom zneni uvadzame v prilohe A.
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strednych odbornych $kolach sa vyuCovaniu matematiky nechava mensi priestor
v porovnani s gymnaziom a podobne je to aj svyuCovanim geometrie. Pomer poctu
vyucovacich hodin venovanych planimetrii a stereometrii je vSak priblizne rovnaky, teda
3:2. V takomto pomere st zastupené aj tematické celky vyskytujlice sa vo vstupnom teste.

Ulohy tvoriace test mozno zaélenit’ do skupin podl'a spdsobu ich rie$enia na:

a) teoretické (6, 13)

b) vypoctové (1, 5,7, 11)
c) konstrukéné (9, 10)

d) asudkové (12, 14)

e) kombinované (2, 3, 4, 8)

Pod pojmom kombinované tlohy rozumieme, Ze na vyrieSenie ulohy je potrebné
pouzit’ vypoctové aj konstrukéné postupy. Za tsudkové tlohy povazujeme také, ktoré su
rieSené vyuzitim teoretickych poznatkov a priestorovej predstavivosti.

Na testovanie trovne poznatkov z planimetrie boli zvolené ulohy 1, 4, 5, 6,7, 8,9, 13,
na testovanie urovne zo stereometrie ulohy 2, 3, 10, 11, 12, 14. Uspesnost’ rieSenia tloh
testu je opisana v tabul’ke ¢. 3 a pre porovnanie zobrazena aj v grafe ¢. 1.

Uspesnost’ riesenia teoretickych tloh je v prvom rade zavisla od kvality teoretickych
poznatkov a tiez od uvedomelého ¢itania textu — tzv. Citania s porozumenim. V priemere
len 21% posluchacov tieto Glohy vyriesilo spravne. To znamena, Ze prevazna vacsina Cita
text bez porozumenia a tiez, ze uroven zakladnych poznatkov je nizka.

Medzi vypoctové tlohy boli vybrané ulohy s konkrétnymi ¢iselnymi hodnotami, ked’ze
sktisenosti nasvedcuju, Ze ulohy s parametrom vyzaduju formulaciu vSeobecného riesenia
a diskusiu o riesitel'nosti a pocte rieSeni, ¢o hlavne u absolventov §k6l odlisného typu, ako
su gymnazia, predstavuje CastejSie problémy, a tak by test neposkytol adekvatne vysledky.
Tato skupina uloh bola posluchd¢mi vyrieSena spravne v 17,5% pripadov.

Poradové &islo ulohy | Uspesnost’ riesenia (%)
1. 27,60
2. 4,90
3. 0,00
4, 21,70
5. 14,03
6. 24,89
7. 15,83
8. 7,69
9. 1,36
10. 15,83
11. 12,67
12. 34,39
13. 17,19
14. 70,14

Tabulka 3: vyhodnotenie uspesnosti riesenia testu po jednotlivych ulohdach
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Graf 1: grafické znazornenie tispesnosti rieSenia testu

Konstrukéné ulohy boli zamerané na mnoziny bodov danej vlastnosti a rez na telese a
8,5% uspesnost’ uloh tohto typu je zardzajuco nizka. Vysledky v rieSeni isudkovych uloh,
ktoré¢ dosiahli priemernt uspesnost’ 53%, st v porovnani s ostatnymi typmi uloh najlepsie.

Ulohy kombinovaného typu boli rieSené s priemernou uspe$nostou 8,5%. Tu sa
rovnako ako v konstrukénych ulohach prejavili nedostatky prameniace bud’ z neskusenosti
s rieSenim uloh takéhoto typu, alebo z inych dovodov. Percento tuspes$nosti nasvedcuje
o nerozvinutosti konstrukéného myslenia a o nizkej Grovni priestorovej predstavivosti, ale
tiez aj onizkej urovni grafického prejavu maturantov. To sa podpisalo aj na vybere
rieSenych tloh u posluchadov, & uz bol alebo nebol dosiahnuty spravny zaver. Ulohy
nevyzadujuce graficky prejav — teoretické, usudkové — boli vo vypracovanych testoch
rieSené vo vécSej miere ako ostatné. Taktiez Glohy z planimetrie, pri ktorych rieSeni nie je
nutnd priestorova predstavivost, ¢i uz intuitivna alebo geometricka, boli rieSiteI'mi
preferované viac nez ulohy zo stereometrie. Naopak tloham ¢. 2, 3, 10 zo stereometrie sa
venoval len maly pocet posluchacov.

Prekvapujlicim zistenim po vyhodnoteni je to, ze az 9,95% posluchaCov nevyriesilo
spravne ani jednu ulohu testu.

4 Zaver

Pod vyznamom pojmu gramotnost’ sa zvyCajne rozumie schopnost’ ¢itat’ a pisat’. Avsak
pojem gramotnost’ pouzivame taktiez v mnohych inych kontextoch. Kompetencie ziakov
samostatne pracovat s udajmi, ich schopnost samostatne pouzivat’ nastroje matematiky
k rieSeniu realnych situacii z praktického zivota si povazované za vyznamny prejav
matematickej gramotnosti. Naopak geometrickd gramotnost’ sa prejavuje schopnostou
priestorovej predstavivosti, konstrukénym myslenim a grafickym prejavom.
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GEOMETRICKA GRAMOTNOST STUDENTOV VS TECHNICKEHO ZAMERANIA

Z porovnania tabul’ky &.2 a &.3 vyplyva, Ze o §tadium na VS technického zamerania sa
zaujimaju Studenti s dobrymi zndmkami, ale snizkou geometrickou gramotnostou.
Predpoklad, Ze uz na strednej Skole ziskava maturant z geometrie solidne zéklady, na
ktorych stavia v §tadiu na vysokej Skole, sa ukazuje byt nerealny. Vysledky testu
vypovedaji, ze geometrické vedomosti u maturantov si nedostatocné a vel'mi formalne,
nepochopené pojmy im robia problémy pri rieSeni tloh z planimetrie, neuspokojiva uroven
priestorovej predstavivosti im tvori bariéru v snahe riesit’ ulohy zo stereometrie, prevazne
nizka troven grafického prejavu ich napokon zvadza k nespravnym zaverom. Prejavuje sa
to bud’ v nespravnom vyrieSeni, alebo vo vyhybani sa rieSeniu najma tloh zo stereometrie.
Navyse test, ktory sme vykonali na $tudentoch 1. roénika VS, ndm prezradza ta
skuto¢nost’, Ze vzhlI'adom na v poslednych rokoch uplatiiovant formu maturitnej sktisky sa
predmaturitnd priprava ststred’'uje na nacvik vypliovania formularov a konStruktivne
rieSenie tloh sa takto dostava na vedl'ajSiu kol’aj.

Pri naprave uvedeného stavu sa zrejme nemozno spolichat na dobrovolnost’
a samostatnost’ Studentov v Studiu, hlavne ak im chyba vhodna motivacia. Pre prvakov ani
nie jednoduché dopinat’ si chybajuce vedomosti a popritom nadobudat’ vedomosti nové. Je
potom ulohou ucitel'ov vysokych §kol navySe venovat’ pozornost’ okrem plnenia vlastného
planu vzdelavania aj dopliianiu vedomosti, ktoré mali byt nadobudnuté uz na strednej
Skole, a tomuto ciel'u podriadit’ vlastné vyucovacie metédy. Vo vSeobecnosti je zname, Ze
vedomosti maturantov z matematiky nie su dobré. No s geometriou su Studenti na tom este
horsie a tento ikaz nie je zalezitostou jediného Skolského roka a jedinej vysokej Skoly na
Slovensku ¢i v susednych $tatoch [2].
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Priloha A - Vstupny test

1.

10.

11.

12.

13.

14.

V trojuholniku 4BC je EF strednad priecka rovnobeznd so stranou AB. Obsah
lichobeznika ABFE je 24 cm®.Vypoéitajte obsah trojuholnika EFC!

Nech S je stred hrany GH kvadra ABCDEFGH, v ktorom |4B| = 30, |BC| = 9. Aky
vysoky je kvader, ak je trojuholnik 4BS pravouhly?

Gul'ova plocha opisand kvadru ma polomer 7 cm. Obsahy stien kvadra st v pomere
1:2:3. Vypocitajte dlzky hran kvadra!

Aky najvacsi obsah (v crnz) modze mat’ trojuholnik 4BC, v ktorom ma strana a dizku
7 ¢cm a taznica ¢, na stranu a dizku 16 cm ?

V pravidelnom 18—uholniku A A,...A g urcite v stupiioch velkost’ uhla AjAgA,!

Vyska v pravouhlého trojuholnika ABC s odvesnami a, b deli preponu ¢ na useky e, f.
V tomto trojuholniku plati:
A+’ =d BY2= (O)b=cf [D)d=ef

Aky polomer ma najmensi kruh, ktorym mozno Uplne zakryt’ rovnostranny trojuholnik
so stranou dlhou 12 cm?

V pravidelnom Sestuholniku KLMNOP su body A a B stredmi stran OP a MN. Aka
Cast’ obsahu Sestuholnika KLMNOP tvori obsah Stvoruholnika ABNO?

Nech X je vnutorny bod Stvorca PORS. Znazornite mnozinu takych bodov X, pre ktoré
je uhol PXS je ostry a zaroveii plati |[XQ| = |XS] !

Nech je dana kocka ABCDEFGH. Bod P lezi na hrane AB, pricom |PB|=% |PA| abod Q

je stred hrany HG. Co tvori rez tejto kocky rovinou prechadzajiicou bodmi E, P a Q ?
(Vykonajte konstrukciu rezu!)

Na obrazku je siet’ telesa T pozostdvajuca z troch Stvorcov so
stranou dlzky 4 cm a dvoch rovnostrannych trojuholnikov. Aky
objem ma teleso 7' ?

4 cm

Jedna zo stien mnohostena ma tvar patuholnika. Aky najmensi
pocet stien moze mat’ tento mnohosten?

Dva trojuholniky s zhodné, ak sa zhoduju

A) vo vsetkych uhloch

B) v dvoch stranach a jednom uhle

C) v dvoch uhloch a jednej strane

D) v dvoch stranach a uhle oproti va¢sej z nich
E) v dvoch stranach a uhle oproti mensej z nich

Na obrazkoch je ista stavba z kociek pri pohl'ade spredu, zhora a zl'ava. Kolko kociek
tvori tuto stavbu?

SPREDU %ORA ZLAVA
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ABSTRACT This paper is devoted to numerical systems of antiquity. They are briefly characterized
numerical systems of old cultures of the South Americas, Asia and Europe. In conclusion, it is mentioned
binary system and the theory of fuzzy sets.

Uvod

Ak chceme zistit’ kedy a za akych podmienok vznikali prvé matematické predstavy,
musime nazriet'” hlboko do vSeobecnych dejin I'udstva. Zistili by sme, Ze matematika je tak
dlho na svete ako samo l'udstvo. Prvé predstavy o ¢islach a geometrickych utvaroch vznikli
uz v dobe kamennej. Domnievame sa, ze v tomto obdobi sa vynorili spolu s prvymi
myslienkami aj prvé predstavy o poéte veci®. Zo starSej doby kamennej nepozname jediny
zapis, ktory by sa tykal abstraktného poctu alebo tvaru. Tisice rokov uplynulo dovtedy, nez
doslo k prvym zapisom. Ani zaciatky mladSej doby kamennej ndm nepodavaju dokazy o
prejavoch prvych koncepcii pojmu ¢isla a tvaru. Ako uz bolo spomenuté, z tohto obdobia
neexistuji Ziadne pisomné pamiatky, ale nepochybne uz v dobe kamennej si ¢lovek kladol
otazku ,.kolko?*“. Odpoved’'ou na tuto otazku je mnohost. Su to prirodzené Cisla a celé
¢isla. Mnohost’ je zakladny fenomén matematickych predstav.

Ako sa €lovek vysporiadal s vyjadrenim mnohosti?

Konkrétne chapanie ¢iselného mnozstva uz dobe kamenne;j ¢lovek vyjadroval mnohost’
pomocou zarezov na paliciach, kostiach, pomocou uzlov, neskor usporiadanych do skupin.
Znama je vi¢ia kost’, dlha priblizne 18 cm, stara asi 10 000 - 30 000 rokov, najdena v roku
1936 vo Véstoniciach na Morave, s55 zarezmi, priCom prvych 25 zarezov je
usporiadanych do skupin po piatich (Obr. 1).

g .:-l|Irrﬂ!"w:ﬂ_f_-fhﬂI_rlq'!'lu|.'l'|l'|III|\l|\‘|-|II\I'"!'\'_ .
o
T

Obrazok 1: Vicia kost z Véstonic na Morave, Zdroj: S'edivy', 0., Fulier, J. [6]

Od zoskupovania znaciek bol uz len kroc¢ik k utvoreniu osobitného znaku — Cisla pre
celt skupinu. Cisla mali spodiatku skor kvalitativny charakter. Sluzili na rozlisenie
velkosti skupin nahromadenych predmetov. Praktické potreby kazdodenného zivota si
vSak okrem iného vynutili aj rozvoj matematického myslenia. Charakter zapisu cisla
podstatne ovplyviioval moznosti rozvoja aritmetiky. V historickom vyvoji Ciselnej stistavy
mozeme pozorovat’ dve fazy:

e uz spominané vnimanie mnoZzstva, zapis mnozstva na zéklade bijekcie medzi

mnozstvom objektov a znaciek;

* Této problematika je podrobne §tudovana v [6]
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o zefektivnenie zapisu a tvorba systému — ciselnej sustavy.
Proces tvorby v st¢asnosti pouzivanej desiatkovej sustavy trval tisicrocia a mal
mnozstvo ,,0dbociek a bludeni®.

Ciselné stistavy

Ciselné stistavy mozeme &lenit’ z dvoch hlradisk:

o zhladiska zdkladu sustavy (najCastejSie pouzivané zaklady ststav v historii
matematiky boli 60, 10, 5 aststavy s viacerymi zékladmi, napriklad patkovo-
desiatkova sustava; v dneSnej dobe pocitacov naSla svoje uplatnenie dvojkova
sustava);

e z hladiska vyznamu usporiadania cisel mézeme Ciselné ststavy rozdelit’ do dvoch
velkych skupin:

O pozicné sustavy, kde zalezi na poradi v akom piSeme znaky

0 nepozicné sustavy, kde tomu tak nie je (najéastejSie sa vyskytuju aditivne
nepozi¢né sustavy, v ktorych namiesto skupiny znakov: / / / / piSeme
napriklad pismeno H. Potom namiesto / / / / / / m&zeme pisat H / / alebo
/ H / alebo / / H, pricom nie je rozhodujuce v akom poradi znak piSeme,
podstatné je to, ze kazdy znak ma svoju dohodnuti hodnotu).

V historii Pudstva sa vsak ¢iselné sustavy najcastejsie nevyskytuju v Cistej forme.

Matematika starych kultur
1. Babylonska ¢iselna sustava (1500 rokov pred n. L)

Babyloncania pocitali pomocou pozicnej 60-tkovej pozicnej sustavy. Babylonska
¢iselna sustava pouzivala dva znaky: Y pre jednotku a < pre desiatku. Na rozliSenie Cisel
2 a 61 sa medzi znakmi robila medzera. Pri zapisovani velkych cisel nevytvarali nové
znaky. Znak pre jednotku Y podla velkosti mohol predstavovat’ aj Sestdesiat
aj tisicSest’sto. Rad cisla sa urCoval z kontextu. Neskdr sa v babylonskej Ciselnej sustave

vyskytla nula: % ako znak pre chybajuci rad. Nepracovalo sa s fiou vSak ddésledne. Nikdy
sa, napriklad, nevyskytla na konci zapisu. Dvoma znakmi sa pri Sikovnom vytvarani
skupin dalo napisat’ relativne vel’a ¢isel, pricom symbol s vy$sou hodnotou bol umiestneny
vzdy nalavo. Clenenie do riadkov Setrilo miesto, zvySovalo prehladnost’ a navyse posobilo
esteticky. Tabulky na nasobenie a tabul’ky recipro¢nych hodnét, kvadratické a kubické
rovnice, mocniny a odmocniny, znamienka pre odcCitanie a sCitanie, rozdelenie Casu
auhlov ainé merné systémy, zlomky aplosné plany anapokon aj vela praktickych
kazdodennych vypoctov st zaznamenané klinovym pismom a vypalené v hline.

Dva Cciselné znaky vSak natrvalo nevystaCovali. Vytvorila sa Ciselna sustava
spoCivajuca na zakladnom cisle 60 avybudovana na radovom principe — ¢iastocne
desiatkovo-Sestdesiatkova sustava s nedoslednym pozi¢nym systémom, obsahujica nulu
s neddslednym vyuzivanim.

2. Cinska &iselna sistava (500 rokov pred n. 1)

S najstar§imi ¢inskymi zapismi Cisel sa stretdvame na magickych kockach zo 14. — 11.
storoCia pred nasim letopoétom, na keramickych a bronzovych predmetoch a minciach
z 10. az 3. storo¢ie pred nadim letopoétom. V 3. storo&i pred nasim letopoétom sa v Cine
pouzivali hieroglyfické Cislice. Tieto symboly sa textoch pouzivaju dodnes. Z vedeckej
literatiry ich vytlacili arabské. Od 4. storocia pred nasim letopoctom, a mozno aj skor,
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zacali Cinania pouzivat’ &islice - ty¢inky. Udrzali sa az do 13. storo¢ia. Sposob poéitania
pomocou Cislic — tyCiniek je najstarSou desiatkovou ststavou.

Jeden z najfascinujtcejSich staroCinskych objavov boli magické kocky. ISlo o utvar
pozostavajuci z 9 &isel v tvare kocky, kde v kazdom riadku & stipci bol stdet ¢isel rovnaky
(Obr. 2)

4 19 |2
315 |7
8 11 16

Obrazok 2: Magicky Stvorec, Zdroj: Guncaga, J. [3]

Cinania vedeli dokonca vypogitat aj zatmenie Slnka vroku 2700 p.n.l. Jednou
z najznamejSich ¢inskych matematickych pomocok sa stal Abakus. Tvoril ho dreveny
alebo hlineny ram, v iom na bambusovych ty¢iach malé¢ kamienky, dodnes zname ako
kalkuly. Abakus sa v Cine pouZiva dodnes. V &inskej Giselnej stistave chybal znak pre
nulu. Vzhl'adom na to, ze vypocéty sa robili na abaku, kde nevadilo, Ze neexistuje znak pre
nulu, absencia nuly nespdsobovala tazkosti. Odpovedajice siesto zostavala jednoducho
prazdne. Symbol nuly bol jednoducho preneseny zvonka.

Abakus viak nepouzivali len Cifania. Bol rozsireny od Ciny cez Indiu, Mezopotamiu
az po Egypt. Kazda ztychto krajin si abakus prisposobovala podl'a vlastnych potrieb
a preto dnes pozname asi 9 typov tohto nastroja, vratane toho dnesného.

3. Grécka ¢iselna sustava (400 rokov pred n. 1.)
V starom Grécku (10. — 1. storoc¢ie pred n. 1.) pouzivali herodidnsku symboliku. Bola

to rovnako egyptskd, nepozicna aditivna sustava (Tab. 1.).

1 5 10 50 100 500 1000 5000

bmoa & H W ox X

Tabulka 1: Starogrécka herodianska ciselna sustava, Zdroj: §ediv;5, 0., Fulier, J. [6]

Starogrécka herodiadnska sustava neskor ustupila abecednému zapisu ¢isel, ktory sa pod
fenickym vplyvom dostal z Orientu do gréckych osad Malej Azie. V Grécku sa ujal aj
jonsky systém. Jonsky sposob Ciselnej sustavy sa rozsiril spolu s gréckym vplyvom
v Byzantskej risi, odkial’ prenikol aj do vychodnej Eurépy. Podl'a vzoru jonskej Ciselnej
sustavy vznikli aj slovanské ¢islice.

4. Egyptska Ciselna sustava (3000 rokov pred n. L)

Typickou predstavitel'kou aditivnej nepozicnej sustavy je egyptska Ciselnd sustava.
Egyptania pouzivali desiatkovl stistavu, ale nebola to pozi¢na stistava, mali pre ¢isla 1, 10,
100, 1000, 10000 a 1000 000 vlastné symboly ako to vidime v tabulke symbolov
egyptskych cisel (Tab.2).

1 10 100 1000 10000 100 000 1000 000

! & 2 2 J N B

palica pétova kost povraz na meranie lotosovy ukazovak zubrienka Boh (Heh)
poli kvet

Tabulka 2: Symboly egyptskych Cisel, Zdroj: Sedivy, O., Fulier, J. [6]
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Egyptania vedeli vypocitat aj vysku pyramidy velmi zlozitou metédou delenia
a nasobenia. Vedeli aj pomerne presne vypocitat’ obsah kruhu. Od priemeru odratali 1/9
a toto ¢islo umocnili na druhu a dostali by 64. To by znamenalo Ze hodnota egyptského Pi
bola 3,1604, ¢o nie je od toho nasho 3,1416 aZ taka velka odchylka. Na meranie dizok
pouzivali laket. Boli vSak dva druhy lakta: maly akralovsky. Ten kralovsky bol
pochopitel'ne dlhsi a delil sa na 7 piadi alebo 28 palcov. Maly laket’ sa delil na 6 piadi
alebo 24 palcov. Egyptania mali aj symbol pre nekone¢no: Q. Zapisy pomocou Egyptskej
Giselnej sustavy st zdihavé, ale umoziovali pohodiné séitavanie a odéitavanie. Horsie to
bolo s nasobenim: ak chceli Egyptania nieCo vynasobit’, ¢islo najskor nésobili po kiskoch.
Tento systém sa im vSak nepacil, zdal sa im moc fadny a nevzneSeny, preto vynasli novy,
pri ktorom kazdé ¢islo malo svoju hieroglyfickl podobizen. Tychto ¢isel bolo 1000.

Egyptské obrazkové pismo, hoci podlichalo zmendm, malo po tisicrocia aj
v matematike rozhodujticu tilohu a nahradilo ho az koptické pismo.

5. Rimska ¢iselna sustava (200 rokov pred n. 1.)

Znama rimska sustava je aditivno-subtraktivna (Tab. 3).
1 5 10 50 100 500 1000 5000 10000
1 v X L C D M A% X

Zdroj: Sedivy, O., Fulier, J. [6]
Tabulka 3: Rimska ciselna sustava

V rimskej Ciselnej ststave IV znamena iné ako VI. Snaha o skratenie zapisu pomocou
subtraktivnosti (IV = V — 1; VI = V + 1) narusila &istotu systému. Dosiahol sa sice
skrateny zapis, ale vypoctové moznosti sa zhorSili. Symboly boli zapisované od
najvicsieho po najmensie zlava doprava. Hodnota cisla bola sic¢tom hodnét vSetkych
symbolov. Ked” Rimania zapisovali ¢isla 4, 9, 40, 90, 400 alebo 900 pouzivali systém
odcitovania. Napriklad XC = 100-10 = 90, CD = 500 - 10 = 40 a pod. Uvedieme priklad
zapisu Cisla vrimskej Ciselnej sustave: pocet narodenych deti vaprili bol
VMMMCCLXXXIII (8283) a v maji VMMMDCCCLXXVII (8877). V Europe sa rimska
Ciselna sustava pouzivala az do 16. storocia.

6. Ciselna siistava Mayov (300 rokov pred n. 1.)

Mayovia na rozdiel od Egyptanov pouzivali pre cisla vicSie ako 19 pozicnl
dvadsiatkovu ststavu, priCom c¢isla od 1 do 19 zapisovali v nepozicnej patkovej ststave.
Pozicie boli zhora nadol, existovali v nich urcité nepravidelnosti (Tab. 4).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
e oo o000 o000 — + Mt wEm msEs — %

Zdroj: Guncaga, J. 3]
Tabulka 4: Ciselna sustava Mayov

a)

Nula mala zvlastny znak:
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7. Ciselna siastava Inkov

Inkovia pouzivali namiesto pisma povrazy s uzlami, tzv. quipu. Vypocty robili na
abakusoch a vysledky preniesli na quipu. Zaznamy robili v desiatkovej pozicnej sustave.
Hodnotu jedna mal uzol najvzdialenejsi od hlavného motliza, d’alsi mal hodnotu 10,
nasledujtci hodnotu 100 atd’. nulu predstavoval chybajtci uzol.

8. Indicka ¢iselna sastava

Najstarsi vyskyt homogénnej pozi¢nej ststavy spada do 6. az 8. storocia pred nasim
letopoctom Je fiou desiatkova indickd sustava. Do vzniku pozicnej ststavy sa v Indii
objavili rozne Ciselné sustavy, ktoré postupne zanikli. Od 4. storocia pred n. I. do 3.
storocia pred n. 1. sa pouzivali Cislice kharosthi. Bola to nepozi¢na desiatkova sustava so
zvlastnymi znakmi pre 1, 4, 10, 20 a 100. Vyssi stupen bolo pocitanie brahmi. Pouzivalo
sa viac ako 1000 rokov (do konca 19. storocia). V 8. storo¢i bola desiatkova sustava
zaloZena na pozi¢nom principe a skladala sa z deviatich cislic od 1 po 9 a nuly. Koncom 8.
storoCia sa indicky Ciselny zapis stal znamym v Bagdade a arabski matematici rychle
ocenili prednosti pocitania s indickymi ¢islicami. Prva znama praca, v ktorej je vysvetlena
desiatkova pozi¢na sustava a st objasnené aritmetické operacie je AL Chwarzmiho traktat
(asi 825 stran).

K rozsireniu indickej desiatkovej sustavy do Eurdpy prispeli Arabi. Po nich boli
pomenované Cislice — arabské. Arabské Cislice prenikli do Eurdpy v polovici 10. storocia
atrvalo viac ako 600 rokov, kym ich l'udia v Eurépe zacali bezne pouzivat. Medzi
matematikmi sa ich pouzivanie rozsirilo ovela skor. Uz v roku 1202 Fibonacci v knihe
Liber abaci propagoval vyhody pocitania v desiatkovej sustave. Naproti tomu skoro o sto
rokov (1299) vsak mali kupci vo Florencii zakdzané v G¢tovnictve pouzivat’ nové Cislice
a bolo im doporucené pisat’ ¢isla slovami. Nov¢ Cislice sa v Eurdpe zacali pouzivat’ bez
nuly. Symbol pre nulu v tvare krazku sa zacal pouzivat’ neskor. Nad ¢islovkami sa robili
bodky, ktorych pocet zodpovedal radu cislice. Zapadoarabské ¢islice sa pouzivaju dodnes
v Maroku.

Dvojkova sustava

Vznik arozvoj pocitacov dal ,zeleni™ vyuzivaniu dvojkovej Ciselnej sustave.
Dvojkova sustava obsahuje iba dve ¢isla: 0 a 1. Tieto su reprezentované fyzikalnymi
stavmi prvkov pocitaca.

Fuzzy mnoZiny

Zdalo by sa, ze pri dvojkovej sustave zastaneme. Ale nie je tomu tak. Ak si
uvedomime, ze pocitaC pozna iba nuly ajednotky ateda nieCo je pravda - 1, alebo
nepravda - 1. Ale ako mame povedat stroju napriklad aby vybral faktGru s nie prili§
vel'kou Ciastkou asi v strede februara? Ako naucit’ stroj rozpoznat’ aj pojmy nie prilis velka
a asi v strede? Na to aby pocitace rozumeli aj takymto relativnym pojmom sluzi fuzzy
logika. Tato technoldogia vychadza z tedrie fuzzy mnozin, ktorej zaklady polozil profesor
L. A. Zadeh (University of California, Berkley) v roku 1965. Napriek tomu svet okrem
niekol’kych Specialistov nevenoval tejto tedrii pozornost. Vyznamné pre jej d’al§i rozvoj
bolo jej pouzitie na automatické riadenie podzemnej drahy v Sendai blizko Tokia (1987).
Fuzzy regulacny systém priniesol vyrazné zvySenie bezpeénosti, pohodlia, zniZenie
spotreby energie i presnejSie zastavovanie na nastupiStiach. Pozoruhodna vykonnost’
systétmu bola takd posobiva, Ze v priebehu jedného roka pracovalo vyvoji fuzzy
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technoldgie viac ako 50 japonskych spolo¢nosti. Uz v roku 1992 bolo v Japonsku
registrovanych vyse 2000 fuzzy patentov.

Zaver

LCudské myslenie, hodnotenie a rozhodovanie sa nezaklada iba na striktnych hodnotach
0, 1 resp. nie, ano. Ukazalo sa, ze prave teéria fuzzy mnozin umoziuje pracovat s
nejednoznaénymi pojmami, ¢asto pouzivanymi v l'udskej reci.

Ak sa vratime k mnohosti ako zakladnému fenoménu matematickych predstav, prave
pomocou fuzzy mnozin vieme popisat mnohost, vyjadrenu slovami: velky, malo
a podobne. Mo6zeme teda skonstatovat’, Ze trvalo niekol’ko tisicroc¢i, kym sme boli schopni
exaktne popisat’ slova lovca mamutov: ,,Videl som niekol’ko mamutov*.

Do dnesného dna bolo napisanych nespo¢etné mnozstvo ¢lankov o fuzzy mnozinach
a boli aplikované v najrdznejsich oblastiach nasho zivota od riadenia vysokych peci po
vyuzitie zaostrenia fotoaparatov. VSade tam, kde je vyjadrenie pomocou nich
prirodzenejsie. Tymto sa pred l'udstvom otvéraji nové obzory. A Ze je tomu tak, dokazuje
aj Einsteinov vyrok: ,,Matematika popisuje realny svet presne. Ak nieCo popisuje presne,
nie je to redlny svet®.
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POSTOJE V PRIPRAVE STUDENTOV UCITEESTVA MATEMATIKY -
PRiPADOVA STUDIA

JAN SUNDERLIK

ABSTRACT. In this article we discuss the importance of beliefs as a variable in pre-service
teacher education. We present one case study of Anna where we characterize Anna’s
beliefs about mathematics, mathematics education and how she put those beliefs in practice
during her student teaching. We also describe Anna’s development in implementation of
innovative teaching strategies during her student teaching.

Postoje k vyufovaniu matematiky

Jednou z premennych, ktoré zohravaju doéleziti tlohu vo vyucovani matematiky ako aj
v priprave Studentov ucitel'stva matematiky su postoje. UCitelov systém postojov odraza
osobné teodrie o vedomostiach a ovplyvituje aj rozhodovanie ucitela o vybere obsahu a
sposobe vyucCovania (Hofer a Pintrich, 1997). Postoje reprezentuju predpokladant
domnienku o kurikule, vyuCovani, uceni sa, Studentoch a vedomostiach. Postoje teda
pdsobia ako kognitivne a citové filtre, cez ktoré si vysvetlujeme a posudzujeme vedomosti
a skusenosti (Artzt a Armour — Thomas, 1996; Handal a Herrington, 2003).

Postoje vo vyuCovani matematiky moédzeme chapat ako osobny pristup k
matematickym tloham (Schoenfeld, 1985) a sposobu vyucovania. Z toho doévodu
povaZujeme postoje a ich vyvoj za kl'aCova premennu v kontinudlnom vzdeldvani ucitelov
ako aj v priprave studentov ucitel'stva matematiky.

V sucasnosti sa v mnohych cCastiach sveta snazia krajiny uplatnit’ reformny pristup k
vyucovaniu matematiky. Nové pristupy si vyZaduju zmenu postojov ucitel'ov k organizacii
obsahu, spdsobu vyuCovania, spdsobu hodnotenia. Tieto nové pristupy st vysledkom
dlhoro¢nej prace vyskumnych skupin. (National Council of Teachers of Mathematics,
(NCTM), 2000; OECD PISA 2003, (Korsnakova, Tomengova, 2004). Toto smerovanie vo
vyucovani matematiky sa do znac¢nej miery odliSuje od tradi¢ného spdsobu vyucovania.
(Cobb, Wood, Yackel a McNeal, 1992). Nakolko prostredie v triedach, ako aj spdsob
vyucby je organizovany ucitelom matematiky, je na zodpovednosti a profesionalite ucitel’a
matematiky zapracovat’ a pouzivat spomenuté inovativne pristupy a prostriedky na
hodindch matematiky. Ked'Ze sa niekedy jedna o radikdlnu zmenu postojov ucitelov, je
tejto problematike venovana vacsia pozornost’ aj v si¢asnom vyskume v tedrii vyucovania
matematiky. Skiimaju sa pristupy, akym spésobom moze zmena v postojoch u uclitela
matematiky  k vyuCovaniu nastat’. Tento proces zmeny spOsobu vyucovania a
zdoraziovania matematického vyznamu povazuji viaceri autori za naro¢ny proces (Clarke,
1997).

V pripade Studentov ucitel'stva matematiky treba brat do tuvahy, Ze Studenti
prichadzaju uz s postojmi k matematike ako aj k vyucovaniu matematiky. Vzhl'adom na
nové vyskumy vo vyucovani sa postoje Studentov pocas vysokoskolského stadia vyvijaja,
menia. Tato zmena postojov a myslenia sa prejavuje nielen v zmene vyucovania, ale aj v
zmene vlastného ucenia sa ako vyucovat’ (Ebby, 2000; Frykholm, 1999). Viaceré Studie
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vsak potvrdili skutoc¢nost’, ze v konecnom désledku ucitelia vyucuju spdsobom, akym boli
sami uceni.

Od zaciatku reformy vyucovania matematiky v USA, od roku 1989, kedy bolo
uverejnené nové kurikulum NCTM 1989, boli navrhnuté mnohé spdsoby ako pomdct’
ucitelom matematiky zmenit’ ich postoje k vyucovaniu matematiky, aby sa priblizili k
novému pohl'adu na vyucovanie matematiky (Lloyd, 2005). Viaceré §tadie potvrdili, ze ak
Studenti ucitel'stva vstupia do triedy, tak neuplatituji svoje novonadobudnuté presvedcenie
o spdsobe vyucovania, ale vratia sa k povodnym predstavam o vyucovani matematiky
(Ebby, 2000; Frykholm, 1996).

Mnohé Stadie povazuju pedagogicku prax za klIicovi v procese vyvoja postojov
Studentov ucitel'stva na zaklade ich skusenosti a reflexie na ne (Ebby, 2000; Mewborn,
1999). Studenti ugitel'stva pocas pedagogickej praxe nachadzaju zmysel v spdsobe
vyuCovania, atak dotvaraju svoje predstavy. Velka ulohu zohrava reflexia na vlastné
vyucCovanie pocas pedagogickej praxe. Vyskum v tejto oblasti vyuCovania matematiky sa
odvija od chapania, ktoré prezentoval Zeichner (Zeichner, 1996): ,,na pedagogicku prax
Studentov ucitel'stva sa pozerame ako na dodlezitd prilezitost’ uCenia sa a nie iba na cas,
pocas ktorého v skole prezentuji nau¢ené vedomosti‘.

Zmeny v postojoch Studenta ucitel’stva dlhotrvajuci proces. Liljedahl, Rolka a Rosken
(Liljedahl, Rolka a Rosken, 2007) identifikovali rézne metody vedice ku ,,zmene*
postojov ucitel'ov ako aj Studentov ucitel'stva matematiky:

1) ,,Provokovat* ich postoje. Vela presvedéeni je implicitych, ale akondhle su
reflektované v konkrétnej situacii, mézu sa stat’ explicitné, a tym aj subjektom
reflexie, ¢o mOze mat’ za nasledok zmenu.

2) Zapojit' ich do inovativneho spdsobu uenia sa matematiky, zvy¢ajne pomocou
konstruktivistického pristupu.

3) Poskytnat’ ucitelom moznost’ zazit’ matematické objavovanie, ktoré ma okamzity
efekt na jeho vztah k matematike a méze ho transformovat’ smerom k pozitivnym
postojom.

Postupny vyvoj postojov je zaloZzeny na systematickom reflektovani na vlastnu
¢innost’. Rozvoj reflexie v praxi ma potom za nasledok zmenu spravania sa jednotlivca, v
naSom pripade Studenta ucitel'stva matematiky. Miestom pre reflexiu postojov Studentov
ucitel'stva matematiky je jednak teoretickd priprava na univerzite, ale hlavne ich
pedagogicka prax. Prave pocas pedagogickej praxe sa Studenti pocas Studia ucitel'stva
stretavaji so situaciami, kedy st ich poznatky ako aj postoje konfrontované s realitou.
Napitie, ktoré sprevadza tento zazitok moze byt vyuzité ako zaklad pre rozvoj hlbsiecho
pochopenia ucenia a vyucovania matematiky. Je potrebné aby sa Student ucitel'stva ucil
robit’ okamzité rozhodnutia v danej chvili po¢as vyucovacej hodiny. Schon (Schon, 1987)
predstavil model takzvaného ,reflektujliceho profesionala®, ktory vdaka reflexii po
oduceni vyucovacej hodiny, pozitivne sam seba ovplyvituje smerom ku zodpovedenjSiemu
rozhodovaniu a skusenému planovaniu pocas nasledujucich vyucovacich hodin. Rozlisuje
takzvanu reflexiu po udalosti (na oducenti hodinu) a reflexiu pocas udalosti (v danej
situacii na hodine), v momente rozhodnutia. A prave reflexia po udalosti pozitivne
ovplyviiuje reflexiu pocas udalosti, a teda aj samotné okamzité rozhodovanie sa v priebehu
vyucovacej hodiny.

Samotna reflexia vSak eSte nie je U¢inna pokial’ nie je spojena s vhodnou situaciou.
Prave u zacinajucich ucitelov matematiky je t'azsie identifikovat’ kriticku situdciu pocas
vyucovacej hodiny a nasledne na fu reflektovat’. Preto je potrebné pri priprave Studentov
ucitel'stva postupne zapdjat’ reflexiu na oducent hodinu a neposkytovat’ Studentom iba
formalnu spétna vézbu zameranl na analyzu obsahu a tloh rieSenych na hodine, ale viest’
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Studenta ucitel'stva k reflexii vlastného spravania a reakcii, a tak napomahat’ rozvoju
postojov k vyucovaniu matematiky.

DalSou oblastou vyskumu postojov uéitel'ov je skimanie nesuladu medzi u¢itelovymi
osobnymi tedriami ucenia sa a jeho aktualnou pedagogickou praxou, ktora tato tedriu
nepodporuje (Oliveire, Hannula, 2008). Problém s vyucovanim matematického obsahu bol
od zakladu problém zmeny presvedcenia Studentov uclitel'stva o tom, ¢o rozumeju pod
pojmom matematika ako aj vyu¢ovanie matematiky.

Na lepsie pochopenie a porozumenie pripravy Studentov ucitel'stva matematiky sme
zorganizovali niekol’ko pripadovych $tudii na Slovensku i v Anglicku (Sunderlik, 2010).
Jednou zo skimanych oblasti boli postoje Studentov ucitel'stva matematiky. Vzhl'adom na
rozsah tohto prispevku uvadzame iba jeden pripad Studentky ucitel'stva matematiky,
zamerany na skumanie jej postojov, ktory sme nazvali ,,pripad Anny*.

Metody

So Studentkou ucitel'stva bol realizovany vstupny rozhovor pred suvislou
pedagogickou praxou. Trval priblizne jednu hodinu. Okrem tohto rozhovoru boli
zrealizované kratke rozhovory po jednotlivych oducenych hodinach, ktoré trvali priblizne
10-30 min. Po suvislej pedagogickej praxi sme so Studentkou ucitel'stva matematiky
urobili vystupny rozhovor, v ktorom sme sa zamerali na zistenie zmien v postojoch v
porovnani so vstupnym rozhovorom.

Hlavné oblasti skiimania vstupného aj vystupného rozhovoru:

* vnimanie matematiky (vedeckej, Skolskej)

* osobna matematicka historia

* pohl'ad na sticasné¢ stidium

Vstupny a vystupny rozhovor mali narativny charakter, z coho vyplyvalo, Ze otazky
boli iba orienta¢né a Studentka ucitel'stva mala moznost’ volne sa vyjadrit’ k 'ubovolnej
tétme a svoju odpoved rozvinit. Rozhovory po vyucovacich hodinach boli
polostrukturované. Jednotlivé rozhovory boli zvideo-audio zaznamu prepisané do
pisomnej podoby a podrobne analyzované na zaklade skimanych oblasti.

V ramci celkovej Stidie sme zaznamenali na videozdznam osem po sebe nasledujtcich
vyucovacich hodin, ktoré boli prepisané¢ a nasledne analyzované. Okrem rozhovorov
s cvicnym ucitelom sme po kazdej vyuCovacej hodine zrealizovali aj polostrukturované
interview s dvomi zZiakmi.

Pripad Anny

Anna (meno Studentky ucitel'stva bolo zmenené) Studovala v poslednom, druhom
ro¢niku magisterského stupna studia. Vyskum sa uskutocnil pocas letného semestra, v Case
ked’ uz Studenti nemaju pravidelné vyucovanie podl'a rozvrhu hodin. Ich povinnostou bolo
absolvovat’ suvislu pedagogicku prax a pracovat na diplomovej praci.

Anna matematiku chépe ako nie¢o velmi konkrétne pritomné v beznom zivote. Co sa
tyka Stadia, teoreticku pripravu v matematike vnima ako nutné zlo (definicie, vety,
dokazy). Vnima ich ako nieo, Co je potrebné pre lepSie pochopenie pouzivania
matematického aparatu.

Anna Tak, no, ja to beriem tak, ze musim sa to naucit’, alebo mala by som to pochopit’, aby som
to potom mohla vyuzit, tak ja neviem, akoze je to skor také, ze nie, ze by som si s laskou
teraz Citala skripta a ucila sa dokazy alebo ¢itala ich, lebo je to akoze zaujimavé, alebo, ze
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to priam milujem, ale preto, Ze chcem niec¢o pochopit’, co potom neskér budem vyuzivat'. ...
som rada, ked’ potom uz len vyuzivam ten vzorec a viem ho aplikovat’ ale viem, preco je
tak.

Ma vsak vel'mi silny vzt'ah k uplatiiovaniu a pouzivaniu matematickych poznatkov v
praxi. Z praxe vychadza aj jej matematickd motivacia. Ma zaujem v beznom Zivote
prepocitavat’ a matematike sa venuje aj vo volnom case.

Tieto svoje predstavy prenasa aj do chapania vyucovacieho predmetu matematika. Ma
k nemu vel'mi pozitivny vzt'ah a poklada ho za jeden z najdolezitejSich predmetov.

Anna No ja ho beriem tak, Ze je to asi jeden z najpodstatnejSich predmetov, ktory by mal patrit
Skole, ktory by teda, rozhodne by sa nemalo znizovat’ dotacia hodin.

To, ¢o by sa malo na hodinach matematiky vyucovat, charakterizuje cez pohlad na
novy Skolsky zakon, kde nesuhlasi so znizovanim vyucovacich hodin matematiky a
vyjadruje obavu, Ze sa Studenti menej naucia. Na druhej strane hodnoti nové pristupy k
vyucovaniu ako nezrealizovateI'né.

Na otazku ¢o je cielom predmetu matematika odpovedala, ze ucit’ praktické vyuzitie
matematiky. Svoje presvedCenie zdovodnuje aj reformou vyucovania, ktoré chape
autoritativne ,,zdkon kaze“. Problém vidi v tom, ze ako Studentka bola vyuCovana
tradiénym sposobom a teraz sa od nej, ako od uéitela v praxi, vyZaduje pouzivat iné,
netradi¢né, pristupy k vyucovaniu.

Anna No, novy skolsky zakon kaze, aby sme ich ucili praktickym veciam a nie len také suché
memorovanie, ale no neviem, bude to tazké. ... problém je v tom, ze my Studenti sme
vychovavani v tom starom systéme, ze teraz je klasicky typ vyucovacej hodiny, ze pridem,
vysktsam, preberdm nové ucivo, ddm domacu ulohu a idem pre¢. No a teraz by sme my
mali nejako vhodnymi otazkami donutit’ do toho, aby oni zacali rozmysl'at’ preco je to tak, a
vytvorili oni sami ti hypotézu potom ju aj overili, Ze ano obsah trojuholnika je takto. Len
ako, ja to sama na sebe vidim, Ze ja by som im to vSetko povedala a pritom novy Skolsky
zakon chce, aby oni to povedali, ale ja som bola ucena tomu, Ze napiSem im poznamky a
idem d’alej. A teraz to tak nie je. Bude to také tazké (sa to) naudit’.

Studentka ugitel’stva v tejto faze popisuje svoj spdsob vyudovania, ale nevie si presne
predstavit, ako sa daju tieto poziadavky zrealizovat. Preto casto voli vSeobecny
kompromis, ktory vychadza z akejsi dichotomie staré¢ho a nového. Novy pristup pre fu
znamena stratu niektorych matematickych vedomosti.

Anna TakZe neprebera sa ani tolko ugiva, ani do takej hibky a potom v podstate sa to len tak
letmo preleti a ziaci nemaju spojenie jednotlivo, len to teda &no, teraz sme sa ucili
planimetriu dobre, to staci, ideme na stereometriu, teraz to staci, kombinatorika a tak d’alej,
zas len to zakladné...

Na vyucovanie sa po matematickej stranke citi byt pripravena, neciti sa byt vSak
pripravena po didaktickej stranke. Mysli si, Ze nie je pripravena pre prax. Ako pozitivum
vnima to, ze doma doucovala matematiku, kde sa naudila viacerymi sposobmi vysvetlit’
jednotlivé tematické celky.

Nevie ako skibit odovzdavanie teoretickych vedomosti, motivovanie Ziakov a
aplikaciu alternativnych a efektivnych metéd vo vyuCovacom procese. Informacie o
inovativnych metddach, hlavne o ich konkrétnom vyuziti si nepostacujlce, preto Cerpa
in§piraciu v prvom rade zo svojich skusenosti. ,,ako som bola ucena, tak budem ucit™*.
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Vplyv pedagogickej praxe na postoje Anny o vyucovani matematiky

V nazerani na matematiku ako vedu sa pohl'ad Anny velmi nezmenil. Zmena vSak
nastala pri pohlade na matematiku ako vyucovaci predmet. Posun nastal hlavne vo
vnimani naro¢nosti vyu¢ovania z pedagogického a didaktického hl'adiska.

Naroc¢nost’ vyucovania matematiky, konkrétne spdsob podania matematického uciva
Anna sformulovala do spojenia ,,hovorit’ laicky“. Ako najtazsie uviedla, Ze bolo vcitit’ sa
do ziackeho myslenia. Pocas praxe si uvedomila, Ze matematika je pre mnohych narocna.
Taktiez pre Annu bolo narocné ,reagovat’ na spitnu vizbu“ od ziakov. Pocas praxe
vyzdvihla schopnost’ improvizovat, nakol’ko sa neda na vsetko pripravit.

Najvacsi vplyv na obsah ako aj formu vyucovania mala cvicna ucitel’ka. Vopred
uviedla, ¢o chce, aby na hodine Student ucitel’stva oducil a z akych materidlov. Rozhovory
po oducenej hodine boli vécSinou v Style pripomienok a upozorneni ,,ako to mohla
spravit*. Priestor na osobnu reflexiu Studentky ucitel'stva nebol dostato¢ny. Anna
cvicného uditel'a vnima ako autoritu a tiez ako niekoho, kto jej ,.kryje chrbat™ a pomaha jej
s disciplinou v triede. Postupom Casu vSak dochadza k rozporu medzi odporticanim
cvi¢ného ucitela a Anninym presvedcenim ,,ako to ma robit™.

Anna Ale napriklad tuto, pani profesorka povedala, Ze ona ich vobec neuci, ten stredovy, ze ten si
len povedia, ze takyto je auz len si oznacia, len ten obvodovy uhol, lebo ten obrazok je
potom neprehladny. Ale ja si myslim, Ze pre€o to musim davat do jedného obrazku,
modzem to davat’ do dvoch, nie?

Do konfliktu sa dostava odporucanie cvicného ucitel’a a spdsob ako to Anna sama bola
ucena. Ako dbokaz pouziva svoj stary zoSit zo Skoly. V tejto faze sa dynamické postoje
o vyucovani matematiky, ako ich Anna uviedla pocas vstupného rozhovoru, skoro vobec
neprejavuju v praxi. Po oduceni jednej znetspe$nych hodin tento rozpor vyjadrila
nasledovne:

Anna (pouzilo som uz) ... tri r6zne spdsoby, vysvetlovania a proste, va¢sina tomu nechapala.
Vyskumnik  Co si mysli§, &o bola toho prig¢ina? (...)
Anna Totalne nevyuzitie toho uéiva v praxi. To nezaujima tie deti, ze o to je.

Po ukonceni stvislej pedagogickej praxe Anna svoje vyucovanie hodnotila:
Anna ,,najcastejsie to bola Cisto klasickd vyu€ovacia hodina, kde som si len odprednasala svoje,
ale potom boli typy, Ze do dvojic som dala priklady a (tie) pocitali a potom ich isli

¢

prezentovat™.

Toto jej tvrdenie moZeme charakterizovat ako silny vplyv prostredia, hoci sa

Anna pokusia aj o inovativny sposob vyucby prevladaju trvalé postoje. V priebehu

pedagogickej praxe sme ho mohli pozorovat’ na zmenach v organizacii vyucovacej hodiny,

ako aj sposobe prezentovania nového uciva. Ako pricinu uplatnenia inovativnych prvkov

na konci pedagogickej praxe Studentka ucitel'stva uviedla ,, aby sa zapojila vicsia Cast’
Studentov ako pri tom klasickom vyucovani.*

Anna ... ked’ sme mali teda tie, akoze ,,inova¢né“ formy tak v podstate to malo zdmer tym, ze
ziaci, aby tam len tak sucho nesedeli, takze aby sa proste zapojila vacSia Cast’ tych ziakov
ako pri tom klasickom vyucovani. ... ja si aspont myslim, mohol mat’ taky pozitivnejsi vztah
k takejto hodine.

Jednym z podnetov pre skuSanie inych stratégii a metdod boli vlastné reflexie na
oduceni hodinu, ktoré vyslovila Anna pocas interview s vyskumnikom po oduceni
jednotlivych hodin. Tieto jej uvedomenia pocas reflexie vyrazne ovplyvnili spdsob akym
na nasledujucej hodine organizovala ¢asti hodiny. M6zeme hovorit’ o reflexii na oducenu
hodinu v zmysle Schon (Schon, 1987).
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Na otazku, ¢o by zlepsila do buducnosti, sa Anna vyjadrila, Ze by volila mozno menej
uloh a viac toho ,,zabavnejSieho. Viac by sa zamerala na ucenie Ziakov. Anne chybali
priklady komplexnejSieho charakteru. Ako mdézeme pozorovat’ u Anny pocas pedagogickej
praxe nastdva posun od klasického spdsobu vyucovania ako ho charakterizovala pred
pedagogickou praxou k skuSaniu uplatihovat’ inovativne prvky vyucovania. Tieto konkrétne
skusenosti sa Anne osvedcili z hl'adiska véacsieho zaujmu ziakov.

Diskusia

Na uvedenom priklade Anny mézZeme pozorovat’ vplyv implicitnych postojov, ktoré
ovplyviiovali volbu tradi¢ného spdsobu vyucovania. Vplyvom reflexie na svoju prax
Anna uviedla, ze chce zaujat’ a zapojit’ viacej ziakov do vyucovacieho procesu. Zaujem o
takato formu vyucovania sa potvrdil aj po¢as rozhovorov so ziakmi. Otazkou zostava, ako
tento pozitivny prvok systematicky zapracovat do pripravy Studentov ucitel'stva
matematiky. Na druhej strane aj ked’ sa Anna vyjadrila, ze sa chce viacej venovat’ uceniu
ziakov, otazka hlbsicho pochopenia uciva ziakmi nebola priamo uvedend pocas
vystupného rozhovoru. Tieto predpoklady potvrdzuju aj silné negativne Annine postoje
ohl'adom inovativnych pristupov k vyucovaniu, ako ich uviedla pred pedagogickou praxou.
V tejto oblasti je potrebné zamerat’ sa viac na postoje stvisiace s u¢enim sa zZiakov.
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E-LEARNINGOVY KURZ: NETRADICNE METODY VO VYUCOVANI
MATEMATIKY

VIERA UHERCIKOVA, PETER VANKUS

ABSTRACT. The paper deals with the university course “Untraditional methods in
mathematics teaching”. The course is available for future mathematics teachers and
teachers in practice and includes motivational and active teaching methods for example
didactical games and jigsaws. The main topic of this paper is jigsaw Tangram.

Uvod

V suvislosti s kvalitou vysokoSkolského vzdelavania sa v sucasnosti vela diskutuje
o urovni pripravenosti Studentov strednych $kol na toto Stidium, pricom v ¢lanku mame na
mysli konkrétne matematiku. Menej uz pocut’ o dodlezitosti kvality pripravy buducich
ucitelov v tomto smere a patricnom oceneni didaktiky matematiky. Treba si uvedomit’, ze
matematika prenika do vSetkych vyucovacich predmetov prirodovedného, ekonomického,
technického i spolo¢enského zamerania a kazdodennej praktickej l'udskej ¢innosti. Preto je
potrebné venovat’ sa otdzkam kvalitného matematického vzdelavania a s tym suvisiacej
pripravy ucitelov so zvySenou pozornostou. Tejto aktualnej a spoloCensky zavaznej
tematike sa venujeme na Katedre algebry, geometrie a didaktiky matematiky na Fakulte
matematiky, fyziky a informatiky v Bratislave v ramci rieSenia projektu KEGA
¢. 3/6484/08: Inovacia Studijnych planov v priprave buducich ucitelov matematiky za
ucelom rozsirenia ich kompetencii. Vo forme vyberovych prednasok realizovanych
v ramci projektu pontikame moznost’ rozsirenia kompetencii ucitelov z praxe a budacich
ucitelov. Na zaklade dotaznikového prieskumu sme zistili, o ktoré oblasti maju v tomto
smere zaujem. Konkrétne sa jednalo o nasledujuce oblasti:

1. VyuzZivanie informa¢no-komunikaénych technologii vo vyucovani.
Prezentacné schopnosti (riadenie komunikacie v skupine,...).

Rozvijanie pedagogicko-psychologickych zrucnosti (kurzy asertivity,...).
Pisanie projektov (ESF, MSSR,...).

Zruénosti tykajlice sa pisania u¢ebnych textov na internet (e-learning, www).

Sk w

Skolsky manazment a pravne povedomie.

Tieto oblasti sme ponukli zaujemcov vo forme nasledovnych vyberovych prednasok:
1. Organizacia a riadenie Skoly.

2. E-learning ako Specialna forma distan¢ného vzdelavania.

3. Priprava, realizicia a ekonomické dopady projektov v skolstve.

V priebehu rieSenia uvedeného projektu KEGA bol prejaveny zaujem o motivacné
a aktivizujice spdsoby vyucovania matematiky. Tieto spdsoby vyucovania sa ukazuji byt
potrebné vzhl'adom na znizeny pocet hodin matematiky v ramci skolskej reformy a s tym
suvisiacu potrebu uputania pozornosti ziakov. Preto sme do ponukanych vyberovych

Tento prispevok vznikol v ramci grantu MSSR KEGA ¢&. 3/6484/08 265
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prednasok vramci projektu zaradili aj prednasSku: Netradicné metéody vo vyucovani
matematiky.

Uvedent prednésku pripravujeme i v ramci kontinudlneho vzdelavania pedagogickych
pracovnikov uréeného pre aktualizaciu poznatkov ucitelov z praxe. Realizacia kurzov
v ramci kontinualneho vzdelavania prinasa ucitelom nemalé ¢asové aj finan¢né problémy.
Prinosom nasho kurzu bude okrem kvalitného obsahového zamerania aj prevazne e-
learningova forma realizacie, ktora ucitelom pomoZze prekonat’ uvedené problémy.

Cielom vyberovej prednasky je Studium teoretickych vychodisk a prepojenia
poznatkov tedrie vyucovania matematiky a pedagogicko-psychologickych vied za ucelom
ich déslednej aplikacie vo vyuCovani matematiky s hlavnym zameranim na motivaciu
a tvorivost’. Uvedené poznatky st prezentované na ukazkach konkrétnych ué¢ebnych metod
a pomocok.

Sylabus vyberovej prednasky Netradicné metédy vo vyucovani matematiky:
Vyznam a dolezitost’ matematiky pre spolo¢nost’.

Netradi¢né metddy, formy a prostriedky vyucovania matematiky.

Motivécia a tvorivost’ vo vyucovani matematiky.

Didaktické hry v matematike.

Slavni matematici — ich matematika — zaujimavé ulohy - rekordy a kuriozity.
Alternativne Skolstvo. Projektové vyucovanie.

Humanizécia vyucovania matematiky.

® Nk =

Uloha priestorovej predstavivosti v matematike. Geometrickd predstavivost
a rieSenie uloh.

9. Vyznam historie matematiky v matematickom vzdelavani.
10. Vyuzitie Internetu v motivaénom vyucovani matematiky.

V ramci predkladaného prispevku predstavujeme stru¢ne uvedeny kurz, pricom sa zo
Sirokého spektra metod predstavovanych ucastnikom kurzu zameriame na didaktické hry
vSeobecne a konkrétnejSie na rozvijanie priestorovej predstavivosti pomocou hlavolamu
Tangram.

Pod didaktickou hrou rozumieme ¢innost’ ziakov a ucitel’a, ktora sleduje isté didaktické
ciele. Ziaci si spravidla tieto ciele neuvedomuju. Motivaciou ich &innosti je radost’ z jej
vykonavania, sut’azivost’, moznost’ prace pre prospech timu, sebarealizacia. Didakticka hra
ma pravidla, ktoré organizujii Cinnost’ ziakov. Téato Ccinnost, jej obsah a pravidla
didaktickej hry vedu k realizacii eduka¢nych cielov hry. Charakteristické pre didakticki
hru je vysoka angazovanost a motivacia ziakov, poteSenie z priebehu hrovej aktivity.
(Pricha, Walterova a Mares, 1998)

U nas 1 v zahranici prebehli viaceré vyskumy ohl'adne pouzivania didaktickych hier vo
vyucovani matematiky. Vysledky tychto vyskumov (Brooker, 2000; Vankus, 2007)
ukazuju prinos najmé ¢o sa tyka zlepSenia motivacie a pocitového prezivania ziakov. Hry
tiez popri dosahovani vzdelavacich cielov umoziuji rozvoj niektorych dolezitych
klacovych kompetencii, napr. spoluprace, komunikacie, tvorivého a logického myslenia.
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Didaktické hry so skladackou Tangram

V ramci kurzu Netradi¢né metody vo vyucCovani matematiky predstavujeme viaceré
formy matematickych hier, ako st sutazné matematické hry, strategické hry, matematické
hlavolamy a skladacky.

Ako matematicky hlavolam resp. skladacka ma velky potencial Tangram. Tangram je
vyuzitelny ako pomocka na rozvoj priestorovej predstavivosti. Nase praktické skusenosti
s uvedenou skladackou ukazuju, ze je vhodna pre deti uz vo veku 4-5 rokov. Namety na
pracu s Tangramom pre deti uz od predSkolského veku st napr. v publikacii
V. Uher¢ikovej al.K. Haverlika Hlavolam Tangram — poutava hracka (Uhercikova,
Haverlik, 2002). Tieto deti javia o skladacku a pracu s nou zaujem, Co je pozitivne
z hl'adiska potreby rozvijania predstavivosti uz v ranom veku. Na baze skladacky Tangram
chceme v ramci vyskumu vytvorit' i ndstroj na zistovanie Urovne rozvoja priestorovej
predstavivosti u deti vo vekovej kategorii, pre ktortl sa nehodia Standardne pouzivané testy.

Mnozstvo nametov na vyuzitie Tangramu v ucive matematiky zakladnej Skoly je
v knizke J. Brinckovej Didakticka hra v geometrii (Brinckova, 2003). Z nasich napadov sa
nam osvedcilo napr. pouzivanie dvoch i viacerych sad skladacky Tangram v ramci ucenia
symetrickych zobrazeni. Pocas aktivity ziakov moéze napriklad jeden Zziak postupne
zostavovat’ obrazok a druhy ziak vytvarat osovo simerny obrazok. Pre vacSiu presnost’
ukladania dielikov je mozné aktivitu realizovat’ na Stvorcovej sieti. Uvedent aktivitu mozu
realizovat’ i jednotlivei, pricom sa pri ukladani symetrickych dielikov sucasne pravou
alavou rukou rozvija i prepajanie mozgovych hemisfér. Aktivity sa daju realizovat' vo
forme sutaznej didaktickej hry, kde sa hodnoti napriklad rychlost’” vytvorenia obrazkov,
presnost’ a rozmanitost’.

Na nasledujtcich obrazkoch su ukazky vzorov vytvorenych zo skladacky Tangram
pouzivanej v ramci roznych didaktickych hier.

Obrazok 1: Skladacka Tangram
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Obrazok 2: Priestorovy utvar vytvoreny z dvoch sad skladacky Tangram

Obrazok 3: Osovo sumerny utvar vytvoreny z dvoch sad skladacky Tangram
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Zaver

Potreba  aktivizujucich  a motivacnych  sposobov ~ vyuCovania  matematiky
a oboznamovania s nimi v priprave Studentov ucitel'stva matematiky ako aj v dalSom
vzdelavani ucitelov matematiky zpraxe nas viedla vramci projektu KEGA
¢. 3/6484/08k tvorbe vyberovej prednasky Netradiéné metédy vo vyucovani matematiky.
Uvedent prednasku pripravujeme tiez pre potreby kontinudlneho vzdelavania
v prevazne e-learningovej forme.

Z ucebnych metoéd prezentovanych v ramci uvedenej vyberovej prednasky sme sa
v ¢lanku venovali didaktickym hram vseobecne a konkrétne didaktickym hram so
skladackou Tangram. PouZzivanie didaktickych hier vo vyucovani matematiky ma svoje
opodstatnenie, ked’ze v ¢lanku spomenuté vyskumy ukazali pozitivny vplyv uvedenych
metdod na motivaciu a postoje ziakov. Motivacie a postoje priamo ovplyviuju dalSie
dolezit¢ ukazovatele, ako st vedomosti Ziakov z matematiky, ich dovera vo vlastné
matematické schopnosti, schopnost’ riesit’ problémové ulohy v rdmci matematiky a pod.
(Nicolaidou a Philippou, 2003). Pozornost' v ¢lanku sme venovali skladacke Tangram,
ktora predstavuje idealne spojenie hry a u¢ebnej pomocky. Ziak sa hra a pritom si dosledne
rozvija geometrické myslenie. Takéto pomdcky a ich pouzivanie v ramci didaktickych hier
by malo preto patrit’ do arzendlu metdd ucitel'a matematiky.
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ABSTRACT. In this article we present a few flexible polyhedrons and we are concerned in
their application in the stereometry education.

Uvod

Obsahova naplii stereometrického uciva, ktoré sa uéi na zakladnych a strednych
slovenskych skolach je zamerana na polohové a metrické tlohy o zédkladnych telesach ako
su kocka, kvader, ihlan, hranol, valec, kuzel’ a gula. Ide o telesa konvexné a prakticky
nekonvexnym telesam sa nevenuje pozornost. Dévodov je viacero a jednym z nich je aj
ich komplikované znazornovanie vo vol'nom rovnobeznom premietani.

Na druhej strane vSak ob¢asné zaradenie drobnych poznamok o tychto nekonvexnych
telesach do vyucby stereometrie moze na Studentov pdsobit’ motivacne.

V tomto skromnom prispevku sa ststredime na pomerne netradi¢né nekonvexné telesa,
ktoré sa vyznacuju pozoruhodnou vlastnostou — pri zachovani rozmerov stien su
deformovatel'né.

Cauchyho veta

V predchadzajicom odstavci sme zdoraznili, ze budeme analyzovat’ len nekonvexné
telesa. Pre konvexné telesa totiz plati veta.

Veta (Cauchy)
Dva konvexné mnohosteny, ktoré maju sebe odpovedajuce zhodné steny, su zhodné.

Dékaz je prili§ rozsiahly, a preto ho neuvadzame. Citatel’ najde dokaz v [2] .

Podla Cauchyho vety teda nema zmysel pokusat’ sa o konsStrukciu konvexného
mnohostena, ktory by bol deformovatel'ny.

Existujii teda len nekonvexné mnohosteny, ktoré pri zachovani tvaru stien su
deformovateI'né a nazyvaju sa flexibilné mnohosteny. Uvedieme niekol’ko ukazok.

Flexibilné mnohosteny s kone¢nym poctom tvarov

Flexibilné mnohosteny, ktoré mézu nadobudat’ len koneény pocet tvarov su pomerne
zname a kons$trukcéne jednoduché. K takym patri aj Wunderlichov flexibilny mnohosten,
ktorého siet’ je na obrazku.
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Obr. 1: Siet Wunderlichovho flexibilného osemstena

Na prvy pohlad vidno, ze ide o nekonvexny osemsten. Prerusované Ciary predstavuju
,udolie”, plné ¢iary ,,vrch®. Tym st steny mnohostena tvorené len trojuholnikmi.

Ak vyrobime papierovy model, zlahka zatlac¢ime protilahlé vrcholy proti sebe,
,preskoci “ mnohosten do druhého tvaru. Wunderlichov mnohosten ma len dva tvary.

Obr. 2: Dva tvary Wunderlichovho flexibilného mnohostena

Daldimi znamymi flexibilnymi mnohostenmi, ktoré nadobudaju len #i mozné tvary, su
Goldbergove mnohosteny. St dva aich siete pozostavaju z 12 a 20 rovnostrannych

trojuholnikov.
strih
o

Obr. 3: Siet Goldbergovho flexibilného 20-stena
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Samotné mmnhosteny su zjednotenim dvoch pentaédrov. Na obrazku je znazorneny
Goldbergov flexibilny 20-sten.

Obr. 4: Goldbergov flexibilny 20-sten

Steffenov flexibilny mnohosten

Steffenov mnohosten patri medzi najzname;jsie flexibilné mnohosteny. Ide o flexibilny
mnohosten so 14 trojuholnikovymi stenami a 9 vrcholmi.

xl

Obr. 3: Siet’ Steffenovho flexibilného mnohostena

Siet’ je zlozitejSia, nez pri Wunderlichovom mnohostene, avSak Steffenov mnohosten
nema len dva striktné tvary. Steffenov mnohosten je 'ahko deformovatelny do viacerych
tvarov. Takéto mnohosteny sa nazyvaji nekonecne flexibilné. Steffenov mnohosten je
najjednoduchsi flexibilny mnohosten, ktorého steny st iba trojuholniky.
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Obr. 4: Dva pohlady na Steffenov flexibilny mnohosten

K nekonec¢ne flexibilnym mnohostenom patri aj Masonov flexibilny deltahedron. Jeho
konstrukcia je jednoducha. Nad piatimi stenami kocky postavime pravidelné Stvorboké
ihlany, nad poslednou stenou pravidelny Stvorboky antihranol.

Obr. 5: Model Masonovho flexibilného mnohostena zo stavebnice Polydron

Zaver

Ako sme wuz zdoraznili, prispevok pojednava o nekonvexnych flexibilnych
mnohostenoch, ktorych integracia do vyucby stereometriec mdze vyrazne ovplyvnit
motivaciu.

Z vlastnych skusenosti z vyucby predmetu Geometria telies na KM FPV UKF v Nitre
modzeme konstatovat, Ze uvedené mnohosteny sa stretavaju s vyraznym zaujmom zo strany
Studentov. Na jednej strane je to predmetnd maniplacia s modelom, pripadne jeho
zhotovenie, na strane druhej ide o Studentsky ,,objav “ netradi¢ne;j flexibility.
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POSTOJE ZIAKOV 5. A 9. ROCNIKA ZS K MATEMATIKE

PETER VANKUS, EMILIA KUBICOVA

ABSTRACT. The paper deals with pupils’ attitudes towards mathematics and their changes
between the fifth and the ninth grade of primary school. The results of administrated
questionnaire show that attitudes of the ninth grade students in the research sample are worse
than those of the fifth grade students and give impetus to improvement of this situation.

Uvod

Predkladany ¢lanok sa venuje z hladiska vyskumu vyucovania matematiky dolezitej
tematike: postojom ziakov k matematike a metddam ich zistovania. Ddlezitost’ uvedene;j
problematiky vyplyva z v ramci ucitel'skej a vyskumnickej komunity vSeobecne
akceptovaného nazoru, ze ziaci sa ucia efektivnejSie, ak ich zaujima ucebna latka
a dosahuju lepsie vysledky, ak maji pozitivny postoj k tomu, ¢o sa u¢ia (Ma & Kishor,
1997).

V predkladanom c¢lanku analyzujeme vysledky dotaznikového prieskumu postojov
ziakov k matematike, ktory bol realizovany v spolupraci s Faculty of Education, University
of Cambridge. Dotaznik pouzity v ramci prieskumu bol vytvoreny pocas Stadie
zaoberajucej sa Struktirou systému postojov ziakov k matematike ak rieSeniu
matematickych problémov (De Corte & Op’t Eynde, 2002). Uvedeny dotaznik bol
modifikovany za ucelom zistenia jeho kompatibility v rdmci pouzivania v réznych Statoch,
konkrétne Anglicku, gpanielsku a Slovensku (Andrews a kol., 2007a; Andrews a kol.,
2007b). Cielom dotaznikového prieskumu realizovaného na slovenskych Skolach
v Skolskom roku 2006/2007 bolo potom otestovat’ vytvoreny nastroj a sucastne porovnat’
rozdiely v postojoch Ziakov 5. a 9. roénika ZS k vyu¢ovaniu matematiky.

Dotaznikovy prieskum postojov Ziakov k matematike

Vseobecne mdzeme konsStatovat, ze v literatire st najviac frekventované 3 typy
definicii postoja (Zan a Di Martino, 2007):

1. Jednoducha definicia postoja ako pozitivneho alebo negativneho stupna vplyvu
spojeného s uréitym predmetom (McLeod, 1992).

2. Multidimenzionalna (viaczlozkova) definicia uznadva 3 komponenty: emocionalne
reakcie, presvedcenie viazané k predmetu a spravanie sa k predmetu (Hart, 1989;
Ruffell a kol., 1998).

3. Bi-dimenzialna (dvojzlozkovd) definicia neobsahuje explicitne spravanie sa
k predmetu, postoje st chapané ako schéma presvedéeni a emocii viazanych
k predmetu (Daskalogianni & Simpson, 2000).

Vramci dotaznika vyuzivaného vramci vyskumu popisaného v ¢lanku bola ako
teoretické vychodisko multidimenzionalna koncepcia postojov, pricom jednotlivé zlozky
danej definicie st obsiahnuté v samotnej formulécii poloziek dotaznika. Viac o procese
tvorby daného dotaznika najde Citatel’ v ¢lankoch venujucich sa vyvoju tohto nastroja pod
nazvom Mathematics Related Beliefs Questionnaire (MRBQ) (De Corte & Op’t Eynde,
2002; Andrews a kol., 2007a; Andrews a kol., 2007b).
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Dotaznik skiimal nasledovné tri oblasti:

* Pozitivne alebo negativne postoje k vyucovaciemu predmetu matematika
a sebahodnotenie ziackych schopnosti v matematike. Tato oblast’ skimala postoje ziakov
k matematike, k jej vyucovaniu a sebahodnotenie matematickych schopnosti.

e Predstavu o spOsoboch ucenia sa matematiky. Uvedena oblast’ skiimala S$tyly
ucenia sa matematiky a nazor ziakov na Styl vyuCovania matematiky ako Skolského
predmetu.

*  Vplyv ulitel'a na postoje ziakov k matematike.

V predkladanom c¢lanku pritom kvoli obmedzenému rozsahu prezentujeme len
vysledky tykajuce sa prvej skimanej oblasti dotaznika a zcielov dotaznikového
prieskumu, ktorymi boli, ako sme spomenuli vysSie, otestovat’ vytvoreny dotaznik
a porovnat’ rozdiely v postojoch Ziakov 5. a 9. roénika ZS k vyudovaniu matematiky sa
budeme sustredit’ na rozdiely v postojoch Ziakov 5. a 9. roénika ZS, ked’Ze o vysledkoch
testovania vytvoreného dotaznika sa moéze Citatel dozvediet v ramci publikovanych
¢lankov (Andrews a kol., 2007b; Andrews a kol., 2008).

Dotaznikového prieskumu, ktorého vysledky prezentujeme v ¢lanku, sa celkovo
zucastnilo 204 ziakov, z toho 76 ziakov 5. roCnika a 128 ziakov 9. ro¢nika. Prieskum sa
konal v Skolskom roku 2006/2007 na zékladnej Skole Alexandra Dubceka na Majernikove;j
ulici v Bratislave. Uvodna strana dotaznika obsahovala informacie o dotazniku a jeho
cieloch. Obsahovala tiez zakladné informacie o Ziakovi a to pohlavie a vek. Dotaznik bol
zostaveny z jednotlivych poloziek v tvare Likertovej $kaly, na ktoré mali Ziaci odpovedat’
jednou zo 6 moznosti — silne sthlasim (1), sthlasim (2), mierne sthlasim (3), mierne
nesthlasim (4), nesuhlasim (5), silne nesthlasim (6). Dotaznik obsahoval 60 otdzok, ktoré
boli koncipované tak, aby skumali zvolené tri oblasti. Prvej oblasti, o ktorej pojednava
tento ¢lanok, sa venovalo 31 poloziek dotaznika.

Vysledky dotaznikového prieskumu (priemerné hodnoty skore ziakov v jednotlivych
polozkach) zobrazuju nasledovné grafy. Pri ¢itani grafov treba mat’ na paméti, Ze niZSie
hodnoty znamenaj vysSiu mieru stthlasu s danou odpoved’ou.

V kategoérii pozitivne postoje a sebahodnotenie ziakov bolo vyclenenych 24 poloziek
dotaznika.

Pozitivne postoje a sebahodnotenie Ziakov 5. a 9. roénika ZS
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Obrazok 1: Pozitivne postoje a sebahodnotenie Ziakov

278



POSTOJE ZIAKOV 5. A 9. ROCNIKA ZS K MATEMATIKE

Polozky:

1. Matematiku sa dokaze naucit’ kazdy.

2. Matematika ndam umoziuje lepsie pochopit svet v ktorom Zijeme.

3. Ludia v svojom zivote neustale pouzivaju matematiku.

4.  Co sanau¢im na matematike mézem pouzit’ aj v ostatnych $kolskych predmetoch.

5. Myslim si, Ze tento rok sa mi na matematike bude darit’.

6. Na matematike sa snazim najlepSie ako viem, aby som ukdzal svojmu ucitelovi, Ze som lepsi

ako ostatni ziaci.
7. Matematike sa venujem rad.
8. Ocakavam, ze v pisomkach a odpovediach z matematiky budem Gspesny.
9. Na matematike sa snazim, aby som ukazal ucitel'ovi a spoluziakom aky som Sikovny.
10. Rozumiem vsetkému, ¢o sme preberali z matematiky tento rok.
11. Myslim si, Ze matematika je dolezity predmet.
12. Chapem aj tie najtazsie veci, ktoré sme sa na matematike ucili.
13. O matematiku sa vel'mi zaujimam.
14. Na to, aby som chapal matematiku, sa nemusim vel'mi snazit’.
15. Obycajne dokazem vyriesit’ matematicky problém, ktory si vyzaduje vela ¢asu na rieSenie.
16. Zistil som, zZe dokazem riesit’ tazké matematické problémy s trpezlivostou.
17. Matematiku sa u¢im, pretoze viem aka je dolezita.
18. Vediet’ matematiku mi poméze pri zarabani penazi.
19. Matematika je hodnotny a potrebny predmet.
20. Myslim si, Ze ¢o sa u¢ime na matematike tento ro¢nik je pre mna dolezité.
21. Paci sa mi, ¢o sa tento ro¢nik na matematike uéime.
22. Myslim si, ze u¢ivo matematiky v tomto ro¢niku je zaujimavé.
23. Som si isty, Ze sa mdzem naucit riesit’ aj najtazsie matematické problémy.
24. Myslim si, Ze v porovnani s ostatnymi v triede som v matematike dobry.

Polozky daného grafu by sme si mohli e$te rozdelit’ do niekol’kych Casti. Polozky 1, 7,
13, 21 a 22 nas informuju o naklonnosti ziaka k matematike a k u¢ivu v danom roc¢niku.
Z priemernych hodnét odpovedi ziakov 9. rocnika v danych polozkaich mdézeme
usudzovat, ze ich vztah k matematike a k ucivu, ktoré preberaju, je vyrazne horsi ako
u piatakov. Mdze to byt podmienené inym Stylom vyucovania a aj inym typom uciva,
ktoré je v 9. ro¢niku abstraktnejSie a pre mnohych ziakov aj menej zaujimavé.

Polozky 2, 3, 4, 11, 17, 18, 19 a 20 sa tykaju uvedomenia si dolezitosti matematiky.
Z grafu vyplyva, Ze ziaci 5. aj 9. ro¢nika si uvedomuju potrebnost’ matematiky. Deviataci
si opodstatnenie matematiky uvedomuji pravdepodobne aj na zaklade toho, Ze sa
pripravuji na prijimacie skusky na stredné Skoly, ktoré sa pisu aj z matematiky.

Pozitivne sebahodnotenie v matematike skumaju polozky 5, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 23
a 24, v ktorych ziaci 5. ro¢nika prejavili kladny nahl'ad na svoje schopnosti v matematike.
Ziaci 9. roénika uZ boli k svojim schopnostiam v matematike kritickej3i.

V polozkach 6 a 9 sa prejavuje vplyv vonkajSej motivacie na ucenie sa Ziakov. Potreba
docenenia najmé ucitelom ma vyrazne vacsi vplyv u piatakov ako deviatakov, Co stvisi
s vyvinom deti. Vplyv ucitel'a ako osoby, ktorej sa chcem ,,zapacit™ je u dietat’a v nizSom
veku vacsi ako u pubescenta.

V kategorii negativne postoje a sebahodnotenie ziakov bolo vyclenenych 7 poloziek
dotaznika.
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Negativne postoje a sebahodnotenie ziakov 5. a 9. roénika Z$
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Obrdzok 2: Negativne postoje a sebahodnotenie Ziakov

Polozky:

1. Jediné, ¢o ma na matematike zaujima, je dostavat’ dobré znamky.

2. Ak nedokézem vyriesit' matematicky problém za niekol’ko minut, tak ho nedokdzem vyriesit’

vobec.

Ak neviem vyrieSit’ matematicky problém rychlo, prestanem sa snazit’.

Len vel'mi inteligentni Ziaci dokazu chapat’ matematiku.

5. BeZni ziaci nemo6zu chapat’ matematiku, mozu sa len naucit’ naspamat’ pravidld, ktoré sa
preberaji.

6. Matematika nema pre moj zivot nijaky vyznam.

7. Ucit sa matematiku je zabijanie Casu.

W

Negativne postoje a sebahodnotenie sa prejavilo viac u ziakov 9. ro¢nika. U ziakov
5.ro¢nika moézeme sledovat’ vyraznejSiu zavislost zaujmu o matematiku na zaklade
znamok.

Zaver

Predkladany ¢lanok sa venoval porovnavaniu postojov k matematike ak jej
vyucovaniu u ziakov 5. a 9. ro¢nika zakladnej Skoly. Na zaklade dotaznikového prieskumu
prezentovaného v ¢lanku moézeme usudzovat, ze ziaci 5. ro¢nika maju lepSie postoje
k matematike akjej vyucovaniu ako ziaci 9. roCnika. Zaroven maji vytvorenu
pozitivnejsiu predstavu o svojich schopnostiach v ramci matematiky ako deviataci. To
moze suvisiet s narastajicou naro¢nostou uciva matematiky, inym Stylom vyucovania
piatakov a deviatakov, inym pristupom ucitela matematiky k piatakom a deviatakom a aj
samotnym rozdielom v mysleni piatakov a deviatakov.

Uvedené vysledky koresponduji s predchadzajucimi Stadiami, ktoré zistili, Ze postoje
ziakov sa Casto v priebehu Skolskej dochadzky zhorSuju (Ma & Kishor, 1997). Ukazuje sa,
ze prili§ naro¢né ulohy, nespravne zvolené tempo preberania uciva, vyber pre zZiakov
neprimeraného jazyka a negativne postoje ucitelov maji zly dopad na postoje ziakov
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k matematike v priebehu Skolskej dochadzky (Philippou & Christou, 1998). Pritom
obdobie zakladnej skoly je kI"icové pre formovanie postojov ziakov k matematike, preto je
zodpovednostou ucitelov pokusit’ sa pozitivne ovplyvnit tieto postoje (Ma & Kishor,
1997).

Vysledky prezentované v Clanku su ovplyvnené velkostou vyskumnej vzorky. Aj
napriek tomu predstavuju podnet k d’alSiemu S$tadiu problematiky vyvoja postojov
k matematike ak jej vyuCovaniu u ziakov v priebehu Skolskej dochadzky a hladaniu
nastrojov na ich pozitivne ovplyviiovanie. Prinosom v tomto smere mozu byt napriklad
aktivizujuce metddy rozvijajice motivaciu a tvorivost’ ziakov na vyucovani matematiky
(Fulier & Sedivy, 2001) resp. pozitivne vplyvy v ramci posobenia uéitel'a matematiky.
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LIMITA POSTUPNOSTI A JEJ MOTIVACIA

MAREK VARGA, MICHAELA KLEPANCOVA

ABSTRACT. In our text we introduce several problems that lead to term the limit of a
sequence. Some of the mentioned problems would be used as motivational tasks before
applying of that term.

Uvod

Pri vyuCovani matematiky sa snazime dodrziavat' isti rozumnu, rokmi overenu
Sablonu. Pri zavadzani novych pojmov obycajne vyuzivame nasledovni osnovu —
motivacné priklady, definicia pojmu, ilustracné priklady.

Motivacné priklady opisuju isti problémovu situaciu, pripadne problém zo Zivotnej
reality, ktoré si ,,pytaju“ nejaké rieSenie. Ak sa tato situacia, pripadne vyskyt rovnakej
matematickej konstrukcie opakuje v roznych oblastiach, ,,oplati sa“ tento objekt nejako
nazvat’ — pristipime k samotnej definicii pojmu. Napokon uvedieme ilustra¢né priklady, na
ktorych ukdzeme dalSie vyuzitie prave zavedeného pojmu. Vyklad na zaver doplnime
suborom viet, v ktorych popiseme mnohé vlastnosti nasho nového objektu.

V pripade postupnosti vSak obycajne autori skript a ucebnic ,,vpadni* rovno do
matematiky, resp. priamo do matematickej analyzy. Jednoducho vypiSu niekolko
postupnosti ana zdklade pohladu na ich ¢leny Cditatel' intuitivne pride na to, ¢i sa
,»priblizuju“ k nejakej hodnote alebo nie. Na zéklade tohto faktu ich nazveme konvergentné
resp. divergentné, navySe predtym mozeme definovat aj samotny pojem limity
postupnosti.

V ¢lanku sa teda poktsime najst’ nejaké priklady, i situacie zo Zivota, na zaklade
ktorych vznikne potreba zavedenia akéhosi pojmu, ktory bude charakterizovat’ a popisovat’
,heobmedzené pribliZovanie sa“.

Limita postupnosti

Ak uz mame zostat v matematike, skusme sa spol'ahnut’ na prislovie raz vidiet' je
lepSie ako stokrat pocut. Istt pomoc teda poskytni obrazky, anejaké vedomosti
z geometrie.

Priklad 1. Nech je dany Stvorec so stranou a=1. Rozdelme ho na dva rovnaké
obdizniky, pric¢om jeden z nich vyfarbime. Vyberme si jeden z nich, rozdel'me ho na dve
Casti (tentokrat to budua Stvorce), a opéat’ jednu z nich vyfarbime. Zase zoberme jeden zo
Stvoréekov, rozdel'me ho na dva zhodné obdizniky, a jeden z nich vyfarbime, atd’... (pozri
obrazok 1). Zaujima nas, aka Cast’ zakladného Stvorca zostava vyfarbena po jednotlivych
krokoch.
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Obrazok 1: Vyfarbovanie stvorca.

Riesenie. Po prvom kroku bude obsah vyfarbenej plochy S, :%:1—%. Po druhom

kroku zostane vyfarbend Cast’ s obsahom S, =% =1 —% . Po tretom kroku budeme mat’

1 :
vyfarbent plochu s obsahom s :%:1—5. Analogicky po d’alsom kroku dostavame
15 1 NURT )
Sy :R =1 e Ak by sme pokracovali v tomto postupe, po n — tom kroku bude mat

1 .
vyfarbend Cast obsah §, =1 —2—n; kde neN. Uvedenym spésobom sme teda definovali

postupnost’ {8, }”

n=1"

Ak by sme vtomto procese pokracovali donekone¢na, zrejme by sme vyfarbili cely
zakladny Stvorec, ktorého obsah je samozrejme S =1. Samotny proces neobmedzené¢ho
vyfarbovania a aj samotny vysledok takejto operacie budeme v matematike zapisovat

lim S, = lim (l—i)zl.
n—> n—>0 2"

Velka schopnost’ presvedCit’ o spravnosti nového aparatu bude mat’ zrejme tuloha,
v ktorej novymi postupmi ziskame nejaky Studentovi uz dobre znamy vysledok. Tento fakt
sa pokusime prezentovat’ v nasledovnom priklade.
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Priklad 2. Najdite vzorec na vypocet obvodu o kruhu s polomerom r.

Obrazok 2: Pravidelny Stvoruholnik, osemuholnik, dvandstuholnik vpisany do kruhu.

Riesenie. Uz v starovekej matematike sme sa stretli s problémom vypocitat’ dizku obliku.
Kedze takéto tazkosti nemame v pripade hranatych telies (mnohouholnikov), budeme
postupovat’ nasledovne: do kruhu vpiSeme $tvoruholnik, osemuholnik, dvanastuholnik atd’.
(pozri obrazok 2). Ich obvody budeme mdct’ vyjadrit’ pre lubovolné n. Z ktoréhokol'vek z
n zhodnych rovnoramennych trojuholnikov, na ktoré mozno rozdelit’ dany mnohouholnik,

N . . T a . , , C
totiz vyplyva, Ze s1n—=2—, kde a je strana daného mnohouholnika. Odtial’ mame
n 2r

a=2rsin" , resp. pre obvod daného n — uholnika dostdvame o, =2nr sin .
n n
Uvazujme d’alej. Pre vel'mi vel'ké hodnoty » bude uz dany mnohouholnik ,,vel'mi tesne
prilichat* k danému kruhu, resp. ak obvod kruhu o  aproximujeme obvodom
mnohouholnika o,, dopustime sa veI'mi malej chyby. Idedlny pripad by nastal, ak by sme

do kruhu vpisali ,,nekonecnevel'auholnik® — vtedy by jeho vrcholy akoby zanikli a vytvorili
v podstate danu kruznicu. Takyto myslienkovy proces sa v matematike popisuje pomocou

pojmu [limita. Zapisujeme: o= lim o, = lim 2nrsin—. Po zoznameni sa s limitami
n—»o n—»>ow n

. . , e v , . . T *
goniometrickych funkcii zistime, ze plati lim 2nrsin—=2mr .
n—>0 n

Napokon sa mézeme pozriet’ aj do nematematickych oblasti a najst’ situacie, v ktorych
sa stretneme s limitou postupnosti — hoci si to pravdepodobne uz ani neuvedomujeme.

Priklad 3. Predpokladajme, Ze niekde existuje skveld banka s irokom 100% za rok, tj.
z kazdej vlozenej sumy S ziskame po roku vynos S. KedZe sme rozumni a takejto
propagande neverime, vlozime do nej na ucet len sumu 1 €, za ktoré by sme po roku mali
ziskat’ d’alsie 1 €. Ak by uvedena banka vyplacala troky raz ro¢ne, dostali by sme po

roku sumu (l + l)l €. Ak by sa uroky vyplacali v polrocnych intervaloch, dostali by sme

" Tento zaveretny krok by sme snad mohli aj obratit, zkontextu prikladu vyplyva, ze

. . . . s 1 .
o= lim o, = lim 2nrsin— = 2nr, teda zrejme musi platit’ lim nsin—=rm.
n—>0 n—>0 n n—»0 n
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2

po roku sumu (1 +%J €. Podobne, ak by sa uroky vyplacali kazdy trimester, na konci
1y

roka by sme mali na Géte sumu (1+§j €, analogicky v pripade n vyplat za rok, by

n
nasa suma napokon cinila (1 +—) €. Ak by nas banka navySe chcela uputat’ tym, Ze
n

peniaze uroci ,,nekonecne Casto®, resp. spojite, z kazdého vlozené¢ho eura by sme mali po

n
roku sumu lim (l +—J =e eur. Symbolom e sme oznacili zname Eulerove Cislo, pre
n—»>oo n

ktoré plati e~ 2,71828184590... (teda ecl).

Priklad 4. Vazne chory pacient musi uzivat' 100 mg lieku denne. Jeho organizmus kazdy
den eliminuje 20% lieku. Odhadnite dlhodobu hladinu lieku v tele tohto pacienta!
Riesenie. Prvy den sa v tele pacienta nachadza 100 mg lieku. Druhy dei je celkova

hladina lieku v tele 100+100-0,8 mg lieku (druha davka + zostatok z predoslého dia).

Treti den je tato hladina 100+(100+100-0,8)-0,8 =100+100-0,8+100-0,8% mg...

To znamend, 7e n — ty defi je v tele pacienta 100+100-0,8+100-0,8> +...+100-0,8" mg
lieku. Pomocou vzorca pre sucet prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti (s kvocientom
0,8" -1

b

q=0,8) dostdvame 100+100'0,8+100-0,82+...+100~0,8” =100- Pacient

uziva tento liek dlhodobo, to znamena ,,vel'a® resp. ,,vel'mi vel'a“ dni. Tento fakt m6zeme
opat’ vyjadrit pomocou [limity postupnosti — pre hladinu S wuvedeného lieku v tele

n pa—
pacienta teda plati §'= lim 100- 08 -1

n—>o0 0,81

Priklad 5. Prvy kyv hodinového kyvadla ma dizku 2 m. Ak bude mat kazdy nasledujici
dizku 99,9 % predchadzajuceho, akii drahu kyvadlo prejde, kym zastavi?

Riesenie. Hlavna myslienka rieSenia je v podstate zhodna s rieSenim predoslého prikladu,
preto si ho dovolime vynechat’.

Zaver

Délezitou sucastou vyuCovacieho procesu je motivacia. Preto si myslime, Ze by
nemala chybat’ hlavne pri definovani fundamentalnych pojmov v matematike — ako
napriklad limita postupnosti. Nacrtli sme niekol’ko prikladov, ktoré by ndm mohli pri tom
pomoct (aj ked treba sebakriticky uznat, Ze posledné dva skor hrani¢ia s témou
Nekonecné rady).
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VYUZITIE GEOGEBRY PRI RIESENiI ULOH NA GEOMETRICKE
KONSTRUKCIE S OBRAZKOVYM ZADANIM

KITTI VIDERMANOVA — JANKA MELUSOVA

ABSTRACT. In or contribution we present the use of the reverse construction in mathematics
teacher training. While implementing the Computer Algebra Systems (CAS) in education
teachers assess tasks and problems solved by these systems. We used the CAS GeoGebra to
show how to deal with this problem. The utility of replaying construction is necessary. In
case of right solution, the assessment is not problematic, but in the case of wrong
construction teacher has to find out where is the fault, what object was constructed. Each
student was given by 3 constructions in GeoGebra and they had to find out what was the
task, to set what was given (independent) objects and what was the requested (dependent)
object. In the paper we present the successfulness of students in solving given problems,
their methods of problem solving. We also present their opinions to use CAS in geometry
education and to this type of activity in teacher training.

Uvod

Myslienka nasho experimentu vznikla pri opravovani domacich tloh S$tudentov
1. rocnika ucitel'stva matematiky. V ramci seminarov predmetu Zaklady matematiky 2,
ktorého obsahom je opakovanie stredoskolskej geometrie ,sme opakovali aj konstrukéné
ulohy — planimetrické i stereometrické. RieSenia domacich uloh zasielali Studenti na
kontrolu e-mailom. Pre konStrukcie vyuzivali programy Cabri geometria 2 alebo
GeoGebra. Jedna Studentka sa pomylila pri opisovani zadania konstrukénej ulohy a ked’
zaslala na kontrolu svoje rieSenie, videli sme int konstrukciu, ako sme ocakavali. Snazili
sme sa zistit, kde a akej chyby sa dopustila. Hladanie chyby bolo ¢asovo i obsahovo
narocné. Nakoniec sa ndm podarilo odhalit’ nespravne opisané zadanie doméacej lohy.

Konstrukéné dlohy

Je vSeobecne zname, ze konStrukéné ulohy nepatria medzi oblubené u ziakov
a sposobuju na Skolach vécsie tazkosti ako iné matematické ulohy. Pri¢inou moze byt, ze
kazdad konstrukéna tloha je vlastne slovna uloha, ktord sa rie$i usudkom, pretoze
konstruk¢nd geometria nema k dispozicii taky kalkul, ako ma napr. algebra.

V etape modernizacie matematiky su konstrukéné ulohy obsahovo stale viac a viac
okresavané. V roku 1954 boli na strednych skolach geometrii a rysovaniu venované 2 az 3
vyucovacie hodiny tyzdenne. Dnes sa matematika vyucuje na gymnaziach v 1. ro¢niku 4
hodiny tyzdenne, v 2. a 3. ro¢niku 3 hodiny tyzdenne, a v maturitnom ro¢niku je to jedna
hodina tyzdenne. U¢ivo geometrie je rozdelené do prvych troch ro¢nikov.

Z vyskumu zameraného na konsStrukéné ulohy [2] vyplyva, ze konStrukéné ulohy su
nielen u ziakov, ale aj u u€itel'ov matematiky menej obl'ibenym u¢ivom.

Nesmieme vSak zabudat, ze vyucovanie konStrukénych tloh je velmi potrebné
a prospesné, pretoze

» poskytuju krasne motivaéné tlohy, ktoré podnecuji zvedavost' riesitela a vedu

k samostatnému objavovaniu zakonitosti,
» ukazujt jasny ciel’ — treba zostrojit’ — na rozdiel od viet a dokazov, ktorych vyznam
a zmysel byva ziakovi Casto nejasny,
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su prirodzenym mostom, po ktorom méZzu manualne zruénosti a skusenosti
rieSitela prejst’ do jeho geometrickej poznatkovej Struktury,

ukazuju, ako mozno teoretické poznatky zuzitkovat’ v praxi,

rozvijaji schopnost’ dialektického videnia vztahu teorie a praxe,

prispievaju k interiorizacii pojmov a viet,

st vhodnym testovacim prostriedkom, pomocou ktorého mdbze ucitel
diagnostikovat kvalitu neformalnych znalosti ziaka.

VVVY 'V

Ulohy na geometrické konstrukcie s grafickym zadanim

Pod ulohami na geometrické konstrukcie s grafickym zadanim méme na mysli ulohy,
v ktorych je dana konsStrukcia sledom obrazkov zostrojovania konstrukcie alebo slovnym
(symbolickym) postupom konstrukcie. Ulohou $tudenta je zistit, aky wtvar sme mali
zostrojit’ a ktoré prvky boli na jeho konStrukciu zadané. Tieto netradicne zadané ulohy
mozu spestrit’ vyuébu a napomahaju aj k lepsiemu pochopeniu danej problematiky. Student
nerysuje, ale skima a vysvetl'uje jednotlivé kroky danej konstrukcie. To vedie k hlb§iemu
porozumeniu pri rieSeni konstrukénych tloh.

Grafické zadania uloh ucia Studentov ¢itat' z obrazka. Grafické zadanie ulohy méze
byt dvojaké — séria obrazkov (ukéazka na obr. 1), pricom kazdy novy krok konstrukcie je
dany novym obrazkom, alebo zadame hotovu konstrukciu v dynamickom geometrickom
softvéri — Cabri geometria 2 alebo GeoGebra. Kym prvi moznost mézeme zaradit’ do
vyucby aj v klasickej triede, druhtt moznost’ mozeme realizovat’ iba ak mame k dispozicii
pocitatovu ucebnu vybavenu potrebnym poctom pocitatov (idealny pripad je, ak kazdy
ziak pracuje samostatne).

UkaZka zadania sériou obrdazkov
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Obrazok 1: Ukdzka zadania sériou obrazkov (Paviovicovd, 2006)
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Zadanie a vyhodnotenie experimentu

V ramci experimentu sme zadali Studentom 3 tlohy — hotové konstrukcie v programe
GeoGebra. Dve zuloh boli planimetrické ajedna stereometrickd. Program GeoGebra
obsahuje funkciu prehrat’ konstrukciu, ktora pri rieSeni tloh vsetci Studenti vyuzivali.

Experimentu sa zucastnilo 8 Studentov. Kazdy znich mal k dispozicii pocitac
s nainStalovanym softvérom GeoGebra. Svoje uvahy zapisovali Studenti aj na papier.

Uloha 1
Z konstrukcie zistite, aky utvar sme mali zostrojit’ a ktoré prvky na jeho zostrojenie boli
zadané.

Obradzok 2: Dana konstrukcia ulohy 1 v programe Geogebra

Riesenie
Zadané prvky: dlzka zékladne AB, velkost uhla « , vySka lichobezZnika.
Zostrojit’ sme mali rovnoramenny lichobeznik ABGF.

Vyhodnotenie Studentskych rieseni

Spravne rieSenie sa objavilo utroch Studentov. Tito Studenti spravne sformulovali
svoje rieSenie a napisali zadanie tlohy, ku ktorej patri konstrukcia na obr. 1.

U dvoch $tudentov k zadanym prvkom pribudla aj dizka ramena lichobeznika BG. Tito
Studenti si vramci rieSenia neuvedomili rovnoramennost’ lichobeznika. Ako hl'adany utvar
oznacili lichobeznik.

Dvaja Studenti nezapisali zadané prvky. Namiesto toho symbolicky prepisali postup
konstrukcie. Hladany utvar oznacili spravne - rovnoramenny lichobeznik.

Posledny Student tiez nezapisal zadané prvky, a ako hl'adany utvar oznacil lichobeznik.
V prepisanom postupe konstrukcie sme videli, ze Student konStruje rameno BG pomocou
kruzidla prenaSanim ramena AF.

Uloha 2

Z konstrukcie zistite, aky utvar sme mali zostrojit’ a ktoré prvky na jeho zostrojenie boli
zadané.

RieSenie

Zadané prvky: dizky taznic trojuholnika.

Zostrojit sme mali trojuholnik AGG’ (ako sprévne rieSenie sme uznali aj trojuholnik
s tretinovym obsahom).
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Obrazok 3: Dana konstrukcia ulohy 2 v programe GeoGebra

Vyhodnotenie sStudentskych riesent

Tato uloha bola najtazsia zo zadanych uloh. Dvaja Studenti napisali, Ze bol zadany
trojuholnik ABC a mali sme zostrojit' trojuholnik AGG’, ktorého obsah je jedna tretina
daného trojuholnika. Toto rieSenie sme uznali ako spravne.

Dvaja Studenti napisali, Ze dany bol trojuholnik ABC, a zostrojit sme mali pravouhly
trojuholnik ACG’ (obr. 4).

Obrdzok 4: Cast Studentského riesenia vilohy 2

Tito $tudenti zabudli vyuzit’ najva¢siu moc programu GeoGebra, a to prave jeho dynamiku.
Nepokusali sa manipulovat’ s konstrukciou, pretoze keby tak vykonali, zistili by, ze ich
predpoklad pravého uhla nie je spravny.

GA=484

A

R AG=527

Obrizok 5: Cast Studentského riesenia tilohy 2
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Dal§i dvaja $tudenti ako zadanie uvadzaju tieZ trojuholnik ABC, ale hladany utvar
identifikovali ako rovnostranny trojuholnik AGG'. Nevyuzili dynamiku softvéru.

Posledni dvaja Studenti ako zadanie tiez uvadzaju trojuholnik ABC, a ako hladany tutvar
uviedli rovnoramenny trojuholnik AGG’. Z popisanych uvah sme vydedukovali nespravne
interpretovanu vlastnost’ stredovej simernosti (obr. 5).

Uloha 3

Z konstrukcie zistite, aky Utvar sme mali zostrojit’ a ktoré prvky na jeho zostrojenie boli
zadané.

Obrazok 6: Dana konstrukcia ulohy 3 v programe GeoGebra
RieSenie
Zadané prvky: dlzka strany podstavy, vyska ihlana.

Zostrojit sme mali obraz pravidelného trojbokého ihlana vo volnom rovnobeznom
premietani.

Vyhodnotenie Studentskych rieseni

Pri analyze rieSeni tejto ulohy nas prekvapilo, Ze iba jeden Student zapisal zadané
udaje, teda Gplné riesSenie bolo v tomto pripade iba jedno.

Zvysnych 7 Studentov nezapisalo prvky dané pre konstrukciu. Z nich 5 spravne
pomenovalo narysovany utvar ako obraz pravidelného trojbokého ihlana vo volnom
rovnobeznom premietani. Jeden Student ho oznacil ako pravidelny Stvorsten. Posledny
Student nazval skonStruovany utvar iba obraz ihlana vo volnom rovnobeZznom premietant,
blizsie ho nepopisal.

Nazory Studentov

Po ukonceni experimentu nam Studenti napisali svoje ndzory na vyucovanie geometrie
pomocou IKT a zaradenie iloh na geometrické konstrukcie s grafickym zadanim vramci
uciva konstrukénych uloh.

Vyuzitie dynamickych geometrickych softvérom na vyucovanie konstrukénych tloh:

> Je zaujimavé pracovat na pocitaci, ale Ziaci si musia najprv osvojit zrucnosti
s pravitkom a kruzidlom.*

» ,,Geometriu som mala vidy najradSej z celej matematiky a pdci sa mi aj
rysovanie na pocitaci. Ale napriek tomu by som radSej ucila klasickym
sposobom na papier do zoSita, aby si zZiaci ziskali zrucnost aj v takejto
¢innosti. Pri pocitaci travia aj bez toho vela casu.

» ,,Pomocou PC je to pre deti zabavnejsie a zaujimavejsie. *
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Zaradenie tloh na geometrické konstrukcie s grafickym zadanim do uciva geometrie:

>

Zaver

,,Zo zaciatku som celkom nechapal, o co ide. Je to celkom zaujimavy postup,
ktory rozvija myslenie. Do vyucby by som to zaradil potom, ako preberieme
klasické konstrukcné ulohy.

. KedZe deti neradi rysuju, urcite by som takéto ulohy zaradila do vyucby.
Myslim si, Ze aj toto by mohlo deti ucit konstrukcnym ulohdam. *

,, Vobec nie je jednoduché sa vyznat'v tych konstrukciach. Zaradila by som ich
na stredné a vysoké skoly.

,, Takéto vyucovanie konstrukcnych uloh je pre mna nové, velmi zaujimavé
a zarovern narocné. Pre Ziakov takéto ulohy mozu posobit’ ako hadanky a moze
to byt pre nich motivujucejsie. Mnohé vlastnosti geometrickych utvarov mozu
byt viditelnejsie, ked je konstrukcia hotovd, nez v pripade, Ze maju iba
zadanie, a predstavu o konStrukciu si maju vytvorit sami.

Matematika a vramci nej konstrukéné ulohy patria u Zziakov a Studentov k menej
obl'ibenym castiam matematiky, preto musime hl'adat’ a zavadzat' do vyucovania vzdy
nové a nové motivaéné prvky. V naSom prispevku sme predstavili lohy na geometrické
konstrukcie s grafickym zadanim pomocou IKT.

Ohlasy u buducich ucitelov matematiky su vo vécSine pripadov pozitivne. Myslime si,
ze vytvorenie pozitivneho vztahu k matematike vSeobecne zavisi aj od ucitel'a. Ak uditel’
uci svoj menej oblibeny celok $tylom ,, nech je to ¢o najskor za mnou *, Ziaci a Studenti to
vycitia, a nemdzeme sa potom cudovat’, Ze je pre ziakov matematika nezaujimava.
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VYUZITIE PROGRAMU WINPLOT VO VYUCOVANI FUNKCII
A ICH VLASTNOSTI (VYSLEDKY EXPERIMENTU)

ALENA VIZIOVA

ABSTRACT. We present our experiences with teaching properties of linear and quadratic
function by a computer’s program Winplot. It can help students to understand these
mathematical problems. If we use ICT during the classes, computers can contribute to
progress of information literacy.

1 Uvod

Nutnost' inovovat' vzdelavaci proces pre neustile prenikanie informacnych a
komunikaénych trendov do vsetkych oblasti zivota a sektorov hospodarstva je
nevyhnutnostou v procese rozvoja kazdej spolo¢nosti. V sucasnosti prebicha prudky
rozvoj informacénych technologii, ktory sa musel odrazit’ aj vo vzdelavacom procese, jeho
modernizaciou a zavadzanim novych technoloégii. Pre splnenie tejto ulohy musi byt aj
ucitel dostatoéne informacne gramotny, aby vedel cinnost’ Studentov usmeriiovat,
podporovat’, aby jeho metoédy a praca insSpirovali Studentov k samostatnosti a tvorivosti.
Niektoré¢ ciele a metédy informatizacie jednotlivych predmetov st uz teoreticky
rozpracované. AvsSak na mnohych Skolach chyba odvaha ucitelov ziskavat’ uvedenou
¢innost'ou praktické skusenosti. Sucasna Skolska reforma kladie doraz na modernizaciu
vyucby zavadzanim IKT do vyucovacieho procesu. Z tohto dovodu v nasom prispevku
popisujeme program Winplot a jeho vyuzitie vo vyucovani funkcii a ich vlastnosti.

2 VSeobecna charakteristika programu Winplot

Program Winplot je dostupny na http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html a je
volne Siritel'ny. Zobrazuje grafy v rovine aj v trojrozmernom priestore. Dokaze vykreslit
body, funkcie dvoch a troch premennych, zakresli postupnost’ bodov, funkcie dané
parametricky, funkcie v polarnych, sférickych a cylindrickych suradniciach, najde nulové
body, priesecniky, Taylorove aproximacie, primitivne funkcie, priblizné hodnoty urcitého
integralu, vykresli plochu ohrani¢ent krivkami, dokdze zobrazit' aj rotacné telesa a urcit’
ich objem. VsSetky moduly programu Winplot maju pomerne dokladné Help menu
(pomocnika), ktoré poskytuju podrobné informacie o danom programe. Okrem Winplotu
sa na vykresl'ovanie grafov funkcii daji pouzit programy: AutoGraph, Derive, Equation
grapher, Graphic calculus WinPlot, GeoGebra,... . _
Studenti,  ktori  absolvovali  hodiny
matematiky v pocitacovej ucebni, v ktorej
pracovali s programom Winplot, dokazali
zostrojit' (okrem linearnych funkcii) v
danom programe aj grafy linearnych
lomenych  funkcii (aj s absolitnou
hodnotou) a kvadratickych funkcii (aj
s absoltitnou hodnotou) (obr. 1).

Obr.1: Prostredie programu Winplote
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3 Statistické vyhodnotenie experimentu

Pocitacom podporované vyucovanie sme realizovali v Skolskom roku 2009 /2010
na vzorke 111 Studentov (56 Studentov experimentalnej skupiny a 55 Studentov kontrolne;j
skupiny). Pred jeho realizaciou zucastneni Studenti pisali didakticky test — pretest, ktorym
sme zistili ich vstupné vedomosti. Kontrolnu skupinu tvorili Studenti triedy kvinty B (KON
1 — 31 Studentov) a 1. C (KON 2 — 24 studentov), ktori absolvovali vyucovanie v triede
pomocou kriedy a tabule (rysovacich pomo6cok a papiera). Experimentalnu skupinu tvorili
Studenti triedy kvinta A (EXP 1 — 31 Studentov) a 1. B (EXP 2- 25 Studentov), ktori
absolvovali vyuCovanie s podporou pocitaa a programu Winplot. Pocita¢ s danym
programom mal k dispozicii kazdy Student z experimentalnej skupiny a u¢ivo v skupinach
bolo preberané v rovnakom ¢asovom harmonograme. Predtym ako zacali Studenti zacali
rieSit’ konkrétne ulohy v programe Winplot, tak sa najskér zoznamili s jeho ovladanim
a dany program si nainstalovali aj do svojich domacich pocitacov. Na zacCiatku a konci
experimentalneho vyucovania boli obidve skupiny testované didaktickym testom. Ciel'om
bolo overit’ hypotézu vyskumu H: ,,Studenti vzdeldvani pomocou IKT (programu Winplot)
dosahuju minimalne rovnocenné vysledky (mie horsie) v rieSeni matematickych uloh
zameranych na funkcie a ich viastnosti ako Studenti vzdelavani bez pouzitia IKT. "

Na jej overenie sme potom stanovili aj Statistické hypotézy. Prvua z tychto hypotéz
(Ho: Medzi kontrolnou a experimentalnou skupinou nie je vyznamny rozdiel v poznatkoch:
viastnosti funkcie, linearna, kvadraticka funkcia a kvadraticka funkcia s absolutnou
hodnotou) sme na zaklade vysledkov pretestu prijali, aby sa potvrdil na§ predpoklad
o rovnocennosti urovne vedomosti Studentov experimentalnej a kontrolnej skupiny. Druhu
hypotézu (Ha: Vysledky posttestu nezavisia od pouzitia programu Winplot.) sme zamietli.
Jej zamietnutim nadobtda platnost’ alternativna hypotéza, ktora tvrdi, ze vysledky
posttestu zavisia od pouzitia Winplotu vo vyuCovani. Na Statistické vyhodnotenie
experimentu sme pouzili softvér STATISTICA CZ 8 (tvorba grafov a vypoctov).
Rozdelenie skore v zakladnom stubore mozno povazovat’ za normalne v skupindch EXP —
pretest (obr. 3), KON — pretest (obr. 2) a KON — posttest (obr. 4), pretoze p - hodnoty
testov normality (Kolmogorovho - Smirnovho, Shaphirovho - Wilkovho) st vécsie ako
0,05. Skore v skupine EXP-posttest (obr.5) nemozno povazovat’ za normalne, pretoze p =
0,001, ¢o je menej ako 0,05. Na testovanie hypotézy o rovnosti strednych hodnét skore
v experimentalnej a kontrolnej skupine sme pouzili dvojvyberovy ¢ - test.

K-S d=,11271, p> .20; Lilliefors p<,10 K-S d=,10489, p> .20; Lilliefors p<,15
‘Shapiro-WilksW=, 96553, p<,09814 Shapiro-WilksW=,96883, p<,14803

Pocet pozor.

x <= hranice kategorie

Obr.2 Obr.3
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Histogram: KON-posttest Histogram: EXP-posttest
K-S d=,08185, p> .20; Lillefors p> 20 K-S d=,15707, p<,15 ; Lilliefors p<,01
Shapiro-WilksW=,96565, p<,11696 Shapiro-WilksW=,91879, p<,00107

Pocet pozor.
a
~

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
x <= hranice kategorie x <= hranice kategorie

Obr.4 Obr.5

Popisné Statistiky spolu s vysledkami ¢ - festu aF - testu, pricom porovnavame
experimentalnu (EXP - pretest) akontrolni (KON - pretest) skupinu su uvedené
v nasledujucej tabulke (tab.1).

T-test pro nezavislé vzorky (pretest)
Pozn.: Promenné byly brény jako nezavislé vzorky

Prumer | Prumer | Hodnotat | sv p Poc.plat. | Poc.plat. | Sm.odch. | Sm.odch. ‘ F-pomer p
Skup. 1 vs. skup. 2 | skup. 1 | skup. 2 skup. 1 skup. 2 skup. 1 skup. 2 | Rozptyly | Rozptyly
KON vs. EXP 18,99123 17,68421 0,968691 112 0,334787 57 57 7,229955 7,176121 1,015060 0,955597

Tab. 1: Popisné Statistiky pre kontrolnu a experimentalnu skupinu

Z vysledkov ¢ - testu nemdzeme zamietnut’ hypotézu tvrdiacu, Ze rozdiel skore pretestu
medzi experimentalnou a kontrolnou skupinou nie je Statisticky vyznamny (p = 0,334).
Variabilita vedomosti v tychto skupinach nie je Statisticky vyznamnd (F = 1,015,
p = 0,955). Vzhl'adom na to, Ze rozdelenie skore v subore EXP - posttest nie je normalne,
na overenie hypotézy H pouzijeme neparametricky Mann - Whitneyov U test (tab.2) a
testujeme Statisticki hypotézu: Hy: Rozdelenie skore posttestu v zdkladnych suboroch
experimentalnej a kontrolnej skupiny je identické. proti hypotéze: Ha: Rozdelenie skore
posttestu v zakladnych suboroch experimentdlnej a kontrolnej skupiny nie je identicke.

Mann-Whitneyuv U test
Dle promen. Skupina

Sct por. | Sct por. U ‘ V4 ‘ Uroven p z Uroven p| N platn. | N platn. | 2*1str.
Promenna| KON EXP upravené KON EXP | presné p
Posttest | 2851,00( 3365,000 1311,00C -1,3477C 0,177757 -1,34897 0,17734¢ 55 56 0,17846(

Tab.2: Vysledky Mann - Whitneyovho U testu

Z vysledkov vyplyva ze p - hodnota pre U - test je rovna 0,177, ¢o je viac ako nami
zvolena hladina vyznamnosti a teda Statisticki hypotézu Ha: ,,Rozdelenie skore posttestu
v zdkladnych suboroch experimentilnej a kontrolnej skupiny nie je identické"
nezamietame. Teda medzi skore v tychto skupinach nie je signifikantny rozdiel. Z
interakéného grafu vidime, Ze priemerné skoére experimentalnej skupiny z pretestu je
nizs§ie ako kontrolnej skupiny. V pripade skoére z posttestu je to naopak (obr.6).

Tento rozdiel vSak nie je Statisticky :
vyznamny. Na zaver mozeme povedat, ze .
pouzitim pocitaca s programom Winplot sa {{
vysledky  experimentalnej skupiny v

porovnani s kontrolnou skupinou mierne,
ale Statisticky nevyznamne zlepsili. Tym je
overena aj platnost’ hypotézy vyskumu.

£

Obr. 6: Graf priemerov skore pretestu
a posttetu pre EXP a KON skupinu
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4 Vyhodnotenie uloh pretestu a posttestu a ich rieSenie Studentmi

U kazdého Studenta bol zaznamenany pocet bodov, ktoré ziskal za pretest
a posttest. Za pretest (posttest) mohol Student ziskat’ maximalne 32 (30) bodov. V preteste
Studenti riesili 6 Gloh a po jeho analyze sme vypocitali aj percentualnu Gspesnost’ rieSenia
kazdej ulohy v kontrolnej a experimentalnej skupine (tab.3).

EXP - pretest KON - pretest
uloha 1 88,30% 94,74%
uloha 2 86,26% 68,13%
uloha 3 40,70% 44,56%
uloha 4 46,10% 64,62%
uloha 5 66,67% 64,69%
uloha 6 52,05% 41,52%

Tab.3: Uspesnost riesenia iloh pretestu experimentdlnou a kontrolnou skupinou

Uloha 1: Narysujte §tvoruholnik ABCD,
ked' plati: A[-4,-6], B[-1,5; 3], C[0, 4], 5N

D/2, 0.Studenti oboch skupin  robili [ N
najcastejSie chyby pri zakresl'ovani bodov - / ¥
v stradnicovej sustave - zamena X - ovej a Ay

y - ovej suradnice bodov (obr.7) ’
Obr. 7: Riesenie uilohy 1 z pretestu

Uloha 2: Zostavte tabulku priamej imernosti y = 2x a zostrojte jej graf pre xe{-2,013.5}.
Co je grafom priamej vimernosti?”

Najcastejsie zabudli Studenti napisat odpoved na dani otazku. Medzi tymi, ktori
odpovedali, sa vyskytli spravne aj nespravne odpovede. Napr. jeden Student z 1.B triedy
uviedol, Ze grafom priamej imernosti st vSetky reélne Cisla.

Najvicsie tazkosti Studentom robilo rieSenie ulohy 3: Dané su body: A[4;0,25], A°[-4,-6],
B [8;0,25], C[0,25; 8], D[4, 0,125], E[0,125;0,25], F[0,125;8], G[4,4], H[0,2; 5. Zistite,
ktory z danych bodov lezi na grafe nepriamej umernosti y :%. Studenti, ktori vedeli
rieSit’ dant ulohu ziskali za fu plny pocet bodov (10 b), resp. ti, ktori zistili len niekol’ko
bodov (nie vsetky), =ziskali adekvatny pocCet bodov podla vzorového rieSenia. Mnohi
Studenti danu ulohu vobec neriesili.

. . , , +2 +2 11 . , .
Uloha 4: Rieste siistavu rovnic x+= 3 =3, x4 +%=? a urobte skuSku spravnosti.
V rieSeniach sa najcastejSie vyskytli numerické chyby aj napriek spravne pouzitej

sCitovacej (dosadzovacej) metdde.

Podobne to bolo aj pri rieSeni ulohy 5: Rieste nerovnicu3(x+2) — 4x+5<- 2x + 5(2x-3).
Studenti najCastejSie robili numerické chyby (obratenie znaku nerovnosti pri nasobeni
zapornym cislom).

Uloha 6: Zostrojte graf funkcie f:y=3x-2.

Pri rieSeni tejto Glohy Studenti kvinty nemali postacujice vedomosti. U¢ili sa zostrojit’ iba
graf priamej a nepriamej Umernosti, ale napriek tomu niektori znich dokazali ziskané
vedomosti vyuzit' a dant ulohu vyriesit.
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Chyb pri rieseni ulohy sa dopustali aj

Studenti 1. ro¢nika aj napriek tomu, ze '\ %
ucivo linearna funkcia, jej vlastnosti =3 el
agraf preberali na ZS. Chyb sa = = b
dopustali aj pri vytvoreni tabulky pre
funkénu zévislost x, y anésledne

potom pri zostrojeni grafu funkcie. Obr.8: Riesenie ulohy 6 pretestu

Rovnako ako v pripade pretestu aj pre posttest sme urobili analyzu jednotlivych tloh
a vypocitali sme ich percentudlnu uspesnost’ rieSenia uloh kontrolnou a experimentalnou
skupinou (tab.4).

EXP - posttest | KON - posttest
uloha 1 77,23% 76,36%
uloha 2 76,56% 60,00%
uloha 3 74,62% 73,64%
uloha 4 86,91% 73,33%
uloha 5 39,29% 60,00%

Tab.4: Uspesnost riesenia iilloh posttestu experimentdlnou a kontrolnou skupinou

Uloha 1: Zostrojte graf funkcie y =|x> —10x + 21|, urcte jej viastnosti, vrchol a priesecniky

so suradnicovymi osami. Zapiste rovnicu osi paraboly.

Studenti experimentalnej skupiny boli lepsi pri presnejsom zostrojeni grafu danej funkcie,
uréeni jej vlastnosti a vypocte prieseCnikov grafu funkcie so stiradnicovymi osami.
K najcastej§im chybam v kontrolnej skupine patrila vlastnost' funkcie - monotdénnost’
a vypocet prieseCnikov grafu funkcie s osou x.

Uloha 2: Rozhodnite, ktord z uvedenych tabuliek je zadanim funkcie. U zistenej funkcie
urcte definicny obor a obor hodnot.

RieSenie  tejto  tlohy  nerobilo BN OEIRIN . LRERET

Studentom experimentalnej skupiny
7iadne tazkosti. Studenti kontrolne;j Lo e A i oot hasant MG o) 8 % g
skupiny dosiahli horSie vysledky, P WALk i
pretoze defini¢ny obor a obor hodnot £ sl W1 €5 /.
zistenej funkcie zapisovali pomocou

intervalov (obr. 9)

raed, pchamuiy e Lo bl 'j_\?-"?lf,l.{-l\.-'b'\.x_w\'u’ |;JJ:'\\,-{-‘..\LI_",__'\|-|,,§;\AJ

a )
2

Obr. 9: Ukdzka riesenia 2. ulohy posttestu

Uloha 3: Zostrojte graf funkcie f y = 2-3x na intervale (— 2,3 ).Urcte jej vlastnosti

a priesecniky so siiradnicovymi osami. Studenti experimentalnej skupiny boli lepsi v
presnosti zostrojenia grafu funkcie a urceni jej vlastnosti. Studenti kontrolnej skupiny

naj¢astejSie uréili nespravne hodnotu NEAERIEE ye2-3.0
y — ovej suradnice bodov a Yo B ALY ;
nespravne zostrOJlrh graf fu.nk?le. b 0 QU Cs) Vi

Niektori aj z nespravne zostrojeného feAd R = <2r0)

grafu  vedeli sprdvne = vy€itatl .. cxeo gebd
vlastnosti funkcie (oznacené ako - o
prendsand chyba). Najvacsie tazkosti -« /e pen
S . . ~mak b ;\ 4 kg
Studentom robili tieto vlastnosti foxt- 2S00 L | e
. . I A S .
funkcie: extrémy a ohrani¢enost’. e . 5 ,
Y Obr.10: Ukazka rieSenia ulohy 3 posttestu
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Studenti experimentalnej skupiny boli lepsi
aj v rieSeni Ulohy 4: Dokreslite graf funkcie
tak, aby funkcia bola parna (nepdrna)*.
Studentom  kontrolnej skupiny robilo
najvacsie tazkosti dokreslit’ graf neparnej

funkcie.
Obr.11: Ukazka rieSenia ulohy 4 posttestu

Najvicsie tazkosti v postteste robilo

Studentom experimentalnej skupiny

rieSenie ulohy 5: Nacrtnite graf funkcie, pre - - #
ktoru plati: DO?Z(O,S), HODZ(O,2>, ostré

maximum md v bode 1, minimum P
v bodoch 0 a 3. Pri rieSeni danej Glohy sa : : .
Studenti dopustali najcastejSej chyby - Obr.12: Ukdzka rieSenia lohy 5 posttestu
druh¢ ostré maximum v bode 5 (obr.12).

Zaver

Prispevok poukazuje na vysledky vyskumu, ktory bol zamerany na vyuZitie
programu Winplot vo vyucovani matematiky v kvintach osemro¢ného a v 1. ro¢nikoch
Stvorrotného gymnazia. Po skonceni experimentidlneho vyucovania kazdy Student
odpovedal na dotaznik, z ktorého mozno konstatovat’, Ze tento spdsob vyucby matematiky
sa stretol u Studentov s velkym ohlasom. Vyucovanie s podporou pocitaca povazuji
Studenti za zaujimavé, putavejsie, nazornejsie a efektivnejSie (umoziuje preriesit’ vacsie
mnozstvo prikladov auloh na vyucovacich hodinach). Praca v danom programe sa im
pacila aprijali by castejSie pouzitie pocCitaca a matematickych programov na hodinach
matematiky. Potvrdilo sa, Ze pouzivanie pocitacov a vyucbovych programov vo vyucovani
matematiky zvySuje zdujem Studentov o matematiku, podnecuje ich k samostatnej praci
pri rieSeni matematickych uloh. U ,,slabsich* Studentov, ktori sa pri klasickom vyucovani
drzia v Gzadi, pasivne sleduju dianie na hodinach, pocitatom podporovana vyucba ich
vedie k vacSej aktivite a samostatnosti.

PaedDr. Alena Viziova

Gymnazium

Golianova 68

SK — 949 01 Nitra

e-mail: alena.viziova@gmail.com
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SUVIS RIEMANNOVSKEJ INTEGROVATEENOSTI FUNKCIE S EXISTENCIOU
LIMIT V BODOCH JEJ DEFINICNEHO OBORU

PETER VRABEL

ABSTRACT. The connection Riemann integrability of functions with existence of limits in
points their range of definition are investigated in the paper.

Uvod

Otazka integrovatelnosti ohrani¢enych funkcii v zmysle Riemanna v suvislosti
s mnozinou bodov nespojitosti funkcie je vyrieSena Lebesguovou vetou. Podl’a tejto vety je
ohrani¢end funkcia na intervale [a, b]riemannovsky integrovatelna prave vtedy, ked’
mnozina jej bodov nespojitosti ma Lebesguovu mieru nula (vid’ napr. [3]). Pripominame,
ze mnozina A, Ac R, ma Lebesguovu mieru nula prave vtedy, ak ku kazdému

o0
& >0 existuje taka postupnost’ otvorenych intervalov J;, ie N, z¢ A< v J; (‘hovorime,

i=1

o0 7 .
ze intervaly J; pokryvaju mnozinu 4 ) a >d(J;)<e, kde d(J;) oznacuje dlzku intervalu
i=1
J;. Kazda spocitatelnd mnozina nejakych realnych ¢isel ma Lebesguovu mieru nula. Z
Lebesguovej vety potom vyplyva, Ze ak ohraniena funkcia f ma na intervale [a, b]iba
spocitatelne vela bodov nespojitosti, tak je na tomto intervale integrovatelna. Tak
napriklad znama Riemannova funkcia (f(x)=0 pre kazdé iracionalne Cislo x z intervalu
[0,1]a f (5):5 pre kazdé racionalne &islo ge[o,l], p,q st nesudelitelné, geN) je
nespojita prave v kazdom racionalnom ¢isle z intervalu [0,1] a ked’ze mnozina Q vsetkych
racionalnych ¢isel je spocitatel'na, tak tato funkcia je integrovatel'na.
Otazku integrovatelnosti mozno skimat aj vsuvislosti sinymi vyznacnymi
mnozinami funkcie £, napriklad v stivislosti s mnoZzinou bodov, v ktorych ma limitu resp.
jednostranné limity.

Existencia limit funkcie v bodoch uzavretého intervalu a jej integrovatel’nost’

Je zname tvrdenie, ze ak ohraniCena funkcia f ma v kazdom bode intervalu [a, b]

limitu, tak je na tomto intervale integrovatelna (vid’ napr. [2]). Toto tvrdenie mozno
zovseobecnit’ nasledujucim sposobom.

Veta 1. Nech ohrani¢ena funkcia f ma v kazdom bode xe[a,b]-4, kde 4 je spocitatel'na
podmnozina intervalu [a, 5], limitu. Potom funkcia f* je na intervale [a, 5] riemannovsky

integrovatelna.
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Dokaz. Nech D(f)oznacuje mnozinu vsetkych bodov nespojitosti funkcie f z intervalu

[a,b] . Lahko moZno nahliadnut’, ze D(f)-A4= ul D, , kde

D, ={te[a,b]—A;

igf(x) -/

mnozina D, spocitatelna. Dokaz tohto tvrdenia urobime nepriamo. Nech by pre nejaké

2%}, n=1,2,.... Ukdzeme, ze pre kazdé neN je

neN bola mnozina D, nespoCitatelnd. Kazda nespocitatelnda mnozina obsahuje
nespocitatelne vela svojich kondenzacnych bodov (vid’ napr. [2], dokaz lemy 6.1.1, str.
116). Vezmime l'ubovolny kondenza¢ny bod mnoziny D, , ktory do nej patri a oznacme ho

ty. Ked'ze 1y ¢ 4, tak existuyje vlastnd lim f(x). Ozna¢me ju symbolom B. Potom existuje
xX—1

takd postupnost' bodov ¢, € D, , k=1,2, ..., Ze t;, > ty, t; #t5. Pre kazdé ke N existuje

vlastnd lim f(x), pricom

>1  Takto pre kazdé ke N existuje také
Xty n

lim f(x) - f(z)
Xy

okolie ¥ (t;)bodu #; , Ze pre lubovolné x e V() N[a.b], x4 , plati |f(x)— f(1)] 25

= E .
Odtial' uz vyplyva, ze pre kazdé keN existuje také x, eV(;)N[a,b], x; #ty, ze
b —te| <+ a [f()=f@)|25= (%) . Potom nielen 1 — 1o ale aj xp — 1o, x;,t # 14y pre

k=1,2,.... Zexistencie limity lim f(x)vyplyva, ze f(x;)— B, f(#)— B. Z nerovnosti
x—1

(*) v8ak dostdvame  0=|B—B|= lim |f(x;)~ f(1)|> 3~ , €0 je spor.
k—o

0

Z dokdzaného vyplyva, ze mnozina D(f), D(f) g[ U DHJ U4, je spocitatelna
n=1

a z Lebesguovej vety dostavame jej integrovatelnost’. [

Poznimka 2. Obratené tvrdenie k vete 1 neplati. Definujme funkciu f na intervale [0,1]
takto: f(x)=0pre xeC, kde C je Cantorova mnozina, f(x)=1pre xe[0,1]-C.Je zname,

ze Cantorova mnozZina je nespocitatelna, uzavreta a ma Lebesguovu mieru 0. Mnozina
[0,1]-C je otvorena. Odtial’ a z definicie funkcie f* vyplyva, Ze f* je spojita v kazdom bode

mnoziny [0,1]-C . Z Lebesguovej vety potom vyplyva, Ze funkcia f je na intervale [0,1]

riemannovsky integrovatel'na. Z definicie Cantorovej mnoziny vSak vyplyva, ze kazdy jej
bod ma nasledujucu vlastnost: v kazdom jeho okoli existuje dokonca nespocitatene vel'a
bodov zmnoziny C i bodov zmnoziny [0,1]-C. Odtial' vyplyva, ze funkcia f nema

v kazdom bode Cantorovej mnoziny limitu (podrobnejSie v priklade 7).
Veta 3. Nech ohrani¢end funkcia f ma vkazdom bode xe(a,b)-4 limitu zlava

avkazdom bode xe(a,b)-4,limitu sprava, priCom A4, 4,su spocitatelné mnoziny.

Potom funkcia /' je na intervale [a, b] riemannovsky integrovatelna.
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Dokaz. Dokaz vety 1 mozno prispdsobit’ pre limity zlava resp. sprava. Nech
D*(f) (D™ (f))oznatuje mnozinu vSetkych bodov z intervalu [a,b], vktorych nie je

funkcia f* spojita sprava (zl'ava). Potom D" (f)- 4, = U D, , D" (f)-4, = U D, , kde
n=l1 n=1

1
2;},

Dy :{t €la,b]-4;

lim f(x) - f(t)
X—>t

z%}, D, :{te[a,b]—Az;

lim f(x) - f()
t

x—
n=12,....
Analogickou tivahou ako v dokaze vety 1 mozno ukazat, ze pre kazdé n e N si mnoziny
Dy, D, spocitatelné. Preto je spoCitatelnd aj mnozina D(f)=D"(f)uD (f), &o je

mnozina bodov nespojitosti funkcie  f Opdt z Lebesguovej vety dostdvame
integrovatel'nost’ funkcie f. [

Poznamka 4. Z dokazu vety 3 vyplyva, Ze ak funkcia f ma na intervale J limitu sprava
(zl'ava) v kazdom bode tohto intervalu, pripadne s vynimkou spocitatel'ne vel'a bodov, tak
mnozina bodov nespojitosti sprava (zl'ava) je spocitatelna.

Nech funkcia f je definovana na intervale J. Nech M™ (M~ ) oznauje mnoZinu vietkych

takych xeJ, v ktorych ma funkcia f limitu sprava (zI'ava). Nuka sa otazka vzt'ahu tychto
mnozin.

Priklad 5. Nech A:{teR; IneZ3IkeN t:n+ﬁ} a nech funkcia f je definovana na

intervale (—oo,0)takto: f(x)=0pre kazdé xed a f(x)=1 pre kazdé xeR— 4. Lahko
nahliadneme, Ze funkcia f nema limitu sprava v VZiadnom bode xeZ a vkazdom bode
xe€ R— A ma limitu sprava, ktord sa rovna Cislu 1. Dalej v kazdom bode x e R ma funkcia
f limitu zlava, ktord sa rovna &islu 1. Teda M*=R-Z, M™=R.. Pre mnoZinu bodov
nespojitosti D(f) funkcie f plati D(f)= AU Z . Tato mnozina je spocitatelna.

Priklad 6. Nech Bz{xe[o,l]; IneN-{1} 3 kENx:%ﬂn—ll)n'%} anech funkcia f je

definovand na intervale [0,1]takto: f(x)=0pre kazdé xeB a f(x)=1 pre kazdé
xe€[0,1]-B. Potom funkcia f nemd limitu sprava v Zziadnom bode mnoziny
C={0}u {x e[0,1]; IneN-{1} x= %} , pretoze v kazdom pravom okoli F'ubovolného bodu
mnoziny C existuju body ue B, ve[0,1]-B, vktorych f(u)=0, f(v)=1. V kazdom bode
mnoziny (0,1)-C funkcia f ma limitu sprava, ktora sa rovna ¢islu 1. V kazdom bode
intervalu (0,1] funkcia /" ma limitu zl'ava, ktora sa rovna ¢islu 1.

Teda M*=(0,1)-C, M~=(0,1]. Pre mnoZzinu bodov nespojitosti D(/) funkcie /" plati

D(f)=BuC. Tato mnozina je spocitatelna.

Priklad 7. Budeme opét uvazovat' Cantorovu mnozinu (ozna¢me ju C) . Oznaéme

(L2 —lol -2 . . .
I= (3, 3) , Jo= [0, 3], J; —[3 ,IJ . Interval [nazveme otvorenym intervalom nultého
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poradia, interval J, (J;) l'avym (pravym) uzavretym intervalom prvého poradia. Ozna¢me

dalej 1, :(3%,3%), I :(%,%)anazvime ich otvorenymi intervalmi prvého poradia.

Vynechajme z intervalu J,, interval I,, dostaneme uzavreté intervaly druhého poradia

JOO:[O,S%}, Jor :L%,%}, podobne vynechanim intervalu 7,z intervalu J; dostaneme

uzavreté intervaly druhého poradia J;, = L%,}iz} Ji = [3%,1} . Prvé (druhé) z tychto dvojic

intervalov nazveme lavé (pravé) uzavreté intervaly druhého poradia. Vseobecne, ak uz
mame zostrojen¢ uzavreté intervaly n — te¢ho poradia Jy i i, kde kiky,...k, je
postupnost’ ¢isel 0, 1, definujeme uzavreté intervaly (n+1)- ho poradia takto: kazdy
interval Ji s je zjednotenim troch rovnako dlhych neprekryvajucich sa uzavretych
intervalov, zXktorych prostredny vynechame a krajn¢ oznacime Jy 1, . & 05 Jkj ...k, l -
Prvy (druhy) z nich nazveme l'avym (pravym) uzavretym intervalom (n+1)- ho poradia.
Kazdé cislo o zmnoziny C je jednoznacne urené 0-1 postupnostou ki,ks,....k,,...,
priéom {a}mz.]kl ﬂkakz m“‘m‘]klakz,---,k,, M... (Vid’ [1])

Definujme funkciu f na intervale [0,1]rovnako ako v poznamke 2. Ak o je urCené

postupnostou tvaru k,ky,...,k,,0,0...0,... (a teda je urCené prienikom uzavretych

intervalov k& — tého poradia, k=1,2,..., pricom vSetky tieto intervaly pre k>n+1st

lavé), tak vistom Pavom okoli bodu a f(x)=1(okrem bodu 0) ateda lim f(x)=1.
x—a

V kazdom jeho pravom okoli existuje dokonca nespocitatelne vel'a bodov z mnoziny C i

bodov z mnoziny [O,l]— C, teda lim f(x)neexistuje. Mnozinu vSetkych takychto bodov
x—at

mnoziny C oznaéme C*. Analogicky mozno uvazovat mnozinu C~, do ktorej patria
prave také prvky Cantorovej mnoziny, v ktorych ma funkcia f limitu sprava (rovnajicu sa

1) a nema limitu zlava. Dahko nahliadneme, Ze obe mnoziny C*, C~ su spogitatelné.

Ak aeC je urCené 0-1 postupnostou ki,ks,...,k,,..., v ktorej nekone€ne vela €lenov sa
rovna Cislu 0 a taktiez nekonecne vela ¢lenov sa rovna ¢islu 1, tak v kazdom jeho 'avom
aj pravom okoli st body zmnoziny C i body zmnoziny [0,1]— C, teda ani jedna

z jednostrannych limit lim f(x), lim f(x)neexistuje. Mnozinu vsetkych takychto bodov
x—a x—at

mnoziny C oznaéme C* . Potom M*=[0,1] -(CT UC" ™), M~=[0,1] -(C"UC" ).

Nakoniec poznamenajme, ze funkcia f z prikladu 5 je riemannovsky integrovatelna na
'ubovol'nom intervale [-m,m|, me N a taktiez funkcie f z prikladov 6, 7 st riemannovsky
integrovatelné na intervale [0,1], pretoze ich mnoziny bodov nespojitosti maji

Lebesguovu mieru 0.
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ZIVOT ZIAKA PRIMARNEJ SKOLY AKO VYCHODISKO PRE TVORBU ULOH
ROZVIJAJUCICH MATEMATICKU GRAMOTNOST

VERONIKA ZELOVA

ABSTRACT. Development of mathematical literacy is a lifelong process and school has a
significant position in it. This article examines life of elementary school pupil and based on
this analysis we suggest several subjects that should be focused on during third and fourth
class of elementary school.

Uvod

Vediet' ¢itat’, pisat’ a pocitat’ uz ani zdaleka nepostacuje jedincovi, ktori sa chce
aktivne zapojit’ do zivota stiCasnej spolocnosti. Okrem tychto zakladnych zru¢nosti sa od
neho tiez vyZzaduje, aby sa vedel vysporiadat s problémami, ktoré mu nastoluje
kazdodenny zivot. NaSe primarne Skolstvo prechdadza od roku 2008 zmenou modelu
obsahu vzdelavania a postupne do edukac¢nej praxe zavadza Statny vzdelavaci program
(SVP) ISCED 1. Tento program dava $koldm moznost’ vytvorit' si svoj vlastny kolsky
vzdelavaci program, v ktorom sa zohl'adnia Specifické lokalne regiondlne podmienky danej
Skoly a potreby Ziakov, ktori ju navstevuju. (Brinckova, 2010)

Rozvijanie matematickej gramotnosti je celozZivotny proces a $kola v iom ma svoju
vyznamnu Ulohu. Ak chceme rozvijat’ matematicki gramotnost’ ziakov na primarnom
stupni vzdelavania, mali by sme poznat’ jeho Zivot, zaujmy a potreby.

Proces socializacie Ziaka mladSieho Skolského veku a formovanie jeho zaujmov

V mladSom skolskom veku je zo socializacného hl'adiska dolezity vstup do skoly.
Predstavuje d’alsi odklon od vylu¢ného vplyvu rodiny a dal§i krok k podriadeniu sa
pravidlam institucie (teda Skoly). Tento vek moéZeme tiez povazovat za dalSiu fazu
pripravy na Zivot v spoloénosti. Uspesnost’ uplatnenia sa v $kole preduréuje neskorsie
spolocenské zaradenie. Pod vplyvom skoly sa rozvijaju vlastnosti a kompetencie, ktoré
moze ziak vyuzit' v redlnom Zzivote. (Vagnerova, 2005)

Rozvoj zaujmov deti v tomto veku zavisi od vIoh (pripadne schopnosti), ale aj
podmienok prostredia (dizka volného ¢asu, postoj rodi¢ov k ich zaujmom, moZnosti
navstevovania réznych krazkov, kurzov a pod.). (Koncekova, 2007) Ako uvadza L.
Gaborova (In Konéekova, 2007) v skolskom veku st na prvom mieste Sportové zaujmy,
hlavne aktivnej povahy. Deti mladsieho Skolského veku maju tiez rdézne poznavacie
zaujmy, maju zaujem o literatiru, divadlo, film, televiziu. V dnesnej dobe pribtida zaujem
hlavne o pocitac.

Cielom vyu¢ovania matematiky na primarnom stupni vzdelavania by podla SVP
ISCED 1 malo okrem iného byt aj to, aby si ziaci osvojili také poznatky a zru¢nosti, ktoré
budu potrebovat’ v priebehu svojho d’alSieho vzdelavania a v kazdodennom Zivote.

Prispevok bol spracovany ako sucast’ grantového projektu Matematika pre zZivot - cesty 307
rozvijania matematickej gramotnosti ziakov primarne;j skoly v kontexte medzinarodnych
vyskumov OECD PISA a IEA TIMSS (MS SR KEGA 165-016PU-4/2010).
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Popis realizovaného prieskumu

Vyskum realizovany v skolskom roku 2006/2007 ukazal, Ze zaradenim vhodnych tloh
do vyuCovania matematiky mézeme zvysit’ uroven matematickej gramotnosti 9-10 ro¢nych
ziakov. (Zelova, 2008) Vytvoreniu vhodnych uloh vSak predchadza analyza potrieb
a zaujmov ziakov. Preto sme sa rozhodli zrealizovat' dotaznikovy prieskum, cielom
ktorého bolo zistit’, akym aktivitam sa dieta v tomto veku najéastejSie venuje.

Dotaznik obsahoval 9 uzavretych poloziek. Prostrednictvom prvych Styroch poloziek
sme zistovali fakty orodine ziaka (vek rodiCov, pocet deti vrodine a bydlisko
(mesto/obec)). V piatej polozke sme zistovali frekvenciu navstevnosti Skolského klubu
detmi. Dalsie dve polozky boli zamerané na zistenie pouZivania techniky v domécnosti
det'mi a na identifikovanie ¢innosti, ktoré dieta v redlnom Zivote robieva. Dotaznik sme
tiez doplnili o dve polozky, ktorymi sme zistovali nazor rodi¢ov na schopnost’ Skoly
pripravit’ ich dieta na rieSenie problémov redlneho Zivota a na ich nazor na didaktické
prostriedky, ktoré pouZzivaju ich deti vo vyucovani matematiky.

Dotaznik vyplnilo celkom 275 rodicov ziakov 3. a4. rofnika zékladnych skol
Presovského kraja. Pri analyze vysledkov sme nerozliSovali, ¢i iSlo o rodica ziaka 3. alebo
4. ro¢nika, ked’ze predpokladame, Ze zaujmy a aktivity ziakov v tomto veku su priblizne
rovnaké.

Charakteristika prieskumnej vzorky

Z pohl'adu veku rodicov ziakov moéZeme konstatovat, zZe vacsina rodi¢ov bola vo veku
medzi 30-35 rokov.

Vek Matka Otec
Menej ako 30 rokov 9,82% 4%
30 — 35 rokov 68,36% | 57,82%
36 — 40 rokov 19,64% | 34,18%
viac ako 40 rokov 2,18% 4%

Tabulka 1: Vek rodicov zapojenych do prieskumu

Tiez nas zaujimalo, kol’ko deti Zije v rodine respondentov. Tato skuto¢nost’ tiez podla
nasho nazoru méze mat’ vplyv na volbu uloh zameranych na rozvoj gramotnosti. Rola
jedinacika je oproti role dietata z pocetnejsSej rodiny odlisna. Jedinacikovi je venovana
zvysSena pozornost a uzkostlivejSia starostlivost, dieta z pocetnejSej rodiny musi byt
Castokrat samostatné a schopné postarat’ sa napr. o mladSich surodencov. Analyza ukazala,
ze vicsina deti pochadza zo StvorClennej rodiny aviac ako Stvrtina deti pochadza
z pét’clennej rodiny.

Pocet deti v rodine Pocet ziakov (%)
1 11,27%
2 50,55%
3 26,55%
4 a viac 11,64%

Tabulka 2: Pocet deti Zijucich v domdcnosti
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Dalsi faktor, ktory by podla nasho nazoru mal byt rozhodujici pri volbe vhodnych
uloh rozvijajucich matematickt gramotnost’ Ziaka je skutocnost’, ¢i diet’a Zije v meste alebo
na vidieku. Do nasho dotaznikového prieskumu bolo zo vSetkych rodin 80,73% rodin
zijucich v meste, zvysné rodiny boli z vidieka.

Analyza zaujmov Ziakov 3. a 4 ro¢nika zakladnej Skoly

Jednym zo spdsobov travenia volného Casu ziakmi prvého stupiia je navstevovanie
Skolského klubu deti zriadenom na zakladnej skole, ktora navstevuju. V dotazniku, ktory
sme zadali rodiCom ziakov sme zistovali, ako Casto dieta Skolsky klub navstevuje.
Vysledky uvadzame v nasledujucom grafe.

neuvedens
%%

|

1-2dniv 3-4dniv

Obrazok 1: Navstevnost Skolského klubu deti ziakmi 3. a 4. rocnika zdkladnej skoly

Na rozdiel od doobednajsicho vyucovania, ktoré je pre ziakov povinné, navstevovanie
Skolského klubu deti v poobedniajsich hodinach je aktivita dobrovolna. Z uvedeného grafu
vyplyva, ze Skolsky klub denne navstevuje iba 45% ziakov, preto by bolo podla nasho
nazoru efektivnejSie zaradit' ulohy rozvijajlice matematicki gramotnost Ziakov do
doobednajsieho vyucovania a spristupnit’ ich tak co najvacsiemu poctu ziakov.

Polozkou €. 5 sme zistovali, ktort techniku deti v tomto veku v domacnosti aktivne
vyuzivaju. Vysledky sme zhrnuli do nasledujtcej tabul’ky:

Technicky prostriedok | Pocet Ziakov (%)
Televizor 94,91%
Radio 53,09%
Mobilny teleféon 36,73%
Pocita¢ bez internetu 33,45%
Pocitac s internetom 18.91%

Tabulka 3: Vyuzivanie technickych prostriedkov v domdcnosti Ziakmi
3. a 4. rocnika zdkladnej skoly
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Technické prostriedky, ktoré sme do ponuky zaradili, slizia na ziskavanie informacii
z realneho zivota. Podl'a nasho nazoru je doélezité vediet, ¢i maji Ziaci napr. pristup
k pocitacu s internetom, aby sme zistili, ¢i mdézeme zadat’ Ziakom domacu tlohu zameranu
na vyhladavanie potrebnych informacii na internete, s ktorymi by sme d’alej mohli na
vyucovani pracovat. Vysledky ukazali, ze len 19% ziakov pouziva doma pravidelne
pocitac s internetom. Preto by zaradenie tloh do vyucovacieho procesu, na rieSenie
ktorych by Zziaci mali vyhl'adat’ potrebné informacie doma na internete, nebolo vhodné.
Informacie dostupné na internete a nevyhnutné na rieSenie vytvorenych uloh by preto mali
ucitelia poskytnat’ priamo na vyucovacej hodine alebo by mali ziakom umoznit,, aby si ich
ziaci mohli ziskat’ z internetu priamo na hodine.

Prostrednictvom polozky €. 6 ,,Vyznacte ¢innosti, ktoré Vase dieta robieva (zaskrtnut
mozete aj viac odpovedi) sme sa pokusili zistit, akym aktivitdm sa venuje ziak 3. a 4.
ro¢nika zékladnej Skoly vo svojom zivote. Ziskané informacie nam moézu poslazit’ na
vymedzenie oblasti z realneho Zivota, s ktorymi sa ziak v tomto veku stretava. Vysledky
sme spracovali do nasledujucej tabulky.

Aktivita Pocet ziakov (%)
Pomaéha pri domacich pracach 78,55%
Navstevuje krizky organizované skolou 66,91%
Cita knihy 66,55%
Samostatne nakupuje 59,27%
U¢i sa bez pomoci 58,55%
Cita Easopisy 51,27%
Samo si organizuje volny Cas 44,73%
Navstevuje krizky organizované inou institiciou 28,00%
Cestuje MHD 20,00%
Cestuje autobusom 18,91%
Posiela postu 10,55%
Cestuje vlakom 5,09%

Tabulka 4: Aktivity, ktoré vykonavaju ziaci 3. a 4. rocnika zakladnej skoly v redlnom Zivote

U uvedene;j tabulky vyplyva, Ze dieta v tomto veku sa v spolo¢nosti musi orientovat
vSestranne. Ziak 3. a4. ro¢nika ZS pomaha pri domacich pracach, navstevuje rozne
zaujmové krazky, samostatne nakupuje, posiela postu, cestuje MHD, autobusom i vlakom.

Na zéklade tychto skutoCnosti sme sa pokusili o navrh tém, ktoré¢ by ucitel’ v ramci
vyucovania mohol spracovat a ziakom zadat’” vo forme projektov. Uvadzame zoznam
takych tém, v ramci ktorych by mali byt rieSené ulohy pomocou matematického aparatu.

e V obchode, na poste

e V cukrarni, v restauracii

e O Case —so zameranim na zlepSenie prace s hodinami

e Pocitame Ulohy o ¢ase — so zameranim na orientaciu v cestovnych
poriadkoch, na organizovanie volného ¢asu

e Zdravie a choroba

e Teplota

e Zariadujeme siizbu

o Planovanie navstevy kina, divadlg;

e V kniznici
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e Varime, pelieme...
Do navrhnutého zoznamu tém moéze ucitel’ doplnit’ vlastné témy, priamo ,,$it€ na
mieru“ svojim ziakom. U¢itel’ by nemal zabudat’ na potreby svojich Ziakov, na ich vekové
osobitosti, zaujmy, schopnosti.

Nazory rodicov na matematické vzdelavanie ich deti

Posledné dve polozky dotaznika boli zamerané na zistenie nazoru rodi¢ov na:
e Uroven prepojenia Skolskej matematiky so Zzivotom ich dietata,
e tradi¢né didaktické prostriedky, ktoré sa vyuzivaju vo vyucovani matematiky.
Vysledky zistené prostrednictvom zadaného dotaznika uvadzame v nasledujtcich
tabulkach.

Podl’a mojho nazoru Skola...

...dostato¢ne pripravuje moje dieta na zivot v spolo€nosti 78,18%
...mohla by sa aj viac venovat priprave deti do zivota 17,45%
...nedostato¢ne pripravuje moje dieta na zivot v spolocnosti. 0,36%
neuvedené 4,00%

Tabulka 5: Nazor rodicov na uroven prepojenia Skolskej matematiky so Zivotom ich dietata

Ulohy v pracovnych zogitoch a u¢ebniciach z matematiky si,

podl'a méjho nazoru...

...iba samé hranie a rozpravky 0,36%
..neprispdsobené veku diet'at’a 7,27%
...pre moje dieta nudné 0,73%
...neprispdsobené zivotu 1,45%
...pripravuju diet’a pre zivot 40,73%
...vel'a uloh zo zivota 6,55%
...prispdsobené veku dietat’a 71,64%
...pre moje dieta zdbavné 39,64%
...prisposobené Zivotu 22,91%
...nepripravuju diet’a pre Zivot 2,55%

Tabulka 6: Nazor rodicov na didaktické prostriedky vyuzivané vo vyucovani matematiky

V zavere eSte uvadzame tie z nazorov rodicov, ktoré nas najviac zaujali:
., Prijal by som, aby moj syn riesil v Skole aj viac uloh zo Zivota.
., Matematika je potrebnd. Ale niektoré vypocty su také zloZité, ze takyto sposob vypoctu
dieta v Zivote nevyuzije.
. Matematiku bude moje dieta potrebovat cely Zivot, preto je dobré, ked sa na to
pripravuje uz teraz. “
., Niektoré priklady su nezrozumitelné a tazko pouzitelné v praxi.
.»Matematika pre moje dieta znamena rozmyslanie. **

¢
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VERONIKA ZECOVA

Zaver

Nastupom nového Statneho vzdelavacieho programu sa uéitelom vytvoril priestor na
preciznejsie rozvijanie matematickej gramotnosti ziakov primarnej Skoly. Na to, aby ucitel
mohol efektivne rozvijat’ matematické kompetencie svojich Ziakov, potrebuje poznat’ ich
potreby, zaujmy a vychadzajuc z tychto informacii by mal vhodne vyuzivat’ lohy na
rieSenie ktorych je potrebny matematicky aparat. Databdzy takychto tiloh vSak stile na
primarnom stupni vzdelavania chybaju, preto je ucitel’ odkazany na vlastna tvorbu tloh,
tvorbu svojich kolegov alebo na pouzivanie uvolnenych tloh vyskumov OECD PISA
a IEA TIMSS.

Od januara 2010 sa realizuje na Katedre matematickej edukacie projekt KEGA 165-
016PU-4/2010 pod nazvom Matematika pre zivot - cesty rozvijania matematickej
gramotnosti Ziakov primarnej Skoly v kontexte medzinarodnych vyskumov OECD PISA a
1EA TIMSS podporeny Kultirnou a edukacnou grantovou agentirou Ministerstva Skolstva
Slovenskej republiky zamerany na aktualne potreby stcasného primarneho vzdelavania -
na zlepSenie pripravy Studentov a ucitelov - elementaristov na proces rozvijania
matematickej gramotnosti ziakov primarnej Skoly v kontexte novej Skolskej reformy a
medzinarodnych vyskumov OECD PISA a IEA TIMSS. V ramci rieSenia vyskumnej tlohy
bude vytvorena online zbierka uloh publikovanda na katedrovej stranke
www.matematickapointa.sk rozvijajucich matematické kompetencie ziakov primarnej
Skoly, ktora doteraz na Slovensku chybala. Prave tato databaza by mohla byt napomocna
v naroc¢nej praci sucasnych ucitel'ov — elementaristov.
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"‘ VIII. Nitrianska matematicka konferencia

Letna Skola doktorandov
‘_l_’ 13. - 17. september 2010
‘ ‘ Nitra
PROGRAM KONFERENCIE

13. septembra 2010 — pondelok

Oficidlne otvorenie Letnej Skoly doktorandov

14. septembra 2010 — utorok

Plenarne prednasky
miestnost’ THC 212

8**hod. — 9" hod.
Jarmila Novotna
EXPLANATION IN TEACHING MATHEMATICS. TEACHERS’ VIEWS

9*hod. — 10" hod.

Nicolas Mousolides
THE LEARNING OF MATHEMATICS AND MATHEMATICAL MODELLING
USING CONCEPTUAL TECHNOLOGICAL TOOLS

10 hod. — 10*° hod. Coffee break - miestnost M — 6

10*hod. — 11" hod.

Freya Hreinsdottir
ICELANDIC GEOGEBRA INSTITUTE — ON OPEN SOURCE SOFTWARE AND
OPEN SOURCE TEACHING MATERIAL

11*°hod. — 12" hod.

Maria Luiza Cestari
INTERPLAY BETWEEN HOME-SHOOL FOR NORWEGIAN PUPILS IN THE
LEARNING OF MATHEMATICS: A CASE STUDY

10 hod. — 10*° hod. Lunch break

13*hod. — 14" hod.

Barbro Grevholm
VARYING VIEWS OF MATHEMATICS AND IMAGES OF
MATHEMATICIANS AMONG NORWEGIAN UPPER SECONDARY SCHOOL
STUDENTS
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14** hod. — 15" hod.
Andreas Ulovec
REAL-LIFE TASK - MORE REALITY, PLEASE!

14 hod. — 15" hod.

Vladimir Georgiev
MATH TO EARTH: EXPERIENCE OF MATH LABS AND ACTIVITIES IN THE
YEAR OF GALILEI IN PISA

10" hod. — 10’ hod. Coffee break - miestnost’ C 204

16 hod. — 17" hod.

John Andersen
MATHEMATICAL OPPORTUNITIES - MATHEMATICAL AWARENESS: A
QUESTION OF FOCUS

17*°hod. — 18" hod.

Jevgenia Sendova
THE MATHEMATICS IN THE BEAUTIFUL AND THE BEAUTIFUL IN
MATHEMATICS

16. septembra 2010 — Stvrtok

Plenarne prednasky

miestnost’ P 2

9% hod. — 9* hod.

OLEG MUSKAROV, JEVGENIJA SENDOVA, NELI DIMITROVA
ENHANCING THE RESEARCH POTENTIAL OF MATHEMATICALLY
GIFTED HIGH-SCHOOL STUDENTS

10 hod. — 10* hod.
KRISTIN BJARNADOTTIR
HISTORY OF MATHS EDUCATION IN ICELAND

11" hod. — 12°° hod.

BOHUMIL NOVAK
NON-TRADITIONAL MATHEMATICS TASKS AND ACTIVITIES IN
ELEMENTARY SCHOOL EDUCATION

12" hod. — 13 hod.

HENK VAN DER KOOILJ
MATHEMATICS AT WORK
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Rokovania v sekciach
Sekcia 1, miestnost’ C 212
Rokovanie vedie : PaedDr. Gabriela Pavlovicova, PhD.

14% hod. — 14" hod.

JOANNA MAJOR, ZBIGNIEW POWAZKA
FROM RESEARCHES UPON SOLVING STEREOMETRIC TASKS BY
STUDENTS

14" hod. — 14*° hod.

ADAM CZAPLINSKI, MACIEJ MAJOR
EXCEL SPREADSHEET AS A SUPPORTING TOOL FOR CONDUCTING
MATHEMATICAL REASONING

14*° hod. — 14® hod.
MAREK POMP, ZUZANA VACLAVIKOVA
KONCEPCE TVORBY INTERAKTIVNICH ULOH A TESTU V MATEMATICE

14* hod. — 15* hod.
MAREK POMP, ZUZANA VACLAVIKOVA
FAKTORY OVLIVNUIJICI GEOMETRICKOU PREDSTAVIVOST ZAKU ZS

15 hod. — 15" hod.

DARINA STACHOVA
GEOMETRICKA GRAMOTNOST STUDENTOV VS TECHNICKEHO
ZAMERANIA

15" hod. — 15* hod.
IVETA SCHOLTZOVA
PRVE KROKY K MATEMATICKEJ GRAMOTNOSTI

15**hod. — 15* hod.

VIERA UHERCIKOVA, PETER VANKUS
E-LEARNINGOVY KURZ: NETRADICNE METODY VO VYUCOVANI
MATEMATIKY

15%hod. — 16” hod.

VERONIKA ZELOVA
ZIVOT ZIAKA PRIMARNEJ SKOLY AKO VYCHODISKO PRE TVORBU
ULOH ROZVIJAJUCICH MATEMATICKU GRAMOTNOST

16°hod. — 16" hod.

ALENA PRIDAVKOVA
PRISTUPY K RIESENIU JEDNEJ MATEMATICKEJ ULOHY V PRIPRAVE
UCITELCOV ELEMENTARISTOV
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16"%hod. — 16°° hod.
JANA PRIHONSKA 5 o
ROZVOJ LOGICKEHO MYSLENI ZAKU

Sekcia 2, miestnost’ C 217
Rokovanie vedie : PaedDr. Marek Varga, PhD.

14% hod. — 14" hod.
o RUZENA BLAZKOVA o ' 5
ZACI SE SPECIFICKYMI VZDELAVACIMI POTREBAMI

14" hod. — 14* hod.
IRENA BUDINOVA
VYVOJ POJMU FUNKCE OD ARCHIMEDA PO NEWTONA

14*° hod. — 14* hod.

IVETA KOHANOVA
METODA PROBLEM SOLVING V PRIPRAVE BUDUCICH UCITELOV
MATEMATIKY

14* hod. — 15" hod.
HYCKOVA SILVIA — KONTROVA LYDIA ’
FUNKCIA VIZUALIZACIE V MATEMATICKOM VZDELAVANI

15% hod. — 15" hod.
MARE;( MOKRIS )
C.a2.R A METODA GENEROVANYCH PROBLEMOV

15" hod. — 15* hod.

RADEK KRPEC
PROC JE DULEZITE  UVEDOMOVAT SI VZTAH  MEZI
PRAVDEPODOBNOSTMI OPACNYCH JEVU

15°°hod. — 15* hod.
PETER VANKUS, EMILIA KUBICOVA
POSTOJE ZIAKOV 5. A 9. ROCNIKA ZS K MATEMATIKE

15*hod. — 16" hod.

MILAN STACHO, MARIA BRANICKA
VYUCOVANIE MATEMATIKY V DRUHOM STUPNI STUDIA NA FAKULTE
PEDAS ZILINSKEJ UNIVERZITY V ZILINE
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16°hod. — 16" hod.

LUBOMIR CZANNER — JAN CIZMAR
VYSTAVBA ZAKLADNYCH ARITMETICKYCH STRUKTUR V PRIMARNEJ
SKOLE NA SLOVENSKU, V NEMECKU A VO VEIKEJ BRITANII

16"hod. — 16°° hod.
JAROSLAV PERNY - JANA HANKOVA - TEREZA NOVAKOVA - TEREZA
VOTRUBCOVA

BUDOUCI UCITELE A ROZVOJ GEOMETRICKE PREDSTAVIVOSTI ZAKU

16* hod. miestnost C 117 a C 118

Kratke spolo¢enské stretnutie ucastnikov konferencie

17. septembra 2010 - piatok

PLENARNE PREDNASKY

miestnost’ C 212

9" hod. - 9%
Beata S’te!ﬂikové
PRIESTOROVA STATISTIKA

Rokovania v sekciach

Sekcia 1 Miestnost’ THC 212

Rokovanie vedie : PaedDr. Gabriela Pavlovi¢ova, PhD.

9% hod. — 10” hod.

JAROSLAV BERANEK, JAN CHVALINA
INVARIANTNI  PODGRUPY GRUP OBYCEINYCH LINEARNICH
DIFERENCIALNICH OPERATORU DRUHEHO RADU

10” hod. — 10" hod.

OLEG PALUMBINY - ROBERT VRABEL
ON EXISTENCE OF OSCILLATORY SOLUTIONS OF BINOMIAL FOURTH-
ORDER LDEs
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10" hod. — 10* hod.

OLEG PALUMBINY
ALTERNATIVNE ZAVEDENIE OBORU VSETKYCH NEZAPORNYCH
REALNYCH CISEL

10°° hod. — 10* hod.
ANTONIO BOCCUTO - XENOFON DIMITRIOU - NIKOLAS
PAPANASTASSIOU
CONVERGENCE THEOREMS FOR THE OPTIMAL INTEGRAL IN RIESZ
SPACES

10* hod. — 11% hod.

PETER VRABEL
SUVIS RIEMANNOVSKEJ INTEGROVATELNOSTI FUNKCIE
S EXISTENCIOU LIMIT V BODOCH JEJ DEFINICNEHO OBORU

11%hod. — 11" hod. Coffee break - miestnost M — 6

11" hod. — 11°° hod.
JOZEF FULIER
NIEKOLCKO POZNAMOK O SUMACII CISELNYCH RADOV

11°° hod. — 11* hod.

LUBOMIR RYBANSKY, MARTA VRABELOVA
STATISTICKE SPRACOVANIE VYSLEDKOV VYSTUPNEHO TESTU
PRE 5. ROCNIK PROJEKTU KEGA 3/7001/09

11* hod. — 12° hod.
JULius J ENIS, MARTA YRABELOVA
STOCHASTIKA V STUDIU UCITELSTVA PRE PRIMARNE VZDELAVANIE

12° hod. — 12" hod.

GABRIELA PAVLOVICOVA, JULIA ZAHORSKA, LUBOMIiR RYBANSKY
ANALYZA RIESENIA VYBRANYCH ULOH V TESTOVANI ZIAKOV
5. ROCNIKA 78

12" hod. — 12* hod.

SONA FANDLYOVA — MIROSLAVA SOVICOVA
PRINIPY TVORBY ULOH PROJEKTU LLP COMENIUS COMPASS (UKAZKY
ULOH VYTVORENYCH V HOLANDSKU)

12°° hod. — 12* hod.

KITTI VIDERMANOVA — JANKA MELUSOVA
VYUZITIE GEOGEBRY PRI RIESENI OPACNYCH KONSTRUKCNYCH
ULOH
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Sekcia 2, miestnost C 217
Rokovanie vedie : RNDr. Dusan Vallo, PhD.

9* hod. — 10% hod.

ONDREJ SEDIVY — DUSAN VALLO
POUZITIE POMERU PRI RIESENI GEOMETRICKYCH ULOH (METODICKY
PRISPEVOK)

10 hod. — 10" hod.

ADAM PLOCKI
OVEROVANI HYPOTEZ A MATEMATIZACE VE STOCHASTICE
PRO UCITELE

10" hod. — 10* hod.
SONA CERETKOVA - LUBICA KORENEKOVA - JANKA MELUSOVA
ULOHY (NIELEN) O ZIAROVKACH A USPORE ELEKTRICKEJ ENERGIE

10*° hod. — 10* hod.
ZOLTAN FEHF:l} 5
PRAVDEPODOBNOST ALEBO SANCA?

10* hod. — 11% hod.

JAN SUNDERLIK
POSTOJE V PRIPRAVE STUDENTOV UCITELSTVA MATEMATIKY -
PRIPADOVA STUDIA

11%hod. — 11"° hod. Coffee break - miestnost’ C 204

11" hod. — 11* hod.
MAREK VARGA, MICHAELA KLEPANCOVA
LIMITA POSTUPNOSTI A JE] MOTIVACIA

11°° hod. — 11* hod.

ALENA VIZIOVA
VYUZITIE PROGRAMU WINPLOT VO VYUCOVANI FUNKCII A ICH
VLASTNOSTI (VYSLEDKY EXPERIMENTU)

11* hod. — 12° hod.

FILIP HALAMA — PATRICIA BENICKA
JEDEN Z PRISTUPOV ROZVIJANIA MATEMATICKEHO MYSLENIA
V OBLASTI KOMBINATORIKY

12° hod. — 12" hod.

DUSAN VALLO — ONDREJ SEDIVY — VILIAM DURI$
FLEXIBILNE MNOHOSTENY VO VYUCBE STEREOMETRIE
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12" hod. — 12* hod.
) DANA MITRENGOVA, T9MA§ LENGYELFALUSY
DOKAZY VZTAHOV PRE SUCTY HODNOT FUNKCII ARCUS

12°° hod. — 12* hod.

EVA BARCIKOVA
MOTIVACIA POMOCOU RIESENIA KONSTRUKCNYCH GEOMETRICKYCH
ULOH S VYUZITIM IKT

ORGANIZACNY VYBOR KONFERENCIE:
predseda: RNDr. Dusan Vallo, PhD.
prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc.
doc. PaedDr.Sotia Ceretkova, PhD.
RNDr. Viliam Duris, PhD.

PaedDr. Janka Melusova, PhD.
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Paeddr.. Lucia Rumanova, PhD.
PaedDr. Jan Sunderlik

PaedDr. PhDr. Valéria Svecova, PhD.
PaedDr. Marek Varga, PhD.
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PaedDr.Eva Bartikova

Mgr. Tomas Bene

Mgr. Patricia Benicka

Mgr. Gabriela Gallikova

Mgr. Filip Halama

Mgr. Stefan Havrlent

Mgr. Michaela Klepancova

Mgr. Méria KéSova

RNDr. PaedDr. Peter Lencés

RNDr. Cubomir Rybansky

Mgr. Miroslava Sovicova

Mgr. Eva Uhrinova

320



OBSAH

NOVAK, BOHUMIL: Reflexe netradi¢nich iloh a matematickych aktivit v prostredi
ZAKIAANT SKOLY ... .viiiiieciiieie e et e e tae e e e tae e tb e e enbeeeaaee e 3

STEHLIKOVA, BEATA: Priestorova StatistiKa..........ccocveiveiiiiiiiiee e 13

SEDIVY, ONDREJ — VALLO, DUSAN: pouzitie pomeru pii rie§eni geometrickych tiloh

(MEtodicKy PriSPEVOK).....ei ettt 21
BARCIKOVA, EVA: Motivacia pomocou rieSenie konstrukénych geometrickych uloh
SVYUZItIM TKT ..o 37
BERANEK,JAROSLAV — CHVALINA, JAN: Invariantni podgrupy grup obyéejnych
linearnich diferencialnich operatorti druhého fadu....................oooiiiiiin e, 43
BLAZKOVA, RUZENA: Zaci se specifickymi vzdélavacimi potiebami...................... 49

BoCCUTO, ANTONIO — DIMITRIOU, XENOFON — PAPANASTASSIOU, NIKOLAS:
Convergence theorems for the optima integral in riesz Spaces...........o.cvvevenrennnnns 55

BUDINOVA, IRENA: Vyvoj pojmu funkce od Archimeda po Newtona...................... 63

CZANNER, LUBOMIR — CIZMAR, JAN: Vystavba zakladnych aritmetickych $truktir
v primarnej Skole na Slovensku, v Nemecku a vo Velkej Britanii...........cccceeeveereeennnne. 69

CZAPLINSKI, ADAM — MAJOR, MACIEJ: Excel spreadsheet as a supporting tool for
conducting mathematical T€aSONING.........cccceevierierierieriierieree ettt e sie e seeeseee e 75

CERETKOVA, SONA — KORENEKOVA, UBICA — MELUSOVA, JANKA: Ulohy (nielen)
o ziarovkach a uspore elektrickej enenrgie..........oceeverereriiiiininiinieeeeen 83

FANDLYOVA, SONA — SOVICOVA, MIROSLAVA: Principy tvorby tloh projektu LLP

Comenius (ukazky uloh vytvorenych v Holandsku)...........ccoeveviienieniienienienieceieeen, 91
FEHER, ZOLTAN: Pravdepodobnost’ alebo Sanca?...........cccceeveeierienieeneeseesieesieesieeneens 97
FULIER, JOZEF: Niekol'’ko poznamok o sumdach ¢iselnych radov.........cccceecevrivniinnnen. 103

HALAMA, FILIP — BENICKA, PATRICIA: Jeden z pristupov rozvijania matematického
myslenia v oblasti KOMbINatoriKy.........cecveriirienienieiieiee e 109

HYCKOVA, SILVIA — KONTROVA, LYDIA: Funkcia vizualizacie v matematickom
VZACTAVANI.....cviiiiiiieiie et et et e et e teeete e e st e e ebeeereeeareas 115

321



JENIS, JULIUS — VRABELOVA, MARTA: Stochastika v §tudiu ucitel'stva pre primarne
VZACLIAVANIC. ..ottt sttt 123

KOHANOVA, IVETA: Metoda Problem solving v priprave budicich uéitel'ov
INALCINALIKY ... veeiiiieitieeteeeiee et e ettt eestteestteesebeeesbeeebeessseeessaeesseesseessseesssaessseesssessssenans 127

KRPEC, RADEK: Pro¢ je dulezité uvédomovat si vztah mezi pravdépodobnostmi

OPACNYCH JEVIL...eiiiiiiiiiicie ettt e st e et e e ta e e tb e e taeesbeessseeenbaeenseeenees 133
MAIJOR, JOANNA — POWAZKA ZBIGNIEW: From researches upon solving stereometric
tASKS DY STUAGNLS. .....eieiiiiiiieiie ettt ettt et ettt ettt b e b e b 139
MITRENGOVA, DANA — LENGYELFALUSY TOMAS: D6kazy vztahov pre stéty hodnot
TUNKCIT QICUS.....viiiiiiciiecie ettt ettt et e e e e tb e e e be e ebeeesbeeeabeeeabaeeneneereeas 145
MOKRIS, MAREK: C. a R. a metdda generovanych problémov...........ccceevevverieerieennnenn. 151

PALUMBINY, OLEG: Alternativne zavedenie oboru v§etkych nezapornych realnych

PALUMBINY, OLEG — VRABEL, ROBERT: On existence of oscillatory solutions of
binomal fourth order LDES..........ccoiiiiiiiiiiciieee et 163

PAVLOVICOVA, GABRIELA — ZAHORSKA, JULIA — RYBANSKY, CUBOMIR: Analyza
rieSenia vybranych uloh v testovani Ziakov 5. roénika ZS..........c..ccoeevveerinviievie e, 169

PERNY, JAROSLAV — HANKOVA, JANA — NOVAKOVA, TEREZA — VOTRUBCOVA,
TEREZA: Budouci ucitelé a rozvoj geometrické piedstavivosti ZaKa..........ceecvervverneennen. 177

PLOCKI, ADAM: Ovérovani hypotéz a matematizace ve stochastice pro ucitele.......... 183

POMP, MAREK — VACLAVIKOVA, ZUZANA: Faktory ovlyviujici geometrickou
PIEAStAVIVOSE ZAKTL......eeiieiieiteie ettt ettt ettt ettt ettt et ettt e nbe e b e eee e 197

POMP, MAREK — VACLAVIKOVA, ZUZANA: Koncepce tvorby interaktivnich uloh
A TEST V MALCIMNATICE. . .eevviieerieeeiieeetieeeteeeteeeeteeete e et e eteeeteeeteeeeteeeeaaeetaeesaneesareeereeenseas 203

PRIDAVKOVA, ALENA: Pristupy k rieSeniu jednej matematickej ulohy v priprave
UCIEIOV ClEMENEATISTOV. ....vieeiieeieiieieeie et ettt ettt teebe e teeseesseeteesseesbeenseesseensaenseenns 209

PRIHONSKA, JANA: Rozvoj logického mySleni ZaK{.........c.ccoveeveieviieiiieieeiecieereeie e, 219

RYBANSKY, LUBOMIR — VRABELOVA, MARTA: Statistické spracovanie vysledkov

vystupného testu pre 5. ro¢nik projektu KEGA 3/7001/09...........ccoviviiiiiiiiin.nn. 225
SCHOLTZOVA, IVETA: Prvé kroky k matematickéj gramotnosti............................ 233

322



STACHO, MILAN — BRANICKA, MARIA: Vyu€ovanie matematiky v druhom stupni
Studia na fakulte PEDAS Zilinskej univerzity v Ziline...............oooviiiiiininninnn... 241

STACHOVA, DARINA: Geometrickd gramotnost Studentov technického zamerania....... 245
STEHLIKOVA, BEATA — TIRPAKOVA, ANNA: Od vi¢ej kosti k fuzzy mnoZinam.......... 251
SUNDERLIK, JAN: Postoje v priprave §tudentov ugitel'stva matematiky — pripadova
UHERCIKOVA, VIERA - VANKUS, PETER: E-learningovy kurz Netradi¢né metddy

VO VYUCOVANT MAtEMALIKY .....eeiiiiieiiieieeieeie ettt ssaeseae e e nens 265

VALLO, DUSAN — SEDIVY, ONDREJ — DURIS, VILIAM — RUMANOVA, LUCIA:
Flexibilné mnohosteny vo VYUCDE StErEOMELIIC.......cccvirveereereereeresieeeeresreseneseresseeseeens 271

VANKUS, PETER — KUBICOVA, EMILIA: Postoje Ziakov 5. a 9. ro¢nika ZS
k matematike..... 277

VARGA, MAREK — KLEPANCOVA, MICHAELA: Limita postupnosti a jej motivacia........ 283

VIDERMANOVA, KITTI — MELUSOVA, JANKA: VyuZitie GeoGebry pri rieSeni tloh na
geometrické konstrukcie s grafickym zadanim..........c.ccocevvervieninniniininncenneee 289

VIZIOVA, ALENA: Vyuzitie programu Winplot vo vyucovani funkcii a ich vlastnosti

(VYSledKy @XPEIIMEINTU)......viriirreieerieeiesiesterteseeesteesseesseesseesseesseesseeseesseesseesseessesnseenns 295
VRABEL, PETER: Suvis Riemannovskej integrovatel'nosti funkcie s existenciou limit

v bodoch jej definiCného ODOTU..........cccuiviiiiieiecit e e 301
ZELOVA, VERONIKA: Zivot Ziaka primarnej §koly ako vychodisko pre tvorbu tiloh
rozvijajicich matematickll EramotnoSt..........c..ccvvevieriierieeriesieeseeeere e sre e eeesreesneas 307
Program VIII. nitrianskej matematickej konferencie.................................... 313

323



Nazov:
Vydavatel”:
Zostavovatelia:

Rok vydania:
Poradie vydania:
Pocet stran:
Pocet vytlackov:

Kategoria:

©UKF v Nitre 2010

ISBN
EAN

ACTA MATHEMATICA 13

Fakulta prirodnych vied UKF v Nitre
prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc.
doc. PaedDr. Sona Ceretkova, PhD.
PaedDr.. Janka Melusova, PhD.
RNDr. Dusan Vallo, PhD.

RNDr. Kitti Vidermanova, PhD.

2010
prvé
324
120 ks

AFD Publikované prispevky na domacich vedeckych
konferenciach

978-80-8094-781-1
9788080947811



