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FACULTY OF NATURAL SCIENCES
CONSTANTINE THE PHILOSOPHER UNIVERSITY NITRA
ACTA MATHEMATICA 14

O KOLINEARNOSTI BODOV A ZBIEHAVOSTI (KONKURENTNOSTI)
PRIAMOK

STEFAN SOLCAN

ABSTRACT. The aim of lecture is make a few notes, links to other resources and my views
on the issue of setting point’s collinearity and concurrency of lines. We remind some
known phrases, several ways of proving and the interconnection of several arguments,
sometimes expected and sometimes surprising.

Motto: | have made this letter longer than usual because | lack the time to make it shorter.
Blaise Pascal

Uvod

Tri (ale aj iny pocet, napr. dva alebo Styri) body nazyvame kolinearnymi bodmi, ak
inciduju s jednou priamkou. Tri priamky nazyvame konkurentnymi alebo zbichavymi (z
angl. concurrent), ak patria jednému zvézku priamok, t. j. ak prechadzaju jednym bodom.

K pojmu kolinearnosti je teda potrebné mat’ jasné, ¢o je priamka. Slovo geometria
znaci v preklade meranie Zeme, je mozné teda priamku intuitivne vymedzit' cez mieru; da
sa to aj presnejSie — je to mnozina bodov X (Y, Z) v rovine, pre ktoré plati
AX + XB = AB, AB+BY =AY, resp. ZA+ AB =Z7B, kde A, B su dva rozne body
roviny. Je to vlastne akasi ,,negacia“ trojuholnikovej nerovnosti. Ina moznost’ (a robi sa aj
dnes) je definovat’ priamku ako mnozinu bodov X, pre ktoré je AX = XB (os tsecky AB).

Po axiomatizacii geometrie je najCastejSie pojem priamka vymedzeny axidémami, byva
tzv. primitivnym pojmom. Niekedy vSak je definovany z inych primitivnych pojmov (napr.
vzdialenost — metrika). V geometrii, v geometrickych konStrukciach, nové body
ziskavame najcastejSie ako priesecniky skorsich objektov — priamok, kruznic, prip. d’alsich
kriviek, ¢i geometrickych objektov. M6Zeme ich tiez ziskat' ako body vyhovujtice uréitym
poziadavkam (maju isti vzdialenost’ od inych bodov, ¢i priamok, ... deliaci pomer, a pod.).

Urcit, ¢i tri takto ziskané body st kolinedrne, t. j. ¢i existuje priamka, ktora ich
obsahuje — s ktorou inciduju, je niekedy dost’ zlozité.

V euklidovskej syntetickej geometrii snad’ najcastejSie su v ddkazoch (v
rozhodujiucom kroku) pouzité tieto tvrdenia, zakotvené priamo v axiomach:

- ak st priamky AB a CD rovnobezné a maju spolo¢ny bod R, tak priamky AB a CD
splyvaju, t. j. body A, R, C, ako aj A, B, C st kolinearne.

- Ak v euklidovskom priestore leZia tri body P, Q, R v dvoch r6znych rovinach, tak
su kolinearne (lezia na priesecnici danych rovin).

Ak Studujeme geometriu analytickou metddou, ziskame informaciu o kolinearnosti
bodov prevodom informéacii zo zadania (predpokladov) na isté aritmetické vztahy c¢i
algebrické rovnice. Tak napr. tri body A, B, C rozsirenej euklidovskej roviny
s homogénnymi projektivnymi saradnicami A(a,,a,,a,), B(b,,b,,b,) a C(c,,c,,c,)

su kolinearne prave vtedy, ked’ determinant z ich suradnic sa rovna nule,

Prispevok bol vypracovany za podpory grantu VEGA 1/0730/09
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aO a‘l aZ
b, b b,|=0,
CO Cl CZ

alebo (afinna verzia) - tri body A, B, C euklidovskej (afinnej) roviny s kartezianskymi
(afinnymi) saradnicami A(a,,a,), B(b,,b,) a C(c,,c,) st kolinearne prave vtedy, ked’
nasledovny determinant sa rovna nule

1 a a,
1 b b,|=0.
1 ¢ ¢

Ak pri stdiu geometrie vyuzivame zobrazenia (transformacie) danej roviny, vyuzivame
ich vlastnosti, napr. fakt, ze
- priamky (v euklidovskej rovine) uréené bodom X ajeho obrazom X’
v rovnol'ahlosti (pre X # X') prechadzaju pevnym bodom S, teda body X, X, S st
kolinearne,
-V projektivnej rovine to isté plati, ak je zobrazenie stredovou kolineaciou,
- ak projektivnost’ z priamky p na priamku p” zachova priese¢nik tychto priamok,
dané zobrazenie je perspektivnost’; potom zase plati, ze priamky ur¢ené bodom X
a jeho obrazom X’ v tomto zobrazeni prechadzaju pevnym bodom S, teda body X,
X', S st kolinearne.

Fermatov bod, Eulerova priamka a d’alSie body a priamky

Medzi najznamejsie tvrdenia o kolinearnosti bodov, ¢i zbiehavosti (konkurentnosti)
priamok patria vety o existencii ortocentra, taziska, stredov vpisanych a opisanych kruznic
danému trojuholniku,... Formulované su dost’ jednoducho:

- vySky (faznice, osi stran, osi vnutornych uhlov) trojuholnika sa pretinaji v jednom
bode.

- body rovnako vzdialené od vrcholov (stran) trojuholnika lezia na priamke (os
strany, os uhla).

Iné su formulované o nieco zlozitejsie:

- Nad stranami trojuholnika ABC zostrojme rovnostranné trojuholniky A'BC, AB'C
a ABC', t. j. také body A", B", C’, aby trojuholniky A’'BC, AB’C a ABC" boli rovnostranné.
Potom priamky AA’, BB’, CC’ prechadzaju jednym bodom X. Bod X sa nazyva
Fermatovym (alebo aj Toricelliho) bodom a je riesenim problému najdenia takého bodu
X, ktorého sucet vzdialenosti od vrcholov trojuholnika ABC je minimalny.

- ak P, Q, R su pity kolmic z 'ubovol'ného bodu M leziaceho na kruznici opisanej
trojuholniku ABC na jeho strany, tak body P, Q, R lezia na jednej priamke (Simsonova
priamka, ¢asto znama aj ako Wallacova-Simsonova priamka)

- tazisko T, ortocentrum O astred S kruznice opisanej trojuholniku ABC lezia na
jednej priamke (Eulerova priamka)

- body, ktorych mocnosti vzh'adom na dve nesustredné kruznice sa rovnaju, lezia na
jednej priamke (chordala danych kruznic).
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Existuju dokazy Standardné, zauzivané a elementarne. Tie isté tvrdenia sa daji
dokazat’ aj s menej elementarnymi ,,nastrojmi‘. Ukazkou takého netradi¢ného zdévodnenia
platnosti tvrdenia, Ze vysky trojuholnika sa pretinaji v jednom bode je nasledovny dokaz
(je to dosledok uvah z dokazu vety 39,8 v [7], str. 178):

Nech A, B, C, D su §tyri po troch nekolinearne body, pre ktoré plati AB 1. CD a
AD 1 BC . Dokazeme, ze aj AC 1. BD . Body A, B, C, D st bazou zvdzku kuzel'oseciek
v rozsirenej euklidovskej rovine. Podl'a Desargovej vety o zvidzku kuzeloseciek pretinaju
kuzelosecky zvézku nevlastnu priamku vo dvojiciach bodov, ktoré tvoria involiciu. Tato
involucia je uréena vratnymi dvojicami (V,_,V..) a (W_,W., ) nevlastnych bodov priamok
AB, CD, resp. AD, BC (st to singularne kuzelosecky zviazku). Podla tejto vety aj dvojica
u_u OO) nevlastnych bodov priamok BD a AC si zodpoveda v tejto involucii. Pretoze je
AB 1. CD a AD L BC, ide otzv. absolitnu involaciu, plati aj AC L BD, priamky
AD, BD, CD su vyskami trojuholnika ABC a prechadzaji jednym bodom - bodom D (Obr.
1).

A

Obr. 1

Pappus, Pascal a Desargues

Jednym z klasickych tvrdeni, ktoré sa tyka kolinearnosti troch bodov je tzv. Pappova
veta. Existuje viac tvrdeni, ktoré sa zvykni nazyvat’ Pappovou vetou (Pappus's centroid
theorem, the Pappus chain, Pappus's harmonic theorem, Pappus's hexagon theorem, pozri
[14]). Tu sa budeme zaoberat’ tvrdenim, ktoré je sucastou textov skoro kazdej ucebnice
deskriptivnej geometrie a je zname ako priklad jednoducho formulovaného tvrdenia
tykajuceho sa len priamok, bodov a ich incidencie. Zvyc¢ajne je formulované nasledovne:

Pappova veta. Nech p, p’ st dve rézne priamky v projektivnej rovine, A, B, C su tri rozne
body priamky p, A", B, C” tri rdzne body priamky p’, vSetky rdzne od bodu p N p’. Potom
body P=AB"'NA'B,Q=AC" N A’C,R=BC’" N B’C st kolinearne.

Poznamka. Zndme a najcastejSie uvadzané dokazy Pappovej vety, ako vyroku platného
Vv roz§irenej euklidovskej rovine, vyuzivaju platnost’ tzv. zakladnej vety v rozsirenej
euklidovskej rovine, iné su elementarne a opierajl sa o tvrdenia euklidovskej roviny (pozri

napr. [3], [5] alebo [12]).

V zbierke [8], nadvdzujlicej na preklad knizky [15], obsahujlicej aj preklad poznamok a
tvrdeni Pappa ku Porizmom Euklida (pozri [9]), je uvedeny dokaz tejto vety s vyuzitim
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tvrdeni euklidovskej geometrie a aritmetiky, predovSetkym viet o podobnosti trojuholnikov
(pozri ktomu napr. [10]). Je zaujimavé sledovat, ako Pappus postupne budoval
zdovodnenie tohto tvrdenia, ktoré ma také vyznamné postavenie v projektivnej geometrii.
Skor nez uvedieme Pappov dokaz, uvedieme asponi myslienky a postup niektorych
dokazov tejto vety.

Dékaz 1. (Hartshorne, pozri [5])

Zvolime priamku A'B’= B’C" za nevlastni1 priamku. Vsetky ostatné body su potom uz
vlastné a mézeme pouzit’ tvrdenia euklidovskej roviny, napr.vety o podobnosti
trojuholnikov (Obr. 2)

Z podobnosti trojuholnikov BCR a ACT, ako aj z podobnosti trojuholnikov PAB a SAC
dostaneme timery, ktoré spolu s faktom podobnosti trojuholnikov TQC a AQS implikuj,
ze aj trojuholniky TQR a AQP st podobné. Preto plati, Ze uhol AQP je zhodny s uhlom
TQR a priamky PQ a QR st rovnobezZné. PretoZe maju spolo¢ny bod, musia byt’ totozné,
teda body P, Q, R st kolinearne.

B_ B_

Obr. 2

Aby bol dokaz uplny, treba ukazat, ze ak Pappov vyrok plati pre Specidlnu dvojicu
priamok, tak plati pre Tubovolné dve priamky. V rozsirenej euklidovskej (a kazdej
desargovskej) rovine toto plati ako dosledok existencie istych transformacii roviny
(projektivnych kolinedacii) a ich vlastnosti.

Dékaz 2 (pozri aj http://mww.mathpages.com/home/kmath542/kmath542.htm )

Body, ktoré¢ maju byt (dokazané) kolinearne, si nevlastné. V tomto dokaze sa to dosiahne
vnorenim roviny o obsahujucej vSetky dané body do trojrozmerného (projektivneho —
roz§ireného euklidovského) priestoru. Nasledne sa stredovo zobrazia body do roviny o’
tak, aby dva body z bodov P, Q, R boli premietnuté do nevlastnych bodov. Kolinearnost’
povodnych bodov sa dokaze tak, Ze sa ukaze, ze aj treti bod z bodov P, Q, R sa premietne
do nevlastného bodu.

DetailnejsSie: Nech st obrazy danych bodov do roviny o” ozna¢ené ako pdvodné body.
Nech st body P=AB'"A'B, R=BC'"B'Cnevlastné, v afinnom vyjadreni — nech
AB'||A'B a BC'||B'C (pozriobr. 3). Nech O=ABNA'B'.

Trojuholniky OCB' a OBC' st podobné (rovnol'ahlé) a preto % = % :
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OA" OB
Obdobne trojuholniky OA'B a OB'A st podobné (rovnol'ahlé) a preto OB = OA "

OBOB OB'OB | a1 0C.OC'= OAOA. (Autor tu

— a OA'=
0]
upozoriuje na komutativnost’ nasobenia — ako stvis s Pappovou vetou ...)

Zo vztahu % :% a faktu, ze body O, A, C ako aj body O, C’, A" st kolinearne
OA  OC

mame ako dosledok, ze trojuholniky OAC' a OCA' st rovnolahlé a teda priamky AC' a

CA' st rovnobezné, AC'||CA".

Body P, Q, R su teda kolinearne.

Z toho mame OC =

Obr. 3

Dokaz 3 (analyticky — pozri [12] )
Nech (Xy,X;,X,) sG homogénne stradnice bodu X rozsirenej euklidovskej roviny

s nevlastnou priamkou X, =0. Zvol'me priamku X, =0 za priamku p a priamku x, =0
za priamku p’. Nech je dalej A=(110), A'=(101), C=(010) (nevlastny bod
priamky p), C'=(0,0,1) (nevlastny bod priamky p"). Nech bod B z priamky p a bod B’
z priamky p’ spiiaji predpoklady vety. Potom B = (1,b,0) a B'=(1,0,b'), kde b, b" su
realne Cisla rézne od 0,1. Vypoclitame rovnice priamok AB’, A'B, ... azistime, ze
P =(bb-1,b(b'-1),b'(b-1)), Q=111 a R=(,b,b"). Determinant zostaveny z ich

suradnic sa rovna nule, ¢o je ekvivalentné faktu, ze body P, Q, R st kolinearne.

Poznamka. V obdobne ako v dokaze 1 tu boli priamky p, p” zvolené $pecialne, hoci veta
hovori o 'ubovol'nej dvojici priamok. To, ze dokaz je korektny, vyplyva z nasledovnej vety
platnej v desargovskej (a teda aj v rozsirenej euklidovskej) rovine: Ak ABCD a A'B'C’'D’
su dve Stvorice po troch nekolinearnych bodov, tak existuje projektivna kolineacia, ktora
zobrazi postupne body A, B, C, Dnabody A, B, C",D".

Dokaz 4 (Pappov dokaz, ktorého preklad je uvedeny v zbierke [8], obsahujucej preklad
poznamok a tvrdeni Pappa k Porizmom Euklida)

Dokaz samotnej vety (veta 139 z [8]) je dosledkom viacerych podpornych, ¢i pomocnych
tvrdeni (veta 129-138), ktoré st samy osebe zaujimavé a dolezité. Text je pisany dobovym
vyjadrovanim — aj aritmetické veliiny sa vyjadruji v geometrickych pojmoch (stéin
vel’kosti useciek ako obsah obdiznika).
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Tvrdenia Pappovej vety ako aj tvrdeni, ktoré su pri jej zdovodneni vyuzité, uvedieme
najskor v podvodnej formulacii, ako ho prelozil (do rustiny) Rosenfeld (a nasledne autor
tohto prispevku do slovenciny):

Veta 129 — Ak 3 priamky AB, CA, DA su pretaté priamkami FE, FD vychadzajucimi
Z jedneho bodu, potom tvrdim, Ze (obdlZznik) na FB, DC sa ma k (obdlzniku) na FD, BC
ako (obdlznik) na FE, HG k (obdlZzniku) na FH, GE.

Text tvrdenia v sa¢asnom matematickom jazyku:

Nech su dané tri priamky AB, AC, AD a bod F neleZiaci na Ziadnej z nich. Nech st dané
d’alsie body E, G, H nasledovne: bod E je 'ubovolny bod priamky AB, rozny od bodov A,
B, G= EF nAC,H= EF n AD . Potom plati:

(FB.DC): (FD.BC) = (FE.HG) : (FH.GE) .

Obr. 4

Zostrojme bodom F priamku m rovnobezne s priamkou AC. (v texte — s priamkou GCA).

Nech K = DA nm, L = AB N m; je teda m = KL. Dalej zostrojme bodom L priamku n

rovnobezne s priamkou AD. Priamka n pretne priamku EF v bode M; M = EF m n (Obr. 4).
Z podobnosti trojuholnikov v skimanom utvare ziskame tieto vztahy:

EG:GA=EF:FL, AG:GH=FL:FM atiez FL:FM =FK : FH .

Z nich vynasobenim a vykratenim dostaneme EF.GH = EG.FM . Z predchadzajiceho

.. EG GH AG
dostaneme tiez = = .
F FM FL
S pomocou tychto vztahov dostaneme, Ze EF.GH = EG.FM = kM = LF . Dalej
EGHF EGHF FH FK
B} . , : . . . FB.CA
(opét’ z podobnosti  vhodnych  trojuholnikov) vyplyva, ze FL = BC
FK — FD.AC teda E _ FB.CD .
CD KF FD.BC
Nakoniec porovnanim poslednych vztahov mame pozadované FB.DC = FEHG .
FD.BC FH.GE

Poznamka. Dnes by sme povedali, ze perspektivnost’ z priamky BC na priamku GH
zachovava dvojpomer.
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Dalsie tvrdenie je samo osebe zaujimavym tvrdenim o kolinearnosti istych bodov (a stvise
S harmonic¢nost’ou stvorice bodov), ktoré vSak nie je dolezité z hl'adiska dokazu Pappovej
vety, uvediem ho bez dokazu:

Veta 131 — Ak je dany obrazec ABCDEFGH, tak AD sa ma k DC ako AB k BC. Ak sa ma
AD k DC tak, ako AB k BC, tak tvrdim, Ze ¢iara prechadzajuca bodmi (cez body) A, H, F je
priamka.

Toto tvrdenie obsahuje vlastne dve tvrdenia:

a) Ak st dané $tyri kolinearne body A, B, C, D a body E, F, G, H mimo priamky AB,
pri¢om trojice bodov (A, G, E), (E, F, C), (F, G, D) a (B, H, E) st kolinearne, tak
pre velkosti tsediek ... plati AD : DC=AB:BC.

b) Dané st body A, B, C, D leZiace na jednej priamke, pre ktoré (pre velkosti useciek
nimi uréenych) plati AD : DC = AB: BC. Nech bod E je 'ubovol'ny bod mimo

priamky AB, body G z AE a F z CE st také body, aby priamka FG prechadzala
bodom D. Dalej je dany bod H = CG M EB . Potom st body A, H, F kolinearne.

Nasledujuce tvrdenie je podstatné vo vztahu k dokazu Pappovej vety:

Veta 136. Zostrojime z bodu F k dvom priamkam BAE, DAH dve priamky DF, FE a nech
(obdiinik) na DF, BC sa ma k (obdizniku) na DC, BF ako (obdiznik) na FH, GE k
(obdlzniku) na FE, GH. Tvrdim, ze ¢iara prechadzajuca bodmi C, A, G je priamka.

Po preformulovani do dne$ného jazyka:
Nech A, D, E su tri nekolinearne body, F je bod neleziaci na ziadnej z priamok AD, AE.

Nech B = AE N FD, H=AD n FE. Nech C, G su také body, 2 C € FD, G € FE a plati
(DF.BC): (DC.BF) = (FH.GE) : (FE.GH) . Potom su body C, A, G kolineérne.

DF.BC FH.GE

DC.BF FE.GH
(DF.BC) : (DC.BF) = (FH.GE) : (FE.GH).

Dokaz. Nech plati

Obr.5

Zostrojme bodom F priamku m rovnobeznu s priamkou CA tak, ze m pretne (priamku) AD
v bode K a priamku AE v bode L. Bodom L zostrojme priamku n rovnobeznt s priamkou
AD; zostrojme eSte bod M = n m EF. Nakoniec zostrojme priamku p rovnobeznu s AB
a jej priesecnik N s priamkou DF; N = p n DF. Je tedan = LM a p = KN. (Pozri obr. 5)
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Z rovnol’ahlosti dvojic trojuholnikov CBA a FNK, resp. DBA a DNK dostaneme, ze plati
DF:DC=FN:CB,tj. DF.CB =DC.FN, z ¢oho s pouzitim predpokladu dostaneme
FHGE DF.BC DCFN FN

FEGH DCBF DCBF BF'

Dalej z rovnolahlosti dvojic trojuholnikov FBL a FNK, resp. FKH a FLM , dostaneme
FN:FB=FK:FL=FH :FM . Upravou posledne ziskanych vztahov mame

FH.GE = FHGE ateda FM.GE = FEGH .
FM.GE FEGH

vztah

EF EM _EL
GE =~ EH AE

EM
Ked'Ze plati aj e = (z podobnosti trojuholnikov ELM a EAH), plati

EF EL
—— = —— ateda su trojuholniky ELF a EAG rovnol'ahlé. Z toho vyplyva, ze priamky FL

GE AE

a AG su rovnobezné. Pretoze podla konstrukcie v ivode boli priamka KL (prechadzajuca
bodom F) apriamka AC rovnobezné aFL = KL, si priamky AG a AC rovnobezné.
Pretoze maju spoloény bod A, musi platit AG = AC , t.j. body A, G, C su kolinearne.

V [8] je spomenuta (ale neuvedend) aj veta 137, ktora je Specialny pripad vety 129 pre
situaciu, ked’ jedna z premietajucich priamok bodov priamky BC je rovnobezna s priamkou
EF, na ktoru sa body premietaji. Dané tvrdenie mozno sformulovat’ nasledovne:

Nech su dané tri priamky AB, AC, AD a bod F neleZiaci na Ziadnej z nich. Nech st dané
také body E, G, Ze E je bod priamky AB, rozny od bodov A, B, pricom priamka EF je
rovnobezna s priamkou AD a G = EF n AC . Plati (FB.DC) : (FD.BC) =(FE : GE).

Nasledovna veta je vlastne Specidlnym pripadom Pappovej vety, jej dokaz sa vel'mi nelisi
od dokazu vSeobecného tvrdenia (odvolava sa na predchadzajucu vetu 137), uvedieme ju
bez dokazu.

Veta 138. Treba dokazat’, ze ak st dané rovnobezky AB, CD a tieto priamky su pretaté
priamkami AD, AG, BC, BG aeste zostrojime (spojnice) EC aED, potom C¢iara
prechadzajuca cez body H, M, K je priamka. (Obr. 6)

Po preformulovani do dnesného jazyka:

Nech st dané $tyri také body A, B, C, D, Ze su po troch nekolinearne a priamka AB je
rovnobezna s priamkou CD. Nech E je I'ubovolny bod priamky AB, rézny od bodov A,
B; G je bod priamky CD, rézny od kazdého zbodov C, D. Nech H=ECNAG,
M =BC nAD, K = ED nBG. Potom body H, M, K su kolinearne.
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Veta 139 (Pappova veta). Ak st priamky AB, CD nie rovnobezné, ale sa pretinaju v bode
N, tak cez body H, M, K tiez prechadza priamka. (Zaml¢any je tu predpoklad uvedeny uz
v predchadzajucej vete: Ak st priamky AB, CD pretaté priamkami AD, AG, BC, BG a este
zostrojime EC a ED, potom ¢iara prechadzajica cez body H, M, K je priamka.)

Dnes$né znenie: Nech st dané Styri také body A, B, C, D, Ze su po troch nekolinearne
a priamky AB, CD pretinaju v bode N, ktory je rézny od bodov A, B, C, D. Nech E je
T'ubovol'ny bod priamky AB, rozny od bodov A, B, N; nech G je bod priamky CD, r6zny od
kazdého zbodov C, D, N. Nech H=ECAG, M=BC~AD, K=EDnNBG.
Potom body H, M, K st kolinearne.

Dokaz. Ozna¢me este F = EC " AD, L=BC nDE. (Pozriobr. 7)
Najskor sa dvakrat pouzije veta (129): tri priamky AD, AG, AN (= AB) su pretaté dvomi
CEHF CNGD

priamkami CE, CD apreto plati = ,
CH.EF CG.DN

obdobne plati aj

CNGD LEDK
CG.DN LK.DE

Teraz pouzijeme vetu (136), pridom uvedieme formulaciu textu v duchu vety (136):

Nech M, C, D su tri nekolinearne body, E je bod neleZiaci na ziadnej z priamok MC, MD.
Nech F =MD n EC, L = MC n DE. Nech H, K su také body, ze H je z CE, K z DE a plati
(CE.FH) : (HC.EF) = (EL.DK) : (DE.KL) . Body H, M, K su (na zaklade lemy 3)
kolinearne.

Poznamka. Ak plati Pappova veta v projektivnej rovine, ma viacero dolezitych dosledkov
(platnost’ dualnej vety k Papovej, Desargova veta, platnost’ zakladnej vety, komutativnost’
grupy homologii s tym istym stredom a tou istou osou), pozri k tomu napr. [5], [1] alebo
[12]. KedZe niektoré vyroky su v projektivnej rovine ekvivalentné vyroku Pappovej vety,
su tam aj vlastne aj d’alSie dokazy Pappovej vety.

K znamym a jednoducho formulovanym tvrdeniam patri aj tzv. Desargova veta:

Nech ABC a A’B’C’su dva trojuholniky. Ak existuje bod O, ktory inciduje (sucasne)
s priamkami AA’, BB, CC" , tak body P=AB N A'B’, Q=ACNA'C’, R=BCNB'C’st
kolinearne.

Pretoze plati vkazdej projektivnej rovine, ktort mozno vnorit' do trojrozmerného
projektivneho priestoru, klasicky dokaz tejto vety sa robi zvycajne v dvoch krokoch —
vprvom sa dokdze pre trojuholniky leziace v rdéznych rovinach avdruhom pre
trojuholniky v jednej rovine. Vyuzije sa pritom platnost’ tvrdenia z prvého kroku a fakt, ze
v projektivnom priestore sa kazdé dve (rézne) roviny pretni (v priamke).

K ,,Cisto* projektivnym tvrdeniam patri aj Pascalova veta:

Priamky na ktorych lezia protil'ahlé strany jednoduchého Sestuholnika ABCDEF vpisané¢ho
do kuzel'osecky su kolinearne.

Poznamky.
1. Pascal ju dokazal tdajne ako 16-ro¢ny (nieledy sa uvadza 17-ro¢ny) najskor pre
kruznicu.
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2. Pappova veta sa niekedy nazyva aj Pascalovou, lebo priamky p, p” z Pappovej vety
sa daju chapat ako singularna kuzel'osecka.

3. K dokazom Pascalovej vety vyuZzivajucim napr. fakt, Ze ista projektivnost’ sa ukaze
byt perspektivnostou pozri [5] alebo [12].

4. Dalsie dokazy Desargovej a Pascalovej vety s vyuzitim Menelaovej vety su
uvedené v nasledujuce;j Casti.

Menelaus a Ceva

K zaujimavym tvrdeniam patri Menelaova veta. Aj ked sa pripisuje Menelaovi,
tvrdenie bolo zname uz skor, jeho formulécia bola priblizne takato:

... ak priamka pretina tri strany trojuholnika (jedna je prediZend za vrcholy trojuholnika),
tak sucin troch (velkosti) nesusednych useciek urcenych vrcholmi trojuholnika
a priese¢nikmi priamky sa rovna sucinu zvy$nych useciek trojuholnika (... if a straight line
crosses the three sides of a triangle (one of the sides is extended beyond the vertices of the
triangle), then the product of three of the nonadjacent line segments thus formed is equal
to the product of the three remaining line segments of the triangle. )

(pozri napr. http://www.gap-system.org/~history/Biographies/Menelaus.html )

Menelaova veta . Nech A, B, C st tri l'ubovol'né nekolinearne body a 4, B’, C” st body
rézne od bodov A, B, C, pricom A'e BC,B'e AC,C'e AB . Potom plati:
Body 4, B’, C’ st kolinearne prave vtedy, ak (BCA").(CAB').(ABC") =1.

Poznamka. Niekedy sa Menelaova veta formuluje v tvare implikacie (tvrdenie
0 kolinearnosti troch bodov), v poslednom case skor ako ekvivalencia.

Dokaz (V.Zatko)
Nech
A=B+r.(C-B), B=C+s.(A-C), C'=A+t.(B-A) (1)
pre vhodné realne ¢isla r, s, t. Potom je
r S t
BCA')=——, (CAB') =—— a (ABC') =—. 2
(BCA) = ——, (CAB) =~ a (ABC') = — @

Body 4, B’, C’ st kolinearne prave vtedy, ked’ su vektory B'=A' a C'—A' linearne
zavislé, t.j. prave vtedy, ked’ rovnica

X.(B—-A)+y.(C-A)=0 (3)
ma nenulové rieSenie pre vhodné realne X, y. Zo vztahov (1) po dosadeni do rovnice (3)
dostaneme rovnicu

x{(C—B)+S[(A—B)+(B-C)]-r(C—B}+ y{(A-B) +t(B—A)—r(C—B)}=0.
a po uprave rovnicu
[X.1-s-r).(C-B)+y.(-r).(C-B)]+[-sx+ty—y].(B—A)=0 4)
Rovnica (4) ma netrividlne rieSenie prave vtedy, ked’ ma netrivialne rieSenie sistava rovnic
X(1-r—s)—ry=0
—sx+(t-1)y=0
¢o je prave vtedy, ked’ determinant matice sustavy sa rovna nule, teda vtedy, ked’
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—l+r+s+t—rt—st—rs=0alebo —1+r+s+t—rt—st—rs+rst=rst, ¢ojepo
uprave
(r=1.(s=2).(t—2) =rst alebo
r
=t
r-1s-1t-1

Vyraz (5) je po dosadeni vztahov (2) ekvivalentny s tvrdenim vety.

(5)

Doékaz s vyuzitim rovnol’ahosti (pozri
http://en.wikipedia.org/wiki/Menelaus%27_theorem)

Nech H;,H,, H; st rovnolahlosti so stredmi A', B',C', ktoré¢ zobrazia postupne bod B
do C, C do A a bod A do B. Pre ich zlozenie H=H;oH,oH, je teda bod B

samodruznym bodom a je teda bud’ rovnol'ahlostou alebo identitou. Zobrazenie H, o H,

zachovava priamku A'B' a zobrazenie H zachovava priamku A'B' prave vtedy, ked’ bod
C’ lezi na priamke A'B'. Pretoze samodruzny bod zobrazenia H neleZi na samodruznej
priamke, musi byt’ H identitou. To je prave vtedy, ked’ st body A',B',C' kolinearne. Ak

je H identitou, su¢in koeficientov rovnolahlosti H,,H,,H; sa rovna jednej,
AC B'A C'B
AB B'C C'A
kolinearne. (Obr. 8)

=1. Tento vyraz plati teda prave vtedy, ked st body A',B',C

Obr. 8

V [6] sa najskor dokaze veta obratena k Menelaovej vete, ktora je potom ddsledkom tejto
vety:
Veta ([6], veta 192). Ak sa strany BC, CA, AB trojuholnika ABC pretinajt s tou istou
priamkou m v bodoch A’, B’, C’, tak medzi ise¢kami uréenymi danymi bodmi na stranach
trojuholnika ABC plati vzt'ah:

AB B'C C'A 1

AC B'ACB
Dokaz. Nech A*, B*, C* su kolmé priemety bodov A, B, C na priamku m (Obr. 9).
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A

Obr. 9

AB BB*
Z rovnol'ahlosti trojuholnikov A’'BB* a A’CC* vyplyva A'_C = cox ; analogicky zistime,

B'C _CC* C'A_AA*
B'A AA* C'B BB*
AB B'C C'A_ BB* CC* AA*
AC B'A'C'B CC* AA* BB*

ze plati . Vyuzitim tychto vzt'ahov zistime, Ze

Veta ([6], veta 193) - veta obratena k vete (192) z [6], znama ako Menelaova veta.

Ak su na stranach BC, CA, AB trojuholnika ABC dan¢ body A", B", C’ vyhovujtce vztahu
AB B'C C'A 1
AC B'A'C'B

tak body A", B’, C’ leZia na (jednej) priamke.

Dokaz. Priamka A’B’ pretina stranu AB v bode C’’; podl'a predchadzajicej vety plati

A'B B'C C"A C'A C"A

. . =1. Ztohto azpredpokladu dostaneme, ze —— =—— ateda ze
A'C B'A C"B C'B C'"B

body C" a C’’ splyvajt.

Veta (Cevova veta)

Nech A, B, C st tri 'ubovol'né nekolinearne body a A", B, C’ st body rdzne od bodov A,
B, C, pricom A'€e BC,B'e AC,C'e AB. Potom plati: Priamky A4, BB’, CC’ st
konkurentné (prechadzaji jednym bodom) prave vtedy, ak (BCA").(CAB').(ABC') = —1.
Poznamky.
1. Hadamard v [6] najskor dokaze Menelaovu vetu, potom vetu obratenu k Cevovej
a z nej nakoniec vetu Cevovu.
2. Giovanni Ceva ,,znovuobjavil“ Menelaovu vetu a v roku 1678 publikoval svoju
vetu — dnes znamu ako Cevova veta.
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3. Menelaova a Cevova veta st formulované v pojmoch afinnej geometrie, ale st
VvV istom zmysle dudlne — aspon ,,geometrické podmienky* ich platnosti a tym aj
obrazok, schéma, k podpore dékazu danych viet.

Na stranke [2], vychadzajuc z ¢lanku Johna R. Silvestera (pozri [11]) formuluju (a
dokazuj) obe vety — Menalovu i Cevovu — naraz.
Ak body A, B, CaA’, B, C’ majui ten isty vyznam ako v spominanych vetach, tak
- body 4, B’, C’ st kolinearne prave vtedy, ked” (BCA").(CAB').(ABC') =1,
- priamky A4°, BB’, CC’ prechadzaju jednym bodom (st ,,zbiechavé* — concurrent)
prave vtedy, ked’ plati (BCA").(CAB').(ABC") =-1.

, ' ' . e ~AB B'C C'A
Vyraz (BCA").(CAB').(ABC') sa zvykne vyjadrit' nasledovne: ACBACH kde
symbol 4B znaéi tzv. orientovanu velkost’ (dizku) Gse¢ky 4 'B. Na spomenutej stranke
aVvclanku J.R.Silvestra je nahradeny vysSie uvedeny vyraz nasledovnym vyrazom

BA' CB' AC'
AC B'AC'B

, @ napravej strane tvrdeni sa zmeni nielen tento vyraz ale aj znamienko:

- body 4°, B’, C’ st kolinearne prave vtedy, ked’ AC . BA .CB =-1 alebo
C'B AC B'A
[-(BCA)].[-(CAB")].[-(ABC")] = —1 (Menelaova veta)

- priamky A4°, BB’, CC’ prechadzaju jednym bodom (st ,,zbiechavé* — concurrent)
AC' BA' CB'
C'B'AC B'A
Doévod — dokaz vyuZije barycentrické saradnice a autorovi ,,sa to hodi‘:
Dokaz. Nech a, b, ¢ s realne cCisla tak, Ze plati

prave vtedy, ked plati =+1 (Cevova veta).

BA'= BC , ¢o implikuje A'C = i.BC , CB'= ﬂ ateda B'A= L.CA,
1+a 1+a 1+b 1+b
Ac'=28 S cohoje C'B=—C"AB.
1+c l+c
Potom mame AC . BA .CB = , takZe je (pre)formulécia tvrdenia
C'B AC B'A abc
L = —1pre Menelaovu a L =+1 pre Cevovu vetu.
abc abc
Barycentrické stradnice bodov vzhl'adom na trojuholnik ABC st nasledovné*
a 1 1 b C 1
A(1;,0;0), B(0;1,0),C(0;0;1), A'(O; ; , B’ :0; , C'(——;——=:0).
(£0:0), B0:1:0). C(0:0). AT a+l a+1) (b+1 b+1) (c+1 c+1 )

Jednoduchym vypoctom sa zisti, Ze

- body A", B’, C’ su kolinearne prave vtedy, ked” abc = -1, a

- priamky AA’, BB’, CC’ inciduju s tym istym bodom pravevtedy, ked’ abc = +1.
Poznamka. J. Silvester v svojom ¢lanku [11] povazuje za Menelaovu a Cevovu vetu
implikacie, ktorych predpoklad je kolinearnost’ bodov A’, B’, C’ , resp. konkurentnost’

priamok AA’, BB’, CC’. Ako jednoduchu aplikaciu tychto tvah J. R. Silvester ukazuje, ze
dvojnasobné pouzitie Menelaovej vety (na A BA’A a kolinearne body C, P, C”" a potom na

15



STEFAN SOLCAN

A A'CA akolinearne body B, B’, P, kde P je prieseénik priamok AA’, BB’a CC’, implikuje
AC'" BA' CB'

¢ BA C = (-1 =+1.
C'B AC B'A

Menelaovu vetu dokaze, ak pouzije Cevovu vetu Sest’krét.

platnost’ vztahu

Niektoré zname vety ako ,,dosledky* Menelaovej vety (Desargova veta, Pascalova veta,
Pappova veta — pozri http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/Pappus.shtml , Cevova veta

pozri [6]).

Desargova veta ([6], str.185, pr.11)

Ak st dané A ABC, A 4A’'B'C" tak, ze AA" N BB" N CC" = 0O, tak body N = AB N A'B’,
M=ACNA’C’,L=BCNB’C’ lezia na jednej priamke.

Dokaz.

Ak sa budeme snazit’ pouzit Menelaovu vetu aplikovani na A ABC , tak body M, N, L
lezia na jednej priamke prave vtedy, ked’ (BCL).(CAM).(ABN) =1 (pozri obr.10).
Pouzijeme Menelaovu vetu trikrat postupne na trojuholniky OBC, OAB a OAC a priamky
LB"=B'C’,NB"=B’A’, MA'=A'C’. Plati

(BCL).(COC").(OAA) =1, (ABN).(BOB').(OAA)=1a

(CAM).(AOA').(OCC") =1.

Vynasobime 'avé strany a dostaneme
(BCL).(CAM).(ABN).(COC").(OCC'").(AOCA").(OAA").(BOB'").(OBB') =1, z ¢oho
mame (BCL).(CAM).(ABN) =1, lebo

(COC").(OCC') = (AOA).(OAA) = (BOB").(OBB") =1.

Body M, L, N su teda kolinearne.

Obr. 10

Pascalova veta ([6], str.185, pr.Il1)

Nech k je kruznica a ABCDEF je Sestuholnik vpisany do k. Potom body L = AB N DE,
M =BC N EF, N = CD N FA st kolinearne.

Dokaz.

Budeme sktimat’ trojuholnik so stranami AB, CD, EF avrcholmi J=AB N CD, 1 =CD N
EF, K=EF N AB. Podl'a Menelaovej vety budu body L, M, N kolinearne prave vtedy, ked’
bude platit’ (1JN).(JKL).(KIM) =1.

Aby sme to dokazali, budeme uvazovat’ o A IJK a troch priamkach :

DE : plati (1JD).(JKL).(KIE) =1
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BC : plati (1JC).(JKB).(KIM) =1 (1)
FA :plati (1IN).(JKA).(KIF)=1.

Planuje sa vynasobit’ I'avé strany, a ukazat’, ze plati
(1ID).(KIE).(1JC).(JKB).(JKA).(KIF) =1. Rozpisom deliacich pomerov cez
»orientované vel'kosti usecCiek* a naslednej uprave dostaneme totiz, ze

ID KE IC JB JA KF_(ID.IC)(KE.KF)[JB.JA

JD IE 'JC KB KA IF \IEIF J{ KB.KA J\ JC.JD
plati, pretoze plati ID.IC = IE.IF =m(l,k), mocnosti bodu | vzhl'adom na kruznicu k.

Obdobne pre body K a J.
Po vynasobeni rovnosti (1) avyuziti predchadzajucich rovnosti, dostaneme, Ze
plati (IIN).(JKL).(KIM) =1, teda body L, M, N st kolinearne (obr. 11).

jzl. Posledna rovnost’

Obr. 11

Zaver

Na http://www.cut-the-knot.org/Generalization/MenelausByEinstein.shtml je spomenuta
koreSpondencia medzi Albertom Einsteinom a jeho priatefom Max Wertheimerom,
Vv ktorej diskutujii o elegantnosti matematickych dokazov. Podla Einsteina ,,... Gplne
spokojni mdzeme byt iba vtedy, ak mame pocit, Ze kazdy pojem (pouzity v dokaze) je
uzko zviazany s dokazovanou vetou.“ Ako ukazku Einstein dava dva dokazy, jeden
»skaredy* (ugly) a druhy elegantny, vkusny (elegant) — st to dva dokazy Menelaovej vety.
Ten prvy je kratsi, ale: ,,aj ked’ je prvy dokaz jednoduchsi, nie je uspokojivy, pretoze
pouZiva dopliiujiicu, pomocnu (auxiliary) priamku, ktora nestvisi s obsahom dokazovanej
vety a dokaz preferuje bez zjavnej priciny vrchol A, hoci dokazovana veta je symetrickd vo
vztahu k A, B, C. Druhy dokaz, oproti tomu, je symetricky a da sa ¢itat’ priamo z obrazku.*
Je to zaujimavy pohlad, bolo by zaujimavé vediet’, aky nazor by mal na klasicky dokaz
Desargovej vety v rovine, ktory sa robi ,,cez priestor a vyuziva jeden volne volite'ny bod
mimo danej roviny ajeden, prip. dva trojuholniky neleziace v rovine pdvodnych
trojuholnikov. Mozno z tohto pohl'adu by bol ,krajsi“ dokaz Desargovej vety s vyuzitim
Menelaovej vety, ako sme to uviedli v predchadzajuce;j ¢asti.
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CONTROL AND EVALUATION OF MATHEMATICAL KNOWLEDGE

MAJOR MACIEJ

ABSTRACT. In this paper | present proposals for sets (series) of the tasks that control not
only the mathematical knowledge of the accounts and deduction, but also the ability
organization in both phases: mathematization, and interpretation phase.

The issue of control and evaluation of knowledge and evaluation of competence in
mathematics is an important and constantly current problem of psychology, pedagogy and
didactics of mathematics. The views on the objectives, content and methods of control are
changing because they take into account the latest research findings, as well as the needs of
fast cultural changes in society.

Many mathematics educators raise these issues. Z. Krygowska dedicates a separate
chapter to these matters in [2] (pp. 144-164). She cites there the view J. Suranyi’a of
controlling the results of mathematics teaching and its evaluation: Control and evaluation
is the process of collecting information on learning results in different aspects, leading to
the evaluation based on this information. This process plays an important role in the whole
system of education. This process is conditioned by the requirements of society and the
needs of education, but for various reasons, progress in methods of control and evaluation
is always late in relation to the progress of teaching, manifested in textbooks, teaching
methods and programs. Next three groups of issues formulated by J. Suranyi are
considered and related to the of process control and evaluation:

— how to control and to judge knowledge and skills of mathematics?;
— what should be controlled and evaluated?;
— how to do it?

The basic tool for testing and evaluation of mathematical knowledge and skills are
mathematical tasks. Unfortunately, solving many of the proposed tasks of pupils both
during lessons at school, as well as during various types of competence exams (test after
gymnasium, the matriculation examination) comes down to the implementation of certain
accounts and so covers only a phase of accounts and deduction. The ability to phase the
organization and interpretation of mathematization is therefore not controlled.

Solving most of the tasks proposed by teachers, textbooks and collections base on the
duplication of tasks presented to pupils schemes of conduct. In the terminology of Z.
Krygowska, these tasks are tasks-exercises or tasks for the practical applications of theory.
In fact, a pupil solves these tasks in an algorithmic way, often without understanding the
operations. There is little opportunity for pupils for conceptual reasoning, which is an
important element of mathematical culture.

In this paper we present proposals for sets (series) of the tasks that control not only the
mathematical knowledge of the accounts and deduction, but also the ability organization in
both phases: mathematization, and interpretation phase, and so what in this work is treated
as a basic competence in mathematics. Monitoring and evaluation of knowledge cannot

1UNESCO, Nouvelles tendances de I’enseignement des mathématiques, Vol. 111, 1973.
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(and should not) lead to the solution of tasks in which only calculations are performed
(calculations accounting).  Therefore, this proposal tasks, enabling the control of
mathematical competence includes short series of tasks in some way related. The essence
of this relationship is:

— certain analogies,

— isomorphisms,

— symmetries,

— ability to transfer methods and tools of solving one problem to solve another, in this
sense analogous.

Discovery, justification and the use of these analogies in the process of solving
problems in these proposals is also the subject of monitoring and evaluation. It is not only
the control of basic issues of a section of mathematics but also pupils’ overall
mathematical ability.

In the proposed series of tasks a global perspective on the structure of the series is a
very important skill. The ability to plan accounts, interpret the results obtained is the key
role in solving the series. A person solving such a set of tasks should be informed that they
should first read the contents of all tasks, and then decide in what order he\she will solve
them. Tasks are designed so that it is possible to solve them in any order. However, the
essence of the set is that the solution to a task allows for the solution of earlier tasks.
Interesting here is whether a person who solves a set of tasks sees common structure of
tasks, and begins the task from the last one (so far), or solves them one after another
starting with the easiest and gradually extends the method to solve more general tasks, or
does not see the relationship between tasks and solving tasks independently. Therefore,
there is important information in what order examined solve the task.

Now we propose two sets of tasks, the first of the probability theory (see [5]), the
second of mathematical analysis (see [4]).

Set 1.

Task 1.1. You have been invited to play. From an urn with two white balls and one black
two balls are picked. If both are the same colour, then you will win, if they are different
colours, then I will win. Do you accept the invitation to play this game? How will you
explain in this situation your decision?

Task 1.2. In an urn we have 6 black balls and two white. In this game participate two
players: G, and Gg. From the urn U we pick two balls at the same time. If the balls

picked are the same colour, the player G, wins. If the balls picked are different colours,

the player G, wins. Are the chances of both players equal in this game? If not, how many
white balls must be put into the urn so that the game is fair?

Task 1.3. In an urn we have b white balls and ¢ black balls. In this game simultaneously
two balls are picked from the urn. If the balls are picked in the same colour, then the first
player wins if the balls are picked in different colours the second player wins. For which b
and c is this game fair? Explain your answer.

The presented set of tasks can be used to control the organization skills of all three
phases of the application of mathematics. In particular, it is about control organization of
deduction phases: to see the analogy, the idea of making transfer in similar situations,
interpretation within mathematics.
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These are not actually mathematical tasks in the strict sense — they are mentioned in
games of chance - in their formulation non-math terms were used . The text of tasks does
not included a phrase “calculate the probability”. Solving each task begins with the
formulation of a mathematical task. After solving numerical obtained results should be
interrupted. The tasks form a thematic whole. Task 1.1 is a simple exercise involving the
school probability theory. Task 1.2 is a generalization of the task 1.1. In this task, apart
from calculating the probability that a player will win, you must specify with what number
of white balls in the urn, this game is fair. Task 1.3 in turn is a generalization of the task
1.2. You have to specify all the values a and b, for which the described game is fair. We
will present an example of a solution of tasks. The experiment carried out in a game of

task 1.3. is simultaneously picking two balls from the urn U,,. with b white balls and ¢
black. The solving should begin with the construction of a model of the experiment. There
is Q={w,,m,m,}, where ®; mean the result of draw: among two randomly selected

balls there are j black balls ( j =0,12).

It is easy to notice that

_ _ b(b-1) _ 2hc __ c(c-D
p(a)o) = (bro)(brc1)° p(a)l) = (bro)bic1) p(a)z) = (ro)brc1)

Consider the events:
A = { balls picked will be the same colour},
B = { picked balls will be different colours}.
The described in the task game is fair, where P(A)=P(B)=2. From the last
condition we obtain the equality
b(b—-1)+c(c—-1) =2bc.

Assuming that b+c =5 we obtain the condition |s—2c|= Js. Substituting for s the

squares of further positive integers greater than 1 and taking into account, that b+c=s
we get all the pairs of numbers satisfying the condition (1). The set of solutions D
equations (1) can be represented as

D={(b,c):b="5%c="3% dlak e N,} U{(b,c):b =45 c =<5 dlak e N, |.
The game is fair only if (b,c)eD.

In task 1.1 balls are drawn from the urn U, (2,1) ¢ D, so the game is not fair. A
similar situation occurs for the play of the first part of task 1.2. In the second part of task
1.2 balls are drawn from the urn U where X € N . From the condition (1) follows that

2+Xx%6
for b=2+x i c=6 is X*~9x+8=0. The solution to the last equation is x=1 or
X =8. The game is so fair, when the draw takes place the urns U,,, or theurn U,. .

Task 1.1 controls the basic knowledge of the school of probability theory. Task 1.2 in
addition to the control of this knowledge enables the control phase, the organization skills
of deduction. Task 1.3 controls the phase of the organization mathematization skills in a
situation where the probability distribution for a given set depends on two parameters.

Now | present a series of three tasks for solving equations with a parameter in which there
is absolute value.
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Set 2

Task 2.1. Solve the equation | Xx—4|=0 aswell | x+2|=0.

Task 2.2. For what value of parameter a<R equation |X—a|=0 has exactly one
solution.

Task 2.3. For what value of parameter b e R equation |X—Db|+|x—3|=0 has exactly
one solution.

Task 2.4. What condition must satisfy real numbers «a,,q,,...a, that the equation

|x—a, |+|x—a,|+..|]x—a,|=0
has exactly one solution.

Presented a set of tasks can also be used to control the readiness examined in the
conduct of reasoning based on analogy, making the transfer of reasoning, in analogous
situations, interpretation inside mathematics.

Task 2.1 is a typical task. Its solution is reduced to solving equations with absolute
value.

There is sufficient ability to apply the definition of absolute value.

Tasks 2.2 and 2.3 are a little harder, because the parameter value should be set so that the
equation has exactly one solution. To solve this task it is sufficient to know the definition
of absolute value and understanding of the concept of parameter, although the tasks 2.2
and 2.3 are conceptually easier to solve using the properties of absolute value. Task 2.4 is
the most general. n parameters should be set so that the equation has exactly one solution.
The very definition of absolute knowledge is not sufficient to resolve it. Conceptually it
should be solved using the theorem on the absolute value.

Presented solutions of the last three tasks of the second set. First of all we give one of the
basic theorems about absolute value.

Theorem. For each real number t the following equivalence is true
|[t|=0<=1t=0.
Because |t |> 0 for any real number t, so

I
S~
I
©

£ |+, |+ |2, =0 =t =8, |=...= 1, 20 =1, =t, =....

Returning to the solution of the problem 2.4 we have
x—a=x—-a,=..=x—aq=0cx=ag,x=a,.x=a,.
Because X e R so
a=a,=..=a,.

Equation |x—a,|+|x—a,|+.../x—a,|=0 so we have exactly one solution when
a=a,=..=a,.

On the basis of our reasoning we concluded that if b=3, this equation
| X—b|+|x—3|=0 has exactly one solution. The conducted reasoning can also conclude
that the equation | X—a|=0 has exactly one solution for any real number a.

Task 2.1 controls the basic knowledge of skills to solve equations with absolute value.
Tasks 2.2 and 2.3 in addition to the knowledge of these skills allow you to control the
organization phase of deduction. This is the way to find the unknown parameter to the
equation satisfy the condition. Task 2.4 allows you to control whether the person solving it
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knows and can apply in non-standard statements absolute value. It allows, therefore to
diagnose the readiness to solve problems that are in the area closest to pupils.

In this part of the work we present a set of tasks in the form of a test as a special form
of control of certain mathematical competence in the field of mathematics in the
department including competence in the field of logic in which the competence generally
does not work, either at school or during exams?, including competence in the field of
logic. The aim is to control the test phase, the ability to organize deduction. It is to check
how the chosen or constructed counterexamples are formulated and how to formulate
conclusions. All statements in the test are formulated in the form of implications p=q.

It is interesting here, how it is understood by learning the truth of the implications and
how it is verified.

We will present here two tests: a test of probability (see [5], [6], [7]) and mathematical
analysis of the concept of absolute value (see [3]).

The test of probability theory
In all of the following statements refers to the probability space (Q2,Z,P).
Please verify these claims, i.e. determine whether they are true or not.
Theorem yesjno |if the theorem is false is that justify
1. |If P(A)=0, then event A is
impossible
If A>B,then P(A)>P(B)
3. If AnB=, then
P(AuB)=P(A)+P(B)
4. If AMB=, then
P(AnB)=P(A)-P(B)
5. If AnB=(, then

P(B)=1-P(A)

6. If =A:k,a£=2:s,then
P(A) =%

7.

If P(A)=P(B),then A=B
are equinumerous

8. [If P(AuB)=1, then

B=A (Q\ A=B)

9. If B=A (B=Q\_A), then

P(AuB)=1
10(Iif P(AUB)=P(A)+P(B),
then AnB=J.

The content of each of the tasks included in this test is to verify statements concerning
a certain probability. For each of the questions you must answer, “yes” or “no”. If the

2This type of task is not too much in the current collection of tasks, books, or sets of tasks in the Matura.
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answer is “not” (the statement is false), then it must be justified, and so construct an
appropriate counterexample. The place to enter the counterexample has been deliberately
limited (in the original test, it is a rectangle with dimensions of 2,5cm x 8cm)®. The aim of
this treatment was suggestion not to look for counterexamples among the well-known
models of random experiments (throws cubes, urns schemes)®. but to construct them
formally, without reference to reality.

Included are true only Theorem 3. and 9., all others are false. Let Q={a,b,c}. To

determine the probability space (Q,Z,P) just specify a pair (€2, p), where p is the
probability distribution on the set €2 (see [?], s. 126-127).
We have then Z =2 and P(A) =) p(w) for AcZ.

weA

Probability distribution p on the set {a,b,c} we define as follows:
weQlalb|C
p()[3[0

wlro

1. If A={b}, then P(A)= p(b)=0 and A=, and so theorem 1. is false.

Let A={a,b} and B={c}. We have A>B and
P(A)=p(a)+ p(b)=1+0=1%<2=p(c)=P(B), and so theorem 2. is false.

2. If A={a} and B ={c}, then ANB=9Y and
0=P(AnB)=P(A)-P(B)=41, and so theorem 4. Is false.

3. If A={a} and B ={b}, then ANB=Y and
P(B)=0#1-P(A)=1-%=2. That implies, that theorem 5. is also false.

4, For the event A={a,c} is A=2 and Q=3 and P(A)=1#%=

so theorem 6. is false.
5. We take A={a,b} and B={a}. Then we have P(A)=P(B) and

, and

Dl

i #* E , that shows, that theorem 7. is false .
6. Let A={a} and B ={c}. Then P(AuUB)=1 and events A and B are

not complementary, because A\ B = Q). So the theorem 8 is false.

7. For A={a,b} and B={b,c} we have: P(AUB)=P({a,b,c})=1
and P(A)+P(B)=1,so P(AuB)=P(A)+P(B) and AnB ={b}= I, that
shows, that theorem 10. is false.

Counterexamples have been constructed in the context of the particular probability
space. Whether it is a model of some experience, it is not (because it can not be) relevant.
The problem concerns the verification of claims of the world of mathematics. Solving the
task reduces to organization phase of deduction.

Note that:

e If the assumptions in the statements: 1., 2., 6., 7. and 10. adding the condition that

the probability space is a classic, that new claims (they relate to classical
probability) are true;

3
see ...
“Describing of this procedures take a o 109t of place
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e Theorem 8. is opposite to the theorem 9. True is the only theorem 9. Theorem 10.
is inverse to Theorem 3. True is the only theorem 3. The test should check properly
understood is the relationship between the truthfulness of the statements and
theorem the opposite;

e Theorems 3. and 4. varies thesis. One rule on the sum of probabilities of events,
and the other the probability of the product, event. The fact that the 3. theorem is
true, may suggest that the fourth theorem is also true.

Now we propose a test of mathematical analysis of the concept of absolute value.

The test for the absolute value
In all these theorems a and b are arbitrary real numbers. Please verify these
claims, i.e. Determine whether they are true or not.
theorem yesino |if the theorem is false is that justify
1. |If la—b|>0, then
a>b
2. If a>b, then
|a>|b|
3. |If a>b,then
—|al>|b|
4. lIfla|+|bj=a+b],
then (a>0 and b >0)
or (a<0 andb<0)
5. If J]a—bJ=0, then

a=b=0

6. |If |a|>|b], then
a>b

7. |If a>Db, then
—|al<—|b|

8. |If a>Db, then
|al>—|b|

9. If |a|—|b|=0, then
a’—b*=0

10./If a#b then
la+b|<|al+|b]

The proposed test is a set of statements about properties of absolute value. Only
the last 2 statements are true, others are false. Solving this set of tasks it is necessary to
assess the logical sentences written and using mathematical symbols. Rating of the truth
tulner of individual sentences and constructing an appropriate example, and saving a
solution may present students with great difficulty. Many educators draw attention to the
fact that many high school students do not understand the concept of theorem, and in
particular the hypothetico-deductive structure, therefore see no proof of the theorem in its
truthfulness, and therefore do not understand the role of proof in the construction of
deductive theory (see [8]).
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The following table presents the test solution.

n.la |[b [P ~q

13k [|-3+250 |~(=3>2)

212 |-3[2>-3 ~(2>-3)

3|2 |-3[2>-3 ~(=12]>]-3))

410 0 [|0|+|0|=0+0]||~[(0>0A0>0)v(0<0A0<0)]
5k |2 [[2-2]=0 ~(2=2=0)

6|32 ||=3>|2] ~(-3>2)

712 |-3[2>-3 ~(-12]<—|-3))

810 |0 |0=0 ~(0]>-10))

Finally we will present a series of tasks, which combine the same structure.
The tasks of probability theory.

Task L.1. Three cards of quilting, Jack (w), Queen (d) and King (k), after shuffling will
be distributed in a row in a moment. Before this, the player bets on the outcome of this
experiment nominating, which card hits the first place, which to another, and which the
third. We are talking about a hit on the site, if in this place is this card that the player
predicted in this place. The number of hits is the count of points scored in one game. With
what probability can a player in this game get 3 points, of which 2, of which one, on
which 0?

Task L.1l. The game involves two players G, and G;. Each player has three cards

quilting: Jack (w), Queen (d) and King (k). Everyone shuffles his cards. Player G, spreads

his cards in a row, and then, in a parallel row player puts his cards G; . If those two rows
in front of the card are identical, then let's talk about a combination. On the table lie three
chips.

Player G, takes as many chips as there were association. The other player takes the
chips G; . The winner in this game, the one who received more chips. Is it a fair game? To
solve the task can we use the solution of the previous task? Why?

The tasks of this set concern the so-called. ,, random distribution of k numbered balls to
the k numbered locations " for k =3. Spaces that are probabilistic models of random
experiments referred to in each of the tasks of this set are isomorphic. Each of these
experiments can thus simulate the random distribution of three numbered balls numbered
in three places. The tasks of this set of controls demonstrating the resulting isomorphism’s
analogs and skills of inference by analogy.

Set on the theory of absolute value

Task I1.1. Solve the inequality | Xx—3|< 2.

Task I1.11. On the number line, select all the numbers, the distance of 3 is less than or
equal to 2.
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The tasks of this set, refer to two different aspects of the concept of the absolute value
of real number. The first suggests performing algebraic calculus, the second refers to the
geometric interpretation of the absolute value. It is important here, whether a student can
see that in fact he or she has to solve the same task and is able to interpret the solution of
one task in the context of the second task. The solution to both of these tasks is set [15].

The ability to problem solving is considered the primary effect of teaching
mathematics. But the more important goal to achieve a mathematics teacher should be
prepared for is to teach him to formulate tasks, problems, learn how to make meaningful
questions. This objective can be achieved through a system of monitoring and evaluating
students’ knowledge. The control of the efficiency of the accounts cannot be considered as
the control of important mathematical competence. Inference by the symmetries and
analogies should also be the subject to the control of competence in mathematics. The
ability to formulate such proposals is an important aspect of mathematical culture.

The outlined aspects in this article are not exhaustive but merely indicate the problem.
Finally, it is worth noting that similar sets of tasks for the various branches of mathematics
can and should be offered to students at every stage of education.
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KONSTRUKCNE ULOHY A ICH RIESENIE V ZAVISLOSTI
OD DEFINOVANIA ELIPSY

ONDREJ SEDIVY — DUSAN VALLO

ABSTRACT. In this methodological contribution we concerned with three ways how to
define the ellipse. We give definitions such that ellipse as the set points, an ellipse as the
affine image of a circle and an ellipse (conic) as the geometric locus of line intersections of
two corresponding projective pencils. These definitions give also some properties that we
use to solve constructive tasks related to an ellipse. There is 11 tasks in which solutions we
apply characteristic properties of the ellipse definitions there.

Uvod

V  metodickom prispevku predkladdame rozne sposoby definicie elipsy, ztoho
vyplyvajuce vlastnosti a ich pouZitie pri rieSeni konstrukénych uloh o elipse.

Prvy sposob definovania elipsy

Definicia 1. Elipsa je mnozina bodov v rovine, ktoré maju od dvoch pevnych réznych
bodov staly sucet vzdialenosti, ktory je vicsi ako vzdialenost pevnych bodov.

Oznaéme pevné body 'F, °F anazvime ich ohniska, 'ubovolny bod elipsy nech je X,
potom plati |1FX|+|2FX|=2a.

Usecky 'FX, °FX nazyvame sprievodice, uhol 'FX °F nazgvame vmitorny uhol
sprievodicov.

D

Usecka AB je hlavna os elipsy, jej dizka sa rovna 2a, Gse¢ka CD je vedPajsia os elipsy,
jej dizku ozna¢ime b, S je stred elipsy, vzdialenost

lFS| = | 2FS| =€ nazyvame linedrnou
vystrednost’ou (excentricita) a plati a’=b*+¢e’.
Priamka, ktora ma s elipsou jeden spolo¢ny bod a jej ostatné body su vsetky vonkajsie

body elipsy, je dotyénicou t elipsy; spoloény bod sa nazyva dotykovy bod T .
Priamka kolma na doty¢nicu v dotykovom bode je normala elipsy. Ozna¢me ju n.
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Zrejme plati:

Elipsa ma v kazdom bode jedinu doty¢nicu, ktora rozpol'uje vonkajsi uhol sprievodiCov.
Vonkajsi uhol sprievodicov je susedny uhol k vnitornému uhlu sprievodicov.

Z vysSie uvedeného plati:

a) Mnozina bodov simerne zdruzenych s jednym ohniskom podla vsetkych doty¢nic
elipsy je kruznica opisana z druhého ohniska s polomerom 2a. Tuto kruznicu
ozna¢me f. (Existuji dve takéto kruznice.)

b) Mnozina piat kolmic spustenych z ohniska elipsy na jej doty¢nice je kruznica
opisana zo stredu elipsy s polomerom a. Ttto kruZznicu ozna¢me V.

Na zaklade uvedenych vlastnosti vyrieSime dve konsStruk¢éné tlohy.

Uloha 1. Dand je elipsa s 0sami AB, CD a bod V leziaci zvonka elipsy. Zostrojte z bodu

V dotycnice k danej elipse.

Riesenie 1.

Vyuzijeme body 'Q, °Q sumerne zdruzené k ohnisku F podl'a hfadanych dotyénic 't, .
a) Zostrojime kruznicu m so stredom v bode V a polomerom |V *F|, body 'Q, *Q

budii lezat’ na tejto kruznici, pretoze plati |'QV|=|*QV|=|"FV/.
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b) Zostrojime kruznicu 'f opisanu zohniska 'F apolomerom 2a. Body 'Q,*Q
leZia aj na tejto kruznici.

c) Osistimernosti tise¢iek *F'Q a *F*Q su hl'adané doty¢nice 't, t .

d) Uloha méa dve rieSenia, pretoze kruznice m a 'f sa vzdy pretinaju v dvoch
bodoch.

Riesenie 2.

Vyuzijeme pity ‘P, P kolmic spustenych napr. z ohniska F na hladané doty¢nice

't,%.

a) Podra Talesovej vety musia body ‘P, °P lezat na kruznici | opisanej nad useckou

b)
c)

’FV ako priemerom, lebo trojuholniky *F'PV a ?F°PV su pravouhlé s pravymi

uhlami pri ‘P a P .

Body 'Pa P lezia na kruznici v opisanej okolo stredu S s polomerom a.

Kruznice | a v sa
pretni v bodoch *P,?P,
t. j. vpitaich kolmic
spustenych z ohniska
°F na hl'adané
dotyénice 't a *.
Priamky V'P a V?P
su hladané dotycnice,
ktorych dotykové body
T,’T  zostrojime na
zaklade vlastnosti
'FTIS'P,

'FT||IS%P.

D

d) Uloha ma dve riesenia, lebo kruznice | a v sa pretna v dvoch bodoch.
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Uloha 2. K elipse danej osami AB, CD zostrojte dotycnice rovnobezné s danym smerom s .
Riesenie 1.
Vyuzijeme opit body 'Q,’Q sumerné s ohniskom °F podl'a doty¢nic.

a) Body 'Q,°Q sumerné k ohnisku ’F podla hladanych doty¢nic 't,*t leZia na
kolmici k zostrojenej z ohniska °F na dany smer, pretoze 't|| *t||s .

b) Zostrojime kruznicu ‘f z ohniska 'F spolomerom 2a (tak ako V rieseni
predchéadzajuicej ulohy).

¢) Kolmica k pretne kruznicu *f v
dvoch bodoch 'Q,°Q sumerne
zdruzenych s ohniskom  °F
podla hladanych dotyénic 't, t .
Osi usetieck °F'Q,’F’Q su
hladané doty¢nice 't,’t. Body
dotyku lezia na  useCkach
lF 1Q,1F ZQ-

d) Uloha ma dve rieSenia, lebo
vzdialenost d kolmice k od
stredu 'F  kruznice 'f sa

nanajvys rovna |1F2F| aje
mensia ako 2a. Preto existuji

dva body 'Q, ’Q .

RieSenie 2.
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Vyuzijeme pity 'P, °P kolmic spustenych z ohniska *F na hladané dotyénice 't, ’t .

a) Pity 'P,°P kolmic spustenych zohniska *F lezia na kolmici k, zostrojenej
z ohniska °F na dany smer s, pretoze 't|| *t||s.

b) Body 'P,’P sucasne leZia na kruZnici v opisanej zo stredu S s polomerom a.

C) Zostrojime priesecniky
'P,’P  kolmice  k
a kruznice v. Priamky
't,’t zostrojené bodmi
'P,’P rovnobezne so
smerom s su hladané
doty¢nice. Ich  body
dotyku 'T,°T  ur¢ime
z vlastnosti 'F'T||S'P,
'F2T||S%P, kde S je
stred elipsy.

d) Uloha ma dve riesenia.




KONSTRUKCNE ULOHY A ICH RIESENIE V ZAVISLOSTI OD DEFINOVANIA ELIPSY

Druhy sposob definovania elipsy

Medzi zname geometrické zobrazenia patri aj osovd afinita v rovine.
Osova afinita v rovine je uréena osou 0 a odpovedajicimi bodmi —vzorom a obrazom. Os
0 je mnozina samodruznych bodov.

Osova afinita ma tieto viastnosti:
1. Zachovava incidenciu bodov a priamok.
2. Odpovedajuce si priamky sa pretinaju na osi, alebo st s ilou rovnobezné.
3. Zachovava rovnobeznost’ priamok.
4. Zachovava deliaci pomer troch bodov priamky.

Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze obrazom bodu v afinite je bod a obrazom priamky je
priamka. Polozme si otazku: Co je obrazom kruznice v afinite?

Odpoved’ na polozenu otazku najdeme pomocou analytickej geometrie.

Rovnica kruznice v pravouhlej suradnicovej sustave, ked’ kruznica ma stred v zaciatku

sturadnicovej sustavy a polomer r, je X2 +y?=r? (1).
Pouzijeme afinné zobrazenie s analytickym vyjadrenim

X,:EX (2)
r

y’=9y O<b<a
"

potom tieto rovnosti si ekvivalentné s rovnostami

X = L X' (3)
a
L
y b y
Po dosadeni rovnic (3) do (1) dostaneme
2 2
%sz_l_;_zy,z:rz, (4)
po uprave
X_,Z + y_’z =1 (5)

Krivku vyjadrenu rovnostou (5) nazyvame elipsou. Ak by sme polozili a=b, potom

rovnica (5) by bola rovnicou kruznice.
Z toho vyplyva:
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Afinnym utvarom ku kruznici je elipsa
alebo kruznica a obratene, ku kazdej elipse
existuje kruznica, ktora je s fiou afinnd.

Ak sme definovali elipsu ako afinny obraz
kruznice, moézeme riesit’ konstrukéné ulohy
0 elipse s vyuzitim afinity medzi kruznicou
a elipsou.

Uloha 3. Elipsa je dand osami AB, CD. Pomocou afinity zostrojte dalsi bod elipsy
a dotycnicu v fiom.

Riesenie 1.

Elipse priradime obraz — kruznicu k' zostrojenti nad priemerom AB. V tomto pripade
priamka AB je osou afinity, smer afinity je CC’, kde C’ je priese¢nik priamky SC s
kruznicou k’.

Na kruznici k" zvol'me Tubovolny bod M'. Na elipse mu bude odpovedat bod M
nasledovne:

Bodu M’ na elipse bude 9

odpovedat’ bod M,
MM'||CC’. Bodmi C',M’ c
polozime priamku C'M’, | S
ktora pretne os afinity __.f"'
(priamku AB) v bode 1=1". N
Potom bod M bude lezat 24 "
na priamke MM'a 1C . Al S
Doty¢nicu v bode

M zostrojime s vyuZzitim

vlastnosti osovej afinity. ' D
Doty¢nica t' vbode M’ ; _
pretne os afinity vbode T by

2=2".

Priamka 2M je doty¢nicou elipsy v bode M .

Riesenie 2.

Pouzijeme afinny vztah medzi elipsou a kruznicou tak, Ze raz opiSeme kruznicu nad
priemerom AB, vtedy osou afinity bude priamka AB, druht kruznicu opiSeme nad
priemerom CD, vtedy bude os afinity priamka CD . Prva z kruznic ma polomer a, druha
ma polomer b . Cubovol'na polpriamka zostrojena so za¢iatkom v bode S pretina kruznicu
k, vbode M, akruznicu k, vbode M, .Bodom M, vedieme kolmicu na os AB; bodom

M, vedieme kolmicu na CD . Ich priesecnik M je bodom elipsy.
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Tuto konStrukciu bodov elipsy nazgyvame b,
trojuholnikova konstrukcia alebo |
zastavkova konStrukcia. a CI

Uloha 4. Zostrojte priesecniky priamky a s nenarysovanou elipsou, ktord je dand osami.
Riesenie
a) Nad priemerom AB zostrojime kruznicu, ktora bude v osovej afinnite s danou
elipsou. Oznaéme body C' a D’ na kruznici, ktoré odpovedaju bodom Ca D
elipsy.
b) Priamke a priradime priamku a’, je uréena bodom Q'a bodom 1. Bod Q'
v afinite zodpoveda 'ubovolne zvolenému bodu Q na priamke a .

C) Zostrojime prieseCniky priamky a’ s kruznicou, ozna¢ime ich M' a N’. Body
M, N na priamke a budu priese¢niky priamky a s nenarysovanou elipsou.
~
~ a

Uloha 5. Dand je elipsa osami AB,CD. Bodom V leZiacim zvonka elipsy zostrojte
dotycnice k danej elipse.
Riesenie
a) Nad useckou AB ako priemerom zostrojme kruznicu k', ktora je afinnym obrazom
danej elipsy. Priamka AB je osou afinity a smer je kolmy na os. Bodom C,D
budu odpovedat’ body C’,D’ na kruznici k.
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b) K bodu V zostrojime afinny obraz V'. Zostrojime ho pomocou bodov D,D’,1.

¢) Zbodu V' zostrojime doty&nice 't’, %’ ku kruznici k' a dotykové body ozna¢ime
1T! ZT!

d) Bodmi 2 aV je uréena doty¢nica 't a bodmi 3, V bude uréend dotycnica °t.

e) Dotykové body ‘T, T zostrojime na zéklade incidencie a smeru afinity.

Uloha 6. Elipsa je dand osami AB,CD. Zostrojte dotycnice k danej elipse, ktoré sii
rovnobezné s danym smerom.
Riesenie

a) Najskor zostrojime obraz s' smeru s v afinite, ktorej os bude priamka AB.

b) Zostrojime doty¢nice 't’,’t’ ku kruznici k', ktord je afinnym obrazom danej

elipsy.
¢) Dalej zostrojujeme ako v rieseni predchadzajiicej ulohy.
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Treti sposob definovania elipsy

V tejto Casti prispevku sa od Citatela vyzaduje znalost zakladov geometrickych
zobrazeni v projektivnej rovine, ato perspektivnost a projektivnost’ zvizkov priamok
a bodovych radov.

Uréime projektivny vztah dvoch nesumiestnych zvizkov priamok lS(lalblc...) a
2S(Zazbzc...) troma parmi zodpovedajucich si priamok 'a’a, 0% ,'c’c. Priese¢niky
A, B,C tychto dvojic priamok lezia na kuzelosecke k, danej touto projektivnou
pribuznostou. Dalsie body kuzelosecky k najdeme tak, Ze budeme obidva zvizky dopinat

d’al$imi dvojicami zodpovedajucich si priamok.
Teda:

Kuzelosecka (elipsa) je geometrické miesto priesecnikov zodpovedajicich si priamok
V dvoch nesumiestnych projektivnych zvizkoch priamok.

Uloha 7. Zostrojte priesecniky priamky s kuzeloseckou.
Riesenie

Nech kuZelose¢ka je danid dvoma nestimiestnymi zviizkami priamok 1S(lalblc...),
2S(Zazbzc...) a nech dana priamka je p.

Nech prieseéniky priamok ‘a,™o,’c,..., resp. “a,’b,’c,..., spriamkou p sa body
'A'B,'C,..., resp. ’A,?B,*C,.... Na priamke ptak dostdvame dva siimiestne bodové

rady, ktoré su, pravda, v projektivnom vztahu. Ak tieto dva sumiestne, priame,
projektivne rady bodov budu mat’ nejaky samodruzny bod X, tento bod bude prislachat’
kuzel'osecke k, lebo sa viom pretni dve zodpovedajuce si priamky danych zvizkov

(18, 2S) . Vieme vsak, Ze ak nejde o identitu, takéto rady mozu mat’ najviac dva rozlicné

samodruzné bdy. Ak ide o identitu, kazdy bod priamky p je samodruzny a celd priamka
prislicha kuzel'osecke k . Tento pripad moze byt iba pri degenerovanych kuzel'oseckach.
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K pojmu kuzel'osecka mozeme dospiet’ aj takto:

Utvar dudlny ku kuZelosetke je suhrn
priamok, ktoré spajaji zodpovedajlce si
body nesumiestnych projektivnych
bodovych radov. Aj pre tento dudlny utvar
zavadzame pojem kuzel'osecky a hovorime,
ze vSetky priamky tohto utvaru su
doty¢nicami istej kuzel'osecky.

Pretoze kuzelosecku urCime jej piatimi bodmi, resp. doty¢nicami, Sest’ bodov, resp.
doty¢nic, jednej kuzelosecky musi uz byt navzajom nejakym spdsobom viazanych.
O druhu tejto vdzby hovoria dve navzajom dualne vety: Pascalova a Brianchonova.

Pascalova veta

Nutna a postacujuca podmienka, aby Sest bodov 1,2,3,4,5,06, z ktorych Ziadne tri nelezia
na jednej priamke, lezalo na jednej kuzelosecke k, je, aby priesecniky spojnic 12 a 45, 23
a 56, 34 a 61 lezali na jednej priamke p (Pascalova priamka).

\ #

Brianchonova veta

Nutna a postacujuca podmienka, aby Sest priamok 1,2,3,4,5,6, z ktorych Ziadne tri
neprechadzaju jednym bodom, boli dotycnicami jednej kuzelosecky k, je, aby spojnice
priesecnikov 12 a 45, 23 a 56, 34 a 61 prechadzali jednym bodom B (Brianchonov bod).
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Pascalovu a Brianchonovu vetu mdZeme pouzit’ na rieSenie niektorych konstrukénych
uloh aj o elipse.

Uloha 8. Kuzelosecka k je dana piatimi bodmi A,B,C,D,E , z ktorych Ziadne tri neleZia na
jednej priamke. Niektorym z tychto bodov zostrojme lubovolnu priamku a (nie dotycnicu).
Zostrojte druhy priesecnik priamky a S kuzeloseckou.
Riesenie

Ked'ze priamka a nie je doty¢nicou kuzel'osecky k , pretina ju eSte v d’alSom bode. Nech
priamka a prechadza bodom A, d’alsi jej priese¢nik oznaéime F.

Na zostrojenie pouzijeme Pascalovu vetu.

Uloha 9. Kuzelosecka k je dana piatimi bodmi A,B,C,D, E |, z ktorych Ziadne tri neleZia na
jednej priamke. V jednom z nich , napr. v A, zostrojte dotycnicu.
Riesenie

Doty¢nicu mézeme povazovat’ za limitnu polohu secnice. Teda bod A budem povazovat
za dva body, ktoré v limitnom prechode splynuli, tym seénica v limitnej polohe bude
doty¢nicou.

Oznaéme A=1=2, dalSie Cislovanie je 'ubovolné. Pre Pascalovu priamku zostrojime

body Il (23 a 56) a Ill (61 a 34). Pascalova priamka spojnicu 45 pretne v bode 1. ktorym
bude prechadzat’ doty¢nica t.
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Kuloham 8 a9 mozeme sformulovat dualne ulohy ana ich rieSenie pouZzit
Brianchonovu vetu.

Uloha 10. Kuzelosecka k je dana piatimi dotycnicami a, b, ¢, d , e, z ktorych Ziadne tri
neprechaddzaju jednym bodom. Zostrojte na jednej z nich bod dotyku.

Uloha 11. Kuzelosecka k je dana piatimi dotycnicami a, b, ¢, d ,e, z ktorych Ziadne tri
neprechadzaju jednym bodom. Na jednej z nich, napr. a, zvolte bod A azostrojte nim
dotycnicu k danej kuzelosecke.
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OBJAVOVANIE ELIPSY MANIPULACIOU S KRUZNICAMI

EVA BARCIKOVA, JAN SUNDERLIK

ABSTRACT. In our article we consider different approach to concept of conic section within
a wider concept of investigation with circles. We briefly contrast the usage of two
approaches to the same content form inductive — inquiry approach and deductive -
transmissive approach widely used in our mathematics education.

Uvod

Vyskum vo vyucCovani ako aj vtedrii vyuCovania matematiky obsahuje mnoho
pozitivnych vysledkov o novych pristupoch, kedy Ziaci dosahuju komplexnejsie, ako aj
trvacnej$ie vedomosti, medzi ktoré patri aj objavné vyudovanie'. Na druhej strane sa tieto
poznatky dostavaju do praxe len velmi pomaly. Problémom implementacie objavného
vyucovania sa venuju viaceri autori ako napriklad Walker (2007). Zozbieral problémy,
s ktorymi sa stretavaju ucitelia z praxe pri implementacii objavného vyuc€ovania. Spomedzi
mnohych definovanych problémov sme si vybrali jeden, konkrétne nedostatok vhodnych
materidlov pre objavné vyucovanie. Vzhladom na pomaly prebichajucu reformu si
myslime si, Ze je vo vyznamnej miere pritomny aj na Slovensku. V nasledovnom
prispevku sktsime predostriet’ jeden pristup poskytujici ucitel'om matematiky namet na
vyucovaciu hodinu a poukazujici aj na spOsob pretvarania tradiéného materialu
nachadzajuceho sa v niektorych ucebniciach. Tento materidl sa pokusime rozsirit’
0 induktivny pristup k problému, ktory povazujeme za nevyhnutnu stcast’ pri vytvarani
pojmu. Vybrali sme si kuzel'osecky, ktoré byvaju prevazne zavadzané v ramci analytickej
geometrie. Na rozdiel od analytického vyjadrenia dobre osvojenych pojmov bod, priamka
rovina, akruznica je analytické vyjadrenie kuZeloseCky Casto bez predchadzajuceho
dostatoéného pochopenia pojmu ajeho postavenia vrameci syntetickej geometrie.
Kuzelosecky chapané ako mnozina bodov danej vlastnosti budu nasledne pouzitelné aj
v geometrickych konstrukcidch a pri rieSeni praktickych uloh. Zdihavost ich bodovej
konstrukcie pravitkom je v sucasnosti lahko prekonatel'na pouzitim dynamickych
geometrickych systémov.

V d'alsej casti sa pokusime popisat metodicky pristup k zavedeniu pojmu elipsa
prostrednictvom objavovania geometrického miesta bodov, ktoré maju rovnaku
vzdialenost’ od dvoch objektov. Na konkrétnom priklade ukazeme pristup ako aj Casti z
uvedeného skumania v ramci matematickej reprezentacie a modelovania. Z doévodu
rozsahu tohto prispevku neuvddzame matematizaciu redlneho problému, ale priamo
prechadzame na univerzalne modely.

Uvedeny pristup k objavovaniu geometrického miesta bodov danej vlastnosti moze
mat’ viacero urovni objavovania, ktoré zavisia od pristupu ucitel'a matematiky. Podstata
jednotlivych trovni objavného vyuCovania je rozdelend podla toho, kto je nositel'om
aktivity v jednotlivych Castiach vyu€ovacej hodiny. Ako sa uvadza v publikacii [4] autor

! Pozri teoretické vychodiska projektu PRIMAS www.primas-project.eu
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charakterizoval Sest’ irovni objavovania na vyucovani v zavislosti od toho, ¢i je nositel'om
aktivity ucitel’ alebo ziak. Autori dalej charakterizovali Sest’” hlavnych c¢asti objavnej
hodiny: kladenie otdzok, navrh pristupu k problému, implementacia dané¢ho pristupu,
analyza udajov a vyhodnotenie, prezentovanie vysledkov a aplikécia ziskanych poznatkov.
Preto v ramci objavného vyucovania je vhodné posuvat’ samotnu formulaciu otazok ako aj
planovanie a realizaciu objavovania viac na stranu ziakov.

1. Objavovanie vlastnosti

Uvedeny materidl popisuje zosumarizované kroky mozného pristupu. Pri pouziti v triede je
potrebné spracovanie pomocou pedagogiky objavného vyucovania, kde Ziaci su vedeni
K formulovaniu vlastnych predpokladov ich overeniu alebo zamietnutiu. Popri
vysvetlovaniu suvislosti navrhujeme mozné vhodné otazky ucitela (U) pre Ziakov spolu s
ocakdavanymi spravaymi odpovedam Ziakov (Z), po ktorych je mozné pokracovat' v dalsom
objavovani.

Pri objavovani vychadzame z polohy dvoch danych kruznic so stredom A a polomerom
aaso stredom B apolomerom b. (obr 1.) tlohou je najst’ tretiu kruznicu, ktora sa ma
dotykat’ danych dvoch kruznic (obr. 2.). Stred hl'adanej dotykovej kruZznice ozna¢me S a jej
polomer ozna¢me r.

Obrdzok 1: Dve kruznice v rovine Obrazok 2

U: Ziaci maji za tilohu zamysliet’ sa nad polohou bodu S a jeho vzdialenosti od danych
kruZnic (v zmysle vzdialenosti bodu S od bodov dotyku ku kruzniciam ).

7 : Jeho vzdialenost od obidvoch kruZnic je rovnaka (rovna r).
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Z odpovedi na tuto otazku vyplyvaju d’alSie otazky:

U: Je viac takych kruZnic, ktoré sa dotykaju danych
dvoch kruZnic? Je nami zostrojend kruZnica jedind?

7: Kruznic je viacej.
U: Je viac takych bodov, ktorych vzdialenost’ od dvoch
kruZnic je rovnakad? Aké su to body?

Z: Bodov je viac. St to stredy dotykovych kruznic.

Obrazok 3

Vzdialenosti stredu [ubovolnej dotykovej
kruznice od danych kruznic s rovnake.

Otazkou pre Ziakov je, Ci to plati aj pre
vzdialenosti stredu dotykovej kruZnice od
stredov danych kruZnic.

Polomery a a b st dané. Polomer r je neznama.
Pre vzdialenost’ bodu S od bodov A a B plati :

JAS|=a-r .. r=a-|AS|

BS|=b+r .. r=[BS| —b

|AS| —a=-|BS| +b
|AS| +|BS|=a+Db

Co plati pre vzdialenost’ stredov A a B a hodnotu Obrazok 4
a+b?

Vzhl'adom na to, ze a+b je stale rovnaka hodnota povazujeme ju za konstantu k. Potom
plati |AS| +| BS| = k.

PoZiadame Ziakov tento vit'ah interpretovat’ slovne, zdoraznime, Ze body A a B su dané
a k je konstantna vel’kost’.

Z: Vztah |AS| + |BS| = k znamena : siicet vzdialenosti bodu S od dvoch danych bodov je
konstantna.

Bod S reprezentuje vSetky hl'adané body, ktorych je v rovine nekone¢ne vela. Vsetky tieto
body tvoria mnozinu bodov danej vlastnosti (obr. 5). Pozname charakteristicki vlastnost’
tejto mnoziny. V d’alSom kroku skonstruujeme bod patriaci tejto mnozine. Nebudeme viac
uvazovat’ o danych kruzniciach ale len o ich stredoch ako dvoch danych bodoch.
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Obrazok 5

2.

Na zaklade vyslovenej vlastnosti zostrojime l'ubovolny bod tejto mnoziny. Vyuzitim
dynamickosti softvéru GeoGebra nasledne vizualizujeme celi mnozinu. Tento krok ma
vyznam pre upevnenie vedomosti osvojenych pri objavnom procese:

Zostrojime jeden bod X, ktorého sucet vzdialenosti od dvoch danych bodov je konsStantny
(rovny konstante X):

Nech su dané dva body v rovine
A a B. Sucet ich vzdialenosti je X = 1,
+ 1. Vzdialenost’ X od bodu Aje r;
a jeho vzdialenost’ od bodu B je r».
Hodnotu x pozname a hodnotu r; si
mozeme I'ubovolne zvolit tak, ze 0<
ri>x. Potom r, = X- r;. Mnozina
vSetkych bodov, ktorych vzdialenost’
od bodu A je ry je kruznica k; (A, ry).
Mnozina vSetkych bodov , ktorych
vzdialenost' od bodu B je (x-r;) je
kruznica k, (B, x-r;). Priese¢nik
tychto kruznic je hl'adany bod X (X,
Xz), ktorého stcet vzdialenosti od
bodov A aB je x (ri+ (x-r)=x).

x

Obrazok 6

Polomer r; je premennd patriaca do otvoreného intervalu I (0, x)a moze nadobudat

vsetky hodnoty z tohto intervalu. V zavislosti od nej sa meni hodnota r; = (X-r;). Zmenou
tychto hodnot sa aj meni poloha bodu X . Zmenu hodnoty r; vizualizujeme pomocou
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nastroja Posuvnik. PrieseCniky kruznic buda pri pohybe zanechavat' stopy, vd’aka ¢omu
vykresPuji mnozinu bodov. Tato mnozina bodov danej vlastnosti je elipsa (obr. 7)°.

Objavovanie pokracuje skimanim d’alSich suvislosti napriklad :

Akd je zavislost’ vidialenosti bodov A a B a konstantou x? Ako sa zmeni mnoZina bodov
ak sa konStanta x rovnd vzdialenosti bodov A a B a ked’ je menSia ako tdto vzdialenost’?
Ako sa zmeni hl’adand mnoZina bodov ked’ sa zmeni vidjomnd poloha kruZnic
V uvodnom probléme?

Po objavovani bude nasledovat’ formélna definicia a zdkladné pojmy tykajice sa elipsy.
Nasledne moze byt elipsa pouzita pri rieSeni konstrukénych tloh.

Edsiovensting | (= Slovanské @WERTY] | 2) | X
Subor Upravy Vzhlad N: ja Nastroje Okno Napoved
RILALAACA-IGlC<] |__!i| Pohyb: Premiestnenie alebo vyznatenie objektov (Esc) :]
= 2.64
e
= LN
/ \
/ N
7/ N\ K
. ® 0., A 3 —
a B

{ \ . \

| / \ %

[ [ | \

| \ «"

\ \\" /

\ [ * i

\\ - e e "'/ T ==
\\\ y/
s //
© Vstup: Iz” _:”Prikaz.“ _V_]
Obrazok 7

Zaver

V navrhovanom pristupe k vyu€ovaniu sa ststredime na dva ciele. Prvym je osvojenie si
spOsobu myslenia, pristupu k objavovaniu novych pojmov a obohatenie vlastnych
vedomosti prostrednictvom manipulacie s uz osvojenymi pojmami. V naSom pripade bol
vychodiskovy znamy pojem kruznica, s ktorym sa Studenti stretavaju v kazdodennych
situaciach ateda je dostato¢ne intuitivne aj formalne osvojeny. Druhym cielom je
poukazanie na proces osvojovania si pojmu elipsa v SirSom kontexte jej vztahu k inym
geometrickym utvarom postupnym objavenim. Aj napriek tomu, Ze uvedeny pristup je iba
malou ukazkou jedného pristupu ku skvalitneniu vyucovania matematiky nepriamo dava
namet aj na tvorbu a objavovanie d’al§ich geometrickych bodov danych vlastnosti.

2 Pozri [3]
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[1]
[2]
[3]
[4]
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SYMBOLIC MATH GUIDE - MATEVMATIC,KY SOFTVER GRAFICKEJ
KALKULACKY TI-89 VO VYUCOVANI MATEMATIKY NA SS

STANISLAVA BELAKOVA

ABSTRACT. Symbolic Math Guide is a software application that is part of TIs" ongoing
research aimed at helping students learn how to apply symbolic and algebraic
transformations using T1-89. Symbolic Math Guide provides step-by-step problem-solving
transformations for several classes of symbolic computations from algebra, pre-calculus
and calculus.

Uvod

Kalkulacky, ako ich nazov naznacuje, patria do kategérie zariadeni vypoctovej
techniky — ktora sa rozsirila obzvlast’ rychlo v poslednych desatrociach. Kalkulacka je
najmladsim ¢lenom rodiny vypoctovych prostriedkov a pri jej konstrukcii sa vychadzalo zo
skasenosti s jej star§imi pribuznymi, roznymi pocitacimi strojmi, bez ktorych by nemohla
vzniknut’. V stcasnej dobe sa uz vyjasiujii moznosti uplatnenia jednotlivych kategorii
vypoctovych prostriedkov. Dochadza ku S$pecializacii vyrobkov, vyskumnych zakladni
podporujucich ich vyrobu a pre kazda kategdriu sa rysuje prislusna trieda rieSenych tuloh.
Kalkulacky si tiez vytvorili svoj vlastny okruh pouzitia, pre ktory by pouZzivanie inych
prostriedkov vypoctovej techniky bolo nepohodiné a neekonomické Vacsina kalkulaciek je
navrhnuta tak, aby ich bolo moZzné pouzivat bez zvlastnych vedomosti a odbornych
skasok. Vzdy vsak bude vyznamny rozdiel medzi tym ako bude vyuzivat kalkulacku
Skoleny pouzivatel’ a ako ju bude pouzivat’ laik.

Symbolic Math Guide

Symbolic Math Guide je softvér matematickych aplikacii grafickej kalkulacky TT-89,
ktory nam umoziuje postupovat’ pri rieSeni problémov krok za krokom ako v algebre tak aj
v infinitezimalnom pocte. Zahfna v sebe nasledujuce prikazy:

Simplify Jednocleny Logaritmické
Mnohocleny a exponencialne vyrazy
Vyrazy so zlomkami Trigonometrické vyrazy
Vyrazy s odmocninami Diferen¢né rovnice
Vseobecné vyrazy
Expand Logaritmické Trigonometrické rovnice
a exponencialne vyrazy Vseobecné vyrazy
Solve Linearne rovnice Iracionalne rovnice
Kvadratické rovnice Logaritmické
Racionalne rovnice a exponencialne rovnice
Vseobecné vyrazy
Compute Derivacie Neurcité integraly
Tabulka 1
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Zakladna prirucka prace s kalkulackou v Symbolic Math Guide

V ponuke aplikacii APPS si vyberieme moznost’ Symbolic Math Guide a potvrdime
klavesov ENTER. Oznac¢ime typ stiboru, ktory chceme otvorit’, pricom mame tri moznosti:
Current, Open a New. Zadame nazov suboru a ndzov premennej a potvrdime. Ak chceme
opustit’ Symbolic Math Guide, stla¢ime klavesy 2nd QUIT.

RieSené priklady Vv prostredi Symbolic Math Guide

V nasledujicej Casti uvadzame rieSené priklady s pouzitim grafickej kalkulacky TI-89
a jej matematického softvéru Symbolic Math Guide.

Priklad 1

Rieste rovnicu 3x + 1 =x-2

Dostaneme sa do Symbolic Math Guide a zvolime novy problém, stla¢ime klavesu F2
1:New Problem a nasledne F3 1: Linear Eqn. VlozZime rovnicu a pridame do zapisu
premennt x a potvrdime klavesov ENTER:

SOLVE LIMERR EQN

Fir | F2= | Fi= Fl~- FE~ |

Examipls: solug For x: akx+b=c

Tepe: soluglaki+b=Caxd
[EolwedFutl=x—"2, 2 |

MAlIW EAD AUTO FUMLC
Obrazok 1
Priklad 2
Vypoditajte y2.y°

Podobne ako na predoslom priklade pracujeme v Symbolic Math Guide zvolenim
nového problému. Stlacime kldvesu F1 s volbou 1: Monomial, napiSeme zapis a
potvrdime:

SIMPLIFY MOMOFIAL

Example: 3¢ -34
Tees: aka™d
[oZ#g~F I
EZC=CAMCEL
MAIN FEAD AUTO FUWC 11
Obrazok 2

Priklad 3

Rieste rovnicu s parametromc : c.X+ 3 =6
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V Symbolic Math Guide, novy problém a stlatenim klavesy F3, volbou prikazu 1:
Linear Eqgn., zadanim rovnice a jej potvrdenim dostavame vysledok:

SOLVE LIMEAF ERM

Example: solug For x: adu+b=c

Tepe: soluglatx+b=Caxd
[EoluvedchxtI=6, 2 |
ESC=CAMCEL

FAIN RAD AUTO FUNL I &
Obrazok 3

Zaver

O dalSich moznostiach vyuzitia matematického softvéru Symbolic Math Guide ako aj
o inych moznostiach vyuzitia funkcii grafickych kalkulaciek sa Citatel méze oboznamit
Vv pracach uvedenych v literature.
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RESITELNOST JISTYCH GRUP PRpSTORI"J RESENI LINEARNiCH
HOMOGENNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC DRUHEHO RADU

JAROSLAV BERANEK, JAN CHVALINA

ABSTRACT. The contribution is devoted to the construction and basic properties of the
certain group of two-dimensional solution spaces of second-order linear homogeneous
differential equations. In particular, there is proved that the mentioned group is solvable.

Matematické vzdélavani studentl univerzitniho studia (budoucich ucitelti matematiky i
matematickych odbornikll) i studenti matematickych disciplin na vysokych Skolach
technického zaméfeni vyzaduje orientovat studenty na propojeni riznych matematickych
teorii za €¢elem hlubsiho pochopeni souvislosti mezi studovanymi souc¢astmi matematiky.
V tomto pfispévku, ktery uzce navazuje na ptispévky [2, 3, 14], je rovnéz zdlraznén
klasicky wvztah latky zoblasti matematické analyzy a teorie algebraickych struktur,
konkrétné vztah obycejnych diferencialnich rovnic druhého fadu a jejich prostort feseni
S teorii grup.

Studium linearnich diferencialnich rovnic s pouzitim algebraickych, geometrickych i
topologickych metod predstavuje v brnénské matematické komunité vyznamnou tradici jiz
od padesatych let minulého stoleti, zalozenou zejména v aktivitaich védecké Skoly
profesora Otakara Bortivky [5]. Rada hlubokych, zajimavych vysledki byla také ziskana
zakem, a posléze uznavanym blizkym spolupracovnikem profesora Bortivky, Frantiskem
Neumanem [18-21]. V navaznosti na zminénou literaturu vénovanou studiu globalnich
prezentovany piispévek dikaz fesitelnosti (v Galoisov€ smyslu) jisté grupy prostort feSeni
linearnich homogennich diferencialnich rovnic druhého fadu. Je podstatné vyuzit hlavni
vysledek c¢lanku [14], ktery, v ndvaznosti na teorii fad grup motivovanou Galoisovym
zkoumanim feSitelnosti algebraickych rovnic a v souvislosti s moderni teorii rozsifeni
téles, poskytuje ditkaz fesitelnosti jisté grupy linearnich diferencialnich operatort tvoticich
levé strany linearnich homogennich diferencialnich rovnic druhého fadu.

Piipomenme standardné pouzivané oznaceni: Je-li H normalni podgrupa grupy G
(nazyvana také invariantni podgrupa nebo normalni délitel), piSeme H<G. Ddle,
posloupnost podgrup H; (i =0, 1, ..., n) grupy G takova, ze

1:H0<1H1<1...<1Hn_1<1Hn:G (S)

(zde 1 oznacuje jednotkovou podgrupu grupy G), se nazyva subnormalni fada grupy G a
ptislusné podilové grupy H; /Hi; (i = 1, 2, ..., n) se nazyvaji faktory dané fady. Jsou-li
vSechny faktory fady (S) komutativni, nazyva se tato fada feSitelna. Grupa se nazyva
fesitelna, jestlize ma alespon jednu feSitelnou subnormalni fadu ([7], [11, kap. 9], [14, s.
116],[17, §57, s. 3611, [22, 10.22]).

V pomémé rozsahlé literatute (kromé vyse zminénych tituld uved’'me dale [9, 10]) lze
nalézt mnozstvi klasickych vysledkli o fesitelnych grupach. Piipomenme alespon zndmou
vétu Feita-Thompsona nazyvanou také véta o lichém tadu, ktera fika, ze kazda kone¢na
grupa lichého fadu je fesitelna. (Clanek [10] je vyti§tén na 225 stranach!).
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Nyni pfipomeneme potiebné pojmy a oznaceni z prispévku [2, 3] a zopakujeme
konstrukci grupy linedrnich diferencialnich operatorti druhého tadu, které tvoti levé strany
obycejnych homogennich diferencialnich rovnic tvaru

y'+ p®y +qx)y =0. @)
Pouzity pojmovy aparat je pievzat z monografii [1], [16], [19], [22] a praci [2], [12], [13],
[20] a [21]. Mnozinu vSech realnych ¢isel budeme znacit R; pod oznacenim C(J) budeme
rozumét komutativni okruh vSech spojitych redlnych funkci na otevieném intervalu Jc R
S obvyklym scitanim a nasobenim funkci. Analogicky okruh vSech spojitych realnych
funkci na otevieném intervalu J, které maji ve vSech bodech X & J vSechny (spojité)
derivace az do fadu n véetné pro n&jaké piirozené &islo n, budeme oznacovat C"(J). Necht
Jc R je otevieny interval v mnozing redlnych c¢isel; nevylucujeme pfitom piipad J = R.
Mnozinu v8ech diferencialnich rovnic (1), v nichz p, ge C(QJ), p(X)# 0, Xe J, oznac¢ime
v souladu s [13] A(J). Dale ozna¢ime |y identicky operator na C*(J), tj. Iyy =y pro

kazdou funkci y e C*(J), a polozime D = di' tedy Dy(x) = y’(x) pro kazdou funkci y e
X

C’(J) . Necht pro dvojici funkci pe C(J), qe C(J) oznaduje L(p,q) diferencialni operator
L(p, g) =D*+p(x) D+ q(x) Iy .

V tomto ozna¢eni ma rovnice (1) tvar L(p,q)y = 0 . Dale klademe

LA,(3)= {L(p, 9):C*(9)— C(); [p, 4] € CE)x CW), p(x)=0, x I}, )
tj. LA;(J) oznacuje mnozinu vSech vyse popsanych diferencialnich operatoru.
Véta 1: ([3], Tvrzeni 1) Necht' J < R je otevieny interval, LAy(J) = {L(p, q); p, e C(J),
p(x)= 0, xe J}. Pro libovolnou dvojici diferencidlnich operdtorii L(p1, Q1) , L(p2, 02) €
LA,(J) polozime

L(p1, 91) - L(P2, G2) = L(P1 P2, P1 02+ G1).

Potom (LA,(J), - ) je nekomutativni grupa s jednotkovym prvkem L(1,0).

Duikaz: Viz [13]. Poznamenejme pouze, ze jedni¢kou zkonstruované nekomutativni grupy

LA(J) je operator L(1 ,0) a inverzni prvek k operatoru L(p, q) je operator L(i, _4 ).
p p

V dalsim textu jesté vyuzijeme nasledujici vyznamnou podgrupu této grupy. Ozna¢me
L1:A2(J) podmnozinu grupy LA,(J) definovanou rovnosti

LunAz(J) = {L(p, 9) ; L(p, 9) € LA:(J), p(X) = 1}, tedy LunAo(J) ={L(1, q); g€ CJ)} .

V praci [2] je uveden dikaz, ze (L11A2(J),+) je invariantni (komutativni) podgrupa grupy
(LA:(D), ), izomorfni s (C(J), +).

Tak jako v ptredchazejicich ptispévcich na konferencich FPV Univerzity Konstantina
Filozofa ([2], [3]) vyuZijeme existujici jedno-jednozna¢nou korespodenci mezi mnoZzinou
LA,(J) tvotfenou vSemi operatory L(p, q), p, qe C(@J), p(x) = 0, Xxe J a mnozinou vsech
prostoru feSeni VA,(J) diferencidlnich rovnic L(p, q)y = 0. Existence této korespodence
vyplyva z vysledkll studia linearnich diferencialnich rovnic — srv. rovnéz vysledky
monografie FrantiSka Neumana [19]. Tato korespodence umoznuje zavést strukturu
nekomutativni grupy do mnoziny prostord VA,(J), pfipadné¢ strukturu nekomutativni
hypergrupy (s nosi¢em VA,(J)) na zaklad¢ ptisluSné struktury na mnoziné diferencialnich
operatorti LA,(J). Popiseme podrobnéji potiebnou konstrukcei (s vyuzitim vah v ¢lancich
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[3, 12] a s odkazem na n¢). Pro kazdy dvourozmérny prostor Ve VA,(J) zvolme pevné
jeho bazi {¢v ,w}, tedy fundamentalni systém feSeni linearni homogenni diferencialni
rovnice druhého fadu (v , y € C*(J))

o Dlavw ]  WIK w1 3
Wil TWig 1 T ®

" "

kde D[y , 1] = ‘% v
n Wy

srv. [2] str. 13, 14. Diferencialni rovnici (3) lze zapsat ve tvaru L(py, qv)y = 0, kde

pv (X) = M ,Qu(X) = M .
Wloy ] Wla, vy ]
(Zde W[y ,ya] =0 pro kazdé x e J, protoze funkce @y , 4, jsou linedrné nezavislé, rovnéz
D[ov ,wa] #0 pro kazdé x € J).
V kazdém prostoru Ve VA,(J) zvolme libovolné, ale pevné jednu bazi {¢,u4} a
ozna¢me @ (VA,(J)) systém vSech takovych bazi {oy ,un}, Ve VA,(J). Dale uvazujme
bijektivni zobrazeni

a WIf, g] znac¢i Wronského determinant dvojice funkei [f, g],

F: LA(J) - VA(J)
definované predpisem F(L(p,q)) =V, kde V je prostor feseni

V={c1p(X) + i (X); €1, C; € R}
diferencialni rovnice L(p,q)y = 0 s bazi (tj. fundamentalnim systémem feSeni této rovnice)
{ov, i} € @ (VA,(J)). Na soustave prostorit VA,(J) definujme binarni operaci
o: VA;(J) x VA,(J) = VA(J)
predpisem
VeW=F (F(V) - F(W) = F(L(Pv, &v) - L(Pw, qw))

pro kazdou dvojici prostoru V, W € VA,(J). Z véty 1 nyni bezprostiedné vyplyva
Véta 2. Bud J < R otevieny interval. Dvojice (VAx(J),®) je nekomutativni grupa
mohutnosti kontinua s neutrdalnim prvkem V(I1,e™). Zobrazeni F: LA,(J) — VA,(J) je
izomorfismus grupy diferencidlnich operatorii (LA;(J),) na grupu prostorii reseni
(VA2(J),e) diferencidlnich rovnic L(p, q)y = 0, L(p, q) € LA(J).

Poznamenejme, ze v ¢lanku [2] na str. 13, 14 byla odvozena diferencialni rovnice, jejiz
prostor feSeni V(wy, ) {w,@} € @ (VA2(J))) je soudinem prostori feSeni V(¢1,@),
V(ya, w») diferencialnich rovnic

[F(V(pu @)y =0, [F(V(y, 1)y =0,
v daném pofadi, v grupé (VA,(J),e). Konkrétng, jsou-li V(@,@), V(yr,w) e VA(J))
prostory feseni diferencialnich rovnic
Wlene,1 Wlee,] Wilyrw,]l Wiy, ]

n+ D[¢l'¢2] . r+W[(D],_’(0£] y:O
Wle,0,] Wle,e,]

y
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yl!+ D[Wl’V/Z] . ,+W[l//£,l//£]
Wly,.w,] Wly,.w,]

v daném poftadi, potom prostor V(@) = V(¢1,¢,) ® V(y1, y») je prostorem feSeni linearni
diferencidlni rovnice

y=O

n+ Dl(X) . /+ DZ(X)+D3(X).y:0, kde

y
D,(x) D,(x)
|pvito . Plw, oy,
Dl(X)_ " " !
QY +tO, W O, P,
DZ(X):%"W}'W&'W%: wfw%wé’w%,
OLYL1 TPy QLW TP,
DB(X):coiwlw%l//l: §0€'W2+(/’%1//%’
PLY L TO W QLW +Q W
DA(X):qo}wlwfl//{’ (0%1//2‘*@?‘//%.
PV T QLY+

Jak jiz bylo uvedeno v ¢lanku [14], vede v nékterych piipadech cesta k dikazu
teSitelnosti zdkladni grupy pies ovéteni stabilizace fetézce komutanti (na urovni trividlni
podgrupy) rychleji nez prostfednictvim pracného oveéfovani komutativity faktord existujici
subnormalni fady podgrup, o niz se dokazuje, Ze (tato fada) je tedy feSitelna.

Pfipomenime, ze podgrupa G’ grupy G generovana mnozinou komutatord [a, b] =
a'b™ab viech dvojic prvki [a, b] € G x G se nazyva komutant grupy G. Komutant G’
grupy G’ se nazyvé druhy komutant grupy G. Obvyklé oznaceni je také G'= G®,G"’= G®,
atd. Obecnd G™Y = (G™)”. Komutant G" se také nazyva n-ta derivace grupy G a fetézec
komutantl grupy G

G=G"5G6" 569 >...

je také nazyvan derivovany fetézec grupy G.

Véta 3: ([23, Véta 10.31, s.172], [14, Véta 5, s. 117]). Bud' G grupa. Tyto podminky jsou
ekvivalentni:

(i) Grupa G je resitelna.

(ii) Existuje celé kladné cislo n s viastnosti G"=1.

(iii) Existuje reSitelnd subnormalni rada grupy G.

Uzitim véty 6, [14] dokdZeme, Ze grupa prostoru (VA,(J), ) je feSitelna. Na zakladé
faktu, Ze vlastnost feSitelnosti grupy se zachovava pii grupovém izomorfismu, by zminény
vysledek vyplynul z véty 6, [14], ale nasledujici postup umozni Ctendii nahlédnouti do
struktury dtikazu véty 6, [14].

Bud’ J <R otevieny interval. Pfipomenime, ze prostor V(1, e™) = {y = c;+ c, €™ ¢y, C2
€ R} je jednickou (neutralnim prvkem) grupy (VAz(J), ). Zopakujme jesté, ze v ¢lanku [2]
na str. 12, 13 je dokazana véta (Tvrzeni 2), ktera tika, ze L1;A>(J) < LAL(J).

Véta 4: Bud’'J < R otevieny interval. Potom
{V(L, e} = (VAJ), o) < (VAJ), &) = (VuAz(J), o) < (VA (J), e).
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Tedy grupa (VA;(J), ) je resitelna.
Diikaz: Podle vyse uvedené poznamky plati
F(VuA(J) = LuA(Jd) < LA(J) = FH(VAL(J)).
Necht V(euL¢), V(y,y)e VA(J)) jsou libovolné prostory. Oznaéme L(pi,p.2)=
FA(V(eu92), L@@y, @) = F(V(ya, 1)) Plati

[L(P1, P2), L(G, G2)] = L7™(Ps, P2)- L™(01, G2)- L(P1, P2)- LG, G2) = L[pi —%] :

1 1
L(— ,_Q_zj -L(P1 01, P10+ P2) = L( ~E pquJ (P01, P10+ P2) =

4 G P P
L(1, f) e LuAJ) = F (Vi AL(J)), kde
1
f(x)=m~[qz<x>(p1(x)—1>+pz(xxl—ql(x)],xeJ-

Podgrupa grupy (VA;(J), e) generovana mnozinou komutatoru [V(ew,@),V(w1, )],
V(gL @), V(ya, ws) € VA2(J), tj. komutant (VA2(J), o) je tedy grupa (V1:A(J), ®). Dale,

necht nyni V(&,&), V(m,72) € VirAod), F(V(,%)) = L(L, 0) € LuAyJ), F(V(71,772))=
L(L, V) € L1zAy(J). Plati:

[L(, ), L(L, W] =L, 0)- L7, v)- L@, 9)- L(L, V) = L(L,-)- L(L,~V) - L(Lv+q) =
L(1, 0) = FY(V(1, ), takze [V(&,&), V(n,m2)] = V(, e7). Tedy plati

(ViA2(0), o) " = (VA2(J), ®) " = {V(1, ™)}, takZe véta je dokazana. O

Na zavér uvedme, Ze rozsahld literatura je vénovana algebraické teorii linedrnich
diferencidlnich rovnic (jejiz podstatna cast se nazyva Galoisova teorie linearnich
diferencialnich rovnic) — pfipominame alespon tituly publikaci [8, 23, 24], v nichz lze
nalézt odkazy na dal$i bohatou literaturu. Mimo jiné, s vyuzitim diferencidlnich okruht
a téles nulové charakteristiky jsou konstruovany algoritmy poskytujici Liouvillova feseni
linearnich diferencialnich rovnic (tj. feSeni vytvafena z racionalnich funkei algebraickymi
operacemi s uzitim exponencialni funkce a integrace). Moderni algoritmy pro vypocet
Liouvillovych feSeni jsou zalozeny na diferencidlni Galoisové teorii. Tento pfistup
k nalezeni algoritmu vSech Liouvillovych feseni linearni homogenni diferencialni rovnice
druhého tadu nad C[x] (okruhem polynomui jedné proménné nad télesem komplexnich
¢isel) byl prezentovan J. Kovacicem v roce 1986 (Journal of Symbolic Computation, 2, s.
3-43). Poznamenejme, Ze nékteré algoritmy pro feSeni rovnic druhého fadu jsou znamy jiz
zprvni poloviny devatenactého stoleti analezeji — jak ostatné nazev napovida — J.
Liouvilleovi — 1839, [8, 23, 24]. Lze fici, Ze nami prezentované vysledky nejsou obsazeny
mezi konkrétnimi disledky zminéné algebraické teorie diferencialnich rovnic, nebot’ tato —
aC znacéné Sife — je orientovana jinym smérem. Podstatny pfinos k souc¢asnosti algebraické
teorie diferencidlnich rovnic nalezi profesoru Michaelu Singerovi a jeho védecké skole,
srv. [24].
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NEKOLIK ZAJIMAVYCH VET Z TEORIE CISEL A JEJICH UZITIi V SKOLSKE
MATEMATICE

RUZENA BLAZKOVA, IRENA BUDINOVA

ABSTRACT. The theory of numbers concerns with properties of natural or whole numbers. Some results in
number theory are easy to state and easy to prove. The paper presents some theorems of divisibility of natural
numbers and their advantage in school mathematics.

Uvod

Teorie Cisel a zejména jeji ¢ast tykajici se délitelnosti v oboru pfirozenych ¢isel nabizi
mnoho zajimavych namétt, kterych je mozné ve Skolské matematice vyuzivat konkretizaci
a vyuzivanim induktivnich postupti. Uvadime nékolik vét, které se mohou uplatnit v pfimé
vyuce na zakladni nebo stfedni Skole tak, ze se pracuje s konkrétnimi Cisly v oboru cisel
pfirozenych, fada z nich se miize zobecnit na obor Cisel celych. Pfitom dikazy téchto vét
jsou pomérné jednoduché a Zaci, kteti maji zdjem o matematiku, je zpravidla vyzaduji.

Pfi feseni tloh s vyuzitim téchto vét se procvicuje zejména zakladni ucivo (zapis Cisla
Vv desitkové soustave, operace s prirozenymi €isly, prace s mocninami, jednoduché upravy
¢iselnych a algebraickych vyrazi aj.). Vhodnou formou se ilustruje moznost dokazovani
matematickych vét. Zaci se mohou seznamit s postupy a metodami ditkazti matematickych
vét, s vhodnymi algebraickymi tpravami, zvlastnimi obraty, jednoduchosti i vtipem, ktery
se u dikaza uplatiuje.

Ve $kolské matematice, zejména na zakladni $kole, vyuzivame induktivnich postupi,
zaci si mohou volit konkrétni Cisla a pozorovat vysledky operaci a postupti s nimi
provadénych. Ptiklady Casto ptinasSeji prekvapivé vysledky. Vhodnymi metodami prace je
systém ,,0d hry k dikazim®, kdy se ulohy formuluji jako hry s Cisly a postupné se
zobectiuji a dokazuji. Ulohy jsou vyhodné i pro diferencovanou praci, kdy Zaci, ktefi maji
mensi predpoklady pro studium matematiky, pracuji s konkrétnimi ¢isly, nadangjsi zaci
mohou pracovat v obecngjsi roving a zaci, kteti maji hlubsi zajem o matematiku, se mohou
seznamovat s formulaci matematickych vét a jejich dikazy.

Ulohy se mohou vyuZit i v ramci pregradualni piipravy budoucich ugiteltt matematiky,
kdy se ilustruji moznosti induktivnich a deduktivnich postupii pfi feSeni matematickych
uloh.

Nékolik zajimavych vét

Oznadeni: Symbolem abC budeme oznadovat trociferné &islo zapsané ciframi a, b, ¢, jeho
rozvinuty zapis je 100a + 10b + ¢. Sudé ¢islo se vyjadti zapisem 2K, liché Cislo zapisem
2k +1 nebo 2k 1.
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Nejprve uvadime jednoduché véty (bez ditkazu) tykajici se souctu nebo soucinu
piirozenych &isel, které Zzaci Snadno ovéid, napt.

e Soucet kazdych dvou lichych (sudych) cisel je Cislo sudé.

e Soucet libovolného sudého a libovolného lichého ¢isla je Cislo liché.
e Soucet dvou lichych, po sobé jdoucich ¢isel je vzdy délitelny ctyfmi.
e Soucin libovolnych dvou lichych cisel je ¢islo liché.

¢ Soucin libovolného sudého Cisla a libovolného lichého Cisla je ¢islo sudé.

Soucin libovolnych dvou sudych ¢isel je délitelny ctyfmi.

Déle uvadime né¢kolik zajimavych vét, v kterych dokazujeme nékteré vlastnosti
pfirozenych ¢isel. VétSina uvedenych vét plati i v oboru ¢isel celych. Ilustrujeme vhodné
obraty, které se mohou v diikazech vét vyuZzivat.

Véta 1: Dokazte, Ze rozdil libovolného trojciferného ¢isla a Cisla zapsaného opacnym
poradim cifer je vzdy délitelny Cisly 9 a 11.

Diikaz: Cisla zapi$me pomoci jejich rozvinutého zapisu:
(100a+10b+c)-(100c+10b+a)=99a-99c=9.11 (a—«c).

Modifikace ve Skolské matematice: Zvolte si libovolné trojciferné Cislo a zapiste Cislo
S opacnym potadim cCislic. Odectéte od vétsiho €isla ¢islo mensi. Cim je délitelny tento
rozdil?

Dalsi zajimava modifikace: Zvolte si trojciferné cislo tak, aby pocet stovek byl alespon
0 2 vétsi neZ pocet jednotek. Zapiste Cislo s opaénym poradim ¢Cislic a odeététe od vétsiho
Cisla ¢islo mensi. Rozdil je trojciferné ¢islo. Zapiste Cislo s opaénym poradim ¢islic a ob&
Cisla sectéte. Pokud jste spravné pocitali, vysledek je vzdy 1 089. Platnost tohto tvrzeni
oveéfime velmi jednoduse. Véta 1 uvadi vlastnost rozdilu dvou trojcifernych cCisel. Toto
Cislo je nasobkem Ccisla 99, cislo a — ¢ je rozdilem dvou jednocifernych ptirozenych ¢isel,
a to je tedy Cislo jednociferné. Nasobky cisla 99, které jsou trojcifernymi ¢isly jsou: 198,
297, 396, 495, 594, 693, 729, 891. Pokud je rozdilem dvou trojcifernych cisel nckteré
z nich a toto ¢islo secteme s ¢islem s opaénym potadim &islic, dostaneme &islo, u kterého
je soucet jednotek 9, soucet desitek je 90 + 90 = 180 a soucet stovek je 900. Tedy

900 + 180 + 9 = 1089.

Véta 2: Jestlize p je prvocislo vétsi nez 3, pak je vzdy jedno z Cisel p — 1, p + 1 délitelné
Sesti. Dokazte.
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Diikaz: Je tieba dokazat, Ze jedno z Gisel p — 1 nebo p + 1 je délitelné dvéma a zaroven
ttemi. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 3, pak ¢Cisla p— 1 ip + 1 jsou suda, tedy obé jsou
délitelna dvéma. Cisla p — 1, p, p + 1 jsou tii po sob& jdouci pfirozena ¢&isla, tedy jedno
z nich je délitelné tremi. Cislo p to neni, nebot’ je prvoéislo. Tedy je to nékteré z ¢isel p — 1
nebop + 1.

Modifikace ve Skolské matematice: Zvolte si libovolné prvocislo vétsi nez 3. VSimnéte si,
ze jeho ptedchiidce nebo jeho nésledovnik je délitelny Sesti.

Véta 3: Jsou dana Cisla a, b, Zadné z nich neni délitelné tiemi. Pak alespon jedno z Cisel
a+ bnebo a-Db je délitelné tremi.

Diikaz: Pokud ¢isla a, b nejsou délitelna tfemi, pak je mizeme vyjadtit ve tvaru
a=3x+1neboa=3x+2, b=3y+1nebob=3y+2.

a+b=3x+1+ 3y+2=3x+y+1)

a-b=3x+1-QBy+1)=3(x-yY)

Soucet je délitelny tfemi, jestlize ¢isla @, b jsou z ruznych zbytkovych t¥id, rozdil je
délitelny tfemi, jestlize ¢isla a, b jsou ze stejnych zbytkovych t¥id.

Véta 4: Dokazte, ze soucet Sesti trojcifernych Cisel zapsanych tymiz ciframi, avSak
V rizném poradi, je vzdy délitelny Cislem 222.

Diikaz: Trojciferna ¢isla zapiSeme pomoci rozvinutého zapisu:
100a+10b+c
100a+10c+b
100b+10a+c
100b+10c+a
100c+10a+b
100c+10b+a
Soucet téchto Cisel je 222 a + 222 b + 222 ¢ =222(a+ b +¢)

Modifikace ve Skolské matematice: Zvolte si tfi riiznd jednociferna ¢isla a pomoci nich
zapiste vSechna trojciferna Cisla (bez opakovani). VSechna tato Cisla seCtéte a souclet
vydélte souctem tii zvolenych jednocifernych cisel. Vzdy vyjde podil 222.

Véta 5: Dokazte, ze Sesticiferné &islo tvaruabcabce (vytvoiené z trojciferného &isla
zapsaného dvakrat za sebou) je vzdy délitelné ¢isy 7, 11, 13.

Diikaz: Sesticiferné &islo zapiseme pomoci jeho rozvinutého zapisu:
100 000a + 10 000b + 1 000c + 100a + 10b + ¢ = 100 100a + 10 010b + 1001 ¢ =
1001 (100a + 10b +¢) = 7. 11. 13 (100a + 10b + c).

Modifikace ve Skolské matematice: Zvolte si libovolné trojciferné Ccislo a zapiSte
Sesticiferné Cislo tak, ze trociferné Cislo zapiSete dvakrat za sebou. Toto ¢islo vydélte
sedmi, ziskany podil vydélte Cislem 11 a dalsi ziskany podil vyd¢lte ¢islem 13. Jaké Cislo
jste ziskali?
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Véta 6: Dokazte, ze jestlize trojciferné Cislo abc je délitelné cislem 37, pak kazdé cislo
bca nebo cab je délitelné ¢islem 37.

Diikaz: Cislo abc=100a + 10b + ¢ je nasobkem &isla 37, miizeme jej vyjadiit jako 37 k.

Cislo bca = 100b + 10c + a upravime tak, e a vyjadiime jako rozdil 1 000 a — 999a. Pak
100 b + 10 ¢ + 1 000 a — 999a = 10(100a + 10b + c) - 999 a = 37 k. 10 + 37 . 27a =
= 37(10k + 27a)

Cislo cab upravime analogicky:

100c + 10a + b = 100c + 10 000a — 9 990a + 1 000b — 999b = 10 000a + 1 000 b + 100c
—9999a — 999b = 100(100a + 10b + c) —999(10a + b) = 37k . 100 + 37 . 27(10a — b)=
= 37[100k +27(10a —b)].

Modifikace ve Skolské matematice: Vyberte si libovolny trojciferny nasobek cisla 37,

Z tohto nasobku (&islo abc) vytvoite nové &islo tak, Ze &islici, kterd je zapséana na misté

stovek, piesunete na misto jednotek (ziskate ¢islo bca ). Je toto &islo délitelné &islem 37?
Podobn¢ vytvoite z pivodniho nasobku nové Cislo tak, ze Cislici zapsanou na misté

jednotek premistite na misto stovek (ziskate ¢islo cab ). Je toto Cislo délitelné ¢islem 377
Véta 7: Dokazte, Ze soucet dvou po sob¢ jdoucich mocnin Cisla 2 je vzdy délitelny tiemi.
Dikaz: 2"+2"*'=2"+2.2"=2"(1+2)=3.2"

Véta 8: Dokazte, ze soucet tfi po sob& jdoucich mocnin Cisla 2 je vzdy délitelny sedmi.
Dikaz: 2"+ 2" 1+ 2" 2=2"+2 2" 22 2"=2"(1+2+4)=7.2"

Véta 9: Dokate, ze &islo 2'+ 22+2%+ ... +2'% je délitelné tfemi.

Dikaz: Vyraz upravime tak, ze vzdy ze dvou ¢lend vytkneme vhodnou (lichou) mocninu
;ﬂaz%;z% 4210 =M1+ )+ 221+ 2) + L+ 291 +2)=3 2N+ 28 + .. +2%).
Véta 10: Dokazte, 7e &islo 4'+4%+ ... +4' je dglitelné péti.

Diikaz: Vyuzijeme postupu dikazu véty 9.
A48+ 4O =41+ )+ LA+ )+ L+ 4L+ ) =58+ £+ L+ 4%)

Véta 11: Dokazte, ze kazdé ¢&islo tvaru 10" + 8 je pro kazdé pfirozené ¢&islo n je délitelné
¢islem 18.

Diikaz: Dokazeme, ze ¢islo 10" + 8 je délitelné dvéma a zaroven deviti. Tato ¢&isla jsou
tvaru 108, 1008, 1 0008, atd., maji na misté¢ jednotek 8, jsou tedy délitelna dvéma.
Ciferny soucet t&chto &isel je 1+ 8 =9, tedy &isla jsou délitelna deviti. Proto ¢&islo 10" + 8
je délitelné Cislem 18.
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Véta 12: Dokazte, Ze vyraz n*- n’ je délitelny ¢islem 4 pro kazdé piirozené n.

Dikaz: n*n?= n’(n®—1) = (n—1)n*(n + 1). Pokud n je sud¢, je n = 2k, pak
(2k — 1). 4K2.(2k + 1) = 4 K*(4k* — 1)

Pokud n je liché, je n = 2k + 1, pak 2k(2k + 1)%(2k + 2) = (4k* + 4k)(2k + 1)* =
= 4(k?* + K)(2k + 1)

Véta 13: Dokazte, Ze pro kazdé piirozené ¢islo n je n®— n délitené ¢islem 6.

Ditkaz: n®—n=n(n?-1) = (n—1)n(n +1),
Vyraz (n — 1)n(n + 1) je délitelny Sesti, nebot’ jsou to tfi po sobé jdouci ¢isla, z nichz
alespori jedno je délitelné dvéma a jedno z nich je dé€litelné tiemi.

Véta 14: Dokazte, Ze &islo n(n? - 7) je délitelné &islem 6 pro kazdé pfirozené n.

Diikaz: Upravou vyrazu obdrzime: n(n*-7) =n(n>*~1-6)=n [(n -D(n+1) - 6]=
=(-2Dn(n+1)-6n.
Vyraz (n—1)n(n + 1) je délitelny Sesti, viz Véta 13.

Véta 15: Dokazte, ze &islo n®+ 2n je pro viechna piirozena &isla n délitelné tremi.

Diikaz: VyuZijeme matematickou indukeci.

1. Pron=1je 1+ 2.1 =3 véta plati.

2. Predpokladame, Ze véta plati pro n = k a dokazeme, Ze platii pro k + 1.
(k+ 1%+ 2k + 1) = k®+ 3k% + 3k + 1 + 2k + 2 =(k* + 2k) + 3(k* + k + 1). Vyraz
(k* + 2K) je délitelny tiemi z piedpokladu, takze véta plati pro viechna n.

Véta 16: Dokazte, ze soucet tfetich mocnin tii po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel je vzdy
délitelny deviti.

Dikaz: Oznacme tfi po sob¢ jdouci ¢isla n—1,n,n+ 1.
Potom (n—1)*+n*+ (n+1)°=n*-3n°+3n+1+n’+n’+3n° +3n+ 1 =3(n° + 2n).
S vyuzitim Véty 15 je vyraz (n® + 2n) délitelny tfemi, tedy véta plati.

Véta 17: Dokazte, Ze &islo 21 déli &islo 4™+ 5™ pro kazdé p¥irozené n.

Diikaz: Vétu dokdaZzeme matematickou induked.

1. Pron=1je 4°+5'=21, tedy véta plati.

2. Predpokladame, Ze véta plati pro n=k pftirozené, dokazeme ze plati pron =k + 1.
4k+2 + 52k+l= 41 ] 4k+l +52 . 52k—1 - 4 . 4k+l + (4 + 21) ) 52k-l — 4(4k+l + 52k-1) + 21 52k-1.
Z vyuzitim piedpokladu, ze 21 d&li &islo (4! + 57, je véta dokézana.

Véta 18: Dokazte, ze &islo  2"2.3" + 5n — 4 je délitelné ¢islem 25 pro libovolné
ptirozené Cislo n.

Dukaz: Vétu dokdzeme matematickou indukci.
1. Pron=1je2% 3+5—4=25, véta plati.
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2. Piedpokladame , ze véta plati pro n = k, dokazeme vétu pro k + 1.
23 3y B(k+1)-4=2.22 3.3+ 5k+1=6.2%.3) + 30k — 25k + 25— 24 =
6 .(22. 3"+ 5k - 4) - 25k + 25. Vyraz .(22 . 3"+ 5k — 4) je délitelny &islem 25 na zakladg
predpokladu, tedy &islo 2"2.3" + 5n — 4 je délitelné &islem 25.
Véta 19: Jestlize n je sudé piirozené ¢&islo, pak ¢islo 3" + 63 je nasobkem ¢isla 72.

Diikaz: Jestlize n je sudé, je n = 2k. Pak 3% + 63 = 9 + 63 = 9~ 1 + 64. Cislo 9"+ 63 je
nasobkem ¢&isla 9, &islo 9 — 1 je nasobkem ¢isla 8, nebot’ je délitelné ¢islem (9 — 1). Tedy
¢islo 3" + 63 je nasobkem ¢&isel 8 a 9, tedy je nasobkem &isla 72.

Véta 20: Dokazte, e &islo 52" 2™% + 3™2 22! je pgsobkem &isla 19 pro kazdé
ptirozené n.

Ditkaz: 52", 22 4 312 2l — 5 52 9 oM 432 3" 2 22M=20.25" 2"+ 18.3". 4"
=20.50"+18.12" = (19 + 1). 50" + (19 — 1). 12" = 19(50" + 12") + 50" — 12",
Cislo 50" — 12" je nasobkem ¢&isla 19, nebot’ je délitelné ¢islem 50 — 12 =38 = 2. 19.
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IDEAL EXHAUSTIVENESS AND LIMIT THEOREMS FOR (/) -GROUP-
VALUED MEASURES

ANTONIO BOCCUTO, XENOFON DIMITRIOU

ABSTRACT. We present some results about existence and O -additivity of suitable limit
measures, taking values in (E) -groups, in the setting of ideal convergence. We use the concept
of ideal exhaustiveness and extend earlier results given in [2] in the real case.

KEey WORDS: (ﬂ) -group, ideal, ideal order convergence, ideal exhaustiveness, limit theorem.

1 Introduction

Limit theorems for (/)-group-valued measures with respect to ideal (or filter)

pointwise convergence have been studied e.g. in [4, 5, 6, 7]. In particular some versions of
Brooks-Jewett, Vitali-Hahn-Saks, Nikodym and Dieudonné-type theorems were given by
requiring some additional conditions on the limit measure.

In this paper we prove, under suitable hypotheses, some versions of limit theorems in
the context of (¢)-groups, by requiring the simple ideal order pointwise convergence of

the measure sequences, with respect to a common order sequence. In particular, in the case
of a sequence of measures defined on a separable o -algebra, we obtain some results on
existence and on o -additivity of the limit measure. We use the powerful tool of ideal
exhaustiveness, investigated in [8], and we extend some results proved in [2] for real-
valued measures.

2 Preliminaries

We recall the basic notions and concepts which will be useful in the sequel.
Definitions 2.1 Let R be a Dedekind complete (¢)-group. Then we have:

(@ R is said to be super Dedekind complete iff for any nonempty set Ac R,
bounded from above, there exists a countable subset A" < A, with sup A=supA”.

(b) A sequence (p,), of positive elements of R is called an (O) -sequence iff it is
decreasing and A, p, =0, where the symbol A denotes the lattice infimum. A sequence
(X,), in R issaid to be order-convergent (or (O) -convergent )to X € R iff there is an
(O) -sequence (p,), with the property that for each | €N there is n, e N with
| X, —X|< p, forevery n>n,, and in this case we write (O) lim,X, = X.

Remark 2.2 Observe that a sequence (x,), (O)-converges to X if and only if there is
an (O) -sequence (q,), with | X, —X|<q, forall ne N (see also [10]).
Definitions 2.3 (a) We say that (X,), is (O) -Cauchy iff there exists an (O) -sequence
(p,), with the property that for every | e N there is n, e N with | x, —X_, [< p, for every
nm>n,.
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(b) An ()-group R is said to be weakly o -distributive iff A (vZia,0)=0
whenever (a,,), isan (O) -sequence for each t e N..

Definitions 2.4 (see also [11]) (a) A family of sets Z < P(N) is called an ideal of N iff
AUB eZ whenever A/BeZ andforeach Ae€Z and Bc A weget BeZ . Anideal
is said to be non-trivial iff Z #& and Ne¢ Z. A non-trivial ideal Z is said to be
admissible iff it contains all singletons. Given an ideal Z of N, we call dual filter of 7
theset 7 = F(Z)={N\A:Aec1}.

(b) We say that an admissible ideal Z of N isa P -ideal iff for any sequence (A, );

in Z there are sets B; N, jeN: A;AB; isfinite forall jeN and U7, B; €7 .

Remark 2.5 Observe that the ideal Z, of all finite subsets of N and the ideal Z ; of all

subsets of N of asymptotic density zero are P -ideals. Other examples of P -ideals can be
found in [11].

Definitions 2.6 (a) Let Z be an admissible ideal of N . A sequence (X,), in R (OZ)-
converges to XeR iff there exists an (O)-sequence (o;), with
{neN|x, —x|<o,}eF forall | eN .

(b) We say that (x,), is (OZ)-Cauchy iff there exists an (O) -sequence (o), with
the property that for all 1eN there is a set A eZ: |X,—X,|<0, whenever
n,meN\A.

Note that (OZ ;) -convergence coincides with (O) -convergence (see also [4]).

The following result (see [1, Lemma 2.8]) allows us to replace countably many (O) -

sequences with one (O) -sequence.
Lemma 2.7 Let R be a super Dedekind complete and weakly o -distributive (¢)-group,
assume that {(r™), :k eN} is a countable family of (O) -sequences in R and let there
exista we R with | ! [<w for all n,k € N. Then there is an (O) -sequence (b;);: for
all j,k eN thereexists n=n(j,k)eN with r’ <b,.

We now turn to some notions and properties of (¢)-group valued measures. Let R be

a Dedekind complete (/) -group, G be any abstract nonempty set and ~ < P(G) be any
o -algebra.

Definitions 2.8 (a) A finitely additive bounded map x:% — R is said to be o - additive
on X iff for every disjoint sequence (H,), in = we get (O)lim.v()(v,H,)=0,
where V(1)(A) = Vg seal #(B) |, A€ X, denotes the semivariation of 1 .

(b) The measures x;:X —>R, jeN, are uniformly o -additive on X iff for each

disjoint sequence (H ), in = we get (O)lim,[v;Vv(x;)(VZ, H)]=0.
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(c) We say that the measures x; : X —> R, J € N, are equibounded on X iff there is a

we R with | g;(A)[<w forall jeN and AcX.

(d) If A is a o -additive non-negative real-valued measure defined on ¥ and
A, BeX, thenthe A-distance between A and B is defined by d, (A, B):= A(AAB),

where A denotes the symmetric difference. It is well-known (see [9]) that (X,d,) is a

complete pseudometric space on which the operations of union, intersection and
complement are continuous.

Let Z be any fixed admissible ideal of N. We now recall the notions of Z -
exhaustiveness (see also [8]).

Definitions 2.9 (a) A sequence g, :~ —> R, neN is called Z -exhaustive at E e X iff
there exists an (O) -sequence (o), (depending on E): for each | eN there exist & >0
and AeZ (depending on | and E) with |z, (E)—u,(F)|<o, whenever
d,(E,F)<¢ and ne N\ A. The sequence (z,), is said to be Z -exhaustive on X iff

itis Z -exhaustive at E forall Ee€X.
(b) The sequence (z,), is globally 7 -exhaustive on X iff there is an (O) -sequence

(0,),: forany 1eN and Ee€X thereare 6 >0 and AeZ (dependingon | and E)
with | 2, (E) — 1, (F) < o, forall F eX with d,(E,F)<J and neN\A.

(c) We say that (g,), is uniformly Z -exhaustive on X iff there is an (O) -sequence
(0,),: for every 1eN there exist 6 >0 and AeZ (depending only on I) with
| 11, (E)— w1, (F)|£ o, forall E,F €X with d,(E,F) <¢ and forany neN\A.

(d) A sequence (1), is called exhaustive at E (exhaustive, globally exhaustive,
uniformly exhaustive on X ) iff it is Z
A

-exhaustive at E (Z,,, -exhaustive, globally

fin fin

-exhaustive, uniformly Z . -exhaustive on X ) respectively.

fin fin

3 The main results

We recall the following result ([7, Proposition 3.4]), which will be useful in the
sequel.

Proposition 3.1 Let R be any Dedekind complete (¢)-group, (x;;);; be a double

sequence in R, Z be any P-ideal, F be its dual filter, and suppose that

(OZ)limi%;; =x; for every jeN. Then there is a set B,eZF with

(O) Iimh—>+oo,heBO Xh,j = Xj for all J eN.
Remark 3.2 Observe that, if the limits in the hypothesis of Proposition 3.1 exist with
respect to a common (O) -sequence, then also the limits in the thesis can be taken with

respect to a same (O) -sequence (see also [4]).
We now give some theorems about existence and properties of the limit measure with
respect to (OZ)-convergence in the context of (/) -groups, extending results proved in [2]

in the case R =R . We begin with the following
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Theorem 3.3 Let Z be any admissible ideal of N and assume that there exists a
countable dense subset B:={F;:jeN} of (Z,d;). Let («,), be a globally 7-

exhaustive sequence of measures with (OZ) limu, (F;) = u(F;) for all jeN and for
some set function x:B — R, with respect to a common (O) -sequence. Then x has a
finitely additive extension 4, : X — R with (OZ)lim.x, (E) = 14, (E) for all E€ X and
with respect to a same (O) -sequence.
Proof : Let (z,), be an (O) -sequence related with global Z -exhaustiveness, and choose
arbitrarily Ee€X. Then for each |eN there exist 6>0 and CeZ with
| 14,(E)—u,(F)|< 7, for every F eX with d,(E,F)<d and neN\C. Pick ]eN
with d, (E, Fi) <0 . By the Cauchy criterion (see also [4, Proposition 2.14]) there is an
(O)-sequence (o;),: for all j, leN there is a set CPeZ with
| 14 (F;) — 11, (F;) I< o whenever k,n eN\C{. In particular we get

|14 (E)— 14, (E) <] 4 (E) — 14, (F)) | +| 14, (F)) — 11, (F,) | +

11 (F) ~ 11, (E) I 27, +
whenever k, neN\(C uCla)) . Thanks to the Cauchy criterion, this proves the existence
of amap z,:X— R, extending x, with the property that (OZ)lim.x,(E) = 14, (E)
with respect to a common (O) -sequence, independent of E. It is easy to see that s, is

finitely additive. [
This result is a sufficient condition for existence and o -additivity of the limit measure.

Theorem 3.4 Let (Z,d,) be separable, B={F;: j €N} be as in Theorem 3.3 and Z
be a P -ideal. If ()
measures and (OZ) limnx,(F;) =: u(F;) for all j e N with respect to a common (O) -

is a uniformly Z -exhaustive sequence of equibounded, o -additive

n

sequence, then there are a set M, cN : N\M, € 7 and a o -additive extension g, of
1, defined on X ,with (O)IimneMOﬂn(E) = 14, (E) for all E € X with respect to a same
(O) -sequence.

Proof: Let F be the dual filter of Z . By uniform Z -exhaustiveness of (z,), we get the
existence of an (O) -sequence (o;); : for every jeN there are a §; >0 and a set
A e with |, (E)—u,(F)I<o; whenever E,FeX with d,(E,F)<d; and
n¢ Aj . Forevery jeN, set M'j =N\ Aj .Since Z isa P -ideal, in correspondence with
the sequence (M'j)j there exists a sequence (M), of subsets of N: MjAM'J. is finite
forall jeN and "\M;eF . Let M:==n;M; and Z;:=M \M'j for all j. Note that
Z,cM; \M'j is finite for every jeN. Thus for all jeN we get
| 14,(E) = 1, (F)[<o; whenever E,FeX with d,(E,F)<d; and neM\Z,.
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Moreover, thanks to Proposition 3.1 and Remark 3.2, there are an (O) -sequence (), and
aset ByeF :forevery j, | eN there exists ne By : |, (F;)—u(F;) |< b, whenever

n>n, ne B,: without loss of generality we can choose ne B,"M . Let
M, =B, "M . Note that M, € F, the sequence (), is uniformly 7 -exhaustive
and even globally Z'g, -exhaustive too, and (O) limnewm, £, (F;) = 2(F;) with respect to a

common (O) -sequence. From this and Theorem 3.3 used with (,un)neMo and Z . there

fin
exists a finitely additive extension gz, of u, defined on X, with
(O) |imn€M0,un(E) = 1,(E) for each E X and with respect to a same (O) -sequence
(independent of E). So, M, is the requested set. This proves the first part of the assertion.

Finally, since the measures y,, ne M, are equibounded, o -additive and pointwise
convergent on X to a set function g, with respect to a same (O) -sequence, then by [3,

Theorem 3.6] they are uniformly o -additive, and hence g, is o -additive. [

We now prove a theorem on the existence of the order ideal limit measure without
requiring ideal exhaustiveness.

Theorem 3.5 Let R be a super Dedekind complete and weakly o -distributive (¢)-
group, A be an algebra of sets generating £ and x,:X — R, neN, be a sequence of
equibounded, uniformly o -additive measures with the property that (OZ)lim.z, (E)
existsin R foreach E € A. Then (OZ) lim,(E) existsin R forall E€X.

Proof: Let A:={E €X:(OZ)lim,x,(E) exists in R}. By hypothesis, A c A. If we

show that A is a monotone class, then A = A and the result will be proved.
Let (E, ), be a monotone sequence of elements of A with [im,E, = E in the set-

theoretic sense. Since E, € A for all m, then the equibounded sequence (z,(E.,)), is
(OT)-Cauchy, then for any meN there exists an (O)-sequence (™), : for all
ILmeN there is an element C, eZ with |, (E,)— 1, (E,)I<o™ whenever
p,q¢C,,,. Since the w,'s are equibounded, the family {o™ : I, meN} satisfies the
hypotheses of Lemma 2.7. By Lemma 2.7 there is an (O) -sequence (z,), : to every
s,meN there corresponds | e N with o™ <z_. So it follows that for every s,meN
there exists a set C; . € Z with | 1, (E,) — 14, (E,) [z, forall p,q¢C,,. Moreover,
since (), isuniformly o -additive, there exists an (O) -sequence (r,),: to each se N
there corresponds an integer m with | 12,(E-) — 1, (E) |< 7, for all neN. Thus for all
p,q ¢ Cs,a we get:

| 14, (B) = 14, () <] 11, (B) — 4 () |+ 12, (B) — 4 (E) | +

+| 14y (B ) — 44, (E) € 27, + 7.
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So the sequence (,(E)), is (OZ)-Cauchy, and thus the limit (OZ) limn, (E) exists in
R (see also [4]). Thanks to arbitrariness of E € X, we get the assertion. [
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VYUZITIE SKALARNEHO SUCINU VEKTOROV NA FORMOVANIE
A UPEVNOVANIE ARGUMENTACNYCH ZRUCNOSTI ZIAKOV

VIERA CERNANOVA

ABSTRACT. We present some particularities of teaching vectors, scalar product and analytic
geometry at French — Slovak bilingual high schools. The argumentative part of such
methods is highlighted.

Uvod

Genialnu myslienku prepojit’ aritmetiku a geometriu, ktord znamenala prelom
v novodobych dejinach matematiky, pripisujeme francizskemu matematikovi a filozofovi
René Descartovi (1596-1650) ([4], str. 396 a nasledujuce). Tlmo¢nikom sa stala analyticka
geometria.

Geometria je krasna, no zaroven narocna, geometrické dokazové tlohy patria medzi
najt'azsie v stredoskolskej matematike. Analyticka geometria vnasa do tejto problematiky
akusi l'ahkost” a vzdusnost’, pre niekoho mozno az vSednost’: vytvara prostredie, v ktorom
sa pracuje s geometrickymi pojmami, no ulohy st rieSené algebrickymi metodami. Tu
chceme zdoraznit, Ze napriek relativnej jednoduchosti ponuka aj analyticka geometria
vynikajice nastroje na dokazovanie. A prave vdaka tejto jednoduchosti su dokazové
techniky zvladnutel'né Sirokou skupinou ziakov.

Analyticka geometria sa ukazala byt vhodnou aj pre pojem vektor a d’alSie pojmy,
ktoré s nim suvisia. V prispevku priblizime sposob, akym sme vyucovali niektoré Casti
uciva o skalarnom sucine vo francuzsko-slovenskych bilingvalnych triedach na Gymnaziu
Metodova v Bratislave. Osobitostou tohto spdsobu je doraz kladeny na argumentaciu.

Analyticka geometria a vektory v bilingvalnych francuzsko-slovenskych triedach

V tychto triedach sa matematika vyucuje Spirdlovym spésobom. Takéto vyuCovanie
umoziuje hlbsie zakorenenie pojmov, vztahov a suvislosti medzi pojmami vo vedomi
ziakov a posiliuje schopnost’ ich aktivacie v opera¢nej Casti paméte. Vd’aka Spiralovému
usporiadaniu uc¢iva ma ucitel’ istu vol'nost’ pri zarad’ovani jednotlivych tematickych celkov
v ramci konkrétneho ro¢nika. Pre podrobnejsie informacie odpora¢ame napr. [2].

Vo Franclzsku sa ziaci prvykrat stretavaju s pojmom vektor uz na zakladnej Skole
(collége) a nasledne v kazdom ro¢niku gymnazia. V bilingvalnych triedach je to kazdy rok,
niekedy viackrat v jednom rocniku. Vo fyzike sa pracuje s vektormi uz na zaciatku prvého
ro¢nika, preto je vhodné preberat’ prvy blok uciva o vektoroch v matematike ako uplne
prvy tematicky celok. Ma rozsah asi 10 vyucovacich hodin, jeho obsahom sti:

1) definicia vektora, suCet vektorov, ndsobenie vektora skaldrom, nulovy vektor,

opacné vektory, rovnobeznik;

2) V pravouhlej stradnicovej ststave: stradnice vektora, vetky pojmy z 1) a d’alej:
rovnobeznik a rieSenie vektorovych rovnic, dizka vektora, trojuholnik, sturadnice
stredu usecCky, suradnice taziska v trojuholniku.

V druhom polroku 1. ro¢nika sa o. i. prebera rovnica priamky, rovnobeznost’, kolmost’
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a Vv inom bloku linearne funkcie. Vektory sa tu sice nespominaju, ale v d’alSich ro¢nikoch
sa ziskané poznatky prepajaju s poznatkami o vektoroch.

V druhom ro¢niku je v kazdom polroku zaradeny blok uciva venovany vektorom.
Zalezi iba od ucitel’a, Ci preberie kazdy z nich suvisle alebo v niekol’kych etapach. Blok
prvého polroku je kvoli svojej abstraktnosti mimoriadne naro¢ny, je totiZ venovany
vektorovej aritmetike bez pouzitia siradnic. PrinaSa pojmy kolinearnost’ bodov, linearna
zavislost’ vektorov, vektorové rovnice rovnobeznika, stredu usecky, t'aziska. Dominantnou
technikou je rieSenie vektorovych rovnic. Druhy blok druhého rocnika, ktory je venovany
vektorom, aplikuje metody analytickej geometrie v rovine na vsetky doteraz zname pojmy.
Bez dokazu, len na zéklade pozorovania, je mozné prijat’ i siradnice kolmych vektorov.
Novinkou je rovnica kruZznice ako mnoziny bodov rovnako vzdialenych od daného
pevného bodu a napokon analytické vyjadrenie niektorych zobrazeni v rovine: posunutie,
stredova sumernost, v niektorych Specialnych pripadoch aj osova sumernost’.

To je teda obsah a ¢asové rozlozenie uéiva, ktoré sa prebera pred uvedenim pojmu
skalarny sucin. Ten je zaradeny v osnovach treticho ro¢nika. Vo fyzike sa v tom istom
ro¢niku prebera prdaca sily, ktora ma so skalarnym suc¢inom priamy suvis. Podl'a okolnosti
sme niekedy stihli prebrat’ na hodinach matematiky aspon uvod do skaldrneho sucinu skor,
nez bol potrebny na fyzike. Inokedy to nebolo mozné a skaldrny sucin prisiel na rad, ked’
uz bola praca sily na fyzike prebrand. V oboch pripadoch sa vSak dalo vytazit' zo
vzniknutej situacie: v prvom z nich matematika vytvarala terén pre fyziku, v druhom zasa
matematika profitovala z toho, s ¢im sa uz ziaci stretli na fyzike, a pomahala im vsadit’
prislusné poznatky do novych matematickych pojmov a suvislosti.

Vo Stvrtom ro¢niku je v osnovach matematiky opdtovny navrat k vektorom, a sice
v prostredi analytickej geometrie v trojrozmernom priestore. Do repertoara nastrojov
pribudne vektorovy sucin. Upeviiuju a rozsiruju sa dovtedajsie poznatky, vyskytnil sa nové
priklady vyuzitia skaldrneho sG&inu. Ziaci ho spontinne pouZivaja pri rieSeni tuloh.
Mozaika vedomosti sa stale rychlejsie dopiiia, vytvaraju a upeviiuju sa d’alsie suvislosti.

Logické zapisy a ich vplyv na trovei argumentacie

Jednym z dolezitych cielov matematiky ako $kolského predmetu je naucit ziakov
spravne logicky uvazovat a argumentovat. Uloha uéitela je tu podstatna [3]: ,....ak je
ucitel presvedceny o doleZitosti dokazu a argumentdcie, vyuziva tieto pri rieSeni uloh, su aj
jeho Ziaci vedeni k zdovodnovaniu svojho postupu, k validacii vyslovenych hypotéz
a k chapaniu dokazu ako nevyhnutnej sucasti pravdivosti tvrdenia. Naopak, ak ucitel
povazuje dokaz za zbytocnu zataz ziakov a nepodstatny prvok pre vyucovanie, ak pri
rieSeni ulohy zdoraziuje skor osvojenie si algoritmu spravneho rieSenia, tak aj pristup
Ziakov bude jemu podobny. *

Ucitel mdze u svojich ziakov budovat’ logické myslenie a schopnost’ argumentovat’
nielen pri precvicovani dokazovych technik v tzv. dokazovych ulohach. Je vhodné
vytvarat’ priestor pre argumentaciu pri rieSeni r6znorodych tloh, a to zo vSetkych oblasti
matematiky. Systematicky doraz kladeny na argumentaciu pri rieSeni loh pomdze ziakom
prejst’ od pristupu ,,ako* k pristupu ,,preco®.

V bilingvalnych franctuzsko-slovenskych osnovach matematiky nie je vyrokova logika
samostatnym tematickym celkom. Na druhej strane, argumenticia a zdoévodhovanie
opodstatnenosti postupu rieSenia sa vyzaduju dokonca i v pomerne jednoduchych tilohach.
Od ucitel’a sa teda oCakava, Zze bude vytvarat' a vyuzivat’ vhodné situacie na formovanie
logického myslenia ziakov. Takto sa buduje, utvrdzuje a precvicuje spravna formulacia
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s pouzitim logickych spojok, negacii a kvantifikovania (nie nevyhnutne pomocou
kvantifikatorov). Pri rieSeni uloh, a to nielen dokazovych, sa Casto pouzivaju implikacie
alebo ekvivalencie, pricom sa zdoéraziuje ich miesto v argumentacii.

V nasledujtcej Casti uvadzame tri modelové tlohy ,,ako uSité* na pouzitie skalarneho
sucinu. Vyuziva sa v nich ekvivalencia medzi kolmostou vektorov a nulovou hodnotou
skalarneho sucinu tychto vektorov. RieSenia st zapisané spdsobom, ktory zdoraziuje
ekvivalentnost’ jednotlivych krokov resp. tvrdeni. Podobné zapisy sme vyzadovali aj
Vv rieSeniach Ziakov. Spociatku s obavami, Ze to bude viest’ k formalizmu. S uspokojenim
vsak mozeme konStatovat, Ze Ziaci s priemernym az nadpriemernym matematicko-
logickym uvazovanim si pouzivanie ekvivalencii hravo osvojili. NavySe, pomahalo im
pri vytvarani suvislosti namiesto memorovania postupov. Zaroven sa stalo dolezitym
prostriedkom pri pestovani a cibreni spravnej argumentacie na pomerne vysokej tirovni.

Vseobecna rovnica priamky

Priamka p prechadza bodom A[xg 4] a nenulovy vektor n{a b) je na fiu kolmy.
Odvod’me rovnicu tejto priamky.

Riesenie: .

Ozna¢me M[x, ¥] Pubovolny bod v rovine, mame AM = (x — x4, 7 — ¥4).

Plati: M[x,v] € p@ﬁ IneAM - ni=0a(x —xg)ra+{y—vy)-b=0,

tize Mlx,ylEpeax+ by—ax,— by, =0.

Posledné dve rovnice su rovnicami priamKy p, pricom rovnica ax + by —ax,— by, =0
ma tvar ax + by + ¢ = 0. (1)
Zistili sme toto: bod M roviny leZi na priamke p prave vtedy, ked jeho stiradnice spiiiaju
rovnicu (1). Plati to pre vSetky typy priamok: horizontalne, zvislé aj Sikmé. Preto budeme
rovnicu (1) nazyvat’ vSeobecnda rovnica priamky. o

Rovnica vysSky v trojuholniku

Je dany trojuholnik s vrcholmi A[x4,v4], Blx g vg], Clxz,vc]. Odvodme rovnicu vysky v
na stranu AE.

Pozndmka: Vdaka vedomostiam zniz§ich ro¢nikov su ziaci vyzbrojeni dostato¢nymi
kompetenciami vyrieSit' takuto ulohu. Ich sp6sob je vSak pomerne tazkopadny.
V skutoc¢nosti pouzivaju ,,prirodzeny postup®, ktory kopiruje postup konstrukcie vysky v~
Vv trojuholniku AEC, pritom ale uplatiiuji metody analytickej geometrie. Pradve preto je
vhodné venovat’ Cast’ vyu¢ovacej hodiny tomu, aby Ziaci hl'adali rovnicu samostatne resp.
Vo dvojiciach. Ucitel’ by nemal podl'ahnut’ obavam, Ze to bude strateny ¢as. Opak je totiz
pravdou: na zaklade vlastnej skiisenosti s tazkopadnostou svojho postupu dokazu ziaci
ocenit’ vyhody nového spdsobu rieSenia, kde sa pouziva skalarny st¢in, a s motivovani
osvojit’ si ho.

RieSenie: .

Mame AB = (x5 —x4,Vs — Va) a CM = (x — x¢,¥ — ¥c), kde M[x, ¥] je l'ubovolny bod
V rovine. e

Plati: Mlx,y] v, CM L ABS CM- AB=0

Mlx,yl eve e (x—xc)- (kg —x2) + b —vc)- g —ya) =0
M[x, }"] Evpe=>x- ":XB - XA} +y- (}’B - }'}1} - xr:":xa - XAJ' —yelys—ya) =0,
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Toto uz je rovnica priamky v-vVtvare ax + by +c=0,kde a = x5 —x4.,b = v —v4,
c=—xclxg —x4) —yc(ve —va) - "

Rovnica kruZnice s priemerom AB

Odvod'te rovnicu kruznice k s priemerom AB, pri¢om A[x 4, v, Blx 5 vsl.

RieSenie:

Body kruznice k su bodmi Talesovej kruznlce s priemerom ABE, teda plati:
Mlx,y] € k =AM LBM < AM -BM = 0

Mlx,yl€ kea(x —xpy)- (xg—x) + (y — ) - (2 —ya) = 0 2)
Sturadnice kazdého bodu kruznice k splhaji rovnicu (2) a naopak, ak je (2) splnena pre
nejakt dvojicu (x,v), tak bod P[x,y] nutne lezi na kruZnici k. Preto je rovnica (2)
hl'adanou rovnicou. o
Pozndmka: Mnohi Studenti su prekvapeni, Ze rovnica kruznice nemusi byt v Ziadnom
Z tvarov, ktoré predtym poznali. Vo svojich rieSeniach zvyc€ajne pokracuju v upravach, az
kym nedostanu tvar (x —x5)®+ (¥ —vs)? =72 kde S[xs,vs] je stred a r polomer
kruznice k.

Ziacke rieSenia tiloh

Postrehli sme, Ze ziaci sa prostrednictvom ,barlicky”, ktorou je formalny zapis
ekvivalencie, pomerne rychlo naudia argumentovat (zdoraznit kIi¢ové informacie
a vztahy a opierat’ sa o ne). RieSenia ziakov byvaju Casto sprevadzané nacrtmi, na tomto
mieste sa ale uspokojime iba s vypoc€tami a Upravami. Uvedené rieSenia sme vybrali kvoli
elegancii a nadhladu, s ktorymi autori podciarkli tlohu vstupnych tdajov pri zvolenej
metdde, a tiez kvoli spravnemu pouzitiu ekvivalencie.

Uloha 1

N4jdite rovnicu osi usecky AE, kde 4[3; —7], B[—1;4].

Riesenie:

Os g usecky AE je na AE kolma a prechddza jej stredom 5, priCom
5= x,:,+xg; _‘;;,+_‘,;g] _ [3—1r —?+4] [1 1,5]-

- -

r r

M[x,y] € g SM L AB
©S5M- AB =0
=X —x5) - (xg —x) + oy —ys)(vg— ) =0
=sx—-1)-(-4+(—-15-11=0
=—4x+11ly+4-165=10
Os tsecky AE ma rovnicu —4x + 11y — 12,5 = 0.

r s

Uloha 2

N4jdite rovnicu gulovej plochy ¥ s priemerom AB, kde A[3; —7; 0], B[—1; 5;4].
Riesenie 1:

Podobne ako pri Talesovej kruznici, aj tu mame pravé uhly:
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Mlx, v, z] Eyc}ﬁ_ﬁi’
©AM - BM=0
ﬁ{x—xﬂ}-(x—x3}+ (}’_}'}1}'(}’_}’B}+(2—ZA}'(Z_EB}= 0
Sx-3)-x+1)+G+7-y-5+z-(z—4)=0
Gulova plocha ¥ ma rovnicu (x —3) - (x + 1)+ (¥ + 7)- (v =5) +z-(z —4) = 0.

Zaver

Na rieseni niekol’kych uloh sme ilustrovali, ako je mozné vyuzit suvislost’ medzi
kolmost'ou vektorov a nulovou hodnotou skalarneho sucinu nielen pri samotnom hl'adani
rovnic kriviek a ploch, ale tiez na budovanie a posiliiovanie argumentacnych kompetencii
u ziakov strednych s§kol. Prostredie analytickej geometrie teda nepochybne poskytuje
moznosti formovat’ a upevinovat’ logické myslenie ziakov a ich schopnost’ argumentovat’.

Zial', v aktudlnych osnovach matematiky pre gymnazia ISCED 3a nezostalo pre vektor
miesto a analyticka geometria je v cielovych poziadavkach [5] znaéne okliestena. Napriek
tomu verime, ze riaditelia gymnazii vyclenia v ramci volitelnych predmetov dostatocny
priestor pre vyucovanie matematiky a ucitelia budi nad’alej ucit’ aj analyticku geometriu.
Ato i preto, Ze linearna algebra a vektorovy pocet, ktoré v bakalarskom $tadiu nadvézuju
na analytickli geometriu, maju rozsiahle vyuzitie v matematickych, informatickych
i fyzikalnych odboroch ako i vo viéSine odborov prirodovedného, technického C¢i
ekonomického zamerania.
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CzAPLINSKI ADAM, MAJOR JOANNA, MAJOR MACIE]

ABSTRACT. The theme of this paper are selected issues concerning the pupils work on
nonstandard mathematical tasks.

The essence of mathematics, understood as a field of human activity is to solve a task.
Mathematics is seen here as a science, which developed in the course of working on tasks,
subjectively new definitions and theorems. The same mathematical concepts are
constructed. In the course of defining terms, formulating and proving theorems about them
appears a guestion: What is something like? This is a somewhat static view of mathematics.
At the same time you can ask yourself: How is it done? The second one, a dynamic
perspective on notions and mathematical reasoning, is often combined with an algorithmic
approach to solving tasks and mathematical problems.

In the mathematics we should distinguish two aspects: algorithmic and conceptual.
Both aspects seem to be equally important in teaching mathematics. The first is associated
with having clear procedures leading with 100% certainty to achieving a specific result, the
second is a heuristic.

Conceptual presentation characterize the attitude of mind solving a certain problem on
the global orientation in a situation on operating a notion as a whole, without a tendency
to breaking it into elements. It is typical to search for some interpretation, a picture, there
occur attempts to present a studied situation in a certain model (Filip, Rams, 2000).

The theme of this paper are selected issues concerning pupils’ work on nonstandard
mathematical tasks. Pupils were placed in an untypical situation for them. It was
suggested that they would work on tasks that mathematical layer was associated with
Pigeonhole principle. Both the content itself and the application of the rule are not covered
in the school curriculum.

Topics of tasks and their solutions in the mathematical layer were connected with the
intuitive use by school students of that principle. Pigeonhole principle was the basis for
designing tasks that reveal interesting facts about the students work on mathematical tasks.
So it was interesting for us to see what methods of solving pupils chose and what argument
they opted for measures in situations in which they couldn’t solve the tasks in an
algorithmic way. Research method was an analysis of written pupils’ work. The study was
conducted in the 2009/2010 school year in three high school classes (2 class). Pupils of
two classes attended school in Staszéw, other pupils learnt in Krakoéw. A total of 60 pupils
participated in the study. Pupils attained average results in science. The questionnaire
research consisted of eight math problems. In this paper we present and discuss selected
ones. Here are the selected three tasks.

1. Eight people got into a lift in a 6 floor block. Is it possible that each of the

passengers get off a different floor?

2. A group of 10 people greeted shaking hands. Are in this group of people at least
two people who shook hand with the same number of people? Explain your
answer.

3. In one classroom there are 40 students. Are among them four pupils celebrating
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birthdays in the same month? Explain your answer.
Last task of the questionnaire was:
4. Formulate principle that allowed you to solve each task.

Its aim was to inspire pupils to reflect on solutions to the previous tasks.

Analyzing the solutions of the first task it must be noted that 20 pupils did not attempt to
solve the problem. Many pupils (7 respondents) indicated that the answer to the question
formulated in the content of the task was yes. Pupils gave additional conditions that were
not included in the content of the task, such as one person got off on the ground floor and
one on the roof. Of course, with such assumptions, although they are contrary to reality,
the given answer is correct. Some respondents answered that the situation described in the
text of the task couldn’t happen, because there are fewer floors than people (12 people)
or there are more people than the floors (11 people). It should be mentioned that only one
person gave the correct answer, based on the figure, the solution of a task .

Some respondents gave answers indicating a negligence in the process of solving tasks
of certain conditions set out in the contents of tasks:

e Yes, the situation is possible, they 2 persons will get off at the same time,

e 10-8=2, 2 people can get off on the same floor®,

e it can happen then get off the lift and in the lift two people will be left°.

Analyzing the solution of task 2 it must be noted that the eight respondents reported
the answer ‘yes’ or ‘no’ without a justification. The study revealed that many pupils (25
people) rely on not mentioned assumption in the task that each person greats remaining 9
people. Here is an example statement of a pupil: Yes, because everyone shakes hands with
everyone except himself, that is greets nine persons. However, in four works a following
statement is given: If everyone shakes hand with everyone, everyone will shake hands
with 9 people. The application in the form of a conditional expression may indicate that
respondents notice the fact that additional assumption in the body was not formulated.
Those pupils obtained a partial solution to the task. It is worth paying attention to the dual
interpretation of the respondents’ content tasks. Approximately 40% of the respondents
stated that if anyone shakes hands with 9 people so in particular they greet 2 people.
Remaining people think differently - if someone greets 9 people, they don’t greet 2
people.

Some respondents participating in research concluded from this fact that person A
greets person B so A and B have the same number of friends.

Here is what one of the pupils wrote: If two people are greeted, they have the same
number of friends.

Often, the procedure performed by the respondents was to perform operations
10:2=5, and then conclude that 5 people shook hand with the same number of people.
One can assume that these 7 students tried to ,,at all costs" use numerical data included in
the content of the task. These people tried to execute an operation on numbers that
appeared in the content of the task and close the solution of the problem within the
framework of the algorithm: Perform actions on numbers occurring in the contented the
task and give an answer to the question included in the content of the task. There was also

"Examined wrote numbers of floors and indicated (with arrows), "the deployment" of people (marked by dots)
on each floor.

®The solution given by 8 people.

®The solution given by one person.
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a solution in which the question is: Are in this group at least two people who shook hands
with the same number of people identified with the question: Are in this group of people at
least two people who shook hands with the same person. In one solution, the information
appears: The situation of the task is possible if someone forgets who one greeted.

It is also worth noting wrong reasoning of two persons, who indicated that the situation
described in the content of the task couldn’t happen. Pupils argued the answer in the
following way: it cannot happen that someone will greet 10 people, because he would
greet himself. It can be assumed that respondents concluded that the task had a condition
where the number of people was identical with the number of handshakes made by one
person.

In the case of this task one solution occurred, in which the examined presented a
reasoning, which used the Pigeonhole principle. Here is the solution.
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Referring to the solutions of task 3 it should be noted that very many people gave the

following answer: No, because there would have to be 48 people in the class. The vast

majority of remaining answers shows the developed probabilistic thinking in students.

Here are the statements of the respondents.

e This is possible because it might happen that we were all born in the same month,
and maybe, for example 40 people in January, etc.;

e Yes, because in the world there are a lot of people, lots of classes, and 365 days a
year and 12 months, so sooner or later it will happen that in a grup of 40 persons
there are students who were born in the same month;

e | think that with so many pupils more birthdays in the classroom may happen;

e Yes, in each class there may be as many as 15 people having birthday in the same
month;

e This is a stupid question, because we do not know the dates of birth, and yet in one
month up to 40 people could be born ;

e Itisimpossible to calculate, because everyone can be born in the same month;

e |tis possible but not certain;

e Everything is possible.

These statements show that respondents notice the fact that under identical conditions

different phenomena may occur. In other words, their statements show non-deterministic
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perception of reality. Simultaneously, studies reveal the difficulties of lack of
understanding of the situation in the task. Some students interpreted the conditions in task
as if they were about the fact that 4 people were born in the same established month.

Quite a large group of people at work on task 3 made mathematical operations such as:

12 =30% ; 12100 — 1200 - 12100% — 3004 ; Yes, 40:12=36 r4; 5-40=2=3%
and this completed the task. Only about 10% of them tried to interpret the result. Here are
the examples of pupils’ answers.

e Yes, | think, that among these 40 people four persons have birthday in the same

month. We have 12 months 40:12 =35 =33 resulted in more than 3, so in one

month, four people were born;

o Not because the 36 remaining 4, so only 3 people were born in the same month.

The solutions presented by this group pupils show that people inextricably link the
performance of tasks certain operations on numbers occurring in the content the task. The
argument behind this rationale is the fact that about 90% of the students when working on
other tasks acted similarly.

It is also worth noting that in the case of solutions of this task statements appeared to
indicate the intuitive use by the respondents Pigeonhole principle. Here are the statements.

e Yes, it may be because 12 months -3=36 months 40—36 =4. If the class counts

3 students who were born in every month, there will be 4 students who were born
from January to April.

e Yes, because there are not many months to a maximum of 3 where each had a

birthday.

e Yes, because there are much more than 36 pupils, so it means that there must be

at least 4 students who celebrate birthdays in the same month.

In conclusion the research revealed a lot of different interpretations of the contents of
tasks, both for the semantic layer and mathematical one. The variety of tasks in the
semantic layer, the tasks associated with content describing the situations of the
surrounding reality and the world of mathematics, influenced negatively on the
respondents noticing the similarity of tasks with regard to their mathematical layer. Many
respondents (19 people) did not attempt to solve the last task of the questionnaire study,
moreover 5 people reported answer; I don’t know. 11 people said, there is no such rule. It
is also worth mentioning the statements of the respondents which, although not related to
the tasks of the questionnaire study, characterized the work of all mathematical tasks:

o to solve the tasks where you need to think (one person);

o think logically and take everything in mind (two persons);

e use you own knowledge and skills (one person ).

Respondents attempting to address the common structure of mathematical tasks
indicated the following relationships:

o use of formulas for division, multiplication, addition (8 persons);

e Put the balls into boxes in one boxthere will be at least 2 balls (1 person).

It is worth noting that one of the respondents knew the meaning of the Pigeonhole
principle. The results also indicate to the vast majority of low skills in the skills of the
tested including one trick mind situation described in the text of the task, and so the ability
to conduct conceptual reasoning.

The results indicate a strong tendency of learners to solving the task by bringing the text to
perform certain mathematical operations associated with the numbers appearing in the
content of the task. Such conduct reflects an attempt to solve the task algorithmic of the
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process and linking it with the performance of arithmetic operations. This is confirmed by
our interviewees sometimes involved in the tasks of the questionnaire study, e.g. | do not
know how to calculate, | can not arrange activities; | do not know what to calculate. We
can assume that the work on content analysis of job tasks, including mathematical analysis
of its structure is summarized by the pupils to a minimum. It consists most likely in
capturing by the pupils numerical data appearing in the content of the task, and the next
phase of work on the task of data manipulation. According to the task of resolving it allows
to obtain answers to the task.

A lot of empty works shows the helplessness of respondents to the tasks that are not
algorithmic. Inability to see any common structure of tasks may result from both the gaps
in knowledge and skills in mathematics, as well as in low maturity of students to conduct
conceptual reasoning, and for those students who solved the task and did not answer the
guestion contained in the task 4 the lack of reflection on the solution of individual tasks
(no backward glance). Respondents who worked on particular tasks often had no need to
look forward that is seeking similar tasks due to the data system and method of solution.
There were situations in which the examined solved several of tasks intuitively using the
Pigeonhole principle and others did not. It should be noted that much better results were
achieved in case of individual pupils to solve problems that refer to reality, than those
purely mathematical. Some pupils are creative when working on tasks that describe issues
related to everyday life.

Statements given by the tested suggest that some of these situations as described in the
text of the task compare with their own life experiences. Even sometimes they directly
affect them. Statements indicate that some subjects treat the task as a presentation of some
aspects of life, which introduces the discussion on the subject. The tendency described here
was indicated in task 3.

Research also indicates that some pupils use in working on tasks the concept of
function, including constructing the mutually unambiguous mapping. These few solutions
show in our opinion a large exceeding the average, mathematical maturity in this area.

It can be concluded that a failure to attempt to solve particular task and observe pupils’
difficulties when working on atypical tasks corresponds to the results of PISA research
concerning knowledge and skills of Polish 15 years-olds (see Dabrowski, 2008).
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] NOVE MOZNOST} MOTIVACI E-
SKUSENOSTI S POUZIVANIM SYSTEMU WEBWORK

ZOLTAN FEHER

ABSTRACT. This contribution deals with the importance of application of homework
problems and use of ICT in educational process. Our experiences show that the WeBWorK
homework system supports learning activities, encourages self-activity of students. We
present the statistical analysis outcomes of results on homework problems solutions and
student examinations.

Uvod

Sme svedkami neustdleho rozvoja informacnych technoldgii vo vsetkych oblastiach
zivota a je samozrejmé, Ze sa to objavi v ré6znych formach aj v skolskom prostredi. Odraza
sa v zavedeni novych metod vzdelavania, ¢o prinasa stale nové moznosti pre ti¢astnikov
vyucovacieho procesu. Informa¢né a komunikacné technologie mozeme vyuzit’ v roznych
fazach pedagogickej prace a je vela sposobov ako ich implementovat’ do vyucby. Jedna
zZ tychto moznosti je uskutoénenie rieSenia a vyhodnotenia domacich uloh v elektronickej
forme.

Na vysokych Skoldch Studenti absolvujui Studium obvykle vramci prednasok
a seminarov. S frontalnou metédou vyucovania, ktora sa va¢sinou uplatiuje aj v pripade
matematickych predmetov, ¢asto stvisi aj nizka samostatnd aktivita Studentov. Akymi
metddami by sme mohli zvysit' aktivny pristup Studentov? Ako motivovat’ na priebeznt
pracu pocas celého semestra? Okrem pravidelnych pisomnych testov priebeznt aktivitu
Studentov moze podporovat’ aj zavedenie domacich Gloh. Motivaciou pre Studenta méze
byt ziskanie bodov do zavere¢ného hodnotenia (skuska).

V tomto prispevku sme naSe skumanie zamerali na dve hlavné otazky:

I.  Samostatna praca $tudentov — vV nasom pripade vypracovanie domacich tloh — ako
ovplyviiuje Studijné vysledky? Chceme zistit, ¢i vdcsi pocet bodov ziskanych
z domacich uloh zlepsili aj priemerné Studijné vysledky t.j. hodnotenie sktsky.
Mozeme predpokladat’ zavislost' Studijnych vysledkov od tUspeSnosti rieSenia
domacich uloh?

II. Studenti po¢as semestra (ne)pracuju pravidelne. Sledovanim postupu $tudentov
vrieSeni domacich uloh chceme ziskat' prehlad o pravidelnosti ich Studijnej
¢innosti.

O pouzivani systétmu WeBWorK

Na Ekonomickej fakulte Univerzity J. Selyeho v Komarne pouZivanie systému
WeBWorK na realizaciu domacich uloh sa zaviedlo v §kolskom roku 2008/2009 zasluhou
Jozsefa Bukora z Katedry matematiky a informatiky.

83

Prispevok vznikol v ramci grantu MS SR KEGA &. 001UJS-4/2011.



ZOLTAN FEHER

WeBWorK® je interaktivny systém na spristupnenie individualizovanych domécich
uloh z matematiky prostrednictvom internetu. Systém WeBWorK vytvorili a vyvijali
od roku 1995 dvaja profesori Katedry matematiky z University of Rochester (Stat New
York, USA), Arnold Pizer a Michael Gage. Ako je to uvedené v predstaveni WeBWorK-u,
systém rozSiri moznosti vyucovacieho procesu v niekol’kych smeroch. WeBWorK
poskytne Studentom okamziti spéatnii vdzbu o spravnosti vysledku ulohy a Vv pripa-
de nespravnej odpovede maju viac pokusov na opravu. Domace ulohy st
individualizované, kazdy Student po prihlaseni pracuje na vlastnej sade uloh. WeBWorK je
vol'ne dostupny na pouzivanie.

V skolskom roku 2010/2011 moznost vypracovat domace ulohy prostrednictvom
WeBWorK-u mali §tudenti Ekonomickej fakulty z troch matematickych predmetov v 1. a
2. ro¢niku bakalarskeho studia. Hlavnym cielom zavedenia WeBWorK-u bolo podnecovat’
aktivny pristup k $tidiu s tym, Ze ponuka Studentom ulohy na precviCovanie uciva zo
seminarov, dava prileZitost na ziskanie bodov do zavere¢ného hodnotenia
a Vv neposlednom rade ich prinati k pravidelnej praci. Studenti mohli ziskat maximalne
10% bodov do zaverec¢ného hodnotenia, ale rieSenie loh nebolo povinné. To nam dava
moznost’ presvedcCit’ sa o vhodnosti nasho spésobu motivacie Studentov.

Ulohy spristupnené na WeBWorK-u boli pripravené v stilade su¢ivom danych
predmetov, v prvom ro¢niku boli zaradené aj tlohy na opakovanie stredoskolského uéiva.
Nase kurzy su dostupné na webovej adrese http://www.mat-inf.fpv.ukf.sk/webwork2 pod
nazvami SJEGTK aUJS SJE. Studenti sa prihlasuji do systému vlastnym heslom
z l'ubovolného miesta, kde maji pristup na internet. Systém kazdému uzivatelovi
vygeneruje individualnu sadu uloh tak, Ze pocet uloh aj zadanie jednotlivych uloh bude
totozny pre kazdého, zmenia sa Ciselné udaje. Kazda uloha je vytvorena tak, aby obsahoval
asponn jeden parameter, ktory nadobiida nahodné hodnoty z daného intervalu alebo
z mnoziny. Individualizacia je jedna z hlavnych vyhod WeBWorK-u. Dalsie vyhody st
dostupnost’, prehl'adnost, podporovanie samostatnej prace, okamzitd spétna vézba. Pre
ucitela ponuka jednoduché vytvorenie a modifikovanie tloh, priebezny prehlad prace
Studentov a vyhodnotenie UspesSnosti rieSenia. Hlavna nevyhoda je moznost zneuzitia
prihlasenia, tiez sa nedd kontrolovat’” samostatnost’ rieSenia. Formulacia niektorych tiloh
dava prilezitost’ na tipovanie vysledku, alebo rieSenie metodou pokus-omyl.

Metodika spracovania udajov

Zakladné subory pozorovania tvorili $tudenti 1. roénika bakalarskeho $tadia v zimnom
a letnom semestri, a Studenti 2. ro¢nika v zimnom semestri Skolského roka 2010/2011. Na
skupinach tychto Studentov sme sledovali Studijné vysledky (hodnotenie skusky) a tiez
vysledné skore v rieSeni domacich tloh (d’alej len DU).

Vysledky Studentov pre nasu analyzu sme zaznamenali v spojeni s disciplinami
MAT1, MAT2 a MAT3 aknimi patriacimi sadami domacich uloh. Uvedieme stru¢ny
popis predmetov, ¢o koresponduje aj s obsahom DU. Predmet MATI (1.ro&/z.sem.) je
zamerany na matematickd analyzu, na vysetrenie priebehu funkcie, na derivaciu, integral a
ich aplikacie. Prva cast’ predmetu MAT2 (1.ro¢/l.sem.) tvori linearna algebra, matice,
determinanty a rieSenie sustavy linearnych rovnic. Druhd Cast’ je venovana funkciam viac
premennych, obsahuje tlohy na parcialne derivacie aich aplikacie, lokalne a globalne

. http://webwork.maa.org/wiki/Introduction
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extrémy. Zaklad u¢iva MAT3 (2.ro¢/z.sem.) tvori vypocet pravdepodobnosti, zakladné
typy rozdeleni nahodnej premennej a ich charakteristiky.

Predmet Pocet Studentov Pocet domacich uloh
MAT1 208 83
MAT?2 170 122
MAT3 146 103

Tabulka 1: Prehlad celkoveho poctu Studentov a domdacich uloh

Pre jednotlivé predmety boli vypracované sady tloh s uvedenym poc¢tom (pozri tab.1).
Sady uloh boli zvy¢ajne rozdelené podl'a obsahu uloh do 2 — 4 ¢asti, a boli spristupnené
Studentom na internete s vopred stanovenym terminom ukoncenia. Vyhodnotenie tloh
a vytvorenie Statistickych vystupov patri do zakladnych funkcii WeBWorK-u. Systém
vypocita vysledné skore kazdého Studenta (Standardne 1 tiloha = 1 bod), skére uvedie aj
v percentach, a vysledky sa exportuju napr. do suboru Excel. Studijné vysledky
jednotlivych ro¢nikov pochadzaji z Akademického informac¢ného systému univerzity. Pre
vypoCty sme pouzivali numerické hodnoty klasifikac¢nej stupnice (A =1; B =1,5; C = 2;
D=25;E=3;FX=4).

Na analyzu Statistickych siborov budeme pouzivat' zakladni popisnu Statistiku, na
vySetrenie zavislosti sa pouziji metddy korelacnej analyzy a linearnej regresie [1].

Statistické vyhodnotenie idajov

Zakladné charakteristiky sme zhrnuli do tabul'ky 2.

predmet Priemer 1 Smer. odch. 1 Priemer 2 Smer. odch. 2
(hodn. skagky) | (hodn. skugky) | (skore DU %) | (skére DU %)
MAT1 2,70 0,93 67,01 36,02
MAT?2 2,57 0,70 75,00 32,63
MAT3 2,70 0,82 33,74 31,23
Tabulka 2.

Najlepsi vysledok dosiahli studenti skupiny MAT2: priemerne 2,57 resp. 75,0%. Zistili
sme aj pocet Studentov Gspesnych na 1. termin skusky: v skupine MAT2 je 111 (65,3%),
Vv skupine MAT3 je 90 (61,6%). Pre skupinu MAT1 nemame udaje.

Dalej sme spravili histogramy rozdelenia $tudijnych vysledkov (obrazok 1a, 1b, lc).
Pre lepSie porovnanie troch rozdeleni uvadzame relativnu pocetnost’ Studentov. Do
obrazkov sme pridali aj druhy rad stipcov, rozdelenie hodnotenia podla skére DU,
s cielom porovnat’ jednotlivé rozdelenia. Skore DU sme rozdelili do 6 intervalov, podobne
ako sa hodnoti skuska podl'a klasifikacnej stupnice, teda uspesnost’ 0-50% je FX, od 50%
do 100% je hodnotené postupne od E do A.
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Pre kazdy predmet plati, Ze priblizne polovica Studentov ziskalo hodnotenie skusky od
Ado D. V rozdeleni podla skére DU v prvom roéniku (t.j. MAT1 a MAT2) je rovnako
najvyssi pocet Studentov s vybornym hodnotenim (A) 43,8% a 52,4%, ale tieZ vysoky
pocet malo hodnotenie FX. V druhom roéniku (MAT3) az 64,4% $tudentov splnilo DU
pod 50%-nou hranicou.

Dalsia Cast’ nagho vysetrenia je zamerana na zistenie zavislosti hodnotenia skisky
od skore DU. Spravili sme intervalové triedenie, skore DU sme rozdelili do 5
rovnomernych intervalov dizky 20%. Potom sme vypodcitali priemerny $tudijny vysledok
Studentov podla intervalov. Vysledky st uvedené v tabulke 3.

Intervaly 0-20% | 20—-40% | 40-60% | 60— 80% 80% - 100%
MAT1-priemer 3,46 3,58 3,13 2,67 2,25
MAT2-priemer 3,39 3,17 3,00 2,68 2,30
MAT3-priemer 3,12 2,87 2,38 1,90 2,32

Tabulka 3.

Rozdiel priemerov v intervaloch s najnizSou a najva¢Sou uspesnostou je 1,21; 1,09
a0,80. V pripade MAT1 a MAT2 to znamena rozdiel dvoch hodndt v klasifikacnej
stupnici. Vykonali sme regresni1 analyzu pre jednotlivé skupiny.

predmet | koef. kor. | koef. a t p koef.
MAT1 | -0,9473 | -0,0167 | -512 | 0,014 | 3,854
MAT2 | -0,9876 | -0,0134 | -10,91 | 0,002 | 3,577
MAT3 | -0,8426 | -0,0127 | -2,71 | 0,073 | 3,154

Tabulka 4.
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V tabulke 4. uvadzame koeficient korelacie a koeficienty o, S regresnej priamky
(rovnica priamky ma tvar y = a. X + ), d’alej hodnotu t-testu pre koeficient a, a p-hodnotu
t-testu.

Pre predmet MAT1 sme zistili rovnicu linearnej regresie v tvare y = - 0,0167x + 3,854.
Pre koeficient o = - 0,0167 je p-hodnota t-testu 0,014. Na hladine vyznamnosti 0,05 nulova
hypotézu nezavislosti $tudijnych vysledkov od skére DU zamietame. Mbzeme
predpokladat’ linearnu zavislost, teda o 10% vysie skore DU spdsobuje v priemere lepsi
vysledok skusky o 0,167. Pre predmet MAT?2 tiez mozeme potvrdit’ existenciu linearnej
zavislosti, ale v pripade MAT3 predpoklad nezavislosti §tudijnych vysledkov od skore DU
nezamietame (na hladine vyznamnosti 0,05).

Poslednym bodom nasho skumania je sledovanie a vyhodnotenie pravidelnosti
samostatnej prace Studentov podas semestra na zéklade riesenia DU. Udaje sme zistovali
len v letnom semestri 2010/11 pre predmet MAT2. Z tohto predmetu boli spristupnené dve
sady uloh, prva cast’ z linedrnej algebry a druha Cast’ z funkcie viac premennych. Pocas
semestra sme kazdy tyzden zaznamenali aktualne skore DU od spristupnenia balika uloh
po ich uzavretie. Ur¢ili sme pomer $tudentov K celkovému po¢tu 170, ktori v danom tyzdni
riesili aspoii jednu tlohu (hodnota pomer 1 na obrdzkoch 3a, 3b).

100% 100%

80% 80%

60%

40%

|
20% 20%

1 2. 3. 4. 5. 6. 7. 1 2. 3 4 5.
\n pomer_1| 359% 57,1% 53,5% 38,2% 47,1% 61,8% 82,4% ‘D pomer_1 9.4% 5.9% 12,9%
\- pomer 2| 359% 62,4% 71,2% 76,5% 81,2% 85,9% 92,9% ‘l pomer_2 9.4% 12,4% 20,0%
tyzden tyzdeni

Obrazok 3a: MAT2 — linedrna algebra Obrazok 3b: MAT2 — funkcie viac premennych

pomer Studentov
pomer Studentov

32,4% 84,1%
34,7% 84,7%

Pre porovnanie sme uviedli aj pomer Studentov, ktori mali nenulové celkové skore
vV danom tyzdni od spristupnenia tloh (na obrazkoch 3a, 3b: pomer 2). V pripade dvoch
casti uloh je viditeny rozdiel v percentudlnom pomere Studentov. Prvej Casti tloh od
zaCiatku semestra sa venovalo v niektorych tyzdnoch aj nadpolovi¢na véac¢sina Studentov,
V poslednom siedmom tyzdni sa zapojilo do rieSenia 82,4% Studentov. Na rieSenie druhe;j
casti uloh bolo k dispozicii pét’ tyzdiiov, pocas tohto obdobia pomerne malo Studentov sa
venovalo tlohdm. O pravidelnosti teda hovorit’ nemdzeme, rieSenie ponechali na posledny
tyzdeti, kedy 84,1% Studentov pracovalo na DU. Z hodnoty pomer 2 sa da zistit aj
tyzdenné zvysenie relativneho po¢tu novych uZzivatel'ov v systéme.

Dalsia analyza ukazala, 7e v prvej Gasti Gloh bolo 12 §tudentov, ktori kazdy tyzden
skorovali, v druhej Casti uz len 2. Spoéitanim tyzdinov sme zistili, ze kazdy Student
pracoval v priemere 3,76-krat pocas spristupnenia prvej a 1,45-krat pocas druhej casti. Ak
nezapocitame tych, ktori domace ulohy neriesili, tak tento priemer je 4,04 resp. 1,71.
Pomer $tudentov, ktorych pravidelnost’ tyZdennych pokusov je nad priemerom bolo 58,2%
(aspon 4 pokusy) v prvej Casti, a 34,7% (aspon 2 pokusy) v druhej Casti tloh. Pokladame
za pozitivny vysledok, ze vécSina Studentov, ktori sa zapojili do rieSenia sa snazili
dosiahnut’ maximalne skore, v prvej ¢asti 71,5% a v druhej Casti 59,7% Studentov dosiahlo
vysledné skore od 90% do 100%. Celkovo z predmetu MAT2 by podla skore DU ziskalo
hodnotenie ,,A-vyborne* 52,4% Studentov (pozri obr.1b). Uspesnost zavedenia DU
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potvrdzuje aj to, ze v dvoch skupindch 1. ro¢nika je pocCet Studentov, ktori sa vdbec
nevenovali uloham pomerne nizke 12,0% a 7,6%. V 2. ro¢niku je tato hodnota 29,5%.

Zaver

Nase skusenosti s pouzivanim systému WeBWorK potvrdzuju potrebu vyuzivania
domacich uloh vo vysokoskolskom vyuCovani aj délezitost’ vyuzitia IKT. Na zaklade
Statistického vyhodnotenia v pripade dvoch sledovanych skupin Studentov sme preukazali
linearnu zavislost' Studijnych vysledkov od uspesnosti v rieSeni doméacich uloh, pre
Studentov 2. ro¢nika predpoklad linearnej zavislosti sme zamietli. Sledovanim priebeznych
vysledkov skupiny MAT2 v rieSeni domacich tloh sme poukazali na vyznamné rozdiely
V pravidelnosti prace pocas semestra. Pravidelnost’ sa d4 zistit’ len v niektorych pripadoch,
vicsina Studentov sa venuje $tadiu prilezitostne. Do rieSenia tloh sa zapojila velka vacsina
Studentov, viaceri z nich aj so snahou dosiahnut’ maximalne skore, teda moznost’ ziskania
bodov do zaverecného hodnotenia dostatocne motivovala Studentov. Zaverom mozZno
konstatovat’, Zze nové moznosti ktoré prinaSa systém WeBWorK pozitivne podporuju
Studijnt ¢innost’ a podnecuju aktivny pristup k Studiu.
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UCEBNE STYLY A VYUCOVANIE GEOMETRIE U MLADSICH ZIAKOV

MARIA GABAJOVA

ABSTRACT. Learning styles are very important for learning and teaching. We can use
knowledge of these styles in mathematics lessons and so ensure individual approach for
each pupil in this way.

Uvod

UcCenie aucenie sa su zlozité procesy ovplyviiované mnohymi faktormi. Jednym
Z najpodstatnejSich faktorov je osobnost’ ¢loveka. Osobnost’ je v odbornej literatire
chapana ako ,,psychologicka realita, ktoru tvoria komponenty biologického a socialneho
povodu“ (Kovac, 1985) alebo ako ,,suhrn socidalnych roli alebo vztahov “(Drlikova a Kol.,
1992) ¢&i ,,suhrn psychickych viastnosti alebo osobitosti individua“ (Drlikova a kol.,1992).
Kazdy ¢lovek je individuum so svojimi vlastnostami, schopnostami a predpokladmi, preto
aj pri uceni je vhodné pristupovat’ ku kazdému individualne. V podmienkach skoly je vSak
Casto krat nemozné, aby sa ucitel’ venoval len jednému Zziakovi. Teda otdazka znie, ako
zabezpecit’, aby si kazdy ziak pocas hodiny naSiel ten svoj najvhodnejsi uc¢ebny postup
alebo povedané inak, aby boli splnené podmienky vyhovujice uc¢ebnému stylu kazdého
ziaka.

1. Ucdebné styly

Kazdy kto vstupuje do ucebného procesu by mal poznat, aky ucebny styl mu
vyhovuje. Ucebny §tyl je definovany ako ,subor postupov, ktoré v urcitom obdobi
jednotlivec preferuje pri uceni sa“ (Turek, 2005). Ucebny $tyl je istym sposobom vrodeny,
ale nadobudnutymi sktsenostami sa méze ¢asom zmenit alebo jednotlivec zacne viac
preferovat’ iny. Ucebné §tyly sa daju zistit’” pomocou rdznych testov (napriklad v knihe
Inovacie v didaktike od Ivana Tureka: priloha F, priloha G) resp. na zaklade osobnych
skusenosti - ¢i vyhovuje pisany text alebo nakresleny obrazok. Pri mladSich ziakoch vSak
nemézeme chciet, aby poznali svoj ucebny $tyl. NavySe pri mladych rozvijajucich sa
organizmoch sa aj u¢ebné $tyly asom mozu zmenit'.

Pozname niekol’ko klasifikacii uc¢ebnych Stylov v zavislosti od typu prevladajicej
inteligencie alebo prevladajuceho zmyslového vnimania, ktoré jedinec preferuje pri
prijimani informacii.

Ucebné styly podl’a zmyslovych preferencii (Turek, 2005)

a) vizualny — neverbalny (zrakovo — obrazovy): jedinec najlepsie prijima informacie
v obrazovej podobe

b) auditivny (sluchovy): ¢lovek najlepSie spracovava informacie, ak su v podobe
hovorenej reci a teda vyuziva hlavne sluch pri prijimani informacii

C) vizualny — verbalny (zrakovo-slovny): pri preferovani tohto uéebného $tylu, ¢lovek
najlep$ie prijima informacie ¢itanim alebo pozorovanim
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d) kinesteticky (pohybovy): jedinec sa najlepSie uci, ak mbze manipulovat
s predmetmi, priamo mdze vyrabat’ nieco, robit’ pokusy.

Uc¢ebné styly podla prevladajuceho typu inteligencie (Blasko, 2011)

Americky psycholog H. Gardner zadefinoval 9 rd6znych druhov inteligencii, ktoré tvoria
navzajom nezavislé systémy rdéznych druhov schopnosti. Typy inteligencie: jazykova,
logicko - matematicka, priestorova, hudobna, pohybova, interpersonalna, intrapersonalna,
prirodna a existenciondlna.

Na zaklade reSpektovania jednotlivych inteligencii sa vytvorili k nim prislichajice
ucebné styly:

a) jazykovy (lingvisticky) uc¢ebny $tyl: ¢lovek sa najlepsie uéi ¢itanim, pisanim alebo
pocuvanim slov

b) logicko — matematicky uéebny $tyl: jedinec prijima informacie, ak vidi stuvislosti,
modze experimentovat, hl'adat’ logické prepojenia, nové rieSenia, kategorizovat’

C) priestorovy (vizualny) ucebny S$tyl: ¢lovek sa u¢i vnimanim farieb, obrazov,
grafov, schém, zobrazovanim realnych predmetov do priemetni, modelovanim
objektov

d) pohybovy ucebny styl: jedinec preferuje prijimanie informacii vtedy, ak sa moze
veci dotykat, manipulovat’ s nimi, riesit' hlavolamy v trojrozmernej podobe,
vykonavanim pohybov

e) hudobny (muzikalny) ucebny $tyl: ziak sa u¢i najlepsie pociivanim piesni, hudby,
V rytmoch alebo pri po¢uvani hudby

f) interpersonalny ucebny styl: ¢lovek sa najlepsie uci pri praci s inymi Fud’'mi, ak si
moze ujasnit’ pojmy a vztahy pri rozhovore sinymi, rdd spoznava ludi, ich
vlastnosti

g) intrapersonalny uéebny S$tyl: pri tomto uéebnom S$tyle sa prijimaju najlepSie
informacie, ak jednotlivec sa uci vlastnym tempom, ma pri praci kl'ud, uéi sa
najlep$ie samostatnou pracou, davanim si ciel'ov, hodnotenim svojej ¢innosti

h) prirodny uéebny $tyl: jedinec sa najlepSie uci v prirodnom prostredi, o rastlinach
a zvieratach, rozpoznavanim, triedenim a zoskupovanim javov a veci

i) existencionalny uéebny $tyl: ¢lovek vnima a preferuje klasické hodnoty dobra
a krasy, rad diskutuje na témy tykajice sa spolo¢nosti, ma rad nadhlad, hl'ada
spojitost’ medzi javmi

V skole sa nachadzaju ziaci s réznymi typmi ucebnych stylov. Malokto preferuje len

jeden ucebny §tyl, zvyCajne kombinuje 2 alebo 3 druhy. Ucitel' svojich ziakov niekedy
nemusi ani testovat’, aby vedel, aky ucebny styl preferuju. Sdm vie ¢asom odhadnut, Ze
jeden ziak ma radSej Sport, iny logické ulohy a d’alsi rad ¢ita knihy. Pre ucitel'a by bolo
vel'mi naro¢né zostavit’ hodinu tak, aby vyhovel kazdému jednotlivému Ziakovi. Co ugitel
moze spravit’ je, ze pocas hodiny vystrieda viacero ucebnych Stylov a tym aj zabezpeci ako
keby individualny pristup k jednotlivym ziakom, kazdy ziak si vo vyucbe négjde ,to
svoje‘.

2. Ucebné $tyly na hodinach geometrie

Pod geometriou si mnohi mladsi ziaci predstavujii hlavne rysovanie ati starSi aj
pocitanie objemov, obsahov a povrchov. Ziaci vsak stakymito na prvy pohlad
jednoduchymi ulohami mavaju problémy. Z naSich skusenosti, ale aj zniektorych
medzinarodnych studii ako napriklad stadia TIMSS vyplyva, Ze Ziaci maji pomerne nizku
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uroven geometrickej predstavivosti a nie kazdému z nich vyhovuje §tyl prace: ,,u¢ebnica-
pero-papier a slova ucitel'a®. Nova skolska reforma umoznila ucitel'om prisposobit’ si ¢as aj
na jednotlivé tematické celky z matematiky a preto maji viac priestoru na striedanie
roznych ucebnych stylov.

Na zakladnej $kole CernySevského sme sa snazili vyuzit moZnosti, ktoré poskytuje
nova Skolskéd reforma v ramci Skolskej geometrie a Ziakom ukazat’ ta prijemnu stranku
tejto oblasti matematiky. Ukdzalo sa, Ze sta¢i zmena ucebného Stylu a ziaci si dokdzu
geometriu obl'ibit. Pracovali sme v triedach piatych a stvrtych roénikov (poéty Ziakov
v tabul’ke ¢.1).

trieda | pocet ziakov
4.A 12
4.B 24
5.A 23
5.B 15

Tabulka 1

Ako pomdcky sme pouzivali na jednotlivych hodinach bud’ tangram rdznej hribky
(Imm, 0,5 cm a 0,9 cm) alebo plastelinu a $pajle. Téma hodiny bolo oboznamenie sa so
zakladnymi geometrickymi ttvarmi a ich vlastnostami.

Pocas hodiny sme sa zamerali na u¢ebné Styly podl'a prevladajtiiceho typu inteligencie.

Priebeh vyucovacej hodiny: Na zaciatku hodiny sme detom vysvetlili, ¢im sa budeme
zaoberat,, spytali sme sa, aké geometrické Gtvary poznaju. Deti vymenovali rozne: Stvorec,
kocka, kosostvorec, kvader, gula, usecka,..... V d’alSej faze sme sa opytali, aky je rozdiel
medzi tymito utvarmi. Ziaci odpovedali: ,, Kocka je 3D utvar a Stvorec 2D utvar.” ,,Kocku
mozeme chytit’ a Stvorec iba nakreslit na papier.”“ Je zaujimavé, ze niektori Ziaci sa
zamysleli, ¢i existuju 1D Gtvary a aj 0D ttvary. Za 1D utvar povazovali ise¢ku a priamku
a za 0D bod. Spolocne s detmi sme vytvorili tabulku (tab. €. 2.) a na zaklade nej logicky
nasledovali otazky, ¢i existujt aj 4D ttvary a viac.

3D atvary | 2D Utvary | 1D utvary | 0D atvary
kocka Stvorec usecka bod

gula kosostvorec | priamka

kvader | obdlznik

Tabulka 2

V d’alsom kroku sme sa zacali s detmi zamyslat’ nad tym, ¢o je to hrana, stena a vrchol
telesa. Vyuzili sme na to dieliky tangramu, ktory bol upraveny. Tangram je povazovany za
hlavolam zlozeny zrovinnych geometrickych utvarov, ale deti dokdazu vnimat aj ich
hrabku a aj takéto Gtvary povazovat’ za priestorovy, pretoze podla nich rovinné ttvary sa
»hedaju chytit do ruky“. Diskutovali sme otom aky je rozdiel medzi priestorovym
a rovinnym Gtvarom. Ziaci mali na porovnanie tangramy rdznych hrabok 0,2 mm, 0,5 cm
a 1 cm. Dokonca aj pri tom najtenSom tangramovom dieliku si ziaci dokazali predstavit’, ze
boénd stena takéhoto dielika ma tvar obdiznika. Kazdé dieta malo pred sebou dieliky
tangramu o hribke 0,5 cm. Spolocne sme si zobrali dielik tangramu v tvare kvadra
a spocitali sme jednotlivé poCty hran, stien a vrcholov, to isté sme urobili pri trojbokom
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kolmom hranole a §tvorbokom kolmom hranole s podstavou kosodiznika. Deti si viimli
suvislosti medzi poctom hran podstavy a po¢tom stien, vrcholov a vSetkych hran:

pocet hran telesa = pocet hran podstavy x 3
pocet stien telesa = pocet hran podstavy + 2
pocet vrcholov telesa = pocet hran podstavy x 2

Opytali sme sa kolko stien, vrcholov a hran by mal utvar s podstavou péatuholnika, Sest’
uholnika, 20-uholnika a ziaci si uz dokazali postupne odvodit’ spravne odpovede, bez toho,
aby museli vidiet' dany ttvar alebo aby ho mali nakresleny. Ked sme dospeli k telesu
s podstavou 100-uholnika, ziaci sami odpovedali, Ze vlastne sa uz za¢ina podobat’ podstava
na kruh a teleso na valec.

Potom sme dali vytvorit detom z plasteliny a $pajli kocku. Vedeli, ze Spajle musia byt
rovnako dlhé a gul'6¢ok z plasteliny potrebuju 8. Niektory vykrikovali: ,,Tie palicky st
vlastne hrany a plastelina vrcholy.* (obr. ¢.1)

Obrazok 1

Kocku zvladli Ziaci pomerne rychlo. Dalgie teleso, ktoré postavili, bol kvader. Tu viak boli
problémy, pretoze deti nevedeli, ako vlastne maji zacat’. Tak sme sa opytali, aky tvar maju
steny kvadra. Odpoved’: ,,obdiznik“. Spytali sme sa, ¢i v triede mdZu najst’ nie¢o podobné
kvadru: ,,skrina, kniha,...“ Postupne deti vytvorili kvadre (obr. €. 2), aj ked’ niektoré neboli
celkom presné (obr. ¢. 3).

Obrazok 2 Obrazok 3

Neskor na d’alSich hodinéch si vytvorili trojboky hranol (obr. ¢.4), ihlan a potom uz podla
fantazie tvorili d’alsie trojrozmerné geometrické utvary. (obr. €. 5)
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Obrazok 4 Obrazok 5
Jazykovy ucebny styl: Tento ucebny $tyl sa vyuziva na hodinach najCastejsie. Ucitel
opisuje javy, predmety a vztahy medzi nimi. Ziaci pouZzivaju ucebnice a pisu do zositov.
U ziakov sme ho vSak vyuzili hlavne pri kladeni otdzok a slovnom opise telies, pri
argumentacii, ako dospeli k zaverom 0 poéte hran, stien a vrcholov telies.

Matematicko-logicky ucebny styl: Uplatnili sme ho pri odvodzovani poctu hran, stien
avrcholov telies, teda zostavili akysi jednoduchy vzorec. Ur¢ili vzajomné vztahy
jednotlivych prvkov telesa. Precvicili si pocitanie z paméti. Kategorizovali jednotlivé
geometrické utvary.

Priestorovy ucebny styl: Uplatnili sme ho, ked si ziaci museli predstavit’ kolmy hranol s
podstavou 5 aviac uholnika, pri pouzivani jednotlivych dielikov tangramu
predstavujuceho rézne geometrické utvary, tvoreni geometrickych telies.

Pohybovy ucebny Styl: Deti vytvarali redlne modely a bolo vidiet, ze im chyba ista
manualna zru¢nost, pretoze takychto aktivit maji na hodinach pomerne malo. M6Zeme im
zadat’ r6zne hlavolamy ako napriklad, ako postavit’ zo 6 rovnakych palic¢iek 4 trojuholniky.
Mozu si telesa otacat’ z roznych stran.

Interpersondlny ucebny $tyl: Niektoré deti prirodzene zacali spolupracovat’ vo dvojiciach,
ujastiovali si jednotlivé parametre telies, porovnavali si dizky. Pri tvorbe telies z nasich
skusenosti je vhodné vytvarat’ maximalne dvojice, pri vd¢Som pocte Ziakov v skupinke sa
uz deti zacinaju nudit, pretoze ni¢ nerobia a spoliehaju sa na druhych. Treba vSak davat
pozor aj pri vybere vhodnej dvojice, aby jedno dieta sa len necinne neprizeralo. Vel'mi
pekné Gtvary dokazu vyrobit, aj ked’ je dvojica vytvorena z dvoch menej zru¢nych ziakov,
pokial’ obidvaja radi spolupracujii s druhymi. Deti si mo6zZzu vzajomne poméahat,
vysvetlovat’

Intrapersonalny ucebny Styl: Deti si samé mozu urcit’, ako budi postupovat’ pri planovani
vytvorenia telesa, zhodnotit’, ¢i boli tspesné alebo nie, mdzu samostatne pracovat’, pretoze
kazdé ma vlastné pomocky a nie je odkazané cakat’ na druhych.

Prirodny ucebny Styl: Na hodine sme ho sice nestihli vyuzit, ale mézeme poukazat' na
spojitost’ prirody a pravidelnych geometrickych telies napriklad v soli je pravidelna
krystalicka mriezka tvaru kvadra, kremik, ktory ma tiez pravidelnu krystalickii mriezku
a mbézeme Vv tejto mriezke vidiet' pravidelné geometrické utvary, sa vyuZziva v pocitacoch
a podobne. Moéze sa podporit’ diskusia o ochrane zivotného prostredia.

Existenciondlny ucebny $tyl: Tu sa uplatnil pri hladani vzajomnych stvislosti medzi
jednotlivymi telesami, ze pokial' je podstava Stvoruholnik, tak tie pocty jednotlivych
prvkov budu rovnaké. Moézeme podiskutovat’ s detmi, ako by to asi vyzeralo pri
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Stvorrozmerozmernom alebo viacrozmernom priestore, ako moze byt bod bezrozmerny,
0 nekonecnosti secky, nekonecnosti vesmiru.

Deti boli pocas hodiny sustredené a z ich reakcii ,,takato matematika sa mi paci“ bolo
jasné, ze hoci to na prvy pohlad moéze vyzerat' ako hranie sa, chapu to ako sucast’
matematiky. Pani ucitel’ky boli samé prekvapené ako sa deti, ktoré¢ s zvyCajne oznacované
ako hyperaktivne, sustredili pri vytvarani telies. Prave detom, u ktorych je prevladajica
pohybova inteligencia, vyhovovalo, ze mo6zu urobit nieCo iné ako len pisat, citat
a pocuvat’. Deti si mohli lepSie uvedomit’ suvislosti a Vztahy pri poznavani telies, pretoze
kazdy si naSiel ten svoj spdsob, ktory mu pri prijimani informéacii vyhovoval.

Zaver

Zaradit’ r6zne ucebné styly do vyucovacieho procesu nie je naroc¢né, ale vyzaduje si to
od pedagoga schopnost’ spravne a pohotovo reagovat . Je nutné si uvedomit, co
charakterizuje jednotlivé ucebné $tyly a ako ich spravne pouzivat. Ak na hodine uditel’
strieda vysvetl'ovanie s kladenim ot4dzok a s praktickymi cvi¢eniami, to eSte neznamena, Ze
pouziva rozne uclebné Styly. Rozdelenie deti do skupin nemusi byt rozvijanie
interpersonalnej inteligencie a podobne aj prinesenie jedného modelu telesa este
neznamena rozvijanie priestorovej ¢i pohybovej inteligencie.

Spravnym a vhodnym zaradenim ucebnych s§tylov do vyuc€ovacich hodin moze ucitel’
vyraznym spdsobom podporit’ rozvijanie roznych druhov inteligencie u Ziakov. Vhodnou
kombinaciou §tylov zaroven umozni zZiakom prijimat’ a spracovavat’ informacie sposobom,
ktory je pre nich vhodny a vicsina ziakov si tak dokdze ndjst’ individualnu cestu k prave
preberanému ucivu.
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ON CONVERGENCE WITH A FIXED REGULATOR IN RIESZ GROUPS

MILAN JASEM

ABSTRACT. In this paper the notion of a convergence with a fixed regulator in Riesz
groups is introduced and basic properties of this convergence in isolated abelian Riesz
groups are established. Further, Cauchy sequences in isolated abelian Riesz groups are
investigated. Obtained results generalize some assertions on lattice ordered groups.

Introduction

Luxemburg and Zaanen introduced notions of a u-uniform convergence and of a
relatively uniform convergence of sequences in vector lattices in [11]. Such type of con-
vergence under the name of convergence with a regulator has been also investigated by
Vulikh [16] and Veksler [15]. In this type of convergence different sequences can have
different regulators. Cernak and Lihova [4] and Cernak [1] investigated convergence with
one fixed regulator for all sequences in Archimedean lattice ordered group. Related
notions for MV-algebras were studied in [2]. Relatively uniform convergence in
Archimedean lattice ordered groups was dealt with by Cernak and Lihova [5], Cernak and
Jakubik [3], Jakubik and Cernak [8] and Martinez [12]. Riesz groups lie very closely to
lattice ordered groups. They were investigated by Fuchs [6], Teller [14], Rachunek [13]
and by the author [9].

Preliminaries

We review some notions and notations used in the paper.
Let G be apartially ordered group (notation po-group). The group operation
will be written additively. Hence, throughout this paper 0 will denote a zero element.
We denote G ={x € G; x>0}
If A < G, then we denote by U(A) and L(A) the set of all upper bounds and the
set of all lower bounds of the set A in G, respectively.
For A={ay, ..., a,} we shall write U(a, ..., a,) (L(ay, ..., a,)) instead of U({ay, ..., a.}),
(LH{as, - an 1)
If A, ...,AncG, then A+ ... +A ={a;+..+ a;; a; € A, .., a, € A}
If Aj= ...=A,= A, thenweset nA = A, + ... + A,.

A po-group G is called directed if U(x,y) = &, L(xy) = & foreach x,y e G.

A Riesz group is any po-group G which is directed and satisfies the Riesz interpolation
property, i. e., foreach a, bje G, (i, j=1,2)suchthat ai<b; (i, j =1, 2) there exists
ce G suchthat ai<c<bp; (i, j=1,2).

For basic properties of Riesz groups see Fuchs [7].

We use N for the set of all positive integers.

A po-group G is called isolated if a € G and na >0 forsome n e N implies a> 0.
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Let G be apo-group. Anelement a € G* issaidto be Archimedean if,
whenever
b e G" and nb < a foreach n e N, then b=0.
The absolute value |x| of an element x of a lattice ordered group is defined by |x| =
XV X

The absolute value |x| of an element x of a Riesz group is defined by |x| = U(x, -

X). We review some properties of absolute value in Riesz groups.

The following assertions hold for any elements x, y of an isolated Riesz group H and
any ne N (see[7,p. 160]).
(P1) Ixl< U(0),
(P2) x| = I|-x],
(P3) nix| = |nx],
(P4) if H is abelian, then |x| + |y| < |x + Y|

For any isolated abelian Riesz group H the following statements are valid for each
X, ¥ € H, myn N (see[10, p. 132)).
(Ps) If m < n, then n|x| < m|x|.
(Pe) If y € n|x|, then there exists z € |x| suchthat nz <vy.

We will also need the following assertions concerning Riesz groups:

(A;)) Let H be a Riesz group, ai, ..., @, b, ..,by € H. Then
U(ay, ..., an) + U(by, ..., b)) =U(as+ by, ..., a1 + by, ..., ay + by) [7, p. 157].

(A;) Let H be an isolated abelian Riesz group, n € N. Then n|x| + n]y| < n[x +y]|.
(It follows from (P3) and (Py).)

Lemmal. Let H be an isolated abelian Riesz group, a, b € H.

(i) If na<nb forsome n e N, then a <bh.

(i) If na=nb forsome n e N, then a=bh.

(iii) If nla] < n|b| for some n e N, then |a] < |b].

(iv) If n|x| =nly| forsome n e N, then |x| =|y].

Proof: (i) If a,b e H and na <nb forsome n e N, then 0 <n(b-a). Thisyields 0 <
b-a and hence a < b.

(ii) Itis a consequence of (i).

(iii) Let x € [a], n € N. Then accordingto (P3) we get nx € nla] < n|b| = |nb|. This
implies nx >nb, nx > -nb. From (i) it followsthat x>b, x>-b. Thus x € U(b, -b) =
|b]. Hence |a] < |b.

(iv) Itis a consequence of (iii). 0
Lemma 2. Let G beapo-group, A, B,C,Dc G. Then

(i) nA+nB=n(A+B),

(i) ifAcC, BcD, then A+Bc C+D.

Proof: It is obvious. O

Note that x <y ifand only if U(y) c U(x) for any elements x and y of a po-group.
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Convergences in ordered algebraic systems

Luxemburg and Zaanen introduced notions of a u-uniform convergence and of a rela-
tively uniform convergence of sequences in vector lattices in their monograph [11] in the
following way.

Definition 1. Let V be a vector lattice, u € V, u>0. Itis said that a sequence (x,) inV
converges u-uniformly to an element x e V if the following condition is satisfied:

(C,) foreach ¢ € R, & >0 thereexists no € N suchthat |x, - x| < &u foreach n e
N, n>nq.

Definition 2. Let V be a vector lattice. We say thata sequence (x,) in V relatively
uniformly converges to an element x € V, whenever (x,) converges u-uniformly to x
forsome u € V, u > 0.

Cernak and Lihova [4] equivalently replaced & in the Definition 1 by 1/k
where, k € N, and adopted definition of Luxemburg and Zaanen for lattice ordered groups
as follows.

Definition 3. Let G be alattice ordered group, u € G, u>0. We say that a sequence
(x,) in G u-uniformly converges to x € G, if the following condition is satisfied:
(C,) foreach k e N there exists ny € N such that K|x,- x| < u foreach n e N, n>n,.

The element u in the Definition 3 is called a convergence regulator.

Relatively uniform convergence in lattice ordered groups is defined analogously as in
vector lattices above.

If G = R, where R isthe additive group of all real numbers with the natural linear
order, then the notion of u-convergence forany u e G, u >0 coincides with the usual
convergence.

Now, we extend the notion of u-uniform convergence to Riesz groups.
Recall that any lattice ordered group is an isolated Riesz group and any Archime-
dean lattice ordered group is an isolated abelian Riesz group.

The definition of Cernak and Lihové of the u-uniform convergence with small
adap- tation can be used also for Riesz groups.

Definition 4. Let H be a Riesz group, (X,) a sequence in H, u € H, u> 0. It is
said that a sequence (x,) in H u-convergesto anelement x € H, written x, —, X, if the
following condition is satisfied:

(C3) foreach k € N there exists n, € N, suchthat U(u) < k| x, - x| foreach n €
N,n > ng.

If X, —y x then we say that x is a u-limit of (x,).

In the relatively uniform convergence different sequences can have different conver-
gence regulators.

If we take the same regulator for all sequences we get convergence which is called
convergence with a fixed regulator.
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Basic properties of convergence with a fixed regulator

In the rest of this paper we consider the convergence with the same regulator for all
sequences.

Cernék and Lihova [5] have shown that if convergence regulator in lattice ordered
group is not archimedean then a sequence can have more limits. So, it is convenient to
have an Archimedean element in the role of convergence regulator.

Throughout the rest of the paper H will be an isolated abelian Riesz group and an
Archimedean element u of H will be afixed convergence regulator. Since there is no
danger of confusion, from now on we shall write x, — X instead of x, —, X.

Theorem 1. Let (x,) be asequencein H, x,y € H.

If X, »>x and X, >V, then x=y.

Proof: If x, —x and x, -V, thenforeach k € N there exists n, € N such that
U(u) < 2k|xn - x|, U(u) < 2K|x, - y| foreach n e N, n>n,. Fromthis, (P2), (P3), (A,
(Az), and Lemma 2 it follows that U(2u) = 2U(u) < 2K|x, - X| + 2K|X, - Y] = 2K|X - X»| + 2k
[Xn -y < 2K|X - Xy + Xn- Y] = 2K|X - y|=|2k(x - y)|. Thisyields 2u > 2k(x -y). Then
Lemmal (i) yields u >k(x -y).

Since k isan arbitrary elementof N and u an Archimedean elementin H, we
have x - y=0. Hence x=y. 0

Theorem 1 generalizes Theorem 2.3 of Cernak and Lihova [4].
Theorem 2. Let (x,) and (y,) besequencesin H, x,y € H.
Let x, »x and y, —y. Then
(1) Xn+Yn—> X+Y,
(il) Xy = -X,
(i) Xp-yn = x-V.
Proof: (i) If x, — x and y, — y,thenforeach k € N there exists n, € N such
that U(u) < 2Kk|x, - x|, U(u) < 2k|y, - y| foreach n e N, n > n,. From this, (A;) and
(P3) it follows that 2|u] = 2U(u) < 2K|x, - X| + 2K]yn - Y| < 2K]|(Xn - X) + (Yn - Y)| = 2|K((Xn
+y,)-(x+y))| foreach n € N, n> n.. By Lemma 1 (iii), |u] < K|(Xn + Yn) - (X +Y)]|
foreachn € N, n>n,. Hence we get x, +y, > x +Y.
(ii) If x, — x, then for each n e N there exists n, € N such that U(u) < k|x, - x| for each
n €N, n >n. Inviewof (P,) we have U(u) < K|-X, + x| = Kk|-x, - (-x)| foreach n e
N, n >nc. Hence -x, - -X.
(iii) Itis a consequence of (i) and (ii). 0

Theorem 2 (i) generalizes assertion (i) of Lemma 3.1 [4].
Theorem 3. Let (x,), (yn) and (z,) be sequencesinH,a e H. Let x, <y, <z, foreach
neN, x,—»>a, z, —»a. Then y, »a.
Proof: If x, - a and z, — a, then for each k € N then there exists n, € N, such that
U(u) < K|x, - a] = |kx, - ka], U(u) c K|z, - a| = |kz, - ka] for each n € N, n>n,. This
implies u>ka - kx,, u>kz,-ka. Then ka - u <kx,, kz, <ka + u. Since kx, <ky, <kz, for
each ne N, n > n,, we obtain ka-u<Kky, < ka + uforeach n € N, n>n,. This implies
ka - ky, <u, ky, -ka < u. Hence U(u) c U(ky, - ka, ka - ky,) = |ky, - ka| =k|y, - a| for
each n € N,n>n,. Thisyields y, - a. O
Theorem 4. If a sequence (x,) in H is convergent, then the sequence (x,) is bounded in H.
Proof: Let x, — x. From this follows that foreach k € N there exists n, € N such
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that U(u) c k|x,- x| forall ne N, n>ny.

Hence for k =1 we get that there exists n; € N such that U(u) < |X, - X] = U(X - X, X - Xp)
forall n € N, n > n;. This yields x - X, <u, x, - x <u. From this we obtain X - u <x, <x +u
forall n e N, n >nj.

Denote t=n; -1 Since H is adirected group, there exists a lower bound b of the set
{X1, ..., Xt, x-u}andan upperbound c of the set {xs, ..., X, X + u} inH. Thus b <x, <c¢
foreach p € N.

Hence the sequence (x,) is bounded in H. [

Cauchy sequences
Definition 5. A sequence (x,) in H is called a Cauchy sequence, if foreach k € N
there exists n, € N suchthat U(u) < K|xn-x,| foreach m,ne N, m, n > ny.

Theorem 5. Any convergent sequence in H is a Cauchy sequence.

Proof: If x, — X, then foreach k € N there exists n, € N such that U(u) < 2Kk|x,, -
x|, Uu) < 2Kk|x, - x| forall m,ne N, m, n>n,. From this, Lemma 2, (A;) and
(Ap) it follows that 2jul = U(u) + Uu) < 2K|Xm - X| + 2K|x, - X| = 2K|xy - X| + 2K|x
- Xol € 2K[Xm - X + X - Xp| = 2K|Xn - Xa| foreach m, n € N, m, n>n,. According to
Lemma 1(iii), U(u) = |u] < K|xn - x| for each m, n € N, m,n > n,. Therefore (x,) is a
Cauchy sequence. [

Let C be the set of all Cauchy sequences in H.
Theorem 6. Let (x,) and (y,) € C. Then
(i) % +yn) € C,
(i) (-xy) € C,
(i) (X, - yn) € C.
Proof: (i) Let (x,) and (y,) € C.Thenforeach k e N there exists ny € N such that
U(u) < 2K|Xm - Xa|, U(u) < 2k| ym - yo| foreach m,n e N, m, n > ny. Then from
(Ay) and (A,) it follows that 2Ju| = U(u) + U(u) < 2K[Xm - Xa| + 2K|ym - Yol < 2K|Xy -
Xn *Ym = Yol =2K|(Xm + Ym) - (Xo + yy)| foreach m,ne N, m,n > n,. By Lemma
1 (iii),
U(u) =ul <k|(Xn+ Ym) - Xy +Vy)| foreach m,n e N, m,n > n,. Hence (X, +V,) €
C

(ii) Let (x,) € C. Thenforeach k € N there exists ny € N such that U(u) < k|xy, -
Xn| foreach m, n € N, m, n>n,. Inview of (P,) we have U(U) < K|Xn - Xn| = K| -Xm +
Xn| = K|-Xm - (-X,)| foreach m,n €N, m,n>n,. Therefore (-x,) € C.

(iii) Itis a consequence of (i) and (ii).

Theorem 6 (i) generalizes assertion (iii) of Lemma 3.8 [4].

Let (xn), (yn) € C. Weput (X)) + (Yn) = (Xn + yn). Further we set (x,) < (y,) if
andonly if x, < y, foreach n e N.

If x,=0 foreach n e N, then we denote the sequence (x,) by (0).

From Theorem 6 it follows that the following assertion is valid.
Theorem 7. (C, +, <) isan isolated abelian Riesz group with zero (0).
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PARADOXY CI CHYBY?
MICHAELA KLEPANCOVA, MAREK VARGA

ABSTRACT. In the article we deal with problems “to find mistake”. If we ignore any
important premise, then we get untrue result. To solve these problems help
students more thoughtfully understand mathematical theories.

Uvod

Dna 4. aprila 2011 poskytlo obchodné centrum Mlyny svoje vstupné priestory Fakulte
prirodnych vied UKF na akciu ,,Vedecky jarmok*. Jednotlivé katedry mali moznost’ najst’
to najzaujimavejSie vo svojej discipline a pritiahnut’ tak pozornost jednak Studentov
zakladnych a strednych §kol, ale aj nahodnych okoloiducich. Samozrejme, katedry fyziky,
chémie, bioldgie stavili predovSetkym na experimenty, na zazitky z predvedenych
pokusov, ¢i vyskuSanych priamo divakmi. V tejto tazkej konkurencii sa pracovnici
Katedry matematiky FPV UKF skusili presadit predovSetkym pomocou rdznych
hlavolamov. Spomenuli by sme napriklad zostavenie telesa z jeho Siete, zostavenie telesa
zroznych jeho cCasti, rieSenie algebrogramov. Velkej pozornosti sa vSak tesili i ulohy
Z tedrie Cisel, pracovne nazvané ,,Citanie myslienok™ — po zadani urcitych operacii sme
dokazali povedat’ doty¢nému (ak bol spravny poctar, ¢o tiez nie vzdy platilo), na aké ¢islo
¢i slovo prave mysli. No a v obl'ube vobec nezaostavali ani tlohu typu ,,néjdi chybu* —
Citatelovi sme predlozili kratky ajasny vypocet, ktory nas zial' priviedol k zjavnej
nepravde... Na ukaZzku by sme mohli spomentt’ snad’ pracu s mocninami:

6 1

“1=(-1)° =(-2)2 = (-1 |2 =1,

resp. Upravy vyrazov:
a=b = ab=b*> = ab-a’=b’-a’ =a(b-a)=(b-a)(b+a) =

= a=b+a =a=2a = 1=2.
Pri tychto problémoch sa skuto¢ne dozadovali vysvetlenia nielen ziaci a Studenti, ale
i nahodni okoloiduci, ktori sa povazovali za Sikovnych poctarov po vyrieSeni viacerych
algebrogramov ¢i geometrickych uloh...

Najdite chybu...

So spomenutymi ulohami typu ,,najdi chybu* sme vSak vyvolali zdujem aj na mnohych
semindroch z matematickej analyzy, a to v roznych jej oblastiach. Studenta zrejme na Givod
potesime tym, Ze zadanie Glohy sa tvari, Ze rieSenie uz je hotové — sta¢i len prikyvnut...
Tato Cast’ vyvolava zaujem, najst potom skutoéni chybu v ,rieSeni”, ktoré by nam
V podstate vyhovovalo (ak ho schvalime, netreba ni¢ robit’) nemusi byt vzdy jednoducha
zalezitost. Na ukazku sme vybrali pre tento c¢lanok niekolko tuloh z tedrie limit,
z diferencialneho i integralneho poctu, ¢i ztedrie nekone¢nych radov, ktoré svojou
podstatou vlastne sluZzia k hlbSiemu porozumeniu danej problematiky.
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Probléem 1.

Vsetky kone na svete s rovnakej farby. Toto tvrdenie overime matematickou indukciou.
Nech najskdr n=1, potom jediny kon je samozrejme rovnakej farby, akej je...
Predpokladajme teraz, Ze mame mnozinu n koni, ktoré st rovnakej farby. Zoberme
mnozinu Nn+1 koni. Postavme ich do jediného radu, trebars vedla seba. Podla
predpokladu je prvych n koni rovnakej farby. AvsSak, ak sa na nase kone pozrieme
z druhej strany, podla indukéného predpokladu je opét’ prvych n koni rovnakej farby. To
vSak znamen4, Ze vSetkych n+1 koni je rovnakej farby.

Probléem 2.

Funkcia o:y=sgnx je samozrejme nespojitd vbode a=0, asucasne je vtomto bode
diferencovatelna, totiz plati o'(0)=o0. Dalej, plati zndma veta ,ak je funkcia
diferencovatel'na v nejakom bode, je v tomto bode spojita“. Vysvetlite tento paradox!

Problem 3.

Pouzitim 1"Hospitalovho pravidla pri vypocte limity dostavame
. X4sinx . . A S . i
lim = lim (1+cosx),  pricom druhd limita neexistuje. AvSak pouZitim
X—>0 X X—>0

) ) . X+sinx . sin X , .
elementarnych postupov mame  lim = lim (l+—j =1. Ktory postup je
X —>00 X X—>00 X

spravny, resp. kde sme urobili chybu?

Probléem 4.

, ) , X2 sinl, X #0 . . .
Nech je dana funkcia f(x)= X . Z Lagrangeovej vety aplikovanej na
J

0, x=0
funkciu f ainterval (0;x) vyplyva, Ze existuje také ¢islo ce(0;x), pre ktoré plati

.1 .1 1 . . .
x?sin= = X(chm —— cos—j. Ak vyjadrime posledny ¢len v zatvorke, dostaneme
X c C

c051=205in£—xsinl *). Ak x—0, takaj ¢—0. Potom z (*) vyplyva, Ze
c c C

. 1 . L1 e e 1 .
limcos—=0. Vieme vsak, ze neexistuje limita limcos—. Vysvetlite tento paradox!
c—0 c x—0 X

Problém 5.

Vyuzitim tabul’ky primitivnych funkcii a Newton — Leibnizovej formuly I'ahko dostavame

1
I de =[|n| X | }11 =0. Je tento vypocet korektny?
_1X B

102



PARADOXY CI CHYBY

Problém 6.
Y
Zrejme  plati j dx=[x]g =T. Na druhej strane vsSak  dostavame
Tl T
de .[ J' |z=tgx|:J ~dz=0. Vysvetlite tento
sm X + C0s? x 0 +tg X €0S? X ol+z
paradox!
Problém 7.

o0
Vypoctom mozno overit’, ze plati I
0

t
t
———dx=lim |— dx=|im[ln‘x2+1u —w, a
X< +1 t—>ooox +1 t—o0 0

teda nevlastny integral j dx=0 pre

—00

akékol'vek k >0. Nie su tieto vysledky protire¢ivé?

k
2X . . . TS
> ldx diverguje. Avsak plati tiez Il_r)nj >
© 5 X5+l

Probléem 8.

V T'ubovolnej zbierke vzorcov zo strednej Skoly vieme ndjst, ze pre sucet nekone¢ného

. - 1 .
geometrického radu plati Zq” =l—. Ako to, Ze potom je mozné dostat’ pre sucet
n=0 —q
- 1
nekonecne vel'a kladnych Cisel zaporny vysledok, napr. Z 5" = 2
n=0

Probléem 9.

Nekone¢ny ¢iselny rad ZO zrejme konverguje, ataktiez pre kazdé neN plati
n=1

1 . o s e e (1
0>-=. Zporovnavacicho kritéria by teda malo vyplyvat, Ze aj rad Z(——J

n U n
konverguje. Ked’ze vSak ide o zaporne vzaté Cleny harmonického radu, uvedeny rad
Vv skuto¢nosti diverguje. Ktoré tvrdenie je teda korektné?

Problém 10.

Uvazujme &iselny rad (—1)n . Pre jeho ¢leny plati jednak
n=0 n

(-1)" =1-1+1-1+..=

Ms

0

(-1)" =1-1+1-1+..=

Ms

= (1—1) + (1—1) +..=0, jednak dostavame

n=0

=1- (1—1) - (1 — 1) +...=1". Coje teda vlastne suctom daného radu?

! Uvedeny rad taliansky matematik Grandi vysvetloval ako dokaz existencie Boha. Ukazuje totiz, ako mozno z ni¢oho
stvorit’ nieco...
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Problém 11.
Johann Bernoulli (1667 — 1748) nasiel sucet teleskopického radu Z; pomocou
~n(n+1)
takychto uprav: 1=1+1+1+...—(1+l+...j=(l—1j+(1—1j+...=z ! .
2 3 2 3 2) (2 3 =n(n+1)

Zial, takymto sposobom sa mu hned podarilo ukdzat, e plati aj

2:2+§+f+...—(§+f+..)=(2—§j+(§—f)+...=z#. Ktoré &islo je teda
2 3 2 3 2 3 Sn(n+1)

suctom daného radu?

Zaver

Dolezité tvrdenia, o ktorych platnosti sme sa v matematike presvedcili, obycCajne
nazyvame matematické vety. Su vel'mi precizne sformulované — ich autor vzdy starostlivo
skima, ktoré podmienky su pre platnost’ jeho tvrdenia nevyhnutné, a ktoré uz nevyzaduje.
Pozabudnutie niektorého z predpokladov casto radikdlne meni vyznam uz ,vety*,
a vacsinou sposobuje, ¢o sa tyka matematiky az katastrofické zavery...

Vyssie uvedené ulohy su zalozené na podobnom principe — V predlozenych
»rieseniach® sme (pokial’ mozno ¢o najnenapadnejSie) zamlcali nejaka skutocnost, a tym
prisli k zjavne nespravnym zaverom. Skimanie tychto uloh iste prinesie Studentom hlbsie
pochopenie prislusnych matematickych teorii.
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PARTICIPACIA MIND MAPPINGU PRI R()ZViJANi HOLISTICKEHO
CHAPANIA MATEMATICKYCH POJMOV

LYDIA KONTROVA

ABSTRACT. The article discusses the issue of using the mind maps for teaching
mathematics. The mind mapping is the flexible tool and it can be adapted to describe most
task and concepts of mathematics. Mathematical knowledge has the character of a
network and mathematics should be interpreted for the students in its relationships. The
mind maps can be help for problem solving, for exploration, memorizing, concentration,
motivation, organization, for improving memory, brainstorming during of the teaching
mathematics.

Uvod

V ¢lanku chceme prezentovat moznosti zefektivnenia vyucovania vyssej
matematiky, v prvych ro¢nikov technickych vysokych §k6l, pomocou vyuzitia metody
Mind mappingu, t.j. implementovanim myslienkovych, pojmovych, kognitivnych map do
procesu jej vyuCovania. Matematické vedomosti maju charakter siete. Matematické
pojmy, definicie, vety, algoritmy a pravidla st navzajom poprepajané medzi sebou, ako aj
s vonkaj$im svetom. Ak chceme, aby Studenti matematiku chapali a napredovali v nej,
musime im ju prezentovat vo vztahoch (matematické pojmy medzi sebou, matematické
pojmy a realny svet) [1].

Zaciatky Mind mappingu su spojené s menom Anglicana Tonyho Buzana, ktory
koncom 70-tych rokov 20. storo¢ia navrhol pojmové mapy ako techniku robenia si
poznamok [2].

Mind mapping je tiez podla Fishera oznacenim pre ,,vSetky postupy, ktoré znazoriuju
myslenie nejakym zobrazenim* [3]. Ide o vizualne znazornenie, ktoré pozostava zo slov,
pojmov, myslienok, symbolov, obrazkov a potrebnych spojnic, vyjadrujicich vzajomné
vztahy medzi nimi. Je to efektivny nastroj na zachytenie myslienok, informacii
a poznamok, identifikiciu kluCovych pojmov, zobrazenie faktov do celkovej
a zmysluplnej Struktiry, pomocka pri vytvarani asociacii, ktoré by sa inak mohli stratit’.
Podobne ako kartografickd mapa je to dobry spdsob ako myslenie zviditel'nit’.

Myslienka tvorby pojmovych map je vSak v skutocnosti omnoho starSia. Uz velky
filozof René Descartes vo svojej Rozprave o metode ako dobre viest svoj rozum a hladat
pravdu v prirodnych vedach, uvadza medzi Styrmi  zakladnymi pravidlami tzv.
kartezianskej metody, pravidlo analytického postupu - rozkladat’ veci zlozité na ¢o mozno
najjednoduchsie,  pravidlo syntézy - postupovat’ v spravnom poriadku od l'ahSieho k
tazSiemu, zhrnat vztahy a zavislosti od jednoduchych az k poznaniu najzlozitejSich javov
a pravidlo kontroly - dbat’ pri rieSeni kazdej otazky na to, aby sa ¢o mozno najuplnejsie
prihliadalo na jej rozli¢né suvislosti a aspekty.
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Preco prave Mind mapping

., Nosime v sebe mnoho map, ktoré nam pomahaju nachadzat’ cestu miestami, ktoré
pozname a miestami, kde sme nikdy neboli.
Zmeny, ktoré zaznamendvame v oblasti vzdeldvania za posledné desatrocie, stvisia
predovsetkym s implementovanim pocitacovych technolégii do vsetkych oblasti zivota,
teda aj do oblasti vzdelavania. Objavuje sa iny pristup k ziskavaniu a tiez zapamétavaniu si
informacii. Pre dneSnu ,,internetovii generdciu“ je charakteristicka praca s ikonami,
symbolmi, klI'a€ovymi slovami (pri pouziti internetovych prehliadacov), pohybovanie sa
v informaénej sieti po relevantnych cestach. Casto vyuZivame ,,vonkajsiu pamit™, (po¢itaé
alebo internet).Viac ako kedykol'vek predtym pouzivame kontextudlne myslienkové
mapy vo vsetkych oblastiach Zivota.
Dal§im faktorom, ktory nati uitefov na vysokych Skolach prehodnotit’ pristup
k vyucovaniu vys$Sej matematiky, je stale viac sa diferencujuca siet’ strednych $kél, ¢o do
obsahu arozsahu vyucCovania tohto predmetu. Kym pred desiatimi rokmi az 80%
Studentov prichddzajucich na vysoké skoly technického zamerania absolvovalo maturitnii
skGisku z matematiky, dnes ich pocet dosahuje len asi 15%. Uroveii vedomosti
prichddzajucich $tudentov je Casto neporovnatelnd. Jednou z moznosti ako zmensit’ tieto
rozdiely je metdda vyuzitia pojmovych a myslienkovych map. V zavere ¢lanku prindSame
vysledky pedagogického experimentu zameraného na testovanie efektivnosti prave takejto
vyucovacej metddy.

Vyuzitie myslienkovych map pri vyu€ovani matematiky

Matematicky svet je sietou navzajom prepojenych faktov apojmov. Poznanie
korelacii medzi nimi je nevyhnuté k preniknutiu do sveta matematiky. Myslienkové
mapy Studentom umoznia zorientovat’ sa v pavucine matematickych pojmov a su tiez:

e Pomockou pri identifikacii kI'aCovych pojmov, suvislosti medzi nimi, vytvarani

zmysluplnej Struktiry, umoziiuju pochopit’ potrebné vizby a vztahy.
e Umoznuju implementovat’ nové informacie do §irSieho kontextu.
Kombinacia slov a obrazu zapaja do procesu ucenia sa obe hemisféry mozgu
a zefektiviiyje ucenie sa matematiky.

e Napomahaji rozvijaniu kognitivnych zrucnosti, schopnosti analyzy, triedenia
a syntézy pojmov.

e Umoziluju apodnecuji konvergentné, divergentné, kritické, strategické a

komplexné matematické myslenie.

e Su efektivnou mnemotechnickou pomockou (napovedou), tvar, farby, Struktara

mapy umozni lepSie zapamaétanie si informacii.

e Rozvijaji holistické, komplexné chapania matematickych pojmov a vlastnosti.

e Podporuji rozvoj metakognitivnych zrucnosti — ucit sa ucit, rozmyslat

0 vedomostiach.

Ukézalo sa tiez, Ze zaradenie myslienkovych map do procesu vyucovania, postva
ucenie sa matematiky viac smerom k ziskavaniu neformalnych matematickych vedomosti,
ktoré implikujii schopnost’ vyuzitia matematiky pri rieSeni problémov kazdodenného
zivota. Pri uceni sa matematiky je velkym problémom prave silnd nadvéznost’ uciva;
napriklad, ak Student neovlada pocitanie so zlomkami, mocninami a odmocninami,
nemdze nasledne zvladnut' zédkladné derivaéné vzorce (napriklad vzorec: (X" )= nx"™).
Vhodné ,pripomenutie dolezitych faktov, vztahov, vzorcov prostrednictvom
myslienkove] mapy sa ukazalo ako dobry ,,zachranny most®, vd’aka ktorému si Studenti
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aktualizovali potrebné vedomosti a uspeSnejSie zvladali nové ucivo. Pedagogicky
experiment, ktory sme realizovali, mal za ciel' potvrdit’ relevantnost’ implementovania
myslienkovych map, ako uz spomenutych mostov. Pri vyucbe sme vyuzivali pojmové
mapy pre pripomenutie poznatkov zo stredoskolskej matematiky a tiez mapy, ktoré
ponukali komplexny a holisticky pohl'ad na preberané témy. Obrazok 1 predstavuje
pojmovia mapu prvého typu (Transformdcie grafov funkcii) a mapu druhého typu
(Matice), ktora podava komplexny pohlad na pojmy preberané v ramci témy Maticovy
pocet.

hal 0% ) 0 < k < 1 stlaéit’
L7 f(x
' + k > 1 natiahnut'

J . - & 7 Lot Preklopit’ podla
3 P osiy . [Pogunv smere osi yl _ f(K
Matice Nairy f(x) ,// “podl'a hodnoty k /\/
- / Stlaéit’ alebo
Obefznikord matica A /\/(\
s s tiahnut'
pdexm,:m / \ Taoronnt ek oA m i smatiahnu
. Amen |
o o

vertikdlne
v zdvislosti
a koeficiente k

transformdcie
mozeme
kombinovat 1y

Stlaéit’

Preklopit’ s A nu'nahnlu"
Rodl'a ‘::- x o+ - N /N horizontélne
X) P ¢ ] .V zdvislosti

L d ).
" Lo
A \ s

® ¥ e 2 -

i

na

Posunv smere osi x Koeficiente k

doprava alebo dol'ava
v zdvislosti na hodnote k 0 < k < 1 natiahnut'

k> 1 stlacit'

Obrazok 1: Pojmové mapy Matice a Transformadcie grafov funkcii

Mapovanie hierarchii matematickych pojmov pomocou konkrétnych schém

Pri vytvarani pojmovych map sme vyuzili viacero druhov schém. Kazda z tychto
konkrétnych schém podporuje niektori z matematickych ¢innosti a pomaha rozmyslat
0 pojme a jeho Struktare v roznych intenciach, ako napriklad: odkryvanie analdgii pojmov,
diferencidcia  pojmov, porovnavanie, hladanie pri¢iny a nasledku, analyzovanie,
kontextualizovanie, klasifikovanie. V Tabulke 1 uvddzame niektoré z nich.

Nazov Vizualizacia Vyuzitie
Brace map Pouziva sa na analyzu objektov; na
(svorka) lavej strane je kIiCovy pojem, vo

vetvach st jeho hlavné a vedl'ajsie
Casti.

Pouziva sa na Klasifikovanie
matematickych pojmov a myslienok;
pouzili sme ju napriklad pri opakovani
kvadratickych rovnic (typy, sposoby
rieSenia, pocet koreiiov).

Tree map (strom)

Pouziva sa na braimstormingové
napady  azobrazenie  postupného
rozsirovania poznatkov z danej témy.

Circle map
(kruznicova mapa)
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Bridge map (most)

Tato mapa je vhodnym nastrojom pre
aplikovanie procesu hl'adania a videnia
analdgii matematickych pojmov. Na
obrazku 2 je tento typ mapy vyuzity
pri téme Zdapis mnoZiny prvkov danych
vlastnosti.

Multi flow
(multipradova mapa)

Bubble map
(bublinova mapa)

Pouziva sa na analyzu pricin
a nasledkov. Pri vyucovani
matematickych pojmov ju modzeme
pouzit' na znazornenie predpokladov
matematickych viet a dosledkov
matematickych tvrdeni.

Pouziva sa na popis, znazornenie
vlastnosti matematickych pojmov.
ZlepSuje schopnosti Studentov
identifikovat’ klacovy pojem
V stvislosti s parcidlnymi pojmami.

Double bubble map
(dvojita bublinova
mapa)

Pomocka na komparaciu opozitnych
pojmov. Do dvoch stredov zapisujeme
porovnavané matematické pojmy. Do
spolo¢nych bublin uvedieme zhodné
vlastnosti a do samostatnych rozdiely.
Na obrazku 2 je uvedena dvojita
bublinovd mapa na zobrazenie
vlastnosti exponencialnej funkcie.

Tabulka 1: Schémy myslienkovych map

x€e(-33 x| <3
e
_p——— |
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@
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Obrazok 2:Bridge map a Double bubble map
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Kvantitativna analyza vysledkov testovania

Po vytvoreni viacerych matematickych pojmovych map sme pristupili k realizacii
pedagogického experimentu, cielom ktorého bolo =zistit, ¢i implementovanie
myslienkovych map do procesu vyuc€ovania matematiky bude mat’ pozitivny vplyv na
Studijné vysledky z matematiky. Na zéklade formulacie ciel'a pedagogického experimentu
sme stanovili hypotézu:

Hi: Studenti vzdelavani s podporou myslienkovych a pojmovych mdp dosiahnu na
konci experimentdalneho vyucovania minimdalne rovnocennu uroven vedomosti ako Studenti
vyucovani bez vyuzitia mind mappingu.

Pri vybere subjektov experimentu, Vsnahe ziskat dve Co najviac ekvivalentné
skupiny, sme sa rozhodli pre ndhodny vyber zo Studentov 1. roénika Stavebnej fakulty
Zilinskej univerzity v Ziline. Tito absolvovali v akademickom roku 2008/2009 v zimnom
semestri predmet Matematika 1, obsahom ktorého su: zaklady linearnej algebry,
analytickd geometria a diferencialny pocet redlnej funkcie jednej premenne;.

Rozhodujuca pri vybere kontrolnej a experimentalnej skupiny bola zhoda v odbornej
sposobilosti vyucujiceho, (v oboch skupinach viedol 3 — hodinové cvicenie ten isty
odborny asistent), zhoda v obsahu arozsahu preberaného uciva a zhoda v ¢asovo-
tematickych planoch. Pocet respondentov v oboch skupinach bol zhodne 28.

Do vyucovania predmetu Matematika 1 v experimentalnej skupine bola kazdy tyzden,
V ramci cviceni, zaradena praca s myslienkovymi mapami.

Kontrolnd skupina absolvovala tradi¢né vyuc¢ovanie predmetu Matematika 1.

Po prebrati uciva obe skupiny riesili zhodny vedomostny test, ktory obsahoval 10
uloh. Maximalny pocet =ziskanych bodov v teste bol 30. Realizacia experimentu na
verifikaciu hypotézy H; prebehla podla experimentalneho planu bez pretestu. Nasledujica
tabulka prezentuje percentudlnu Gspesnost rieSenia posttestu V jednotlivych skupinach.

n % = 8¢
Experimentdlna skupina 28 69,1% 23,5 26,8
Kontrolna skupina 28 60,1% 20,4 23,7

Tabulka 2: Zakladné Statistické charakteristiky suborov

Pristipime k verifikacii hypotézy H;. Zvolime hladinu vyznamnosti @ = 0,05. Uginok
experimentalnej metddy (dosiahnuté vysledky testu pri vyu¢ovani matematiky s podporou
mind mappingu) sme povazovali za ndhodny vyber z normalneho rozdelenia N(u o7%).
Utinky druhej metody (vysledky testu pri tradiénom vyulovani) sme povaZovali za
nahodny vyber znormalneho rozdelenia N(z;, 0'22), kde 1 o1, )7 0> sU neznime
parametre. Mame dané dva nezavislé subory n=28, m=28. Vypocitali sme vyberové
charakteristiky a pouzitim F - testu sme zistili, ze rozdiel medzi ich rozptylmi nie je
Statisticky vyznamny.

Ztohto dovodu sme rozdielnost medzi skupinami testovali dvojvyberovym
Studentovym t-testom s rovnostou rozptylov.

Testovali sme hypotézu o tom, ¢i st Géinky oboch vyucovacich metoéd rovnaké

Ho: M= pl’Oti Hl: MF* .

Testovacie Statistiky maja hodnotu T = 2,276 a hodnota p = 0,01313.
Pri porovnani s kritickymi hodnotami t-testu sme dostali
T =2,276 > ty05(54) = 2,0048.
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Nulovt hypotézu preto zamietame. Vyberovy priemer sa na zvolenej hladine vyznamnosti
1isi od hodnoty priemeru zakladného suboru.

Pri pouziti uvedenych vyucovacich metdd boli dosiahnuté rozdielne $tudijné vysledky.
Ak pouzijeme jednostrannu hypotézu

Ho: M= prOti Hi: M > o,
potom Hy zamietame na hladine vyznamnosti @ ak T > t,(n + m - 2). Toto sa vV nasom
pripade potvrdilo, nakol’ko plati

2,276 > tza(n +m- 2) = t0’1(54) = 1,676
Jednostrannt nulova hypotézu zamietame a rozdiel medzi strednymi hodnotami pre dany
vyberovy subor povazujeme za Statisticky vyznamny. Pomocou Statistickych metéd sme
potvrdili, Ze S$tudenti vyuCovani inovativnou vyuCovacou metdodou S vyuzitim
myslienkovych map, dosiahli lepsie Studijné vysledky, ako Studenti vyu€ovani tradi¢nou
metodou.

Pedagogicky experiment nas presvedCil o pozitivnom vplyve zaradenia
myslienkovych map do procesu vyufovania matematiky. Studenti vnimali kladne
predovSetkym fakt, Ze pojmové mapy im umoznili zaviest systém do mnoZstva
informacii, faktov apojmov, ktorymi disponuji, =ziskat nadhlad nad preberanou
problematikou.
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PROJEKTOVE WUCOVAN[E NA HODINACH MATEMATIKY
V DIGITALNOM VYUCBOVOM PROSTREDI

LILLA KORENOVA

Abstract. In this paper we are going to focus on the project method of education with the
use of digital technologies in education on high schools. In the second part of this post we
demonstrate a few examples of the project method of education which has been tested by
math teachers within the project "Modernization of the educational process ".

Uvod

V poslednych rokoch sa aj na Slovensku zvicSuje snaha ucitelov motivovat’ Studentov
na strednych Skolach k $tidiu matematiky novymi (alebo staro-novymi) vyucovacimi
metodami a formami, vyuZivanim digitalnych technologii ako aj o spestrenie obsahu
matematického vzdelavania o Glohy zrealneho zivota, kontextové ulohy a pod. Jeden
z vybornych metdéd ako vniest’ ,redlny Zivot“ do vyuCovania matematiky je projektova
metdda s vyuzitim digitalnych technologii, ktoré su Studentom vel'mi blizke.

V ramci Narodného projektu ,,Modernizacia vzdelavacieho procesu na strednych
skolach“ (UIPS) sme navrhli aodskigali niekol’ko nametov takéhoto projektového
vyucovania.

Projektové vyucovanie v digitalnom prostredi

V Pedagogickom slovniku ndjdeme pod heslom ,,projektova metdda“ nasledovni
definiciu: “Je to vyucovacia metdda, pri ktorej ziaci st vedeni k rieSeniu komplexnych
problémov a ziskavaji skusenosti praktickou ¢innostou a experimentovanim. Projektové
vyucovanie je potom také vyucCovanie, v ktorom projektova metdda je hlavnou vyucovacou
metodou. ” (Pricha, 1995)

Zaciatky projektového vyucovania siahaju do zaciatku 20. storocia, ked popredni
predstavitelia americkej pragmatickej pedagogiky J. Dewey a W. H. Killpatrick
rozpracovali problémové a projektové vyucCovanie ako prostriedok demokratizacie
a humanizacie vyucby a skoly. (Turek, 2010)

Problémy, ktoré ziaci rieSia v projektovom vyucovani su komplexné a ich rieSenie si
vyzaduje poznatky z viacerych vied (tradicnych vyucovacich predmetov), problémy riesia
skupiny Ziakov (kooperativne vyucovanie) najmi z vlastného zaujmu a rieSenia vedu ku
konkrétnym vysledkom, produktom, pisomnym referatom a pod. Takéto komplexné
problémy sa nazyvaju projekty.(Turek, 2010)

Projektové vyuCovanie mdze byt jednym z mostov prepojujucich skoly so Zivotom
obce i SirSej verejnosti.(Valenta J., 1993)

Projektové vyucovanie vSak spaja ziakov v siCasnosti s realitou Zivota a okolitého
prostredia hlavne cez digitalne technologie, pretoze ich vyuZivanie je pre nich Uplne
prirodzené. Digitalne technologie ako pocitac, internet, digitalny fotoaparat, mobil a d’alsie
st vybornym prostriedkom pri praci na projektoch pre Studentov ato nielen pri zbere
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informacii, ale aj pri spracovavani udajov, modelovani realnych situacii, pri vypoctoch aj
prezentacii vysledkov.
Projektova metdda teda navodzuje podla (Valenta J., 1993):
= cielent1 u¢ebnu ¢innost’, premyslent a organizovanu
= vyhovuje potrebam a zaujmom Zziakov a pedagogickej organizacii ucitel’a
= Cinnost’ koncentrovanu okolo urcitej zakladnej idey
= navodzuje ¢innost’ zameranu prakticky a smerujucu k pouzitel'nosti
V zivote
= Cinnost prinasajucu zmeny v celku osobnosti ziaka, zvlast' cestou
skusenosti
= ¢innosti za ktoru Ziak prebera zodpovednost’.

Postup pri projektovom vyucovani sa sklada z tychto etap (Turek, 2010):
1. vol'ba témy projektu (jej Specifikacia, urenie cielov a vystupov)
2. planovanie rieSenia projektu (vypracovanie postupu, rozdelenie do
¢iastkovych uloh, rozdelenie ziakov do skupin, atd’.)
3. rieSenie projektu (realizacia planu)
4. zverejnenie vysledkov rieSenia projektu (zhodnotenie prace na projekte).

Podla (Lukac, S. a kol., 2010) pri projektovej metéde sa meni pozicia uditel’a,
ktory sa pre ziakov stava spolupracovnikom, poradcom, usmerfiuje ich cinnost,
nevysvetl'uje novu latku, ale poskytuje zdroje a podnety pre pracu ziakov.

V suvislosti s vyuCovanim matematiky sa otvara otazka, ¢i projektovd metdda je
vhodna aj pre rozvijanie matematickej gramotnosti Ziakov.

V pripade, ze uditel’ vhodne vybral tému a triedu, v ktorej projekt realizuje, dochadza
k tomu, Ze Ziaci si ntteni tvorit, hladat, vymyslat. Maju moznost’ volit' si smer, i
zameranie svojho projektu. (Dillingerova, 2007)

Ucitel moze mat’ pocit, Ze len Cast’ projektu sa venuje matematike a tym mu projekt
ubera priestor pre vyucbu matematickych kompetencii. Z hladiska celkovej vychovy
Cloveka je to postoj faloS$ny, pretoZze praca na projektoch avtime je velmi cenna.
Moznosti, ako najst’ vhodné aplikaéné prostredie pre projekty a pritom nestratit’ tazisko
vyucby mimo oblast’ matematiky je pouzit’ vypoctova techniku ako nastroj pre aplikaciu
matematickych zru¢nosti. (Vanicek, 2009)

Pre sucasnych ziakov je vyuzivanie digitalnej techniky (pocitaca, internetu, softvérov,
mobilov, digitalnych fotoapardtov apod.) vo vyuCovani urCitym spojenim medzi
vyucovacim predmetom (predmetmi) arealnym zivotom, kde tieto technologie bezne
pouzivaji. Studenti si Casto aj v domacom prostredi informovani o rieSeni rdznych
projektov v skutocnom zivote napriklad od ich rodicov, starSich stirodencov a pod. Dnes je
bezné, ze zamestnanci rdéznych firiem v ramci svojho zamestnania pracuju na rieSeni
projektov rozneho druhu a v urcitej miere vyuzivaju na rieSenie IKT, na Skolach sa ucitelia
zapajaju do projektov za ucelom ziskania grantov a ti€elovych financii.

V Statnom vzdelavacom programe (ISCED 3A) sa definuje vzdeldvacia oblast
Matematika a praca s informaciami ako oblast’, ktora rozvija myslenie ziakov, ktoré je
potrebné pri rieSeni praktickych problémov realneho Zivota s vyuZzitim matematickych
modelov myslenia (logické a priestorové myslenie) a prezentacii (vzorce, modely,
diagramy, grafy, tabul’ky). (MSVVaS_SR, 2011)

Na zéklade tychto skuto¢nosti moéZzeme povazovat projektové vyuCovanie s Vyuzitim
digitalnych technologii za jeden z vel'mi aktualnych metdd vyucovania.
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Aby projektova metdda s vyuzivanim IKT mohla dobre fungovat, musi byt splneny
predpoklad kreativneho, vzdelaného, inovativneho a digitalne gramotného ucitela.

Ucitel' formuje svojich ziakov svojim priamym i nepriamym posobenim, svojou
kvalifikovanost'ou, odbornost'ou, pedagogickym majstrovstvom a tiez osobnym prikladom.
Ak chceme vychovat’ mladych l'udi informa¢ne zru¢nych, kreativnych, so schopnostou
rieSit’ problémy realneho Zzivota samostatne, tak ucitel’ (nielen matematiky) musi mat’
hodiny pre svojich ,klientov* pripravené kompetentne, tvorivo, zaujimavo, moderne.
(Zilkova, 2009)

V ramci Narodného projektu ,,Modernizacia vzdelavacieho procesu na strednych
skolach“ (UIPS) sa uskuto¢nilo kontinudlne vzdelavanie uéitelov matematiky, kde sme
vramci Skoleni oboznamovali uéitefov matematiky s novymi metédami a formami
vyucCovania s vyuzitim digitalnych technologii.

Niekol’ko nametov zo §kolského prostredia

Uvadzame niekol’ko ndmetov projektového vyucovania s vyuzitim digitalnych
technoldgii, ktoré boli aj v minulom Skolskom roku odskusané na niektorych strednych
Skolach.

Namet projektového vyucovania ¢.1: Zeleny cyklisticky okruh mesta Bratislavy

Pilotaz tejto projektovej metody zrealizovala p. Valéria Kosnova na Sukromnom gymnaziu
Zitavska v Bratislave, v 3.A triede s po¢tom $tudentov 23. Projektu bolo venovanych 9
vyucovacich hodin a 2 hodiny exkurzie. (Kosnova, 2011)

Ciel’ projektu pre Ziakov bol navrhnut’ zeleny cyklisticky okruh mesta Bratislavy
s prepojenim na uz vybudované cyklistické trasy mimo centra, vypo¢itat’ ich dizku,
finan¢ne vyhodnotit’ a optimalizovat’ naklady na ich vybudovanie.

Ciastkové ulohy projektu uéitel’ka formulovala Ziakom nasledovne: ,,Realizujte
prieskum sucasného stavu cyklotras v Bratislave a okoli. Navrhnite z nich ¢asti cyklotras
vhodné do =zeleného okruhu. Pomocou IKT navrhnite nové cyklotrasy. Zmapujte
nespevnené Casti cyklotrasy auréte ich dizku. Zhodnotte kompatibilitu navrhovaného
zeleného okruhu s existujicimi medzinarodnymi cyklotrasami. Vyhodnotte finanéné
naklady na dobudovanie novych Casti cyklotras. Zhodnot'te atraktivnost’ zeleného okruhu
z hladiska zdravého Zivotného prostredia, Sportovych a kulturnych aktivit, historickych
pamiatok a pod.«

Vystupom projektu mala byt cyklistickd mapa zeleného okruhu mesta Bratislavy,
navrh finanénych nédkladov realizacie projektu, prezentovanie projektu v elektronickej
forme. Realizacia projektu trvala 9 vyucovacich hodin v Skole, d’alej skupinova cyklisticka
obhliadka, spracovanie vysledkov a priprava prezentacie vramci domacej pripravy.
V ramci tohto projektu ziaci pouzivali kalkulacku, mapy (digitalne), dynamické
konstrukcie pripravené v programe GeoGebra, interaktivnu tabul'u a notebooky.

V prvej, motivaénej faze prebehla diskusia o problémoch cyklotras a o historickom
centre Bratislavy
(http://www.bratislava.sk/vismo/dokumenty?2.asp?id org=700000&id=77897&p1=191
167,
http://www.cyKlotrasy.sk/ , http://www.bkis.sk/ )

Motiva¢na faza bola ukonCena prezentovanim osnov ziackych projektov na
interaktivnej tabuli.

Po motivaénej Casti vznikla vzajomna diskusia Ziakov a ucitel’ky:
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» ako vyuzit’ vedomosti z prebranej kapitoly zobrazenia,

* ako ziskat’ fotodokumentéaciu, mapy ( moznost’ exkurzie, internetu),

* ako zmapovat uz existujuce cyklotrasy,

« ako vypoditat’ dizku novych navrhovanych ¢asti cyklotras,

* do akej podoby a akym spdsobom prezentovat’ vysledky prace,

Ucitel’ka so ziakmi vypracovala harmonogram realizacie projektu, urcila ¢iastkové
ulohy a kritéria hodnotenia. U¢itel’ vstupoval do tohto procesu ako konzultant a ¢iastkovo
kontroloval plnenie tloh a terminov.

Podl'a stanovenych cielov a tiloh ziaci pracovali v timoch na pocitacoch, pricom
v oboch projektoch vyuzivali matematicky softvér GeoGebra. Vyuzivali vedomosti okrem

matematiky (najmd zobrazenie, mierka, pomer apod.) aj zpredmetov geografia
a informatika.

A \ e . Pohyb
‘ 3 il . Premiestnenie alebo vyznagenie objektov (Esc)
SR ~ ; T it
o I e i Y3 4t e
- I
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Obrdzok 1: ukazka casti Ziackeho projektu v softvéri GeoGebra

Namet projektového vyudovania ¢.2: Most Apollo v Bratislave

Pilotaz tejto projektovej metddy zrealizovala p. Miroslava Sithova na Strednej
odbornej $kole geodetickej v Bratislave. (Sithova, 2011)

Cielom projektu pre ziakov bolo zistit' parametre mosta Apollo v Bratislave
meranim a matematickym modelovanim, porovnat vysledky s udajmi dostupnymi na
internete.

Ucitel’ka formulovala ¢iastkové ulohy projektu pre ziakov: odfotit” most Apollo,
odmerat dizku mosta suréitou presnostou (a dostupnou technikou), vymodelovat
pomocou softvéru GeoGebra parabolu v tvare mosta, pomocou podobnosti (mierky,
pomeru) dopocitat’ a zistit' d’alSie parametre, ako vySka apod., vytvorit' projekt ako
prezentaciu a porovnat’ vysledky sudajmi na internete. Vystupom projektu mal byt
PowerPoint prezentéacia. Realizacia projektu trvala 5 vyu€ovacich hodin v $kole a v teréne,
spracovanie vysledkov a priprava prezentdcie v ramci domacej pripravy. V ramci tohto
projektu ziaci pouzivali internet, softvér GeoGebra, softvér PowerPoint, notebooky, ako aj
bicykel s cyklopocitatom.

V prvej, motivacnej faze prebehla diskusia o predmete projektu, o jeho obsahu a
sposobe realizacie, uréenie kritérii, ¢asu ukonéenia a sposobu prezentacie. Studenti navrhli
rozne sposoby merani dizky mosta, napriklad pomocou bicykla s cyklopogitatom.
Prebehla diskusia aj o presnosti roznych meracich metéd. Pocas samostatnej prace ziakov
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ucitel’ka vstupovala do procesu ako konzultant a Ciastkovo kontroloval plnenie uloh
aterminov. Podla stanovenych cielov auloh ziaci pracovali vtimoch na pocitacoch,
pricom vyuzivali digitalny fotoaparat na odfotenie mosta. Na hodine informatiky sa naucili
preniest’ a upravit’ obraz do pocitaca. Pomocou softvéru GeoGebra vytvorili matematicky
model krivky mostového obluka a vyuzitim poznatkov z matematiky (vlastnosti a graf
kvadratickej funkcie, pomer) ako aj z geografie ainformatiky vytvorili svoj projekt
Vv softvéri PowerPoint.

-~ "~ x ey
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. N P 4 ‘ \ o2 Pohyb
) /.“ Laa ®,.‘ \')4 Nil== ’%', Premiestnenie alebo vyznacenie objektov (Esc)
b
"
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5 F=(1251,598)
b 7,4.

5 d:-0.66x +10.2y = 6554
5 e:-10.2x - 0.66y = -80.26 ———

@ vstup: : v a v Prikaz.

Obrazok 2: ukazka Ziackej prace v softvéri GeoGebra

Zaver

Nasim cielom bolo navrhnut a odskusat’” niekol’ko nametov projektového vyucovania
v digitalnom prostredi v ramci hodin matematiky na strednych skolach. Na konci realizacie
projektového vyucovania na kazdej Skole sme zistovali dotaznikom postoje ziakov
k matematike, k danému projektovému vyucovaniu ako aj k vyuzivaniu digitalnych
technologii (konkrétne softvéru GeoGebra) na hodinadch matematiky. Z objektivnych pric¢in
sme nemohli realizovat' pilotaz, kde by sme zistovali efektivnost danej vyucovacej
metody, vplyv projektového vyuCovania v digitdlnom prostredi na matematicka
gramotnost’ Ziakov, preto sme sa zatial’ uspokojili s prieskumom postojov Studentov.

Na otdzku, ¢i hodiny matematiky boli pre ziakov pocas trvania projektového
vyucovania zaujimavejSie a atraktivnejSie odpovedalo az 53% ziakov ,urlite ano‘
a d’alsich 40% ,,asi ano*.

Na otéazku, ¢i si Ziaci myslia, Ze vyuZzivanie softvéru GeoGebra im pomahalo pocas
trvania rieSenia projektu (hlavne nazornostou a jednoduchost'ou ovladania), odpovedalo
az 49% ziakov ,,urcite ano* a d’alsich 33% ,,asi ano*.

Na otdzku, ¢i si zZiaci myslia, Ze rieSenie projektov s vyuzitim IKT zlepSilo ich
vzt'ah k matematike, odpovedalo az 38% ziakov ,,urCite ano* a d’alSich 47% ,,asi ano*.

Z uvedeného vyplyva, ze vac¢Sine ziakov sa javi projektové vyucovanie
v digitdlnom prostredi ako zaujimavejSie, atraktivnejSie a viac motivujiice. Praca so
softvérom GeoGebra je tiez podla nazorov Studentov prinosom. V nie poslednom rade
ziaci prejavili suhlas s myslienkou, Ze takyto inovativny sposob vyucCovania moze zlepSit
ich vzt'ah k matematike ako predmete.
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STATISTICKE SPRACOVANIE VYSLEDKOV VYSTUPNEHO TESTU PRE 6.
ROCNIK ZS PROJEKTU KEGA 3/7001/09

MARIA KOSOVA, DUBOMIR RYBANSKY

ABSTRACT. The aim of the project KEGA 3/7001/09 in the school year 2010/2011 was to
compare knowledge level of pupils from 6th grade of primary school in the experimental
and control group, the knowledge of pupils from schools with Hungarian and Slovak
teaching language, the pupils with and without failure learning and the level of boy
knowledge and the level of girl knowledge. This paper also deals with the reliability of the
outcoming test and the item analysis of the test.

Uvod

Obsah tohto prispevku tvori Statistické spracovanie vysledkov vystupného testu. Tento
je sucastou riesenia projektu KEGA 3/7001/09 snazvom ZvySovanie klucovych
matematickych kompetencii — alternativne ucebné programy z matematiky pre zakladné
Skoly v zmysle cielov nového Statneho vzdelavacieho programu a Vv zmysle zvySovania
matematickej gramotnosti podla dopadov PISA. V ramci tohto projektu prebicha
experiment, ktory zacal nahodnym rozdelenim 8$ko6l zapojenych do vyskumu na
experimentalne a kontrolné, vypracovanim a napisanim vstupného a vystupného testu.
V kazdom roku rie$enia s pripravené materidly pre niektory ro¢nik ZS. V minulom
Skolskom roku (2009/2010) bol tento vyskum venovany priprave ucebnych materidlov
a overeniu efektivnosti ich pouZitia vo vyudovani v 5. ro¢niku ZS. Statistické spracovanie
vysledkov vystupného testu v predchadzajucom roku riesenia projektu je uvedené v ¢lanku
[6]. Ciel'om tohto vyskumu v §kolskom roku 2010/2011 je priprava ucebnych materialov
predmetu matematika pre Zziakov 6. ro¢nika ZS a overenie efektivnosti vyu¢ovania
pomocou tychto materidlov v Skolskej praxi. Tieto materidly si zamerané hlavne na
zvySovanie matematickych kompetencii pri rieSeni tloh zbezného zivota atym aj na
pripravu ziakov na medzinarodné testovanie vedomosti. Podrobnejsie informacie o tomto
projekte ako aj znenie testov mozZno najst’ na internetovej stranke www.kega.fss.ukf.sk.

Hlavna hypotéza vyskumu a vyskumna vzorka

Hlavnou hypotézou vyskumu je hypotéza

HO: Pripravené materialy efektivne prispeli k zvySeniu klucovych matematickych
kompetencii ziakov 6. rocnika ZS.

Vyskumnu vzorku tvori 737 ziakov 6. ro¢nika zékladnych §kol zo $tyroch okresov
Nitrianskeho kraja. Niektoré skoly su §koly s vyu¢ovacim jazykom mad’arskym.

Metodologia a nastroje vyskumu

Ako metdda vyskumu bol pouzity experiment. Skoly boli teda nahodne rozdelené do
dvoch skupin - Skoly experimentalne a $koly kontrolné. V experimentalnej skupine je 16
§kol, kontrolnu skupinu tvori 13 §kol. Ako vyskumné néstroje boli pouzité didaktické testy
— vstupny a vystupny test. Vstupny test bol pouzity iba na zaiatku experimentu (t. z.
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minuly rok). Vysledky tohto vstupného testu su spracované v ¢lanku [5]. Vystupnymi
testami sa porovna Uroven vedomosti ziakov v experimentalnej a kontrolnej skupine na
konci kazdého skolského roku.

Vystupny test a d’alSie hypotézy vyskumu

Vystupny test obsahoval 6 uloh, z ktorych kazda pozostavala z niekol’kych poduloh.
Vsetky otazky v ulohach boli otvorené. Obsahova validita testu bola posidena ucitel'mi 6.
roénika ZS. Test bol najskor odskusany na jednej z experimentalnych $kol a na zéklade
toho boli niektoré ulohy mierne upravené. Kazdé z tloh mala prideleny urcity pocet bodov.
Kazdy ziak mohol ziskat’ celkovo maximalne 30 bodov (Sucet).

Na zaklade vysledkov vystupného testu sa overuje nasledovna hypotéza:

H1: Uroveii vedomosti Ziakov v experimentdlnej skupine je vyznamne odlisnd od
urovne vedomosti Ziakov vkontrolnej skupine v prospech experimentalnej
skupiny.

Okrem tejto hypotézy sme si stanovili overit’ aj d’alSie hypotézy:

H2: Uroveri vedomosti v skoldch s vyucovacim jazykom slovenskym nie je vyznamne
odlisna od urovne vedomosti Ziakov v skoldach s vyucovacim jazykom madarskym.

H3: Urover vedomosti chlapcov nie je vyznamne odlisnd od tirovne vedomosti dievéat.

H4:  Urovein vedomosti ziakov s poruchou ucenia je vyznamne odlisnd od iirovne
vedomosti ostatnych Ziakov.

H5: Uroveii vedomosti Ziakov v Skoldch s experimentdlnej skupiny s vyucovacim
jazykom  slovenskym nie je vyznamne odlisna od urovne vedomosti Ziakov
Vv Skolach s experimentadlnej skupiny s vyucovacim jazykom madarskym.

Vysledky vystupného testu a verifikacia hypotéz

Vzhl'adom na to, ze p-hodnoty testov normality (Kolmogorov — Smirnov test, Shapirov
— Wilkov test) sit menSie ako 0,05, nemozno rozdelenie poc¢tu bodov v Ziadnej zo skupin
(pre experimentalnu skupinu (E) a kontrolnt skupinu (K), pre skupinu $kdl s vyucovacim
jazykom slovenskym (SJ) a mad’arskym (MJ), pre skupinu diev¢at (Z) a chlapcov (M),
s poruchou uc¢enia (Ano) a bez poruchy ucenia (Nie), pre skupinu experimentalnych $kol
s vyucovacim jazykom slovenskym (ESJ) a skupinu experimentalnych $kél s vyu¢ovacim
jazykom madarskym (EMJ)) povazovat za normalne. S ohladom na velky rozsah
nahodného vyberu moézeme na testovanie rovnosti strednych hodndt v zakladnych
suboroch pouzit’ dvojvyberovy t-test.

Vysledky t-testu a F-testu sme spolu s popisnymi Statistikami zhrnuli do tabul’ky 1.

Z vysledkov t - testu (t = -9,26, p = 0,000 je zrejmé, ze rozdiel vo vypocitanych
priemeroch pre experimentalnu skupinu (14,48) a kontrolnu skupinu (9,41) je Statisticky
vyznamny Vv prospech experimentalnej skupiny. Variabilita vedomosti ziakov v tychto
dvoch skupinéch je tiez vyznamne odlisna. (F = 1,71, p = 0,000). Rozdiel, ktory bol
zisteny medzi skupinou ziakov zo §kdl s vyuCovacim jazykom slovenskym a skupinou
ziakov zo §kOl s vyucovacim jazykom mad’arskym nie je Statisticky vyznamny (t = -1,76, p
= 0,08). Rovnako nie je Statisticky vyznamna ani odliSnost’ vo variabilite vedomosti
v tychto dvoch skupinach (F = 1,24, p = 0,08). Avsak vidime, ze rozdiel medzi priemerom
experimentalnej skupiny §kol s vyuCovacim jazykom slovenskym a experimentalnej
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skupiny 8kdl s vyucovacim jazykom madarskym je Statisticky vyznamny (t = 3,05, p =
0,002) v prospech 8§k6l svyufovacim jazykom madarskym. Rovnako je Statisticky
vyznamny aj rozdiel vich variabilite (F = 1,79, p = 0,000). Najmens$i rozdiel
medzi priemermi a smerodajnymi odchylkami bol zisteny medzi skupinou dievcat
a chlapcov, samozrejme Statisticky nevyznamny. Ztabulky 1 mdézeme tiez vidiet, Ze
rozdiel v priemeroch skupiny ziakov s poruchami ucenia abez porGich ucenia je
prekvapujuco Statisticky nevyznamny (t = 0,83, p = 0,41). Hodnota F - testu (F =1,39, p
= 0,1) potvrdzuje, ze dokonca aj variabilita medzi tymito dvoma skupinami je Statisticky
nevyznamna.

Tabulka 1

Popisné statistiky - aritmeticky priemer poc¢tu bodov (Priemer), smerodajna
odchylka (Sm. 0.), pocet platnych hodnét (Pocet), hodnota t-testu (t) a jeho P-
hodnota (p), hodnota F-testu (F) a jeho P-hodnota(p)

skup. 1,

skup. 2 . . s, | S Pocet | Pocet
Priemer | Priemer| o. 0. o o t E
skup. 1 | skup. 2 | skup. | skup. P- P- P P
1 5 1 2

E, K 14,48 9,41| 8,28| 6,34|385,00|352,00| -9,26| 0,00f 1,71| 0,00

SJ, MJ 12,33| 13,48| 8,05| 7,23(441,00/209,00| -1,76| 0,08| 1,24| 0,08

Z, M 12,24\ 11,87| 7,70| 7,97|374,00|363,00| -0,64| 0,52| 1,07| 0,50

Ano, Nie | 11,11} 12,12 9,14| 7,75| 44,00|693,00f 0,83| 0,41| 1,39| 0,10

ESJ,EMJ| 13,552 16,17| 8,93| 6,68|246,00|139,00| 3,05 0,00] 1,79 0,00

Values

Na obrazkoch la, 1b su znazornené priemery poétu bodov spolu s 95% intervalmi
spol'ahlivosti zvlast’ pre skupinu K a skupinu E postupne pre skupiny Ano — Nie, SJ — MJ.

Plot of Means and Conf. Intervals (95,00%) Plot of Means and Conf. Intervals (95,00%)
Sucet Sucet
22 20

18

18
16 ;
16 Vs
14 /

12

10 10 A
8 /
8
6
4
2

,_.
N
Values

KON sunine EXP 552 KON stunine EXP
Obr. 1a. Grafy priemerov pre E a K v skupine Ano Obr. 1b. Grafy priemerov pre E
a K v skupine SJ
a v skupine Nie v skupine MJ

119

SJ
IE M)



MARIA KOSOVA - CUBOMIR RYBANSKY

Tabulka 2
Mannov -Whitneyov U test
skup. 1, Poret | Potet
skup.2 | Sag. por. | Stg. por. z ocet | roce
skup.1 | skup.2 = % P uprav P SKED' Sklsz'
E, K [165931,5|106021,5|43893,5| -8,27 | 0,000 | -8,27 | 0,000 | 385 | 352
SJ,MJ |[138501,5| 73073,5 |41040,5| -2,26 | 0,024 | -2,26 | 0,024 | 441 | 209
Z,M |140157,0|131796,0|65730,0| -0,74 | 0,457 | -0,75 | 0,456 | 374 | 363
Ano, Nie | 1858,0 | 2058,0 | 868,0 | 0,83 | 0,404 | 0,84 | 0,403 | 44 44
ESJ, EMJ | 43893,0 | 30412,0 |13512,0| 3,42 | 0,001 | 3,42 | 0,001 | 246 | 139

Vzhl'adom nato, Ze rozdelenie po¢tu bodov nemozno povazovat’ v zakladnych suboroch
za normalne a tieZ sa vyskytla aj vyznamna odlisnost’ rozptylov na overenie hypotéz H1 —
H5 sme pouzili aj neparametricky Mannov —Whitneyov U test (aby sme neporovnavali
vyberové subory s vel'mi odliSnym rozsahom, vybrali sme ndhodnt vzorku 44 ziakov zo
skupiny ziakov bez poruchy ucenia). Vo vsetkych piatich pripadoch sme dostali podobné
vysledky ako su vysledky ziskané t - testom. Vysledky Mannovho — Whitneyovho U testu
zapisané v tabulke 2.

Z vysledkov t - testu aj U - testu vyplyva platnost’ hypotézy H1. Pre oba testy totiz plati,
7e p - hodnota je mensia ako nami zvolena hladina vyznamnosti 0,05 ateda Statisticku
hypotézu Stredné hodnoty poctu bodov za test sa v skupinach E a K rovnaju resp.
Rozdelenie poctu bodov za test v skupinach E a K je identické, zamietame. To znamena, ze
plati alternativna hypotéza Stredné hodnoty poctu bodov za test sa v skupinach E
a K nerovnaju resp. Rozdelenie poctu bodov v skupinach E a K nie je identické. MozZno
teda tvrdit, Ze priemer poctu bodov v experimentalnej skupine (14,48) je vyznamne vyssi
ako priemer v kontrolnej skupine (9,41). V skupinach SJ a MJ dochadza k rozporu vo
vysledkoch t - testu a U - testu. Podl'a t - testu (tabulkal) nemozno zamietnut’ hypotézu
0 rovnosti strednych hodndt, ¢o potvrdzuje platnost’ nasej hypotézy H2. Avsak podla U -
testu (tabul’ka 2) naopak tato hypotézu zamietame a tvrdime, ze priemer $kol s vyu¢ovacim
jazykom slovenskym (12,33) je vyznamne niz$i ako priemer $kol s vyu€ovacim jazykom
madarskym (13,48). Nakolko v pripade dvojvyberového t — testu nebola splnena
podmienka normality, tak konStatujeme, Ze priemer S§kol s vyuCovacim jazykom
mad’arskym je vyznamne vys$i ako priemer $kol s vyu¢ovacim jazykom slovenskym. Ak
sa zameriame iba na vysledky experimentalnej skupiny $kol s vyuCovacim jazykom
slovenskym a experimentalnej skupiny $kol s vyucovacim jazykom mad’arskym zistime, Ze
podla vysledkov oboch testov je p - hodnota menSia ako 0,05, ¢o vedie k zamietnutiu
Statistickej hypotézy Stredné hodnoty siuctu bodov za test vjednotlivych skupindch s
rovnake resp. Rozdelenie poctu bodov za test je v skupindch identicke. Odtial' vyplyva
neplatnost’ hypotézy H5. Po rozklade suboru na 4 skupiny KON SJ, KON MJ, EXP SJ,
EXP MJ sme vsak zistili, Ze medzi kazdymi dvoma skupinami zo spominanych Styroch je
vyznamny rozdiel, ¢o vidiet v tabulke 3. To okrem iného znamena aj to, ze v oboch
skupinach §kol (s vyuCovacim jazykom slovenskym a svyuCovacim jazykom
madarskym) doslo k vyznamnému zlepSeniu vedomosti. AvSak, ak sa pozrieme na
obrazok °1b zistime, ze rozdiel v ramci kontrolnej skupiny $kol je vyznamny v prospech
$kél s vyuCovacim jazykom slovenskym a naopak, rozdiel v experimentalnej skupine je
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vyznamny v prospech $kél s vyu¢ovacim jazykom madarskym. P - hodnoty pre skupiny
ziakov s poruchami uCenia (Ano), bez portiich (Nie) a chlapci (m), dievcata (z) st vacsie
ako 0,05, o znamena nezamietnutie Statistickej hypotézy o rovnosti strednych hodnot
poctu bodov za test v zakladnych suboroch (jednotlivych skupindch) resp. identickosti
rozdelenia poctu bodov za test. To predstavuje potvrdenie platnosti hypotézy H3, uroven
vedomosti chlapcov nie je vyznamne odlisna od rovne vedomosti dievcat. Naopak sa
prekvapivo nepotvrdila hypotéza H4. Medzi vysledkami Zziakov s poruchami ucenia
a ziakov bez portch ucenia nie je signifikantny rozdiel. Tento prekvapujuci vysledok vSak
nie je spésobeny vyznamnym rozdielom v experimentalnej skupine.

Tabulka 3
LSD test viacnasobného porovnania priemerov
skupina
KON MJ (8,1429) EXP SJ (13,524) EXP MJ (16,173)
KON SJ (10,831) 0,00925 0,00016 0,00000
KON MJ (8,1429) 0,00000 0,00000
EXP SJ (13,524) 0,00078

Rozdelenim ziakov na 4 skupiny KON ano, KON nie, EXP ano, EXP nie a urobenim
viacndsobného porovnania priemerov dostaneme vysledky uvedené v tabulke 4. Odtial
vidime, ze prekvapivo nie je vyznamny rozdiel medzi ziakmi s poruchami uéenia a bez
portch uéenia uz v kontrolnej skupine. V oboch skupinach Ziakov (s poruchami ucenia aj
bez portich ucenia) je vyznamny rozdiel medzi kontrolnou a experimentalnou skupinou.
Tuto zmenu mozno vidiet' aj na obrazku la.

Tabulka 4
LSD test viacnasobného porovnania priemerov
skupina
KON nie (9,5485) EXP ano (14,818) EXP nie (14,460)

KON ano

(7,4091) 0,190743 0,000971 0,000017
KON nie (9,5485) 0,001312 0,000000
EXP ano (14,818) 0,826052

Analyza kvality vystupného testu

Vypocitame popisné Statistiky po¢tu bodov za test bez ohl'adu na skupiny, koeficient
reliability testu a urobime polozkovi analyzu testu. Koeficient reliability by mal byt’ aspon
0,65. Aby bolo mozné prijat’ rozhodnutie na zaklade jednej skusky je potrebna reliabilita
nad 0,85 (Rosa, 2007, s. 34).

V tabul’ke 5 uvadzame spominané popisné Statistiky poctu bodov za test.
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Tabulka 5
Popisné Statistiky
Premenna o g v | Pocetnost’ = =
’ :S{ = =
N platnych % 5 .§ modusu = = Sm. odch.
a = p= = =€
Sucet 737 12,06106| 11 9 43 0 30 7,83337
Tabulka 6
Popisné statistiky
Percento
Premenna g3 . , . | ziakov s | Percento
Priemer O%TH S |8 P%%Ztﬂgjt = § max. | Ziakov s
s =2 poctom | 0 bodmi
bodov
Detsky ¢aj 1,936|2,234| 1| O 334 0 6| 13,704| 45,389
Zéhradny dom¢ek | 2,645|2,386| 2| O 229 0 6| 23,747| 31,072
Den Zeme 2,885(1,362| 4| 4 386 0 4| 52,374 8,277
Skore 1502(1,732| 1| O 328 0 5| 10,720| 44,505
Telefonne linky 1,358|1,528| 1| O 342 0 4] 16,689 46,604
Cesta do Viedne 1,77211,766| 1| O 271 0 S| 12,212 36,771

V tabul’ke 6 mozno vidiet’ polozkovu analyzu testu, teda charakteristiky poctu bodov
za ulohy. Tymito charakteristikami s konkrétne aritmeticky priemer, median, modus,
smerodajna odchylka. Ale tiez percento ziakov, ktori dosiahli maximalnu Uspesnost’
rieSenia a percento Zziakov, ktori ziskali ztulohy 0 bodov. Ak je percento ziakov
S maximalnym poc¢tom bodov alebo s 0 bodmi aspont 80%, tloha je podozriva. Z udajov
v poslednych dvoch stipcoch tabul’ky 6 vidime, Ze Ziadna uloha nie je podozriva. Len
jedina uloha, uloha Deri Zeme, ma modus rovny maximalnemu moznému poctu bodov za
dant ulohu, teda 4. T4to ma prave aj najvyssie percento ziakov, ktori ziskali maximalny
pocet bodov a najnizsie percento ziakov s 0 bodmi. Modus ostatnych tloh je rovny 0.

Pre zistenie reliability vystupného testu sme vypocitali koeficient reliability
Cronbachova alfa, ktora je rovna 0,787. Tato hodnota poukazuje na dostatocnu reliabilitu
tohto testu. Pre d’alSie potvrdenie reliabilty sme po rozdeleni uloh na parne a neparne ulohy
vypocitali aj Spearmanov — Brownov koeficient reliability rovny 0,833 a Guttmanov
koeficient reliability rovny 0,829, ktoré to tiez potvrdzuju.

Zaver

Na zaklade vysledkov vystupného testu mozno konStatovat’, ze materialy pripravené
pre ucitelov a prostrednictvom nich pre ziakov 6. rocnika ZS efektivne prispeli k zvySeniu
kIai¢ovych matematickych kompetencii ziakov 6. ro¢nika ZS. Vystupny test je dostatocne
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reliabilny. Zistili sme tiez, ze nie je signifikantny rozdiel v Grovni vedomosti vzh'adom na
pohlavie a tieZ vzhl'adom na poruchy ucenia.
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UCIME TVORIVOSTI A VZAJOMNEJ KOOPERACII

RENATA KUNOVA

ABSTRACT. The aim of our article is to proclaim the opportunities of developing of key competencies
through work in pairs with possibility of using computing skills to create PowerPoint presentations.
Furthermore, we are showing how to teach mathematics through problem solving using computer
technology and appropriate motivation.

1 Motivacia a tvorivost’ na hodinach matematiky

Motivacia vyvolava, usmeriuje a ovplyviiuje spravanie a myslenie deti. Je jednym
zZdvoch najdolezitejSich faktorov efektivneho wucenia. Druhym predpokladom su
schopnosti Ziaka.

Vykon = motivacia x schopnosti.

Spravna motivacia k u¢eniu méze kompenzovat’ nizsie schopnosti ziaka a ovplyvnit’ jeho
vykon v skole. Velky vyznam zohrdva pociatocnd motivacia, uvedomenie si vlastnych
motivov a vonkajsich prekazok a schopnost’ aktivne prekonavat’ tieto prekazky.

V skolskej praxi rozliSujeme dva druhy motivacie:

Vniitornd motivdcia, ktora sa prejavuje zaujmom o samotnu &innost. Skolské prostredie
ma uspokojovat’ prirodzent zvedavost’ deti aj v pripadoch, ked’ ich Skolsky predmet prilis
nezaujima, vtedy ich mozu niektoré aktivity v Skole zaujat’, pretoze im umoziuja tvorivost’
a sebavyjadrenie a st pre nich zabavné. Nezanedbatenym prejavom je radost’ z Gispechu.
Mnoho autorov ho povazuje za hlavny motiv uéenia. Uspech v uéeni zvysuje sebavedomie,
je dokazom urcitych schopnosti, zvySuje osobnu prestiz Ziaka v triede. Uzito¢nost’ pre
zivot, praktické vyuzitie v realnom svete je d’alsim faktorom vnutornej motivacie.
Vonkajsia motivacia je taka, ktort ziak vykonava pre iny ciel, pre pochvalu, obdiv,
znamku (Fulier, Sedivy, 2001).

Motivacia a spravny vyber vyucovacej metddy je jeden zo zakladnych predpokladov

uspesného a efektivneho vyuCovania. Tieto dva aspekty musi mat’ na zreteli kazdy ucitel’,
ktory chce predstipit’ pred svojich ziakov.
V naSom prispevku chceme poukazat’ na moznosti rozvijania kIi¢ovych kompetencii
prostrednictvom prace vo dvojiciach s moznost'ou vyuzitia poc¢itatov na tvorbu prezentacii
v programe PowerPoint. Dalej chceme ukézat, ako u¢ime matematiku prostrednictvom
riesenia uloh s vyuzitim pocitacovej techniky a vhodnou motivaciou.

2 Ucenie vo dvojiciach

Vyhody vyucby ,prostrednictvom spoluziakov poznali uz Gréci a Rimania. Aj
Komensky poznamenal: ,, Qui docet, discit™ (kto u¢i inych, uci seba).
Partnerské ucenie je postup, ktory prospieva:

e vyucujucemu diet’at’u,

e vyucovanému dietat'u, ktoré dostava pomoc,

e ucitelovi, ktory organizuje pracu v triede.
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Ako méze byt takyto sposob vyucby vyhodny pre obe strany? Ziak, ktory ucivo zvladne
rychlejSie, tymto spdsobom konsoliduje svoje vedomosti, nachadza nové vyznamy
arozsiruje svoj pojmovy material. TieZ mu to pomaha viac porozumiet samotnému
procesu vzdelavania, ukazuje mu prekdzky vuceni a spdsoby prekonavania tychto
prekazok. Ziak, ktory pomoc dostava, ma ztejto spoluprace vyhodu. Dostiva sa mu
znaénej individualnej pozornosti s rychlou spidtnou védzbou o jeho praci. Verbalna
interakcia s kamaratom je osobita a tspes$na, ked’ funguje obojstranne kvalitne (Fisher,
2002).

Praca vo dvojici je vyznamnym doplnkom prace ucitel'a a ziakov. Nenahradza pracu
ucitela, ktory ma vacsi prehlad o danej problematike, ma zvladnuté rdzne postupy
a pristupy na osvojovanie novych poznatkov. Aby tato metoda bola tGspesnd, je zo strany
ucitel’a dolezité podporovat’ ako vyucujucich, tak vyucovanych Ziakov a dbat’ na rozvijanie
kladnych socialnych vzt'ahov. Pri takomto vyucovani Ziaci dostavaju prilezitost’ vyucovat’
druhych a stcasne ucit’ samych seba.

3 Realizicia metody

K uplatneniu tejto metddy sme sa rozhodli pri osvojovani a precvicovani tematického
celku Sustavy rovnic s dvoma neznamymi v kvarte ($tvrty roénik osemro¢ného gymnazia) a
na volitel'nom predmete seminar z matematiky v tretom ro¢niku $tvorroéného gymnazia.
Hlavnym cielom pri zavadzani tejto metddy bolo naucit’ ziakov diskutovat’ o vybere
najlepsej, najvhodnejsej a ¢asovo najuspornejSej metdde pri rieSeni sustav rovnic s dvoma
neznamymi. Realizicia prebiehala vzdy na zaciatku vyucovacej hodiny (10 mintt)
Vv priebehu 8 vyucovacich hodin. Po realizacii sme metdédu vyhodnotili slovne a dvojice,
ktoré pracovali aktivne vo vSetkych troch aktivitach (1. Vzajomna pomoc, 2. RieSenie
uloh, 3. Tvorba prezentacie v programe PowerPoint), sme hodnotili aj znamkou.

4 Vyber témy RieSenie sustav linearnych rovnic

Tematicky celok Linedrne rovnice. Sustavy rovnic je sucastou ucebnych osnov pre
gymnazid (osemro¢né $tidium), ktoré schvalilo Ministerstvo Skolstva Slovenskej republiky
2.4.1997 pod cislom 1797/97-15 s platnostou od 1.9.1997 apodla novej koncepcie
stcast'ou ISCED 2.

Cielové poziadavky na vedomosti azrunosti maturantov z matematiky (2009)
v kapitole 1.4 Rovnice, nerovnice aich sustavy hovoria iba 0 opisani a geometrickej
interpretacii mnoziny vSetkych rieSeni jednej advoch linearnych rovnic s dvoma
neznamymi. Na volitelnom predmete seminar z matematiky vSak so Ziakmi rieSime aj
sustavy stromi neznamymi, kde okrem metdd osvojenych na zikladnej Skole, ich
oboznamime aj s metdodami rieSenia sUstav rovnic pomocou determinantu a pouZzitim
eliminac¢nej metody.

Pracu vo dvojiciach s tvorbou prezentacii sme zvolili vo $tvrtom ro¢niku osemro¢ného
gymnazia a v trefom roéniku §tvorroéného gymnazia. Ziaci nizsieho stupiia riesili sustavu
S dvoma nezndmymi, pricom dostali zadanie ulohy, alebo si mohli sami vymysliet' text
Gilohy. Ziaci vys§ieho stupiia dostali sistavu s tromi nezndmymi a ich tlohou bolo vytvorit
k nej slovné zadanie vychadzajuce z redlne;j situacie.

Pracu vo dvojiciach sme zacali po osvojeni zdkladnych metdd na rieSenie sustav
rovnic (séitacia, substituéna, porovnavacia). Ziaci mali uz osvojené zakladné ekvivalentné
upravy pre rieSenie linearnych rovnic. Pri rieSeni rovnic je nutné ziakov naucit’ rieSit’
rovnice na urovni predmetného modelu manipulacnej Cinnosti, ktoré stoja na dvoch
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zasadach. Z; - rovnost’ sa nemeni, ak obe strany podrobime rovnakej zmene. Z, - rieSit’
rovnicu znamena uskutocnit’ sériu zmien, ktoré vedu k rovnosti typu ,,nezndma = znama“.
Pochopenie tychto zasad, ich aktivne osvojenie tvori podstatu ,,rovnicového™ myslenia.
(Hejny, 1990).

Pred rozdelenim do dvojic Ziaci riesili ulohy, pri ktorych sme sledovali, ako maja
osvojené metddy rieSenia sustav. Podla stupiia osvojenia sme ich zadelili do dvojic
anasledne na 8 vyufovacich hodinidch sme aplikovali vuvode hodin metddu prace
Vo dvojiciach. Prvé dve hodiny boli venované spolocnej diskusii o zadanom priklade,
vzéajomnej pomoci pri vybere metddy. Slabsi ziak si mohol overit’ svoj myslienkovy postup
a vlastnt realizaciu vypoctu. Na d’alSich troch hodinach pribudlo rieSenie slovnych uloh, v
ktorych sami museli zostavit sustavu, vyrieSit' ju. Tu sme pristupili aj k bodovému
hodnoteniu prvych troch najuspesnejSich dvojic. Na dalSich 3 vyuCovacich hodinach
vytvarali na dant slovna Glohu prezentaciu pomocou programu PowerPoint a SO svojou
prezentaciou vystupili pred spoluziakmi. Prezentacia mala obsahovat’ aspoil tri snimky,
kde by bolo zadanie ulohy, rieSenia a predstavenie autorov. KedZze ziaci uz maju
skusenosti s tvorbou prezentacii z inych predmetov, aj z matematického krazku, tak pri
tvorbe vyuzivali rozne animacie, vkladali obrazky, fotografie. Novinkou pre nich bolo
pisanie matematického textu pomocou programu Microsoft Equation 3.0.

5 Ziskané kompetencie a postoje Ziakov

Nase vzdeldvanie smeruje k ziskavaniu kompetencii, ktoré si nevyhnutné na
zvladnutie tloh, ktoré pred ziakmi stoja v redlnom Zivote. Nasimi aktivitami
rozvijame u Ziakov nasledovné kompetencie a postoje:

e matematizuju jednoduché redlne situdcie s vyuZitim pismen vo vyzname

Cisla,

e poznanim pismen vo vyzname Cisla Ziak ziskava pocit, Ze je bohatsi
0 dolezité vyuzite'né vedomosti,
na Cisla sa pozeraju ako na prostriedky objektivneho poznania reality,
matematizuju a riesia redlnu situdciu pomocou rovnic a ich sustav,
poznanie rovnic im dava rychlejsi a univerzalnejsi prostriedok rieSenia uloh,
smelSie kvantifikuju realitu okolo seba,
prostrednictvom moznosti kontroly vypoctov sa spoliehaji na vysledky
zistené poctovymi vykonmi,

e tvoria ariesia ulohy, v ktorych aplikuju osvojené poznatky o Cislach

a poctovych vykonoch a algebrickom aparate,

e rozvijaju interpersonalne kompetencie,
e rozvijaji svoju pocitatovu gramotnost’.

6 Nazory ziakov, ktori sa podiel’ali na tvorbe prezentacii:

Praca vo dvojiciach méa podla mna urcité vyhody. Po zadani prikladu, sme si ho
zapisali, mohli sme o priklade diskutovat’ a vzajomne si poradit’. Ststavu sme vyriesili.
Ked nam vysiel rovnaky vysledok, vedeli sme, Ze sme pocitali dobre. Ked’ sme mali
odlisné vysledky, porovnali sme postupy nasich rieseni, nasli sme chybu a opravili sme ju.
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Praca na pocitatoch pocas hodiny matematiky bola pre mia vel'mi zaujimava. Pacilo
sa mi, ze sme nepracovali jednotlivo ale vo dvojiciach. Sami sme si mohli zvolit’
modelovu situaciu z redlneho zivota, ktort sme pouzili ako text slovnej tlohy. Nezvycajny
pre nas bol spolo¢ny spdsob rieSenia & moznost’ prezentacie v programe PowerPoint.

(Ziacka 1V.D osemrocné gymndazium)

Praca vo dvojiciach je efektivnejSia nielen z hladiska casu, ale aj zhladiska
rozdelenia uloh a vzajomnej kooperacie. Velmi ocefiujem pdsobivejsi sposob ucenia
a zapamadtania si postupu rieSenia, ale aj rozvijanie medzil'udskych vzt'ahov.

(Ziacka III.A $tvorrocné gymndzium)

7 Reflexia uskutocnenej metody

1.Co sa nam osved¢ilo:
Praca vo dvojiciach fungovala dobre, Ziaci sa vzijomne dopliiali, hoci medzi sebou
komunikovali, neposobilo to ruSivo. Pri zaddvani tlohy museli ziaci byt maximalne
pozorni, pretoze zadanie dostali ustnou formou, ktord je blizSia reédlnej situacii ako
pisomnd forma. Po dvoch hodindch vzajomnej pomoci medzi ziakmi i naslednom
precvicovani s ucitelom sme pristipili k hodnoteniu tejto spoluprace. Bodové hodnotenie
vCasného a spravneho rieSenia, ktoré na zaver vyustilo do vyslednej znamky, podnietilo
sutazivy charakter hodiny. Pozitivny ohlas medzi Ziakmi mala aj praca na PC, tvorba
prezentacie a jej nasledna ukazka pred spoluziakmi.

2.Aké boli problémy:
Niektoré dvojice neboli pocas 8 vyucovacich hodin stabilné, ¢o ovplyvnila absencia
ziakov. Toto malo vplyv na zavere¢né hodnotenie. Vyslednu znamku ziskala len dvojica,
ktora pracovala pocCas celého experimentu a spolone vypracovala a prezentovala tlohu
na PC.

3.Co by sme robili inak:
Kladli by sme vac¢si doraz na vyber dvojic, pripadne na vyber skupiny pri kooperativnej
¢innosti, aby sme zvysili efektivitu prace.

8 Zaver

Nasim prispevkom sme chceli poukazat’ na to, Ze vyucovaci proces neustale podliecha
zmenam. V predchadzajucom obdobi kI'i¢ovt tlohu zohraval ucitel’, ziaci boli len pasivni
posluchaci, zapisovatelia hotovych informacii. V dnesnej Skole je wucitel' akymsi
organizatorom vyucovania, ziaci svojou aktivnou pracou zasahuji a tvoria vyucovaciu
hodinu. Obsahova stranka vzdelavania zostava nezmenena, no do popredia sa dostava
stranka kompetencna, ¢o ziaci dokazu, ako vedia vyuzit' ziskané schopnosti, zru¢nosti
v roznych zivotnych situaciach.
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VYCHOVNY ASPEKT KONTEXTOVYCH MATEMATICKYCH ULOH

VLADIMIRA LASSAKOVA, PETER VANKUS

ABSTRACT. In this paper we discuss contextual mathematical tasks with dimension of the
fostering of pupils in areas as environmental protection, prevention of addictions and other
important issues. We speak about some rules for creation of such tasks and we give five
examples of the tasks. The goal of our paper is to motivate teachers for the using of such
tasks and to give them some ideas for creation of their own tasks.

Uvod

Ked sa hovori o vyuCovani matematiky, Casto sa za dobri a uspesnu vyuCovaciu
hodinu povazuje takd hodina, ked’ sa ucitel'ovi alebo ucitel’ke podari efektivne ziakom
a ziaCkam sprostredkovat’ urcité ucivo tak, aby ho pochopili a nasledne boli schopni
teoretické znalosti aplikovat’ pri rieSeni konkrétnych uloh. Mohlo by sa zdat’, Ze niekedy sa
takmer zabuda na to, Ze vyuéovaci proces nema len vzdelavaci ciel’, ale mal by spinat’ tiez
vychovnu funkciu. S touto diskrepanciou obsahu edukécie sa stretdvame aj vo vyucovani
Skolskej matematiky. Pritom sa do matematiky da implementovat’ vychovny aspekt
napriklad prostrednictvom obsahu rieSenych uloh. Cielom nasho ¢lanku je uviest’ niektoré
pravidla tvorby a predstavit konkrétny navrh matematickych uloh spiiiajucich okrem
rozvoja matematickych vedomosti tiez vychovnt tlohu. Uvedené ulohy mézu sluzit” ako

.....

aspektom.

Pravidla tvorby kontextovych tloh s vychovnym aspektom

Pod pojmom kontextové tilohy rozumieme tlohy, ktoré nadvizujt na nejaky kontext,
vécsinou z realneho zivota. Kontextové tlohy su mimoriadne silnym nastrojom v rukach
ucitel'ov a uciteliek matematiky. Umoziiuju vyucovaci proces efektivne prepojit’ s realitou
zivota a tiez vhodne zaclenit’ do vyucovania vychovny aspekt.

Sullivan, Zevenberg a Mousley (2003, str. 109) upozoriuju, Ze je potrebné zaoberat’ sa
dvoma tUrovnami socio-kultirneho kontextu matematickych tuloh. Prvou uroviiou je
kontext tlohy odkazujuci na realnu alebo fiktivnu situaciu, do ktorej vkladame danu ulohu.
Takéto zakotvenie matematiky napomaha k tomu, Ze sa uloha stava pochopitelnejSou
a realnejSou. Ina forma kontextu je pedagogicky kontext, ¢ize SirSie vzdelavacie prostredie,
v ktorom je matematika vyucovana.

Pri tvorbe a vybere konkrétnej kontextovej tulohy treba zohladnit’® niekolko
skuto¢nosti.

V prvom rade si treba uvedomit’, ako vplyva zadanie konkrétnej tlohy na motivaciu
ziakov a ziaCok. Zohl'adnit treba nielen vekové osobitosti ziakov a ziacok, ale tiez socialny
a kultarny kontext, v ktorom sa vyucovaci proces odohrava.

Nemenej dolezit¢ je vystrihat sa pred tym, aby kontextova uloha znemoznila
niektorym ziakom a ziackam participovat’ na jej rieSeni. Ako priklad si vezmime ulohu,
kde pracujeme s informaciami tykajtice sa telefonovania a posielania textovych sprav
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Z mobilného telefonu. V takomto pripade nie je vhodné predpokladat’, ze kazdy z triedy
vlastni mobilny telefon a je potrebné overit, ¢i sa medzi ziakmi a ZziaCkami nenachadzaju
aj taki, ktori s telefonovanim z mobilného telefénu nemaju ziadnu skusenost’. V pripade, ze
to tak je, treba ozrejmit’ nalezitosti, ktoré si potrebné na vyrieSenie danej ulohy.
Mimoriadne velkll pozornost’ tomuto riziku treba venovat’ v pripade, ze zadavame ziakom
a ziaCkam za ulohu samostatne zozbierat' informacie, s ktorymi chceme d’alej pracovat,
napriklad si zaznamenat do tabulky, kolko casu sleduju televizny prijima¢ pocas
jednotlivych dni v tyzdni alebo kolko Casu priemerne stravia hrou na pocitaci. Treba
prihliadat’ na moznost, ze nie kazdy ma doma televiziu alebo pocita¢ a z tohto dévodu do
uloh doplnit’ alternativne zadanie. V opa¢nom pripade by rieSenie kontextovej lohy mohlo
viest’ k demotivacii jedinca.

Ukazky konkrétnych kontextovych tloh s vychovnym aspektom

Statny vzdelavaci program (ISCED 3A, 2008) zdoraziuje potrebu environmentilnej
vychovy Ziakov. Spomina sa tu rozvijanie vedomia individualnej zodpovednosti za vzt'ah
&loveka k prostrediu ako spotrebitela a vyrobcu. Ulohou vyugovacieho procesu je viest
jedinca k tomu, aby vedel ocenit’ a citlivo pristupovat’ k prirode ako aj ku kulturnemu
dedigstvu. Ziaci a ziatky by sa mali naudit tiez hodnotit objektivnost a zavaznost
informacii o stave Zivotného prostredia a mali by byt schopni komunikovat’ o nich. Mnohi
ludia si ani v dospelosti neuvedomuju, aké ma ich spravanie dopad na Zivotné prostredie
a stav zivotného prostredia je pre nich nie¢im, co nemézu ovplyvnit. Neuvedomuju si, Ze
na okolita prirodu a prostredie maju vplyv aj malé, kazdodenné rozhodnutia. Na to by sme
mali prihliadat’ pri vybere informacii o tejto problematike, ktoré Ziakom a ziackam
poskytneme. Ked’ Ziakom a ziackam zadavame matematické lohy, ktorych obsah sa tyka
vplyvu I'udi na Zivotné prostredie, je vhodné uvadzat’ konkrétne priklady, ktoré poznaju zo
svojho okolia a tiez praktické tipy, ako je mozné pri vykonavani beznych Cinnosti brat’ do
uvahy aj nasledné dopady na prirodu. V tlohach sa moéZeme venovat’ spotrebe elektrickej
energie a vody alebo napriklad sposobom ako eliminovat mnozstvo odpadu
(minimalizécia, opdtovné pouzivanie a recyklacia). Niektori argumentujt, Ze na to, aby sa
pocas vyuCovania tymto témam venovali nemaji Cas. Avsak o Co je Casovo naro¢nejSie
Vv tlohach stromy sadit’ ako ich rubat™?

Uloha 1: Jakub umyva riad. Prietok vody je 300 litrov za hodinu. Jakubovi v izbe
zazvoni telefon. Cesta z kuchyne do izby mu trva pol minuty, telefonat vybavi za 6 minat,
cesta z izby do kuchyne mu trva d’al$iu pol minutu.

a) Po navrate do kuchyne zisti, Ze nechal pusteni vodu. Kolko vody pocas jeho
nepritomnosti vytieklo?

b) Kolkym I'ud’om by tato voda vystacila na pitiec na jeden den, ked pocitame, ze
¢lovek denne vypije v priemere 2,5 litra vody?

Poznamky k ulohe 1:

Prietok vody mozu jednoducho zistit’ aj samotni Ziaci a Zia¢ky. Vhodnou prilezitost’ je
napriklad napliianie flia§ uréenych na polievanie kvetov. Tento spdsob méa vyhodu v tom,
ze pri iom uplatiiujeme zasadu aktivity, pricom daj ziskany takymto sposobom si Ziaci
a ziacky vedia lepsie predstavit’.

Uloha 2: Andrej si v8imol, Ze jeho mama priemerne polas mesiaca spotrebuje
3/4 balika obsahujiiceho 500 listov kancelarskeho papiera.

a) Kol’ko papierov spotrebuje Andrejova mama ro¢ne?

b) Kolko balikov papiera by Andrejova mama usetrila, keby na ne tlacila dokumenty
obojstranne?
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¢) Akymi d’al§imi spdsobmi by Andrejova mama mohla zredukovat’ spotrebu papiera?
O kol’ko?

Poznamka k ulohe 2: Pri tejto ulohe je uzitocné hovorit’ aj o ekologickom dopade
spotreby papiera — vyrub stromov, vyroba papiera a zbyto¢ne vyprodukovany odpad.
Podiloha c) by mala viest k diskusii na tato tému.

Ak chceme, aby sa ziaci a Ziacky viac zamysleli nad vlastnou spotrebou papiera,
mobzeme im za domacu ulohu zadat, aby sledovali, kol’ko papiera spotrebuji za tyzden
andsledne s takto ziskanymi tidajmi pracovat — vyroba grafu, vypocitanie priemerne;j
spotreby papiera na jedného Ziaka a pod.

Uloha 3: Otecko sa rozhodol pripravit' nedelny obed. Zvy&ajne vari bez pokrievky
atrva mu to priblizne 1,5 hodiny. Na internete sa vSak docital, Ze varenie s pokrievkou
moze skratit’ ¢as pripravy jedla az o 60 %.

a) Kol’ko bude trvat’ uvarenie obeda, ked’ sa rozhodne vyuzit’ pokrievku?

b) Kolko energie tym usSetri, ked uvazujeme prikon platnicky 4 kW (MnozZstvo
minutej elektrickej energie sa bezne udava v kWh, pricom 1 kWh je energia, ktora
spotrebuje zariadenie s prikonom 1 kW za hodinu.)

Poznamka k tlohe 3: V tlohe v zdujme odburavania rodovych stereotypov nedelny
obed pripravuje otec.

Prevencia zavislosti je d’alSou zavaznou vychovnou témou, priCom jej zavaznost je
dana aj neustale sa zvySujucim poctom l'udi, ktorych Zivot je nejakou formou zavislosti
priamo ovplyvneny (Koliba§ — Novotny, 2007, str. 10). Preto je dolezité ukazovat’ ziakom
a ziaCkam praktické vyhody plynuce z odmietania zavislosti (ekonomické hladisko, na
ktoré mozeme nenasilne poukazovat’ na hodinach matematiky, ¢i zdravotné hladisko, ktoré
moze byt vElenené do vyucovania biologie, ¢i ekoldgie). Okrem informovanosti by mala
byt prevencia na Skoldch zamerana tieZ narozvijanie rozhodovacich schopnosti
jednotlivca (tzv. schopnost’ povedat ,nie”), budovanie pozitivneho sebahodnotenia
a rozvoj otvorenej komunikacie.

Uloha 4: Ema denne vyfajéi 8 cigariet. Cena balicka obsahujiiceho 10 ks cigariet je
15€.

a) Kol’ko peniazi minie Ema na cigarety za mesiac?

b) Kol’ko peniazi minie Ema na cigarety ro¢ne?

¢) Ema si uz dlhsie chce kupit’ iPod, ktory stoji 180 €. Ako dlho by musela nefajcit,
aby si za uSetrené peniaze mohla tento iPod kupit'?

d) Porozmyslajte, o iné by si mohla z usetrenych penazi kupit’, keby nefajcila mesiac
alebo rok.

Poznamka k ulohe 4: V ramci vyuCovania matematiky sa nam naskyta Siroka Skala
moznosti ako poukdzat’ na negativne dosledky fajCenia. Dobrou cestou moze byt
poukazanie na okamzit vyhodu, ktoru prinasa to, ked sa clovek rozhodne nefajcit’ —
ekonomické hl'adisko. Dosledkom, ktory si mladi fajciari a fajéiarky neradi uvedomuju je
celkové zhorsenie zdravotného stavu, kondicie a riziko vzniku rdznych ochoreni, napr.
rakoviny pl'ic a impotencie.

Uloha 5: Kristinin brat si v§imol, Ze Kristina v poslednej dobe viac a viac ¢asu travi za
pocita¢om. Prekazalo mu, Ze ho k pocitacu nepusta a preto sa rozhodol zistit, preco travi
pri pocitaci tol'ko casu. Opytal sa jej a ona mu odpovedala, Ze ma vela Skolskych
povinnosti, na ktoré pocitac potrebuje. Jeho vsak tato odpoved’ neuspokojila a preto sa
rozhodol tyzden sledovat’, kol’ko ¢asu venuje Kristina jednotlivym ¢innostiam pri po¢itaci.
Vysledky svojho sledovania zhrnul do nasledujicej tabulky, do ktorého zaznamenaval
priblizny ¢as v minutach:
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Komunikacia Robenie tloh, |Hranie Surfovanie na
S kamaratmi priprava na hier internete,
a kamaratkami | vyuCovanie ¢itanie ¢lankov
Pondelok 140 80 140 40
Utorok 120 110 120 70
Streda 200 80 60 30
Stvrtok 130 60 90 80
Piatok 130 30 100 50
Sobota 260 20 230 60
Nedel'a 200 110 140 30

a) Zostavte kruhovy graf vyjadrujuci, percentualne zastipenie jednotlivych Cinnosti,
ktoré Kristina robi pri pocitaci.

b) Zostavte stipcovy graf vyjadrujici, kol’ko ¢asu stravi Kristina pri pocitadi pocas
jednotlivych dni.

¢) Zostavte stipcovy graf vyjadrujici, kolko ¢asu stravi Kristina pri po¢itadi pocas
jednotlivych dni Skolskou pripravou.

d) Interpretujte, co mozete zistit’ z jednotlivych grafov.

e) Vyrobte podobnu tabul'ku a grafy o tom, ako travite ¢as pri pocitaci vy. V pripade,
7e vo vol'nom Case netravite Cas pri pocitaci, vyrobte podobnu tabulku a grafy o tom, ako
travite svoj volny cas (staci, ked vyberiete niekolko cinnosti, ktorym sa venujete
najcCastejsie).

Poznamka k ilohe 5: V poslednych rokoch sa Coraz CcastejSie stretdvame
s fenoménom zavislosti na internete a pocitaovych hrach. Hranie pocitacovych hier sa
stiva problémom vtedy, ked’ dizka Gasu, ktory &lovek obetuje hraniu prekro&i uréiti
inosnu hranicu a ¢lovek sa venuje hraniu na ukor inych ¢innosti. Ziaci a ziatky by mali
mat’ realnu predstavu o tom, aké mnozstvo Casu strdvia pri pocitaci a mali by si
uvedomovat’, aké je pre nich dolezité travit’ svoj volny Cas aktivne. Na to je zamerana
poduloha e).

Zaver

V predkladanom ¢lanku sme sa venovali dolezitej a aktualnej téme, rozvoju vychovne;j
stranky edukacie v ramci vyucovania Skolskej matematiky. Cielom ¢lanku boli ilustrovat
pouzitie kontextovych matematickych uloh ako prostriedku na rozvoj matematickych
vedomosti Ziakov a ziacok ale aj na podporu vychovnej stranky eduka¢ného procesu.
V ¢lanku uvadzame niektoré pravidla tvorby kontextovych tloh a ako jadro ¢lanku
konkrétne ukazky kontextovych matematickych uloh s problematikou environmentalnej
vychovy a prevencie zavislosti. Verime, ze uvedené ulohy budu sluzit' ako ilustracia
a motivacia pre ucitel'ov matematiky na tvorbu a pouzivanie kontextovych matematickych
uloh s vychovnym aspektom.
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UCEBNICA, Z KTOREJ JE RADOST STUDOVAT MATEMATIKU

TOMAS LENGYELFALUSY, DANA LENGYELFALUSYOVA

ABSTRACT. The contribution deals with characteristics of the textbooks of mathematics by
Dr. Franz Mo¢nik (1814 — 1892). We point out progressive features of his works on
selected samples and we highlight his pedagogical mastery within them. The textbooks of
mathematics by Dr. Franz Mo¢nik became models for other textbook writers until the mid-
20 " century.

Uvod

Vyucovanie matematiky je nemyslitelné bez dobrych ucebnic matematiky, bez dobre;j
metodickej pripravenosti ucitelov a bez zapalenosti ucitelov matematiky pre radost’
Z ucenia. Ten, kto v sebe spajal vSetky tie tri podmienky, resp. poziadavky bol Dr. Franz
Moc¢nik, autor desiatok ucebnic matematiky, skiseny a zapaleny pedagdg, matematik,
metodik aurcujuca osobnost’ vyuCovania matematiky v druhej polovici 19. storodia.
V tomto prispevku chceme priblizit' osobnost’ autora u¢ebnic matematiky, charakterizovat’
jeho ucebnice ana zaklade konkrétnych prikladov poukazat' na pokrokové prvky v jeho
ucebniciach a na jeho metodické majstrovstvo.

Autor ucebnic matematiky Dr. Franz Mo¢nik

Dr. Franz Mocnik (FrantiSek, Ferencz, Franciscu) sa narodil 1. oktoébra 1814
v Cerknom v Slovinsku. V rokoch 1821 — 1824 navstevoval LCudovu Skolu v Indriji
a v rokoch 1824 — 1832 Gymnazium s lIyceom v Lublane. Studoval teologiu na seminari
v Gorzi, a matematiku v Grazi, kde v roku 1840 ziskal aj doktorat z filozofie. V rokoch
1846 — 1849 ako profesor elementarnej matematiky pdsobil na Technickej akadémii
v Evove avrokoch 1849 — 50 na univerzite v Olomouci, kde bol dekanom filozofie.
V roku 1850 bol menovany inspektorom realnych a narodnych $kol v Krain a od roku 1860
s titulom $kolny radca sa stal in§pektorom pre 'udové $koly a realky v Grazi. Od roku 1869
az do svojho odchodu na déchodok vroku 1871 bol hlavnym Skolskym inSpektorom
Stajerska s posobiskom v Grazi a zemskym in$pektorom prvej triedy. V roku 1871 ho
Franz Jozef 1. prijal do rytierskeho stavu. Zomrel 30. novembra 1892 v Grazi.

Tento pévodom slovinsky matematik mal mimoriadne velky vplyv na vyuCovanie
matematiky na Pudovych a strednych Skolach v celej Rakasko — Uhorskej monarchii
Vv druhej polovici 19. storocia. Stal sa celorakiskym autorom ucebnic matematiky pre
Iudové a stredné Skoly. Pisal po nemecky, ale jeho uéebnice boli prelozené do vsetkych
jazykov Monarchie. Bol velmi vSestrannym matematikom so zmyslom pre aplikaciu
matematickych vedomosti do kazdodennej praxe a S nadanim pre metodiku vyucovania
matematiky. Mocnikove ucebnice su prehladné, dobre clenené metodicky spravne
spracované. Nové pojmy a dolezité vety su zvyraznené. V kazdom paragrafe st najprv
uvedené nové pojmy a tvrdenia, ktoré¢ Casto si aj dokdzané a potom nasleduji rieSené
priklady, ktoré si vzdy patricne okomentované. V zavere kapitol, resp. v zavere ucebnic st
nerieSené ulohy na precvicovanie.
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Obr.1: Dr. Franz Mocnik (1814 — 1892)

Dr. Mocnik napisal celkovo 52 ucebnic matematiky pre l'udové, ale prevazne pre
stredné skoly, ktoré boli prelozené do vsetkych jazykov Monarchie a vysli v mnohych
vydaniach az do zaciatku 20. storofia. Autor tychto ucebnic svojim majstrovskym
pristupom k spracovaniu uciva ovplyvnil aj d’alSich autorov ucebnic az do polovice 20.
storoc¢ia. Co sa tyka rozsahu, jednotlivé uéebnice mali od 32 do 655 stran, ale najcastejsie
okolo 300 — 350. Nie vzdy boli urené pre dany ro¢nik, ale pre stupen $tadia (pre nizSie
triedy strednych $kol, pre vyssie triedy strednych §kol a pod.). Jediné, ¢o sa da vytykat
Mocnikovym ucebniciam je to, ze prili§ Setril priestorom (papierom) a ¢asto je v jeho
ucebniciach text vel'mi zhusteny, ¢o do urcitej miery zhorSuje nazornost.

Algebra pre vysSie triedy strednych §kol

Ako sme v avode spominali pokusime sa charakterizovat Moénikove uéebnice na
zaklade konkrétnych ukazok z jeho tvorby. Ako vzor sme si vybrali ucebnicu Algebry pre
vysSie triedy strednych 8§kol. Autori tohto prispevku mali k dispozicii 10. vydanie
prepracovanej ucebnice na zéklade prekladu 8. nezmeneného vydania zroku 1895. Na
titulnej strane ucebnice mézeme precitat’ nasledovné: “Algebra pre vyssie triedy strednych
$kol. Napisal Dr. Mocnik Ferenc. Na zaklade 8. pdvodného vydania prelozil Dr. Arenstein
Jozsef. Na zaklade najnovsich uéebnych osnov prepracoval Dr. Schmidt Agoston, piarista.
Desiate vydanie so Svormistnou logaritmickou tabulkou. Budapest 1895.

Ucebnica ma celkom 371 stran v nasledovnom ¢leneni:

e strany 1—4 Uvod,

e strany 5 — 250 Samotna ucebnica ¢lenena na 10 tsekov. Cela ucebnica je
d’alej Clenena na paragrafy tak, ze Cislovanie paragrafov je priebezné.
Celkovo je 85 §,

e strany 251 — 340 Appendix 1. Otazky a tlohy jednotlivym Gsekom. Této Cast,
ktora je zdanlivo iba prilohou, obsahuje celkom 606 otazok a uloh
k jednotlivym tusekom (kapitolam) uéebnice.
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o strany 341 — 365 Appendix II. Systematizicia poznatkov z elementarnej
algebry. V tejto Casti autor uvadza 231 najdodlezitejSich vzorcov a vztahov,
ktoré vucebnici pouziva. Podrobny a systematicky prehlad uciva je
doplneny aj historickym prehl'adom najdoélezitejSich osobnosti a udalosti
v suvislosti s algebrou,

e strany 366 — 368 Podrobny obsah celej ucebnice,

e strany 370 — 371 Logaritmické tabul’ky

ALGEBRA

A KOZEPISKOLAK

FELSOBB OSZTALYAlI SZAMARA.

IRTA

D* MOCNIK FERENCZ.

A B-ik EREDETI KIADAS UTAN FORDITOTTA

D* ARENSTEIN JOZSEF,

A MAGY. AKADEMIA £5 TOBE MAS TUDGS TARSASAGNAK, IPAR- £§ GAZDASZATI EGYLETNEK TAGJA SAT

A legujabb tanterv szerint atdolgozta
D~ SCHMIDT AGOSTON,
KEGYESRENDI TANAR.

Tizedik kiadés.

NEGYJEGYD LOGARITHMUS-TABLAVAIL

ERPECIN e o T O e
BUDAPEST, 1895.
LAMPEL ROBERT (WODTANER Féts FIAD
' CsAsz. ¥S KIR. UDV. KONYVKERESKEDES KIADASA.

Obr. 2: Titulna strana Mocnikovej ucebnice z roku 1895

UcCebnica je urCena pre vysSie triedy strednych §kol a skutoéne obsahuje kompletné
uCivo algebry vtom obdobi potrebné k maturitnej skuSke z matematiky. Z pohladu
dnesnych poziadaviek obsahovala aj mnohé také podkapitoly, ktoré v stcasnosti nie su
v ucive strednych $kol. Treba podotknut’ fakt, Ze v tom obdobi neexistovali kalkulacky
a preto v ucebnici sa venuje nalezitd pozornost’ aj vypoctom druhej a tretej odmocniny,
vypo¢tom logaritmov pomocou logaritmickej tabulky a precvi¢ovaniu elementarnych
zru¢nosti pri pocitani s desatinnymi Cislami.

V nasledovnych riadkoch predstavime spominant u¢ebnicu podla jednotlivych tisekov
(kapitol), ale neuvadzame vSetky podrobnosti, nakolko rozsah tohto prispevku to
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nedovol'uje. Zameriavame sa iba na tie prvky, ktoré su z dne$ného pohl'adu zaujimavé,
resp. prekvapivé.
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1. usek: zakladné algebrické operacie, zlomky a operacie so zlomkami, najvacsi
spolo¢ny delitel' a najmensi spolo¢ny nasobok viacerych Ccisel, delitel'nost,
prvociselny rozklad daného prirodzeného ¢isla.

2. tusek: O rovniciach vSeobecne, linearne rovnice s jednou a s viacerymi
neznamymi, o pomeroch, troj¢lenka, zlozena trojclenka, pomerné delenie.

3. usek: VysSie prirodzené mocniny dvojélenov, binomické koeficienty,
aritmeticka postupnost’.

4. tsek: Druhd odmocnina, kvadraticka rovnica, operacie s odmocninami, druha
odmocnina z algebrickych vyrazov, kvadraticka rovnica s viacerymi neznamymi,
tretia odmocnina, tretia odmocnina z algebrickych vyrazov.

5. tisek: ZovSeobecnenie mocniny a odmocniny, pravidla pre umochtovanie
a odmocnovanie, iracionalne ¢isla, komplexné ¢isla.

6. usek: Logaritmy, exponencidlne rovnice.

7. usek: Geometricka postupnost’, nekone¢ny geometricky rad a jeho aplikacie vo
finan¢nictve.

8. usek: Tedria kvadratickej rovnice, zovSeobecnenia, rovnice vysSieho stupiia,
rieSenie rovnic vysSieho stupfia pomocou uUpravy na kvadratickli rovnicu,
reciproké rovnice, linearne a kvadratické funkcie.

9. tsek: Kubické rovnice, diofantické rovnice.

10. usek: Kombinatorika

4. A kapesolistan alkalmazisa a kéttaguak hatvinyozisira.

85. § A kéttagu algebrai kifejezés misodik, harmadik, ne-
gyedik, . . . hatvinyait mdr ismertettik és taldltuk, hogy

(¢t @) = 2* |- 2ax - @*

(@ + @)} = 2+ 3ax® -+ 3a’2 - a®

(2} a)* = #* | dax’® - 6a’s® - da’w+- ot
sth.

Most més uton képezzik ugyane hatvdnyokat, t. i. fejtsik ki szor-
zatdt oly kéttagu kifejezéseknek, melyekben egy tag, «, kozos €s csak
mésodik tagjokban kiilonboznek egymastol ; az ily szorza?nak a szabdly-
szerii alakja mar magdtél szembedtls, ¢s ha ezen kéttaguakban a
kiilonboz6 masodik tagokat is egyenléknek teszszik, akkorgszorzagnak
szabélyszeriiségébol azt a szabdlyt vonhatjuk le, mely szerint a kétta-
gunak bizonyos hatvinya szerkesztendd.

Vegyiik vizsgilora e szorzatot.

@+ a) (@4 D) (@-}-c) (@+4d) ...

Ha az elsé tényez6t a mdsodikkal, e szorzatot a harmadik‘kal,
ezt a szorzatot ismét a negyedik tényezével sth. sokszorozzuk, talaljuk,

hogy:
@+ a) @+ b)-—-«-x"—{—g}xﬁ— ab.

a{‘ ab‘
(@+a)(@+b)(@tc)=a"+0b hx‘l—f«abc; z - abe,
o c|
(@ + @) (@) @+ o) @+ d)—

Obr. 3: Ukazka z ucebnice



UCEBNICA, Z KTOREJ JE RADOST STUDOVAT MATEMATIKU

\ ; S )
ab
cg ac abe
B ad! abdf
. @ z® + ety i z -+ abed,
f dl bd bed
cd
" @ta) @+b) @40 @) (@40 — R
ab | abe
ac abd
ad abe
a ae acd abed
b bo'\ 5, ace abee
=t oyt b (% Tade " 2| abde ) »-- abede
d be bed acde
e cd bee bede
ce 1 bde
de ) cde
sat.

Az e szorzatokban mutatkoz6 torvényt konnyi felismerni. El6szor
mindegyik kéttaguban 4ll6 koézds tag 2 annyadik hatvdnyon fordul
elé, a hdny tényez6 vagyon; a kovetkezd tagokbansorbanz-nek leg-
kozelebbi als6bb hatvdnyai jének el6. Az elsé tag egytitthatoja
1, a szorzat masodik tagjanak egyttthaléja nem egyéb, mint a két-
taguak masodik tagjainak osszege, a harmadik tag egyutthatdja nem
egyéb, mint ezen mésodik tagokbél képezett kettesek osszege, a ne-
gyedik tag egyiitthatdja pedig a hirmasok osszege, stb. Az utolso tag
végre a kéttaguak valamennyi mésodik tagjainak szorzata.

Hogy az ilt kimondott szabdlyszeriiség tobb tényez6 szorzatdban
is mutatkoznék, az a szorzisi eljirdasbol vildgos.

Ha » ilyen kéttagu tényez6 van, akkor:

@ta)@td)@to...@+p) et
—gn S a1 S a2 Sy an S S @ a8,
hol S, a mésodik tagok «, b, ¢, . . . p, ¢, osszegét, S; ezen‘tagok kett8s

combinatioinak 6sszegét, S; hdrmasainak 6sszegét, Sn_q az(n — 1)-dik
osztilyu esoportozisi fazetek osszegét, S, ezen masodik tagok szorzatat

jelenti,
Ha ezen kéttagu tényez6kben a masodik tagokat is egyenléknek
veszszik, azaz ha: a=—b—c=—...=p = q, akkor leend:

S=a +a +a +...

S—=aa +aa +ae +...

Y = aaw + aaa +aaw + . .. &
;9".“‘;;‘;““:".'("'_.1).'52.6.1;..-.* ('l.«aa---(ll——l)-szer—iv...
Su=aaw. ..n-szer. ' &

Obr. 4: Pokracovanie ukazky z ucebnice

Ako ukazku zaujimavej Casti ucebnice sme vybrali zovSeobecnenie umocnenia, resp.
nasobenia dvojélenov. Autor tu na zaklade skasenosti s prirodzenou mocninou dvojélenov
(binomicka veta) hl'ada zov§eobecnenie vztahu pre sucin dvojclenov

(x+a).(x + b).(x +c)...

Na ukazke krasne vidiet’ suvislosti a ich grafické znazornenie pre pripad dvoch, troch,

Styroch a piatich Cinitel'ov a v zavere aj zovSeobecnenie tohto objavu.
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Zaver

Nie je mozné na niekolkych strandch tohto prispevku detailne analyzovat vsetky
prvky (pozitivne aj negativne, moderné aj zastaralé¢) ani jednej ucebnice, ale na zaklade
podrobného $tudia tejto, ¢i inych Mocnikovych ucebnic Citatel’ l'ahko zisti, Ze autor mal
skutocne bohaté skusenosti s vyucovanim matematiky, mal obrovsky talent a cit pre
efektivne anazorné podavanie uciva aVneposlednom rade naSiel vzdy cestu ku
konkrétnym aplikdcidm daného uciva.

Na zdver musime konStatovat, ze bohuzial neexistuje ziadna komplexna analyza
ucebnic matematiky pouzivanych na izemi dnesného Slovenska v 18., 19. a 20. storoci, aj
ked’ sa uz pisali niektoré diplomové prace na Ciastkové problémy z tejto oblasti. Myslime
si, ze by bolo vhodné a uzitoéné zmapovat’ a spracovat’ spomenuté ucebnice, aby aj d’alsie
generacie ucitelov a Studentov pripravujucich sa na ucitel'ské povolanie mali aspon
prehlad otom, zcoho, ¢o aVvakych suvislostiach sa ucili matematiku Studenti na
»zakladnych a strednych Skoldch* v spominanych storoc¢iach.
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REMARKS CONCERNING SOLVING NON-STANDARD TASKS BY
PUPILS

MAJOR JOANNA

ABSTRACT. In this paper | search for answers about the impact of excess or deficiency of
data on students solving text tasks.

One of possible looks on mathematics is a glimpse through the perspective of
mathematical tasks. Solving math problems is a major goal of mathematics at every stage
of mathematical education. The aim of the work is solving customized mathematical text
tasks by pupils. | refer to the task of excess and insufficiency of data. The tasks of this type
are rarely found in textbooks, and consequently most pupils do not have too many
opportunities to solve such tasks.

Let us start by giving a few remarks about the text mathematical tasks. According to
S. Turnau (1990) The text task will be broadly understood as word text containing the
value of certain object, the relationship between values and the question or command. Not
necessarily, however, the data must be - as in classical tasks - the necessary and sufficient
information about the unique and correct answer. With this view corresponds to the
sentence by Cydzik Z. (1990), which states that this is a life task including such numerical
data associated by dependencies, which leads to detecting an answer to the main
guestion. Therefore it consists of the life situation and conditions occurring in the
mathematical background of this situation, which are expressed in numerical data (often
verbal) and the main questions. A. Gray says, however, that: Text math problem is a
specific, usually crafted and adapted to the needs of students at the appropriate level of
teaching and characterized by a specific construct having a particular structure which
according to M. Cackowskiej consists of two layers: the verbal and mathematical
(Kalinowska, 2010).

The literature contains a range of classification and division of tasks of text
depending on an adopted criterion. | would like to draw attention to selected types of tasks
related to the subject of this work. Custom tasks can be characterized by:

a) excess data
- data unrelated to the solution;
- duplicate data;
b) insufficient information (deficit data)
- tasks that cannot be solved;
- tasks that are ambiguous solution.

The leitmotiv of the study was to search for answers about the impact of excess or
deficiency of data on students solving text tasks. The study aimed to find even partial
answers to these questions:

e Are pupils able to see the deficit data in the content of the task
and state that the task has an ambiguous solution, or cannot be solved at all?
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e s the solution of the problem with data overload students will use all the data, or
The study also attempted to answer additional questions:

e What are the difficulties and errors encountered by pupils when solving
customized tasks?

The study attempted to determine the attitudes of the of respondents presented in the
work on tasks. It also attempted to determine the subjective feelings about such easiness of
tasks or attitudes of respondents to the solving of the text tasks. Some reflections on the
recent of these issues will be raised in this paper.

Research methodology was based on an analysis of the solutions presented by
students. Additional research material was student responses to the questions attached to
the survey tasks. The research group consisted of 2 groups of third from 38 pupils of
Krakow's high school. In the view of mathematics teachers in each class pupils have high
mathematical skills. Here are the tasks of the questionnaire study.

1. Calculate the volume of the cube, where the diagonal side wall has a length 3\/5
cm, a surface area is equal 9 cm?. Present calculations with appropriate commentary
and give an answer.

2. Adas, Stas and Antek went mushroom picking. Adas picked about 16 mushrooms
more than Sta§, while Antek as many as Adam and Sta$ together. How many
mushrooms were picked by the boys together? Present calculations and justify the
answer.

3. Determine the perimeter of the rectangle, knowing that the area is equal to 18 cm?,
length of the sides are natural numbers. Save the calculation with the comment and
give answers.

4. The area of a triangle is equal to 6 cm?. The sides of the triangle have the following
lengths: 3 cm, 4 cm, 5 cm and radius of the Circumscribed circle of this triangle is 2,5
cm. Is it obtuse-angled triangle? Present calculations and justify the answer.

5. Matthew is now 21 years old. His mom is older than his dad about a year. Matthew's
dad is 25 years his senior. How old is Matthew's dad now, and how much will he be
next year? Present calculation with the comment and give answers.

Tasks are custom tasks, namely task 1, 4 and 5 are known tasks with an excess of data,
and in tasks 2 and 3 we observe the phenomenon of deficit data. Task 1 is an example of
the task of duplication in the data. Task 2 is an example of the tasks of data underflow,
where the solution is not clear. Task 3 is an example of a task with the deficit as a
consequence of the data leading to ambiguous solutions. Task 4 is a combination of two
types of tasks with an excess of data, because it contains duplicate data, as well as
information not associated with the solution task. In task 5, we have an excess of data in
the content of the task. Unnecessary information is not related to the termination of the
task. The data do not contradictory with each other.

On the last page of the questionnaire there was a questionnaire study. The first question
concerned the determination of the level of difficulty of the tasks included in the
guestionnaire and explaining what these problems were about. The second question about
what particular math problem the task concerned. Responses to question four of whether
students like (and why) the tasks of content, were to reveal emotions associated with the
contents of solving text tasks.

Analyzing the solution of tasks given by the pupils, we can distinguish three types of
behaviour of respondents.
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l. Pupil does not attempt to solve the task, or abandons it after a failed attempt to
find the right way of solving the problem.

1. Pupil solves the task correctly without providing any comment both on the
structure of tasks and reasoning.

1. Pupil solves the task correctly enriching it with commentary, such as observation
regarding the amount of data, or explanation of the presence of more than one
solution to the task.

Attitudes of respondents in relation to particular tasks were varied (see Figure 1).

40

30

20 m]
12L_J d oI b

Task 1 Task 2 Task 3 Task 4 Task 5

As it is clear from the data in the chart, the most common attitude is the attitude of
pupils labeled as II, the solving of tasks without giving any comments. Another situation
we observe only in the task 2, where pupils presented their solutions most with comments.
The last frequest we have an attitude indicated as I, the absence or abandonment of
attempts to solve the task. Only in task 4 the number of pupils presenting this attitude is
greater than the number of subjects who solved the task with comment. The attitude
marked I1l can be found in different tendencies towards particular tasks.

B
2RI
7 m
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The diagram presents the pupils' answers to the questions: Have you noticed what
characterized the task?

Pupils pointed out:
I.  The excess or deficit of data — pupils indicate as a characteristics of all the tasks
is the impairment amount of information given in the text of the task, e.g.
- Contained too much or too little data.
Il. Text tasks — pupils observation is that they are different text tasks, such as
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- It was the text task.

I1l. The varying levels of difficulty, tricky — pupils mention as a common feature the
fact that the tasks were at different levels of difficulty and / or task were often
tricky, for example,

- Each of them has more or less difficulty;
- These tasks were tricky ones.

IV. Other observations — this group chose to answer single, individual statements on
guestions such as
- Each task required to analyze and store solutions in accordance with the

reasoning;
- Maybe the point is that the solution lequires various mathematical skills,
not just book formulas;
- Thereis a lot of geometry.
V. Nothing — respondents wrote in their answers that they did not notice any common
features characterizing all tasks, such as
- I noticed nothing;
V1. No answer.

task | average grades level of difficulty task
task 1 2,9
task 2 4,8
task 3 2,5
task 4 4.4
task 5 1,0

The table contains the average grade level of difficulty of individual tasks that pupils
presented in the questionnaire. Respondents used a scale from 0 to 10, where 0 meant a
very easy task and 10 a very difficult task. From the data contained in the table we can
conclude that students considered task 2 the most difficult, the average difficulty of wich is
4.8. Next, there is the task number four with an average 4.4 rating. Based on the above
information we can conclude that the pupils considered task 5 the easiest, the average
difficulty of 1.0.

Do you like solving the text tasks?

AN
R

"""" FERAAN e lik
[ ey NS . £ I like

B 1don't like

It dependent on the
nature of these task

I don't know

[] Without answer

From this diagram we can read that the largest percentage of respondents expressed a
negative attitude to solving the text tasks, up 47% of people said they did not like this type
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of tasks. While fully supportive of the text tasks were 32% of all respondents which means
12 people like to solve such tasks. In addition, four people wrote that their attitude to the
text task depends on the nature of these tasks and issues which theyrelate to, because not
everyone likes them . Only two people expressed their indifference as to solving the text
task, and another 2 people provided no answer.

Analysis of the results showed that pupils’ attitudes towards solving presented
customized tasks are very different. With great conviction, on the basis of pupils’ work, it
can be concluded that the presence of the deficit or excess of data in the body text tasks is
an extra difficulty for the pupils and one of the main sources of trouble while solving.

Respondents during working on tasks demonstrated big difficulties with the process of
partition of task, which among others S. Turnau mentions (...).These difficulties appear in
the phase, which G. Polya describes as the phase of understanding the task. Pupils had
difficulty with separation of unknowns involved in the question content of the task. Then
there were difficulties with the selection of data needed to solve, to find the relationship
between what is searched, and what is given in the text of the task.

In relation to the tasks with extra data in the content of task pupils tried many
solutions, as it were by force, taking advantage of all the information, which
as a result often lead to incorrect solution to the problem. The tasks with duplicate data
(task 1) and in the task where no data appear related to the termination of task (task 5),
only 18% of respondents in the solution of each of these tasks reported the disturbance in
the structure of the task. However, in a task where we dealing with the firs and the second
type of excess data in the body of task 4, only 8% of those respondents noticed the
disturbance.

In solutions of tasks with a deficit, attitudes of pupils were divergent
depending on the task. In relation to the task where deficit of data resulted in the lack of
possibility of unambiguous solution (task 2), the problem was noticed an named by 58% of
respondents. However, in task 3 with data deficit and ambiguous solution (task 3) 24% of
respondents noticed all solutions. At the same time, 38% of respondents stopped at finding
only one solutions. These respondents didn’t check if that was the only answer meeting the
conditions of the task. Only 5% of respondents pointed out that the reason for ambiguity of
the answer. is the information included in the task. One can assume that most respondents
have no need to reflect on the task and does not conduct the look back on your work phase
in their reasoning.

The study revealed a lot of interesting, and not described in this paper information.
Information both on knowledge and skills possessed by pupils, as well as the process of
solving text tasks by respondents. At the same time a test result indicates a strong need for
pupils to propose solving customized tasks.
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OBSAHOVA NAPLN A ANALYZA STUDIJNYQH VYSLEDKOV
Z MATEMATIKY V EKONOMICKYCH STUDIJNYCH PROGRAMOCH

DANA ORSZAGHOVA

ABSTRACT. The study results of mathematics at an university are determined by knowledge
of secondary curriculum. The content and the scope of teaching of mathematics are reducing
at secondary schools and the graduation exam in mathematics is not compulsory. In the paper
we present the analysis of selected tasks of mathematical analysis and study results from the
compulsory mathematical subjects in the first study year of bachelor study at the Faculty of
Economics and Management at the Slovak University of Agriculture in Nitra.

Uvod

Univerzitné vzdeldvanie je otvoreny systém, ktory neustale prechadza zmenami
a reaguje na rézne podnety aj zmenami v Strukture Studijnych programov. Menia sa vzt'ahy
medzi vysokoskolskymi ucitelmi a ich Studentmi s cielom dosiahnut’ co najlepsie
podmienky na rozvoj osobnostného a tvorivého potencialu Studentov. Vyznamné zmeny
V charaktere vzdeldvania nastavaju aj pod vplyvom virtualizicie vzdeldvacieho procesu
prostrednictvom informacnych a komunika¢nych technolégii. Vysokoskolsky ucitel
matematiky sa uz nezaobide bez znalosti roznych nastrojov informaénych technologii [6].
Fakulta ekonomiky a manazmentu Slovenskej polnohospodarskej univerzity (SPU)
v Nitre ma akreditované nasledovné Studijné programy na bakalarskom stupni studia:
Ekonomika a manazment agrosektoru,
Ekonomika podniku,
Kvantitativne metody v ekonomii,
Manazment podniku,
Medzinarodné podnikanie s agrarnymi komoditami,
International Business with Agrarian Commodities (vyuéovany v anglickom jazyku),
Obchodné podnikanie,
Ucétovnictvo.
Kazdy ztychto Studijnych programov obsahuje aj povinné predmety z matematiky,
ktoré sa vyuuji v 1. ro¢niku S$tadia. Predmety s obdobnym obsahom najdeme aj
v $tudijnych programoch d’alSich fakult a univerzit ekonomického zamerania. Vedomosti
a ovladanie metod rieSenia uloh ziskané $tadiom tychto predmetov Studenti pouzivaji
v d’alSich odbornych predmetoch. V rieSeni motivaénych a praktickych uloh sa vyuzivaju
poznatky a metody z matematiky, ktoré sa aplikuju v roznych odbornych oblastiach.
Hlavnym cielom S§tidia matematickych predmetov na SPU v Nitre je poskytnut
Studentom urcita Skalu poznatkov z vys$Sej matematiky, ktoré si osvoja a ziskané
vedomosti pouziju na rieSenie aplikovanych uloh a nasledne aj v budlcej praxi. Zo
skasenosti z vyucby vyplyva, Ze Studenti maju zaujem o $tGdium matematickych
predmetov s praktickymi aplikaciami v oblasti ekonomie, ktora je prioritnou oblastou ich
buduceho profesijného uplatnenia [2], [3].
Na vysledni znamku na skdske vplyva mnoho faktorov. Okrem samotné¢ho Studia
matematiky na vysokej Skole ma dolezity vyznam:
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— adaptécia na vysokoskolsky systém §tudia,

— rozsah vedomosti zo stredoskolskej matematiky,

— ovladanie a uplatnenie metdd samostatného Stiidia na dennej aj externej forme stidia,

— schopnost’ abstrakcie pri vysvetl'ovani a pochopeni teoretického zakladu matematickych
metod,

— logické myslenie a samostatnost’ pri postupoch riesenia uloh [5],

— rozvijanie schopnosti Studentov aplikovat’ matematiku,

— vytvéranie matematickych modelov a prostrednictvom nich hl'adanie rieseni tloh,

— pochopenie matematickych principov a ich aplikovanie [1].

Porovnanie poZiadaviek z matematiky na maturitu a na skasku v 1. roéniku VS

Na webovej stranke Statneho pedagogického tstavu najdeme platné poziadavky pre
jednotlivé predmety, z ktorych maturuju Studenti strednych $kol. Na porovnanie struéne
uvadzame poziadavky pre gymnazia platné od Skolského roku 2011- 2012 a hlavné okruhy
sylabu povinného predmetu Matematika A, ktory Studenti maju v 1. ro¢niku zimného
semestra a konci sa skaskou.

Ciel'ové poziadavky na vedomosti a zruénosti maturantov z matematiky [7]
1 Zaklady matematiky:
1.1 Logika a mnoziny, 1.2 Cisla, premenné a vyrazy, 1.3 Teoria &isel, 1.4 Rovnice,
nerovnice a ich ststavy
2 Funkcie:
2.1 Funkcia a jej vlastnosti, postupnosti, 2.2 Linearna a kvadraticka funkcia, aritmeticka
postupnost’, 2.3 Mnohocleny a mocninové funkcie, linearna lomena funkcia,
2.4 Logaritmické a exponencialne funkcie, geometricka postupnost’,
2.5 Goniometrické funkcie
3 Planimetria:
3.1 Zakladné rovinné utvary, 3.2 Analyticka geometria v rovine, 3.3 Mnoziny bodov
danych vlastnosti a ich analytické vyjadrenie, 3.4 Zhodné a podobné zobrazenia,
3.5 Konstrukéné ulohy
4 Stereometria:
4.1 Zakladné spdsoby zobrazovania priestoru do roviny, 4.2 Stradnicova ststava
Vv priestore, 4.3 Linearne Utvary v priestore, polohové tlohy, 4.4 Linearne Gtvary
Vv priestore, metrické ulohy, 4.5 Telesa
5 Kombinatorika, pravdepodobnost’ a Statistika

Sylabus predmetu Matematika A

1 Funkcia jednej redlnej premennej:
pojem funkcie, oblast’ definicie funkcie, oblast’ hodnot funkcie, vlastnosti funkcii, prehl’ad
elementarnych funkcii, inverzna funkcia, cyklometrické funkcie

2 Limita funkcie jednej redlnej premennej:
definicia limity funkcie, zékladné typy limit, vety o limitach, asymptoty grafu funkcie

3 Derivacia funkcie jednej redlnej premennej:
pojem derivacie, zakladné vzorce pre derivacie elementarnych funkcii, vety o derivovani
funkcii, derivacie vyssich radov

4 Pouzitie derivacie funkcie:
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rovnica dotyCnice ku grafu funkcie, priebeh funkcie, monotonnost’ funkcie, lokalne
a globalne extrémy funkcii, konvexnost' a konkavnost’ funkcie, inflexné body funkcie,
zistovanie priebehu funkcie, ekonomické aplikacie derivacie, L Hospitalovo pravidlo

5 Funkcia dvoch realnych premennych:
definicia funkcie dvoch realnych premennych, oblast’ definicie funkcie, oblast hodnot
funkcie, limita funkcie dvoch premennych, graf funkcie dvoch premennych (ukazky)

6 Parcialne derivacie funkcie dvoch realnych premennych:
definicia parciélnej derivacie prvého radu, parcidlne derivacie zlozenej funkcie, parcidlne
derivacie vyssich radov, pouzitie parcialnych derivacii: rovnica dotykovej roviny, lokalne
extrémy a viazané extrémy funkcie dvoch redlnych premennych.

Z uvedenych okruhov a poziadaviek vidime, ze ani na gymnaziach nepatria niektoré
témy (napr. limita a derivacia funkcie) do povinného obsahu uciva. Na odbornych $kolach
(napr. obchodnych akadémiach) maju Studenti eSte menej hodin matematiky, a teda aj
mens$i rozsah uciva. Adapticia na vysokoSkolsky systém S$tadia, ktoré v porovnani zo
stredoSkolskym vyzaduje viac samostatnych aktivit a nerovnorodost’ Studijnych skupin
z aspektu absolvovanej strednej Skoly, to st hlavné faktory, ktoré sposobuju Studentom
prvotné problémy v Studiu matematiky a ovplyvituju ich studijné vysledky na skiske.

Vyhodnotenie $tudijnych vysledkov z predmetu Matematika A

percenta

1.dloha 2.uloha 3.uloha
@ Denné Studium 95 89 92
B Externé Studium 85 75 70

Graf 1: Priemerny pocet ziskanych bodov za jednotlivé ulohy (v percentach)

Hlavnym zdrojom materidlu, ktory v prispevku spracovavame, st udaje a Studijné
vysledky z vyucby povinného predmetu v 1. roéniku zimného semestra Matematika A,
ktory je zaradeny v $tudijnom programe Uctovnictvo a vyuéuje sa v dennej aj externej
forme $tudia. Studenti pisali pocas semestra 2 priebezné kontrolné testy, vysledky z nich sa
pocitaju do celkového hodnotenia a treti test pisali na skuske. Analyzovali sme rieSenia
typovych tloh (uvedené d’alej) v akademickych rokoch 2009/2010 a 2010/2011.:

— 64 studentov 3tudijného programu Uétovnictvo v dennej forme $tadia,
— 43 $tudentov $tudijného programu Uétovnictvo v externej forme §tidia.

V grafe ¢. 1 uvadzame priemerny pocet bodov za jednotlivé typové ulohy, ktory

Studenti ziskali (vyjadreny v percentach).
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Ukazky tiloh z matematickej analyzy v predmete Matematika A

V nasledujucom texte uvadzame znenie hlavnych typov uloh, ktoré sa Studenti
V zimnom semestri maju naucit’ riesit’ [4]. Pre tych Studentov, ktori nepreberali na stredne;j
Skole limitu a derivaciu funkcie jednej premennej, je to narocna ¢ast’ stiidia hned’ v prvom
semestri. Funkciu dvoch premennych nemali na strednej $kole ani $tudenti z gymnazii.

Uloha & 1:

2
- . . . . 2x°+4
Zistite rovnice asymptot (so smernicou, bez smernice) grafu funkcie f:y= ~ 7
X —
a najdené asymptoty zobrazte.
Uloha ¢&. 2:
Pomocou derivacie zistite intervaly monoténnosti, staciondrne body a lokalne extrémy
. 3X
funkcie f : y= 5 .
X®—4
Uloha ¢&. 3:
Zistite stacionarne body a lokélne extrémy funkcie dvoch premennych
f(x,y)=x3 - y3 —-9xy+5.
Studijné vysledky z predmetu Matematika A
Znimka Priemerna
Studijny A1) | B(L5) C(2) D2s5) | EE) znamka
program
Sk. rok 2009/2010
Utovnictvo 4 4 7 3 15 0232
denna forma
Uctovplctvo 3 4 6 2 4 0 2,00
externa forma
Spolu 7 8 13 5 19 92,20
Sk. rok 2010/2011
Uctoynlctvo 11 3 9 4 4 91,79
denna forma
Uctovglctvo 8 5 2 5 4 01,83
externa forma
Spolu 19 8 11 9 8 01,81
Spolu
2009/2010+2010/2011 26 16 24 14 27 22,00
Pocet studentov , N , «
s hodnotenim FX(4) Uctovnictvo (DS): 2 Uctovnictvo (ES): 2

Tabulka 1: Prehlad vyslednych znamok z predmetu Matematika A
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V tabul’ke ¢. 1 st uvedené vysledné znamky a priemerna znamka na skuske za zimny
semester postupne v akademickych rokoch 2009/2010 a 2010/2011 podla formy S$tudia
v §tudijnom programe UGtovnictvo. V tomto $tudijnom programe prevladaju absolventi
obchodnych akadémii, ktori maji na strednej Skole maly rozsah hodin z matematiky
a nepreberaji na strednej Skole limity ani derivacie. Pocet $tudentov — absolventov
gymnazii ma klesajlicu tendenciu.

Zuvedenych udajov vidime, Ze v akademickom roku 2009/2010 mali Studenti aj
v dennej aj v externej forme hor$iu priemernt znamku v porovnani s akademickym rokom
2010/2011. Z vypoctu priemernej znamky sme vynechali tych Studentov, ktori ziskali
hodnotenie FX(4) — bud® skusku vobec neabsolvovali, alebo skus$ku neurobili. V ramci
Fakulty ekonomiky amanazmentu dosahuju Studenti tohto S$tudijného programu uz
niekol’ko rokov pri hodnoteni najlepsie vysledky pri porovnani jednotlivych Studijnych
programov.

V grafe €. 2 s zobrazené znamky pre jednotlivé formy Stidia spolu za analyzované
akademické roky. Vysledky a znamky potvrdzuji, Ze Studenti v externej forme Studia
dosahuju priemerné vysledky, ktoré sa vyrovnaji vysledkom $tudentov v dennej forme
Stadia. Majii pritom menSi rozsah hodin kontaktnej vyucby a musia viac Studovat’
samostatne pomocou literatury alebo elektronickych Studijnych zdrojov. Lepsie vysledky
dosahuju z dévodu ich vnutornej motivacie a zodpovednosti ziskat’ v §tidiu Co najlepSie
vysledky. Ide prevazne o zamestnanych Studentov, ktori potrebuju ziskat’ vyssie vzdelanie
kvoli kvalifikacii v praci.

20 A

18 2
16 /
9 « A /
12 N 7 N/

A / \ / —e— denné studium

10 = & x
v\‘)L —_ — &— externé StGdium
¥ — ¥

O N M O

A1) B(1,5) c@) D(2,5) E(3)

Graf 2: Grafické zndzornenie skusok podla formy studia

Zaver

Na Fakultu ekonomiky a manazmentu SPU v Nitre prichadza Studovat’ Coraz viac
absolventov obchodnych akadémii, ktori ndjdu po ukonceni Stadia uplatnenie v r6znych
odvetviach ekonomiky. Uplatiovanie tvorivo-humanistického pristupu k Studentom na
vysokych Skolach je spojené s rozsirovanim ich moznosti samostatne rozhodovat’ o §tudiu
asucasne aj so zvySovanim ich zodpovednosti za priebeh avysledky $tadia. Preto je
dolezité, aby vysokoskolska priprava Studentov bola flexibilnd a zamerana na Sirsi okruh
oblasti uplatnenia v praxi.

Uvedené trendy ovplyviiuju aj vyucbu matematickych predmetov. Studenti sa stavaju
zodpovedni za ziskavanie vedomosti a nasledne za moZznosti uplatnenia na trhu prace po
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ukoncéeni vysokoskolského vzdeldavania. Vysledky $tidia matematickych predmetov na
vysokej Skole st podmienené vedomostami zo stredoskolského uciva. Na strednych
Skolach prichadza k redukcii obsahu a rozsahu vyu¢ovania matematiky, pricom maturitna
skuska z matematiky nie je povinna. V tomto kontexte v prispevku prezentujeme analyzu
uloh z matematickej analyzy a Studijnych vysledkov z povinnych matematickych
predmetov v 1. ro¢niku bakalarskeho S§tadia na Fakulte ekonomiky a manazmentu
Slovenskej polnohospodarskej univerzity v Nitre. V analyzovanom subore bolo 64
Studentov dennej formy a 43 Studentov externej formy Studia Studijného programu
Uctovnictvo, ktory patri k popularnym a jeho absolventi maju praktické uplatnenie v praxi.

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]
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ARITMETICKE OPERACIE S PRIRODZENYMI CiSLAMI VYJADRENYMI
POMOCOU RIMSKYCH CiSLIC

OLEG PALUMBINY

ABSTRACT. The paper deals with algorithms of arithmetic operations with natural numbers
expressed by roman numerals.
Key words: Aritmetické operacie, duplacia, mediacia, prirodzené ¢isla, rimske &islice.

1. Uvod

Kvéli jednoduchosti budeme v d’alSom texte prirodzené ¢isla vyjadrené pomocou rimskych
Cislic nazyvat rimske cisla, pricom rimske cislice budu, ako je obvyklé, znaky I, V, X, L, C, D
a M. Pri zavadzani desiatkovej pozi¢nej slstavy sa Casto argumentuje tym, Ze aritmetické
operacie s rimskymi ¢islami su tazko vykonatel'né. Ukazeme, ze to tak celkom neplati, t.].
zostrojime algoritmus pre sCitanie, od¢itanie, nadsobenie a delenie so zvySkom rimskych Cisel.
VyuZzijeme na to pat pomocnych operacii. Prvé dve z nich, tzv. duplacia (zdvojovanie)
a mediacia (polenie) boli zname uz starym Egyptanom (pozri [1], str. 49, [2], str. 198). Dalsie
tri, pre ucely tejto prace, nazveme denumeracia, numeracia a premena vacsich jednotiek na
mensie.

2. Pomocné operacie

Pod unarnou operaciou dupldcia (resp. medidcia) budeme rozumiet' vynasobenie (resp.
vydelenie so zvySkom) daného ¢isla dvoma. Aby sme tieto operacie mohli vykonavat’ aj s
rimskymi ¢islami, zavedieme unarnu operaciu denumerdcia (resp. numerdcia), ktora spociva
v tom, Ze v zapise rimskych ¢isel zrusime (resp. zavedieme) konvenciu o odcitani znakov — jej
podstata tkvie vtom, ze S$tyri rovnaké menSie jednotky nahradime najblizSou vécSou
jednotkou pred ktort napiSeme tato menSiu jednotku. Unarna operacia premena vdicsSich
jednotiek na mensie je zalozena na nahradeni vac¢Sich jednotiek prisluSnym poctom mensich
jednotiek. Pre aritmetické operacie s rimskymi ¢islami budeme pouzivat’ zauzivané symboly
z dekadickej pozi¢nej sustavy, t.j. znaky +,—x a:. Pretoze duplacia je nasobenie dvoma,

budeme ju tiez signovat’ symbolom x. Podobne pri mediacii pouzijeme znacku pre delenie :.

Priklad 1. Vykonajme denumeraciu rimskeho cisla XXIV. Dostaneme XXIIII. Naopak,
numeracia zapisu XXIIII da rimske ¢islo XXIV. Podobne aj v ostatnych pripadoch. Dupléciu
rimskeho ¢isla XXIV uskuto¢nime tak, Ze najprv urobime denumeraciu — vyjde XXIIII, potom
samotnu duplaciu — vychadza XXXXIIIIIII (jednoducho sme zdvojnasobili pocet vsetkych
rimskych ¢islic) a nakoniec po numerécii dostaneme XLVIII. Teda skratene XXIVxIl =
XLVIII. Mediacia vyzera takto: XXIV : Il = XXIIII : IT = XII, teda XXIV : II = XII. Ak by
delenec bol neparny, pocitali by sme nasledovne: XI : II = VVI : II = V so zvySkom L.
Skratene: XI : II =V, zv. I. Premenime vicsie jednotky na mensie v ¢isle MDCCCXXVIII.
Dostaneme, napriklad, DDDCCCVVVVVIII alebo MDCCCXXIIIIIIII a podobne.
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3. S¢itanie rimskych &isel

Algoritmus scitania rimskych Ccisel je zalozeny na tom, ze dané dva sCitance najprv
denumerujeme, nasledne s¢itame tym, ze vytvorime zapis skladajiici sa zo vSetkych rimskych
¢islic oboch séitancov a nakoniec numerujeme.

Priklad 2. Vypocitajme sucet rimskych ¢isel CCXLVIII + CCCIV.
Denumerécia déva vyjadrenie tohto suctu v tvare CCXXXXVII + CCCIIIL, ¢o po vykonani

samotného suctu dava CCCCCXXXXVIIIIIII. Jeho numeracia dava rimske ¢islo DLII. Preto
CCXLVIII + CCCIV =DLII.

Je zrejmé, Ze takymto sposobom by sa dal stanovit’ sti€et aj vacsieho poctu scitancov. Toto
v d’alSom vyuzijeme pri nasobeni a deleni rimskych ¢isel.

4. Od¢itanie rimskych ¢isel

Podobne vykoname aj odcitanie rimskych cisel. Toto spociva v tom, ze odoberdme rimske
Cislice vyskytujice sa v mensenci ako aj v mensiteli. Navyse vSak mdze pribudnit’ premena
viacsich jednotiek na menSie, aby sme mohli odoberanim prislusnych znakov ziadany rozdiel
vytvorit.

Priklad 3. Vypocitajme rozdiel rimskych ¢isel MDLXXXIV — DCCXCV.

Denumeracia dava vyjadrenie MDLXXXIII — DCCXCV. Premena vyssSich jednotiek
poskytuje DDCCCCLLXXXXXXXVIIIIIII — DCCLXXXXV. Teraz odobratim rovnakych
znakov vykoname samotné od¢itanie. Vychadza tak c¢islo DCCLXXXIIIIIIIL. Jeho
numeraciou dostaneme DCCLXXXIX. Preto je MDLXXXIV — DCCXCV = DCCLXXXIX.

5. Nasobenie rimskych ¢isel

ZlozitejSie je ndsobenie rimskych Ccisel. Je zalozené mna tomto: Duplaciou
a numeraciou pocitame mocniny ¢isla dva az kym nedostaneme Cislo vac¢sie ako nasobitel’.

.....

Potom vypocitame K zdvojnasobeni nasobenca. Vysledky tychto duplacii zapiseme do (k +1)-
riadkovej tabul’ky, priCom riadky tabulky za¢iname ¢islovat’ nie od jednotky, ale od nuly.
Nasledne pomocou mediacii vyjadrime nasobitel’a v binarnej ststave. Potom hl'adany sucin je
suctom tych riadkov danej tabulky, ktoré odpovedaju jednotkdm v bindrnom zapise
nasobitela. Ukazeme si to na priklade:

Priklad 4. Stanovme sucin rimskych ¢isel LVI x XXIII.
Zdvojujme a numerujme:
=1V, IV x I1=VII, VI x 1l = XVL.

Ak vykoname dupléciu a numeraciu eSte raz, dostaneme XVI x Il = XXXII, ¢o uz je Cislo
vicsie ako nasobitel XXIII. Preto K je rovné Styrom. Teraz postupne Styri razy zdvojime
nasobenca LVI:

LVI x Il = LLVVII = CXII,
CXIl x 1= CCXXIIII,
CCXXII x 1= CCCCXXXXIIIIII,
CCCCXXXXHE x 1= CCCCCCCCXXXXXXXXITTTTITITT.
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Ziskané vysledky zapiSeme do tejto patriadkovej tabulky:

Cislo riadku n Nésobenec x 2"
0 LVI
1 CXill
2 CCXXII
3 CCCCXXXXIHTI
4 CCCCCCCCXXXXXXXXHmm

Premenou viacsich jednotiek na menSie a mediaciou nasobitel’a zistime, ze platia vztahy:

XXIHI: 1= X1, zv. |,
XI:H=VVI:1I=V,zv. |,
V=1 1mn=1, zv. |,

i:1=1,zv.0,
1:11=0,zv. I

Z tejto mediacie vidime, Ze nasobitel’ 23 = 204244224 2% To znamena, Ze nas sucin LVI
x XXIII ziskame, pouzitim distributivneho zakona, si¢tom denumerovanych cisel z riadkov
0, 1, 2 a 4 vyssie uvedenej tabul’ky. Teda

LVI x XXIII =
= LVI + CXII +CCXXII + CCCCCCCCXXXXXXXXUTHTTT
= CCCCCCCCCCCLXXXXXXXX XXXV e,

Ked na posledné ¢islo pouZijeme numeraciu, dostaneme nakoniec hladany stcin LVI x
XX = MCCLXXXVIIL.

6. Delenie so zvySkom rimskych cisel

Postup pre delenie so zvyskom rimskych cisel spoCiva v tom, Ze od delenca postupne
odgitujeme najvyssie mozné 2"-nasobky delitela az kym nedostaneme rozdiel, ktory je mensi
ako delitel'. Tento rozdiel je potom zvySkom delenia. Podiel je ur¢eny pomocou duplacie
S vyuzitim distributivneho zdkona a vyjadrenia ¢isla v binarnom tvare. Podrobnosti ukazeme
na nasledujucom priklade:

Priklad 5. Vypocitajme podiel rimskych ¢isel DCCLVIII : LV.
Zdvojujme delitel’a:
LV x Il =LLVV =CX,
CX x Il = CCXX,
CCXX x Il = CCCCXXXX,
CCCCXXXX x 1l = CCCCCCCCXXXXXXXX = DCCCLXXX.

Predposledné ¢islo je menSie ako delenec DCCLVIIL, posledné ¢islo je vicsie. Zostavme
podobnt tabul’ku ako pri nasobeni.
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Bude mat’ $tyri riadky:

Cislo riadku n Delitel’ x 2"
0 LV
1 CX
2 CCXX
3 CCCCXXXX

Od delenca od¢itame ¢islo z riadku 3 tabul’ky:
DCCLVIII — CCCCXXXX =
= CCCCCCCXXXXXVIII — CCCCXXXX = CCCXVIIL.
Od tohto od¢itame CCXX. Dostaneme
CCCXVI = CCXX = CCLXXXXXXVII — CCXX = LXXXXVIII = XCVIII.

Cislo CX zriadku 1 tabulky sa od &isla XCVIII odgitat’ neda, lebo je vigsie. Preto od éisla
XCVIII od¢itame ¢islo z riadku 0, t.j. ¢islo LV:

XCVIHI - LV = LXXXXVII — LV =XXXXII = XLIII.

Posledné ¢islo XLIII je menSie ako delitel’ LV. Preto hl'adany zvySok delenia je ¢islo XLIII.
Z distributivneho zakona a z toho, ze sme pri od¢itovani pouzili z tabul’ky riadky cislo 0, 2

a 3, vyplyva, ze hl'adany podiel bude 2° + 2% +2°, t;j. rimske &slo I + IV + VIII = I + IIII
+VIII = XIII. Odtial’ dostavame vysledok daného delenia so zvySkom v tvare DCCLVIII : LV
= X1, zv. XLIII.

7. Zaverecné poznamky
Odvodili sme algoritmy pre vykonanie aritmetickych operacii srimskymi cislami. Je
zaujimavé, ze ich mozno pouzit’ popri nepozi¢nych (ilustruje ju prave rimska Ciselna stistava)
aj pre pozi¢né Ciselné sustavy. V dekadickej pozi¢nej ststave sa odvodené postupy daju
pouzit temer bez zmeny. Podobne aj v bindrnej, o sa vpraxi vyuziva napriklad
Vo vypoctovej technike (pozri [2], kapitola 5), lebo duplacia a mediacia znizuju pocet séitani
v algoritmoch nasobenia a delenia. To ma za nasledok nizsie poziadavky na opera¢nti pamat
pocitacov atiez to zvySuje rychlost’ vykonavania tychto operacii, ¢o pri ich va¢Som pocte
vyrazne zefektiviiuje ich Cinnost’ Setrenim ako ¢asu tak aj ndkladov.

Tu zaroven vidiet' prekvapujicu skuto¢nost’, ze v staroveku objavené postupy moézu byt
velmi G¢inné aj v stCasnosti. Je pozoruhodné, Ze anticki egyptski matematici objavili
algoritmus nasobenia, o ktorom sa ukazalo az v XX. storoci, ze je istym spésobom optimalny.

Na zaver poznamenavame, ze v tejto praci uvedené algoritmy pre vykonanie aritmetickych
operacii s rimskymi ¢islami mozno preberat v rdznych matematickych krazkoch, ¢i uz na
strednej ako aj na vysokej Skole.
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ABSTRACT. The paper deals with alternative establishing of some notions of mathematical analysis
in physics.
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1. UVOD

Tato praca je venovana odliSnému chépaniu niektorych pojmov matematickej analyzy vo
fyzike. Tri priklady z u€ebnic vec objasnia.

Priklad 1. Pri odvadzani vzorca pre velkost' dostredivého zrychlenia pri rovnomernom
pohybe po kruznici sa piSe (s malymi upravami) v [1], str. 35 toto: ,,Ak budeme Casovy
interval skracovat’ k nule, bude sa k nule blizit' aj uhol @. Vektor zmeny rychlosti Av bude
v limite kolmy na vektor rychlostiVv, bude teda smerovat’ do stredu O kruznice. Pritom
vel’kost’ vektora zmeny rychlosti Av v limite splynie s diZkou oblu¢ika Ao medzi bodmi M, N
kruznice:

lim Av = lim Ao = lim VA« = lim vo At = lim o’rAt (1)
At—0 At—0 At—0 At—0 At—0

(r je polomer kruznice, t je ¢as, V je konStantna vel’kost’ rychlosti pohybu bodu po kruznici, @
je konstantna uhlova rychlost, « je uhol medzi polomermi za ¢as At — pozn. autora). Pre
velkost’ zrychlenia a dostavame tak hodnotu

2
a=lim 2V _ jim AL 2p « )

At—0 At At=0 At
Rozbor. Z klasickej definicie limity vyplyva, ze vSetky limity v (1) st rovné nule. Z toho

vsak nijako nevyplyva druha rovnost’ vo formule (2).

Priklad 2 Pri zavadzani vektora rychlosti hmotného bodu v priestore sa v [3], str. 12 piSe
toto: ,,V medznom pripade, ak je tusek drahy dostato¢ne maly, splynie velkost’ prirastku
polohového vektora, takze

lim |Ar| =|dr|=ds €))
r—r;
(kde r,r;,r, st polohové vektory hmotného bodu, Ar je zmena polohového vektora, drje
diferenciél a ds je element drahy — pozn. autora).*
Rozbor. Z klasickych definicii limity a diferencidlu vyplyva, Ze za beZne uvaZovanych
podmienok plati lim |Ar| =0= |dr| =ds. To je vsak v rozpore s (3).
r—r;
Priklad 3. V [2], str. 17 sa pise: (4) ,,Dizka ds elementarneho oblika priestorovej krivky je
rovna, s presnostou do nekonec¢ne malych veli¢in radu 2, dlzke jej tetivy

ds = /dx® +dy? +dz? « (5)
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Rozbor. V klasickej matematickej analyze sa vo vyroku (4) jedna o oby¢ajnit rovnost. O
ziadnych nekone¢ne malych veli¢inach sa v (4) vobec neuvazuje.

Poznamka 1. Z predchadzajucich Gvah vyplyva, ze vo fyzike maju pojmy limita,
diferencidl, derivicia a rovnost’ iny vyznam ako v klasickej analyze. Studenti tak mozu
nadobudnit’ dojem, Ze existuju dve analyzy — jedna matematicka a druha ,,fyzikalna®. Preto
cielom tejto prace je alternativne zaviest vysSie uvedené pojmy tak, aby koreSpondovali
S prezentovanymi prikladmi.

2. ALTERNATIVNE DEFINICIE A VETY

Definicia 1. Taka funkciu f:E —E;, y=f(X), ze lim f(x)=0 prex—b nazveme
nekonecne malou velicinou v bode b alebo infinitezimdlom v bode b.

Definicia 2. Nech X je realna premenna. Pod diferenciou Ax premennej X budeme rozumiet’
I'ubovol'né pevne zvolené realne Cislo.

Definicia 3. Pod infinitezimalom prishichajucim premennej X budeme rozumiet’ funkciu f :
(—&;6,)—{0} > E; T (X)=x, kde &,&, sukladné realne ¢isla. Budeme ho znacit’ symbolom
dx.

Poznamka 2. VSimnime si, ze 1iﬂg(dx) =0. Teda dx je nekone¢ne mala veli¢ina v zmysle

definicie 1. Pre potreby tohto ¢lanku bude ucelné zaviest’ len $pecialny typ limity — a to pre
argument iduci k nule. Vymedzime ju takto:
Definicia 4. Nech f je realna funkcia realnej premennej definovana v okoli nuly. Nech

Axje diferencia veli¢iny X. Potom pod infinitezimdlovou limitou LII\éIf(Ax) rozumieme
AX—>

funkciu f (dx), pri¢om dx je definovana v tomto okoli.

Poznamka 3. Teda infitezimalov(l limitu moZno povazovat za operator, ktory vo
vyraze f (AX) nahradi diferenciu AX infinitezimalom dx.

Definicia 5. Vyraz Ag(x) = g(x+ AXx)—g(X) nazyvame diferencia funkcie g v bode x. Pre
vektorovi funkciu v(X) =(f(x),g(x),h(x)) analogicky kladieme
AV(X) = (Af (X), Ag(X), Ah(X)).

Definicia 6. Pod infinitezimdlovym diferencidlom Dg(x) funkcie g v bode x rozumieme
limitu IA_XI_I)\éIAg (X). Pre vektorovih funkciu  v(x)=(f(x),g(x),h(x)) kladieme

Dv(x) = kxll\élAv(x) = (k(IL\éIAf (%), IA_)(LI\éIAg(x), Ilel\gAh(X))'

Definicia 7. Infinitezimalovu limitu LIMM
X

nazveme infinitezimalovou derivdciou
Ax—0

funkcie f v bode x. Oznacime ju DER f (x).

Poznamka 4. Klasicka rovnost’ na mnozine = je taka relacia ekvivalencie, ktorej triedy st
jednoprvkové mnoziny. Ak upustime od posledne uvedenej poziadavky, dostaneme
vSeobecnejsi typ rovnosti.

Definicia 8. O veli¢ine a(x) hovorime, Ze je nekonecne mald radu n vzhladom na

a(x)

nekonecéne malu velié¢inu X, ak lim ——-=c=0,cek,.
x—0 X
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Definicia 9. Dve konecné veli€iny a,b su infinitezimalovo rovné, ak ich rozdiela—b je
nekoneéne mala veli¢ina. Dve nekone¢ne malé veli¢iny radu n su infinitezimalovo rovné, ak
ich rozdiel je nekonefne mala veli¢ina vySSieho radu ako n. Ak veli¢iny a,b su
infinitezimalovo rovné, zapisujeme to a=b. Ak a,bsu realne cisla, pokladame ich za
nekonec¢ne malé veli¢iny radu nula.

Definicia 10. Dizku Ds(t) elementdrnej tetivy Krivky urenej polohovym vektorom
r(t) = (x(t), y(t), z(t)) medzi bodmi t a t+dt kladieme rovna|Dr(t)|.

Veta 1. Infinitezimalova rovnost’ z definicie 9 je relaciou ekvivalencie.

Doékaz jednoducho vyplyva z definicie 9, g.e.d.

Poznamka 5. Vzhladom na vetu 1 apoznamku 4 mézeme infinitezimalovi rovnost
z definicie 9 povazovat’ za vSeobecnejsi typ rovnosti.

Veta 2. Nech f, g st realne funkcie realnej premennej definované na nejakom okoli nuly,
Nech c je realna konstanta a nech v je vektorova funkcia. Potom

LIM(f (AX) + g(AX))=LIM f (Ax) £ LIMg(AX),
Ax—0 Ax—0 Ax—0

LIM(f (AX)-g(Ax))=LIM f (Ax)-LIMg(Ax),
Ax—0 Ax—0 Ax—0

LIM f (AX)

LiMT A _ a0 , ak LIM g(Ax) =0,
AX—0 g(AX) LIM g(AX) AX—0

Ax—0

LIMc=c, LIM(c-g(Ax))=c-LIMg(Ax),

Dg(x) = g(x+dx) — g(x); Specialne Dx = dx,

Df (x)
Dx

Dékaz jednoducho vyplyva z predchadzajucich definicii, g.e.d.

DER f(x) = Dv(x) = (Df (x), Dg(x), Dh(x)).

Veta 3. Nech existuju nizsie uvedené limity, derivacie a diferencialy. Potom
IA_XI I\él f(AX) = AI)Em0 f (AX), DER f (x) = f'(x), Df (x) =df (x), Dv(x) =dv(x).

Doékaz prvého tvrdenia. V klasickej analyze sa dokazuje tato ekvivalencia

fim £ (a%) =L [f(A%) =L +g(A%), lim g(ax) =0].

Odtial’ a z vety 2 vyplyva, Ze plati
LIM f (Ax) = LIM(L + g(AX))= LIML + LIMg(Ax) = L+ g(dXx) .
AX—0 AX—0 AX—0 AX—0

Zlozené zobrazenie g(dx)je vSak nekoneéne mala veliina, lebo AIim0 g(Ax) =0
X—>

a funkcia dx je zuzenie identickej koreSpondencie na vhodné rydze okolie nuly. Preto plati, ze
IA_II\éI f (AX) EAIim0 f (AX). Ostatné tri tvrdenia st jednoduché dosledky tejto zovseobecnenej
X—> X—>

rovnosti a vyssie uvedenych definicii, g.e.d.
LIMTf(Ax) LIMg(AX)
Veta 4. Nech LIM f (Ax)=LIMg(Ax). Potom =0 = &x=20
Ax—0 AX—0 LIMAX LIMAX

Ax—0 AX—0
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Dékaz je zalozeny na tom, Ze F(dx) = 9(ch) +h(dx) = 9(c) + 9(cx) . h(dx)
dx dx dx dx g(dx)

a na tom, ze

m M =0, g.e.d.
AX—0 g(AX)

3. PRIKLADY

Priklad 4. Nech f(x) =3+ x%. Porovnajme limity, derivacie a diferencialy tejto funkcie
stanovené podl'a oboch definicii:

lim (Ax):Alximo(3+(Ax)2) =3,
LIM f(AX)= IA_XLASI(3+(AX)2) =3+ (dx)?,
f'(x)=2x,

2 2 2 2
DERf(x)zlA_XII\éI3+(X+A)2 —(3+x )=(3+(x+d>;) —(3+x )=2x+dx,
- X X

df (x)=2xdx.
Df (x) = IA_XII\éI(3+(x+Ax)2 — (B4 %)) =3+ (x+dx)? - (3+x?) = 2xdx + (dx)?,
¢o koreSponduje s tvrdenim vety 3.

Formuly (1) az (5) mozeme teraz korektne vyjadrit’ takto:

Pokracovanie prikladu 1. Pretoze Ao je dizka obluka o polomere v a Av je diZka jeho
tetivy, plati A0 =VAa =arAa, Av=2vsin(Aa/2),kde Aa =wAt. Odtial' 'ahko odvodime,

ze AItimo((Av —A0)/(At)*)=c#0,ceE,. To je rovnocenné s vyrokom
-

AV = A0+ (At)*- g(At), lim g(At) =0. Z toho rezultuje

_ 3 _ 2 3 _ 2 ,
LIMAV = LIM(A0 + (A1)° g (A1) = LIM(@’rAt + (A1) g (A1) = LIM?rat. (1)

Nasledne z (1) azviet 2,3 a4 vyplyva

LIMAV LIM®?rAt 2
a=lim 2 = M2 80 _ i _ordt_ e )
At—0 At at—-0 At LIMAt LIMAt dt
At—0 At—0

Teda a=w’r. Pretoze a, w’r € E;, musi platit, ze a=a’r.
Pokracovanie prikladu 2. Podl'a definicii 6 a 10 vyjadrime (3) rovnostou
IA_tLhéI|Ar| =|Dr|=Ds. (3)
Pokracovanie prikladu 3. Z klasickej analyzy vieme, Ze
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t+At

As(t) = s(t + At) —s(t) = J.\/Xz(u) +y2(u)+2%(u) du =

t+At

=R () + Y7 (t) + 2 (t) - [ du =X (to) + V7 (tg) + 2° (&) - At =

= SR+ V20 + 22(1) - At +
X (M) + V2 () + 22 (t) - At = X2(t) + Y2 () + 2°(t) - At =

= S0+ V() + 22 -At+{(\/>‘<2(t)+ V(1) + z'z(t)j } (A2,

=1

Odetial infinitezimalovym limitovanim vzhl'adom na definiciu 6 dostaneme

Ds = /X2(t) + V2(t) + 22(t) -dt{wx?(m V2() + Zz(t)) } (dt)? =

= dx? +dy® +dz? + a(t) - (dt)?.

Z klasickej analyzy vieme, 7e ds=./dx*+dy? +dz®. Za predpokladu ohrani¢enosti funkcie
a(t), ktory obycajne byva splneny, potom mdézeme pisat’

ds = Ds — ax(t) - (dt)?. (4)
Rovnost’ (4') je vyjadrenim tvrdenia (4). Vzhl'adom na definiciu 9 mozeme (4') ako aj (5)

zapisat’ korektne v tvare
Ds = /dx? +dy? +dz?. (5"
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ANALYZA RIESENIA VYBRANYCH ULOH V TESTOVANI ZIAKOV 6.
ROCNIKA ZS8

GABRIELA PAVLOVICOVA, JULIA ZAHORSKA, DUBOMIR RYBANSKY

ABSTRACT. This article is continuation of our study which is realized as a part of solution
of project KEGA in which we try to influence student’s mathematical knowledge by
solution special problems according to ISCED 2. We analyze two of problems in the output
test with emphasis on the pupil’s ability to solve them in the 6™ class at the elementary
school.

Uvod

Clanok je pokradovanim stadie Vramci projektu KEGA: ZvySovanie klacovych
matematickych kompetencii - alternativne ucebné programy z matematiky pre zakladné
$koly v zmysle cielov Statneho vzdeldvacieho programu a v zmysle zvy$ovania
matematickej gramotnosti podl'a dopadov PISA. V skolskom roku 2010/2011 prebehlo
pokracujlce testovanie ziakov kontrolnej a experimentalnej skupiny, ktorého sa zicastnilo
737 ziakov 6. roénika ZS. Ziaci experimentilnej skupiny pokracovali uz druhy rok
vrieSeni matematickych uloh pripravovanych riesitel'skym kolektivom, ktoré boli
zamerané na rozvoj matematickych kompetencii ziakov v kontexte s testovanim PISA. V
¢lanku prezentujeme uspesnost’ rieSeni ako aj analyzu rieSeni dvoch problémov vystupného
testu z oblasti Cisla, premenné, poctové vykony s cislami a Geometria a meranie podla
zaradenia v Statnom vzdelavacom programe ISCED 2. Vysledné hodnotenie je spracované
V zmysle matematickych kompetencii a Grovni ako ich uvédza stidia OECD PISA.

Ziak, ktory je schopny tUspe$ne pouzivat matematiku v roznych situaciach, ma isté
matematické schopnosti, ktorych sthrn mozno povazovat’ za jeho celkovi matematick(
kompetenciu. Na urcenie a zhodnotenie tychto schopnosti pouziva §tidia OECD PISA
tieto matematické kompetencie:

rozmysl'anie a usudzovanie,
argumentacia,
komunikacia,

modelovanie,

>
>
>
>
» polozenie otazky a rieSenie problému,
» reprezentacia,

» pouzitie symbolického, formalneho a technického vyjadrovania operéacii,
» pozitie nastrojov a pristrojov.

OECD PISA opisuje aktivity obsahujtce tieto kompetencie pomocou troch tirovni:

167

Prispevok je pisany s podporou projektu KEGA -> 3/7001/09



GABRIELA PAVLOVICOVA — JULIA ZAHORSKA — LUBOMIR RYBANSKY

1. Ulohy merajlice kompetencie na reprodukcnej urovni si vyzaduju reprodukciu
naucen¢ho materialu, vykonavanie rutinnych vypoctov a procedir a rieSenie rutinnych
problémov.

2. Kompetencie na urovni prepojenia umoznuju rieSenie uloh, ktoré nie st Uplne rutinné,
ale obsahuju zname alebo pomerne zname prvky. Ulohy spojené s touto Uroviiou
kompetencii vyzaduji schopnost’ prepojenia rdznych oblasti matematiky alebo pracu
Sviacerymi navzdjom roznymi reprezenticiami daného problému. Su pre ne
charakteristické integracia, prepojenie a nendrocné rozsirenie pre ziaka zndmeho materialu,
modelovanie a spojenie viacerych pre ziaka znamych metod.

3. Kompetencie na urovni reflexie obsahuju prvok uvazovania o procesoch potrebnych
k vyrieSeniu Glohy. Vztahuji sa k Ziakovym schopnostiam planovat’ stratégie rieSenia a
uplatnit’ ich v ulohach, ktoré obsahuju viacej stcasti a mozu byt originalnejSie (menej
zvyc€ajné) v porovnani s ulohami zodpovedajicimi kompetenciam na Grovni prepojenia.
Charakterizuje ich potreba rozvinutého wuvazovania, argumentacie, abstrakcie,
zovSeobecnenia a modelovania pouZitého v novych (nezndmych) kontextoch, originalneho
matematického pristupu, spojenia viacerych zlozitejSich metdd a vniknutia do problému.

[2]
Analyza rieSenia uloh v teste

V dal$ej casti uvadzame dva problémy, z celkového poctu Sest’, ktoré riesili ziaci
v prezentovanom teste v 6. ro¢niku ZS.

1 Detsky ¢aj s rumancekom

Detsky ¢aj s rumancekom obsahuje podla udajov vyrobcov
viac druhov bylin. Niektoré z nich, spolu s d’alsimi udajmi,
uvadzame v nasledovnej tabulke:

Obsah  zlozky | Obsah zlozky v jednom

Zlozka v 75 g ¢ajoviny ¢ajovom vrecku (1,5 g)
rumancekovy kvet 18,09 0,360 g
viiat’ méty piepornej 9,09 0,1184¢
skorocelovy list 5,259 0,105¢
vnat’ materinej dasky 3,759 0,075 ¢

V obchodoch sme nasli ceny tychto druhov baleni:
e 75 gbalenie (SYpany) ....cccceceiieiienieeieneneneeen, 1,23 €
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o 100 g balenie(SYypany) .......cccceevveerreerreesreerreesreennens 148 €
e cCajové vreckd 20 x 1,5g (hmotnost’ 30,0g).......... 1,14 €

Uloha 1. Kupa ktorého balenia je cenovo najvyhodnejsia?
Riesenie:

75 g balenie: 1 gram ... 1,23 :75=0,0164 €
100 g balenie: 1 gram ... 1,48 : 100 =0,0148 €
Cajové vrecka (30,0g): 1 gram ... 1,14 : 30,0 = 0,038 €

Spravna odpoved: Cenovo najvyhodnejsia je kiipa balenia 100 g balenie (sypany).
Uloha 2. Kol'ko gramov ostatnych zloZiek bylin sa nachadza v 75g ajoviny?

Riesenie: Obsah zlozky v 75 g ¢€ajoviny: 18 + 9 + 5,25 + 3,75 = 36 g; ostatné zlozky:
75—-36 =39 g.

Spravna odpoved: V 75g ¢ajoviny sa nachadza 39 g ostatnych zloziek.

Uloha 3. Zistite, kol’ko gramov vilate materinej dasky pouzije vyrobca na pripravu 100
baleni druhu ,,¢ajové vrecka 20 x 1,5g (hmotnost’ 30,0g).

Riesenie: V 1 ¢ajovom vrecku ... 0,075 g; v 1 baleni .... 0,075 .20=1,5g; v 100
baleniach ... 1,5.100 =150 g.

Spravna odpoved: Vyrobca pouzije 150 g viiate materinej dusky.
VYHODNOTENIE
Bodové hodnotenie:

Uloha 1: Spravna odpoved - 2 body (ziak moZe riesit’ ulohu aj usudkom),
Ciasto¢né rieSenie - 1 bod (Giastoénym riesenim moze byt vypodet ceny 1 gramu,
alebo 100 gramov ¢ajoviny, alebo iny Ciastkovy vypocet, ktory by mohol viest’
k spravnej odpovedi)

Uloha 2: Spravna odpoved’ - 2 body,
Ciastoéné riesenie - 1bod (vypocet celkového mnoZstva uvedenych zloZziek

Cajoviny — 36 Q)

Uloha 3: Spravna odpoved - 2 body,
Ciastoéné riesenie - 1 bod (ziak moZe postupovat’ aj inak vo vypoéte; ugitel
ohodnoti jednym bodom napr. zistenie celkovej hmotnosti 100 baleni uvedeného

druhu).
Percento Ziakov, ktori dosiahli urcity pocet bodov
Detsky ¢aj N 0 bodov 1 bod 2 body
Uloha 1 737 56,04 11,13 32,84
Uloha 2 737 62,55 9,90 27,54
Uloha 3 737 70,55 7,19 22,26

Tabulka 1: vyhodnotenie problému Detsky c¢aj s rumancekom
Analyza riesenia:
Uspesnost’ riefenia vietkych troch tloh nebola na oakavanej Grovni. Podla udajov
Z tabul’ky v rieSeni kazdej z nich v8ak priblizne 73% - 75% ziakov, ktori pochopili text
ulohy a Glohu zacali riesit), tak ju aj spravne doriesili.
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1. uloha bola zamerand na zistenie matematickych kompetencii na urovni reflexie.
Riesenie bolo mozné zrealizovat’ viacerymi spdsobmi. Ziaci mohli vylagit' 30 - gramové
balenie aj bez vypoctu (usudkom) a potom stacilo porovnavat’ uz iba prvé dva druhy.
Mohli urobit’ prepocet ceny za 1 gram ¢ajoviny, alebo zvolit’ inii hmotnost’ a tak vykonat’
porovnanie zvysnych dvoch stm.

2. uloha bola zamerana na zistenie kompetencii na Grovni prepojenia. Zo zadania ulohy
mali ziaci spravne urcit hmotnost’ ostatnych zloziek, ¢o bolo naro¢nejsie na pozornost’ a na
¢itanie s porozumenim.

3. tlloha bola zamerana na zistenie matematickych kompetencii na trovni prepojenia. Ziaci
si mali vtabulke vyhladat’ potrebny tdaj atlohu vyriesit. Vysoké percento Ziakov
s dosiahnutymi 0 bodmi poukazuje na to, Ze mnohi Ziaci rieSenie ani nezacali.

Dosiahnuta uspesnost’ rieSenia jednotlivych uloh poukazuje na problémy ziakov, ktori boli
testovani, s ¢itanim textu vacsieho rozsahu a s ¢itanim s porozumenim.

2 Zahradny domcek
Pén Slivka si chce vyrobit’ prenosny zdhradny domcek podl'a tohto nakresu.
/N /\ /N
/ N 4 N\

// AN /s N, / N, V4 AN

o= 547207 B 300dm2

am

Uloha 1. Kolko m? materialu potrebuje na vyrobu stien a podlahy doméeka?

RieSenie: Steny a podlahu doméeka tvoria dva Stvorce s obsahom S;= 2.16m* = 32m’ a tri
obdizniky s obsahom S, = 3. 24m?= 72m?, celkovy obsah je teda S=32 m?+72 m?=104m? .

Sprdavna odpoved: Na vyrobu stien a podlahy domé&eka potrebuje 104m? materialu.

Uloha 2. Kolko eur zaplati, podla cennika uvedeného v tabulke, za pokrytie strechy
Sindl'ami typu DIAMANT?
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L Nazoy vinobku Balenig Cena
Asfaltove Sindle IKO (EUR
SUPERGLASS pravouhly trojtabulovy E:DDm: hal 744
VICTORIAN - BIBEER Bobrovka :=_fm: bal lu'ﬁﬁ
DIAMANT 3,00m® bal 11,07

Vypocet: Strechu tvoria dva trojuholniky a dva lichobezniky, ktoré si méZzeme rozlozit’ na
obdiznik a dva (pravouhlé) trojuholniky

$,=2.300 dm?*=600dm? S, =(2.300+600) dm?=1200dm? S=2.1200 dm?+2.600
dm?*=3600dm*=36m°

Cenu za Sindle vypocitame:
1 balenie........cocccenrrernne. K111 TS 11,07€

36M ... 36:3 =12 baleni ................. 12.11,70€ = 132,84€
Spravna odpoved’: Za pokrytie strechy zaplati 132,84 €.

VYHODNOTENIE

Bodoveé hodnotenie:

Uloha 1: Spravna odpoved’ - 2 body,
Ciasto¢né riesenie - 1 bod (vypodet obsahu §tvorca, §tvorcov, alebo vypocet
obsahu obdiznika, obdiznikov)
Uloha 2: Spravna odpoved’ - 4 body,
Ciastoéné riesenie: vypodet ¢asti pokryvanej plochy — 1 bod,
vypocet celej pokryvanej plochy — 1 bod,
vyber spravnej ceny za Sindle ,Diamant“ z tabulky
aspravny  Ciastkovy vypocet k pozadovanej cene — 1 bod,
spravny vypocet konecnej ceny — 1 bod.

Percento Ziakov, ktori dosiahli urcity pocet bodov
Zahradny doméek| N | O bodov | 1 bod | 2 body | 3 body | 4 body
Uloha 1 737| 35,555| 15,87 | 48,58

Uloha 2 737 70,55| 7,19| 22,12 1,19 8,03
Tabulka 2: vyhodnotenie problému Zahradny domcek

Analyza rieSenia:

1. tloha bola zamerana na zistenie matematickych kompetencii na rovni prepojenia.
Riesenie nebolo numericky naro¢né, vyzadovalo vsak poznatky z geometrie. Ziaci si
museli uréit obsahy Stvorcov a obdiznikov, z ktorych pozostivaju steny a podlaha
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doméeka a tieto s¢itat. Uspesnost’ riesenia bola na dobrej Grovni, temer polovica Ziakov
ulohu spravne vyriesila.

2. uloha bola zamerana na zistenie kompetencii na urovni reflexie. Zadanie ulohy bolo
narocnejsie na pozornost’ a na citanie s porozumenim. Vysoké percento ziakov
S dosiahnutymi 0 bodmi poukazuje na to, ze mnohi Ziaci rieSenie ani nezacali. Podla
udajov z tabul’ky mézeme zistit', ze iba 8,03% ttito ulohu spravne vyriesilo.

Dosiahnuta uspesnost’ poukazuje na problémy ziakov s llohami, ktorych rieSenie je mozné
iba postupnymi krokmi a vyzaduje spracovanie viacerych udajov. V druhej ulohe mali
ziaci urCit’ obsah pokryvanej plochy, k comu potrebovali ziskat’ isty nadhl'ad a jednotlivé
Gasti strechy si ,,poskladat™ z pravouhlych trojuholnikov a obdiZnikov. Nésledn4 orientacia
Vv tabul’ke pri vypocte ceny nebola naro¢na, ziaci si vSak museli uvedomit’, ze ide o cenu za

balenie.

Porovnanie vysledkov kontrolnej a experimentdlnej skupiny

Pocetnost a percentualna uspesnost’ rieSenia Ciastkovych tloh vzhl'adom
na prislusnost’ k skupine (K — kontrolna, E - experimentalna).

Percento Ziakov, ktori dosiahli ur¢ity pocet bodov

Uloha skupina | N | Obodov | 1 bod | 2 body | 3 body | 4 body
Detsky ¢aj K 352| 61,93| 1051| 27,56
Uloha 1 E | 385| 5065| 11,69 37,66
Detsky Caj K 352| 7841| 9,09 12,5
Uloha 2 E 385| 48,05| 10,65| 413
Detsky &aj K 352| 86,08] 398| 9,94
Uloha 3 E 385 56,36| 10,13| 33,51
Zahradny domdek K 352 48,01| 14,77 37,22
Uloha 1 E 385 24,16| 16,88 58,96
Zahradny doméek K 352| 6211| 598| 1425 228 1538
Uloha 2 E 385| 40,78 6,75| 597| 857| 37,92

Tabulka 3: Vyhodnotenie vysledkov kontrolnej a experimentdlnej skupiny

Vyhodnotenie testu

Test obsahoval problémy zo vsetkych piatich okruhov podl'a Stitneho vzdelavacieho
programu ISCED 2. Nasledujuci graf uvadza uspesnost’ riesenia jednotlivych problémov
v experimentalnej a kontrolnej skupine. Pre uplnost dodavame, ze jednotlivé problémy
V teste st z tychto okruhov:

Cisla, premenna, po¢tové vykony s &islami — problém Detsky ¢aj s rumanéekom
Vzt'ahy, funkcie, tabul’ky, diagramy — problém Telefonne linky

Geometria a meranie — problém Zahradny dom¢ek

Kombinatorika, pravdepodobnost’, statistika — problémy Den zeme a Skore
Logika, dovodenie, dokazy — problém Cesta do Viedne.

VVVYYVY
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Obrdazok 1: Vyhodnotenie vsetkych uloh v teste vzhladom na kontrolni KON
a experimentalnu skupinu EXP

Porovnanim vysledkov experimentalnej a kontrolnej skupiny sme zistili, Ze experimentalna
skupina dosiahla Statisticky vyznamne lepsie vysledky ako kontrolna skupina. Mézeme
teda konStatovat, Ze rieSenie nami vytvaranych uloh zameranych na zvySovanie
matematickych kompetencii, pozitivne ovplyvnilo vysledky ziakov experimentalnej
skupiny.

Zaver

V stcasnosti prebiehaji na Slovensku medzindrodné merania trovne vedomosti Ziakov
PISA aTIMSS a meranie vysledkov vzdelavania na narodnej Grovni Testovanie 9.
Prezentovany projekt KEGA je zamerany na podporu vzdelavania v matematike
a testovanie vedomosti v ramci medzinarodnej Stadie PISA (Programme International
Student  Assesment). PISA skama odroku 2000 v trojroénych cykloch uroven
pripravenosti 15-ro¢nych Ziakov a Studentov ¢lenskych a partnerskych krajin OECD na ich
obciansky a profesionalny zivot, na schopnost’ vysporiadat sa s poziadavkami sucasnej
informacnej spolocnosti. Monitoruje vysledky vzdelavania ahodnoti efektivnost’
Skolskych systémov zacastnenych krajin. V poslednom obdobi sa v hodnoteni za¢ina klast’
ovel'a vacsi doraz na zistovanie a hodnotenie Grovne matematickej gramotnosti. Preto je
potrebné na hodindch matematiky riesit' aj problémy a tlohy tohto zamerania, o com
sved¢ia aj rozdiely vo vysledkoch v experimentalnej a kontrolnej skupine uvadzané
V nasom prispevku.
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ROZViJAN[E MATEMATICKYCH KOMPETENCIi BUDI’J,CICH UCITELOV
PRIMARNEJ SKOLY V OBLASTI PRACE S NADANYMI ZIAKMI

ALENA PRIDAVKOVA

ABSTRACT. Ability to select the appropriate tasks for the work with gifted pupils is one key
competence of primary schools mathematical teachers. Subject specific training in the
given area starts during undergraduate teacher training. The content of subject Mathematics
and gifted pupil and views of students on work in this area are presented in the article.

Uvod

V odbornej, ako aj laickej verejnosti sa za ziaka so Specidlnymi vychovno-
vzdeldvacimi potrebami povazuje ten, ktory je istym spdsobom znevyhodneny. Do
uvedenej Casti populacie patria aj Ziaci nadani v akejkol'vek oblasti ([4]). O rozvijanie
matematickych schopnosti nadanych ziakov by sa mali zaujimat’ predovSetkym odbornici —
mame na mysli ucitelov matematiky na vSetkych stupiioch vzdeldvania. Praca s nadanymi
ziakmi v oblasti matematiky si vyzaduje ulitelov vybavenych takymi kompetenciami,
ktoré umoziuju Ziakom rozvoj ich matematického talentu v ramci vzdelavania (Blazkova-
Budinova [1]). Ucitel’ posobi v procese vzdelavania v pozicii facilititora a na tito ¢innost’
by mal byt profesiondlne pripraveny. Rozvijanie odborovo-didaktickych kompetencii
ucitelov v oblasti prace s nadanymi ziakmi je suCastou ich pregradualnej pripravy.
Poznanie a aplikacia sposobov a nastrojov identifikacie matematicky nadanych Ziakov,
metddy a formy prace podnecujice aktivitu ziakov, to st kompetencie, ktoré by mali byt’
rozvijané u buducich ucitelov. Uvedené kompetencie nenahradia odborné vedomosti
z matematiky, ale vedu k ich efektivnej§iemu vyuZzivaniu (Sekerak [3]).

Charakteristika predmetu Matematika a nadany Ziak

V studijnych programoch pripravujicich ulitelov pre primarne vzdelavanie je na
Pedagogickej fakulte PU v PreSove zaradeny povinne volitelny predmet Matematika
a nadany Ziak. Studenti st obozndmeni so zakladnymi pedagogickymi dokumentmi, ktoré
vymedzuji podmienky vzdeldvania ziakov so vSeobecnym intelektovym nadanim.
Prezentované su nastroje na identifikaciu ziakov nadanych na matematiku, ktoré mézu
pouzivat’ ucitelia v pedagogickej praxi. Cielom Studijného predmetu je ziskat’ elementarne
poznatky o spdsoboch prace so ziakmi nadanymi na matematiku, naucit’ sa vyberat tlohy,
ktoré je mozné vyuzit' na rozvijanie nadania. V kontexte s vyberom tloh je nevyhnutné
poznat’ rézne spOsoby rieSenia tuloh, predovsetkym tie, priktorych sa vyuziva uéivo
a matematicky aparat konkrétneho ro¢nika zékladnej Skoly.

Obsah predmetu je spracovany aj v elektronickej forme — ako podporny elektronicky
kurz vytvoreny v LMS Moodle. Ten obsahuje ucebné materidly pre Studentov:
pedagogické dokumenty tykajice sa vzdelavania ziakov so vSeobecnym intelektovym
nadanim, odkazy na webové stranky venované problematike identifikacie a prace
Snadanymi Ziakmi, ako aj konkrétne namety na pracu s danou populaciou ziakov
v matematike.
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Do obsahu predmetu su zarad'ované rozne namety, ktoré koreSponduji s témami
matematiky vymedzenymi v kurikulu primarneho resp. nizSieho sekundarneho stupna
vzdelavania. Na zaklade rieSenia uloh, problémov, realizacie ¢innosti, hier su pri
jednotlivych aktivitich identifikované elementy uciva matematiky. Vysledkom celej
¢innosti je priradenie Uloh ku konkrétnym tematickym okruhom uciva v odporac¢anom
vzdelavacom Standarde z matematiky.

Uvodné stretnutie je venované prezentovaniu teoretickych poznatkov problematiky
identifikacie a vzdelavania Ziakov nadanych na matematiku, ako aj struénej charakteristike
existujucich pedagogickych dokumentov tykajucich sa edukacie intelektovo nadanych
ziakov. Obsahovll naplii seminarov tvoria témy: optické ilazie, Ciselné pyramidy,
netradi¢né nasobenie, ndsobenie pomocou prstov, grafické nasobenie, praca s Napierovymi
pocitacimi palickami (dostickami), skladacky z papiera, Glohy z geometrie — uréovanie
poctu rovinnych geometrickych utvarov na danom obrazku, Sifry rézneho druhu. Priestor
je venovany aj matematickym sutaziam, ktoré st na Slovensku organizované na
celostatnej trovni. Studenti si oboznameni so zakladnymi charakteristikami sutazi a riesia
vybrané ulohy, resp. subory uloh.

Na seminaroch Studenti realizujii prevazne praktické ¢innosti. RieSia zadavané ulohy,
problémy, vytvaraju postupy rieSenia vhodné pre ziakov 1. stupiia zakladnej Skoly. Pri
niektorych témach sa od nich vyZaduje aj pisomné vyjadrenie procesu rieSenia ulohy,
spdsob vysvetlenia postupu z pozicie ucitel’a, formulacie otazok, ktoré by zadavali ziakom
V procese riesenia dané¢ho problému. Uvedené Cinnosti si vyuzivané napriklad pri rieSeni
tiloh suvisiacich s u¢ivom zaradenym do tematického okruhu Cisla, premennd a poctové
vwkony s Cislami, ktorého cielom je vytvaranie predstav o prirodzenych ¢islach.
Vyuzivame pritom napriklad tieto ulohy:

Ked' napiseme prirodzené cisla od 1 do 135 za sebou (bez medzier), dostaneme tak cislo
v tvare 1234567891011121314........ 133134135.

a) Kolkociferné je vzniknuté cislo?

b) Zisti, kolkokrat je v danom Cisle zapisanda Cislica 1.

C) Zisti, kolkokrat sit v danom Cisle zapisané Cislice 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9a 0.
Na ocislovanie stran knihy sme pouZili spolu 279 cislic.

a) Zisti, kolko stran md kniha.

b) Uré, kolkokrat sa pri cislovani stran pouZila cislica 4.

Uvedieme ulohy, ktoré boli zaradené do obsahu seminara s témou netradicné
nasobenie. Zadavané spOsoby nasobenia suvisia sucivom o pisomnom nasobeni
viaccifernych prirodzenych ¢isel. V ivode je priestor venovany algoritmom pisomného
nasobenia (obrazok 1), ktoré boli vyuzivané v minulosti. Prezentované je tzv. Indické
nasobenie (v Stvorcovej sieti), grafické - Cinske nasobenie (aj pomocou paliciek),
nasobenie vyuzitim Napierovych poéitacich paliGiek (resp. dosti¢iek). Studenti majt
k dispozicii sadu Napierovych pocitacich pali¢iek a na zaklade manipulécie s nimi uvazuju
nad moznostami ich aplikdcie pri vyucovani danej témy. Hl'adaju suvislosti medzi
jednotlivymi prezentovanymi postupmi nasobenia a algoritmami vyuZzivanymi v Skolskej
matematike, vytvaraju ulohy a formuluju problémy vhodné pre Ziakov 1. stupiia ZS.
Ziskaju tak novy pohlad na Cast’ u¢iva matematiky primarnej skoly, ktord na prvy pohl'ad
neposkytuje priestor na rozvoj tvorivosti a matematickych schopnosti ziakov.
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Obrazok 1: Ukdzka dvoch spésobov nasobenia prirodzenych cisel

Reflexie Studentov

V akademickom roku 2010/2011 absolvovalo spominany predmet 29 Studentov
V dennej forme $tadia. Na prvom stretnuti mali Studenti v pisomnej forme vyjadrit’ svoje
ocakavania od vyucby predmetu. Vacsina z nich uviedla:

- naucim sa riesit’ Ulohy vhodné pre nadanych ziakov,

- naucim sa pracovat’ s nadanymi det'mi,

- ziskam namety na pracu s nadanymi v matematike,

- nadobudnem vedomosti uzito¢né pre prax,

- budeme riesit’ zaujimavé ulohy.

Zpisomnych vypovedi Studentov bolo zrejmé, ze ocakavali predovSetkym
nadobudnutie praktickych zru¢nosti a konkrétnych uloh, ktoré je mozné vyuzit
v pedagogickej praxi. Uvadzame d’alSie vyjadrenia Studentov:

o Tento predmet som si vybrala preto, lebo Ziaci sa radi ucia a ti, ktorym to ide
lahsie sa na hodine nudia. Pre zacinajuceho ucitela je dobré poznat ulohy pre
tento typ Ziakov.

o Chcela by som sa naucit ako pracovat v praxi s nadanym Ziakom, kde hladat
ulohy, ako k nemu pristupovat tak, aby mal z vyucovania dobry pocit a naucil sa
nieco nové, zaujimave.

oV Skole sa urcite stretneme aj s matematicky nadanymi Ziakmi a chcem dokazat aj
tieto deti zaujat. Chcem si rozsirit vedomosti z matematiky.

o Dufam, ze sa naucime to, ako motivovat nadanych Ziakov, ako ich zaujat, aké
ulohy pre nich volit tak, aby boli primerane narocné.

o Ked sa stretnem vpraxi Snadanym Ziakom, aby som vedela, ako knemu
pristupovat, ako reagovat na jeho otazky, ake typy uloh by mal riesit.

e Naucim sa riesit aj narocnejsie ulohy jednoduchym sposobom.

]

V zavere vyucby bol Studentom zadany dotaznik spitnej vézby, v ktorom mali
moznost’ vyjadrit’ svoj nazor na realizované aktivity a prinos prace pocas semestra. Jedna
z poloziek sa tykala potreby odbornej pripravenosti ucitela 1. stupna zakladnej Skoly na
pracu s nadanymi ziakmi. VSetci sa jednoznacne vyjadrili v pozitivnom zmysle. V d’alSej
polozke sa Studenti vyjadrovali k moZnostiam vyuzitia nadobudnutych poznatkov v praxi.
Aj v tomto pripade boli vyjadrenia kladné — vSetci si myslia, Ze vyuziji niektoré z aktivit
a ¢innosti realizovanych v rdmci seminarov.
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Uvadzame niektoré nazory:

o Je dobré, ak ucitel’ ma k dispozicii zbierku viastnych iiloh pre nadaného Ziaka a je
na prdcu s nim pripraveny.

o  Myslim, ze je jednoduchsie vyuzit ulohy, ktoré sme riesili, ako si to ,,vygooglit“.

o Vyuzijem niektoré namety, ako zabavnii alebo doplnkovu formu vyucovania.

o Ucitel’ by mal byt na pracu s nadanymi Ziakmi pripraveny, pretoze ak sa mu ucitel
nevenuje, jeho nadanie sa nerozvija.

o Dolezité je tiez identifikovat nadanie u Ziaka.

Na otazku Vyuzili ste niektoré ndamety zaradené do obsahu predmetu pocas svojej
pedagogickej praxe? odpovedalo 40% Studentov v pozitivnom zmysle. V ramci
pedagogickej praxe Studenti vyuzivali tlohy z tém: nasobenie pomocou prstov, netradi¢né
nasobenie, ¢iselné pyramidy, algebrogramy, $ifry, tangram, matematické krizovky, optické
iluzie.

V dotazniku Studenti vyjadrili mieru zdujmu o konkrétne tematické oblasti zaradené
do obsahu jednotlivych seminarov. Vysledky st uvedené na obrazku 2 v grafe.
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Obrazok 2

Na zéklade uvedenych vysledkov mozno konstatovat, Zze vsetky témy Studentov
zaujali. Reakcie Studentov, ktori absolvovali vyu¢ovanie spominané¢ho predmetu potvrdili,
ze ma zmysel aj v budicnosti pripravovat’ ucitel'ov primarnej Skoly na pedagogicku pracu
s populaciou nadanych ziakov.

Obsah predmetu z pohl'adu pripravy buducich ucitel'ov na pracu so ziakmi nadanymi
na matematiku bol hodnoteny ako vel'mi uzito¢ny u 80% opytanych a 20% ho hodnotilo
ako uzito¢ny.

Medzi konkrétnymi navrhmi aktivit vhodnych na zaradenie do obsahu vyucovania
predmetu boli uvedené témy: bludisk4, domino, sudoku, magické Stvorce, logické ulohy,
malované krizovky, didaktické hry, origami, hadanky. Niektori Studenti navrhovali zaradit’
pracu s internetovymi zdrojmi, v ktorych si prezentované Ulohy vhodné pre pracu
S nadanymi napriklad vo forme pracovnych listov.
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Zaver

Vysledkom prace v ramci spominaného predmetu je predovsetkym priprava Studentov
pre prax. Jednym z vystupov vyucby predmetu Matematika a nadany zZiak je portfolio
konkrétnych nametov na pracu so ziakmi nadanymi na matematiku obsahujuce stibory
uloh, pracovnych listov, navrhov na rdzne rieSenia uloh, zoznam odkazov na webové
stranky apod. V kontexte s vysledkami dotaznikového prieskumu, ktoré ukazali, Ze
ucitelia v praxi si musia sami vytvarat’ pracovné listy a uvitali by zbierku matematickych
uloh pre pracu s nadanymi ziakmi (VaSutova [6]), povazujeme za prinosné, ze Studenti
maju po absolvovani kurzu k dispozicii u¢ebné materialy vyuzitené v pedagogickej praxi.

Elektronicky podporny kurz bude v budtcnosti doplneny o d’alSie internetové odkazy,
ako aj o konkrétne ukazky navrhov na pracu s nadanymi ziakmi priamo na vyucovani,
alebo mimo vyucovania, napriklad v matematickom krtzku.

Pri realizacii ¢innosti na seminaroch je vytvoreny priestor na rozvijanie odbornych aj
didaktickych kompetencii buducich ucitelov na primarnom stupni §kol v oblasti prace so
ziakmi nadanymi na matematiku. Dal§im prinosom prezentovanych aktivit je aj rozvoj
pozitivneho vzt'ahu k matematike, 0 com svedc¢ia samotné vypovede Studentov.

Ucitel’ pri vybere a tvorbe tloh pre nadanych ziakov ma vyuzivat’ rézne zdroje, ktoré
koreSponduju s cielmi a obsahom vyucovania matematiky. Budtci ucitelia by si mali
uvedomit, ze ziak snadanim na matematiku je Zziak so Specidlnymi vychovno-
vzdelavacimi potrebami aje potrebné vytvarat’ Specifické podmienky pre uspesné
rozvijanie jeho nadania.
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EXTREMALNE ULOHY O MINIMALNEJ LOMENEJ CIARE

LUCIA RUMANOVA, VALERIA SVECOVA

ABSTRACT. In this paper we address one type of extremes problems, namely the shortest
connecting line between two or more points in the plane. Problems of this type are often
difficult for the students, terms of interesting tasks, which can be sometimes to explore or
experiment with the solutions to problems.

Uvod

V prispevku sa budeme venovat jednému typu extremalnych uloh, ato najkratSej
lomenej Ciary medzi bodmi v rovine. Samotné rieSenie uloh tykajticich sa najkratSich
useciek S roznymi podmienkami rieSenia by malo obsahovat’ nielen vztahy a vysledky, ale
aj dokaz ich optimalizacie.

Ulohy takéhoto typu su &asto pre $tudentov naroénejsie, pritom ide o zaujimavé ulohy,
pri ktorych sa da mnohokrat aj experimentovat’ alebo skiimat’ s rieSeniami uloh. Pri ich
rieSeni treba vyuzivat vedomosti zelementarnej, ale aj analytickej geometrie,
geometrickych zobrazeni, algebry, pripadne zaklady diferencialneho poctu.

NajkratSie lomené ¢iary

S prikladmi 1 a 2 sa $tudenti ur€ite stretni v ramci vyucovania geometrie na strednej
Skole. Ide o zostrojenie najkratSej usecky medzi dvoma bodmi v rovine (priklad 1)
a priklad 2 je zndmy ako uloha o pohybe gule po biliardovom stole. Pri ich rieSeniach sa da
vyuzit’ osova sumernost’ a veta o rovnosti uhla dopadu a odrazu.

Priklad 1: Body A, B lezia v jednej polrovine s hranicnou priamkou p. Ndjdite na
priamke p taky bod X, aby sucet dizok useciek AX, BX bol minimalny.

RieSenie: Zostrojime bod B, ktory je osovo sumerny podl'a priamky p. Potom bod X
vznikne ako prienik priamok pﬁ Pre kazdy iny bod priamky p rieSenie
nevyhovuje, pretoze pre kazdy bod Y ep,Y=X plati nasledujuci vztah
|AY|+|BY|=|AY| +|BY|AB]|=|AX| +|XB|=|AX|+|XB|, aj uhly LYXA £ZXB, 2ZXB
si zhodné (obrazok 1).
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Obrazok 1

Priklad 2: Dany je obdlznik ABCD a bod X, ktory je vmiitornym bodom strany AB
danéhp obdlznika. Najdite na také vnutorné body Z, Y, V na ostatn)}cl} stranach obdlén{ka,
aby dizZka lomenej ciary XYZVX bola minimalna a vypocitajte aj jej dizku. Zavisi tato dlzka
od polohy bodu X? [1]

RieSenie: Vyuzijeme postupne osovia sumernost sosami BC,CD, AD:
O% X - X',Oa X' X",OE : X — X7, Ak najkratSou ,,spojnicou” bodov X’
aX’" je useCka XX, potom plati V€ X' X""nAD,Ze X' X""~CD,Y e XZNBC.
Podobne ako v priklade 1sa da ukazat, 7e dizka lomenej &iary XYZVX je minimalna a jej

dizka je viastne dizka tsecky XX, [XX1=y/|[X"X"1? +|X'X "1 =2/AC|. Dizka

lomenej &iary XYZVX je dvojnasobkom uhloprietky daného obdiznika ABCD, a preto nie
je zavisla od polohy bodu X na strane AB. (obrazok 2)

Obrdzok 2
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Priklad 3: Dany je trojuholnik ABC a vnitorny bod X strany AB. Ndjdite body Y,
Z patriace stranam BC, AC daného trojuholnika tak, aby dizka lomenej ciary XYZX bola
minimalna. Popiste polohu bodu X na strane AB, aby lomena ciara bolo ¢o najkratsia.

Riesenie: V rieseni budeme uvazovat’ len o ostrouhlom trojuholniku ABC a vyuZzijeme
opat’ osové sumernosti: O_.: X — X',OE : X — X", PrieseCniky priamky X X"~ so
stranami BC, AC trojuholnika ABC budt uz hl'adané body Y a Z. (obrazok 3)

Obradzok 3

Z obrazku 3 vidiet, Ze trojuholnik X'X"’C je rovnoramenny. Pre zakladiiu trojuholnika
plati |X'X'] :|X'Y + YZ| +|ZX'] =|XY| +|YZ| +|ZX| . Dizka zakladne sa meni podla
zévislosti od dizky ise¢ky CX a najkratSou bude, ak bod X bude pitou vysky na stranu AB
v trojuholniku ABC. Podobne to bude aj s bodmi Y a Z, a preto pre dany trojuholnik ABC
existuje jediny vpisany trojuholnik s minimalnym obvodom (vrcholy tohto trojuholnika
budu pédtami vysok trojuholnika ABC).

Priklad 4: Dany je konvexny Stvoruholnik ABCD a vmitorny bod X strany AB. Ndjdite
body Y, Z, V patriace stranam BC, CD, AD daného Stvoruholnika tak, aby diZka lomenej
Ciary XYZNX bola minimalna.

RieSenie: Znova pouzijeme osové sumernosti sosami BC,CD,AD tak, ako
v predchadzajucich prikladoch. Mézeme ale zamenit’ osova simernost’ bodu s danou osou
za osovu sumernost’ Stvoruholnika ABCD tak, ako je na obrazku 4.
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D

Obrazok 4

Podobne ako sme zovSeobecnili priklad 3 pre konvexny Stvoruholnik (priklad 4),
modzeme postupne zadanie zovSeobecnit’ az pre konvexny mnohouholnik. Potom pre
vpisany konvexny mnohouholnik U” do mnohouholnika U vieme formulovat tieto
zakladné vlastnosti:

- vzdy existuje mnohouholnik U’, pricom vSetky jeho vrcholy st vnitornymi bodmi
stran povodného mnohouholnika U a U ma minimalny obvod (niektoré jeho
vrcholy mézu splynut’)

- ak mnohouholnik U ma neparny pocet vrcholov V, tak existuje mnohouholnik U’
prave jeden

- ak mnohouholnik U ma parny pocet vrcholov V, tak mnohouholnikov U” existuje
nekone¢ne vela svrcholmi V', priCom nutnou a postacujucou podmienkou
existencie tychto mnohouholnikov je, aby stcet vel'kosti jeho vntitornych uhlov pri
jeho vrcholoch V7, ;,i=12,...,n bol celo¢iselnym nasobkom ¢isla 7 . [2]

Zaver

V prispevku sme strucne popisali niekol’ko extremalnych uloh, pri¢om sme sa zamerali
na ich postupnt gradaciu, pretoze ilohy takéhoto typu nie st u Studentov vel'mi obl'ibené,
asto ich povazuju za narocné a ani sa ich nepokusaju potom riesit. Takéto ulohy je urcite
vhodné zaradit’ do vyucovacieho procesu.
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MATEMATIKA V PRIJIMACOM KONANI NA MAGISTERSKY STUPEN
STUDIA NA PEDAGOGICKEJ FAKULTE PU V PRESOVE — POHIAD PRVY

IVETA SCHOLTZOVA, MAREK MOKRIS

ABSTRACT. At the Faculty of Education of University of PreSov in the study Pre-school and
Elementary Education is the second stage study carried out a study program Primary School
education. To the admission procedure for master’s degree study belongs the test of the
mathematical skills. The test includes the mathematical knowledge of the graduates at
bachelor’s degree of the study program Pre-school and Elementary Education.

Uvod

Priprava budicich ucitelov pre primarne vzdeldvanie na Pedagogickej fakulte
PreSovskej univerzity v PreSove sa realizuje v dvoch stupiioch $tadia — bakalarskom
a nadvazujucom magisterskom. Prijimacie konanie na magistersky stupen $tidia obsahuje
tri kategorie hodnotenych oblasti. Prva oblast vychadza z uspeSnosti uchadzaca na
bakalarskom stupni $tadia. Dal§imi dvoma st vysledky dosiahnuté v prijimacich testoch
z matematiky a zo slovenského jazyka a literattry.

Matematika v bakalarskom stupni $tudia

Matematické discipliny st neoddelitelnou sucastou pregradudlneho vzdeldvania
buducich pedagogickych pracovnikov pre predskolsku a primarnu edukaciu. V $tudijnom
programe Predskolskd a elementarna pedagogika su v Studijnom plane na bakalarskom
stupni povinné predmety:

e Tvorba pociatocnych matematickych predstav,

e Matematika a vol'noc¢asové aktivity,

e Elementarna aritmetika a algebra s didaktikou.

Doplna]u ich povmne voliteI'né (PV) a odporacané vyberové predmety (OV):
Stratégie rieSenia matematickych uloh (PV),

=  Matematické didaktické hry (PV),

= Matematicky krazok (PV),

»  Praktikum — elementarna aritmetika a algebra (PV),

= Matematika a pocita¢ (OV),

*  Alternativne pristupy v matematickej edukacii (OV)

Obsahové zameranie niektorych predmetov je charakterizované v ¢lankoch Pridavkova
(2008), Sim¢ikova — Tomkova (2010).

Prijimaci test z matematiky na magistersky stupen Studia

Pri kreovani podmienok prijimacieho konania na magistersky stupen $tudia v oblasti
matematiky bolo potrebné odpovedat na jednu zo zadkladnych otazok: Aké ma byt
obsahové zameranie prijimacieho testu z matematiky - stredoskolska matematika, PISA
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matematika, ...? Z diskusii vyplynul zaver, ze bude korektné, vhodné apre dalSie
vzdelavanie prinosné, ak uchadzadi o magisterské Studium preukazu svoje matematické
schopnosti v takych oblastiach, ktoré boli obsiahnuté v matematickych disciplinach
bakalarskeho stupiia stidia. Dlhorocné sktisenosti totiz ukazuju, ze Studenti v mnohych
pripadoch Uspes$nejSie zvladnu matematické ulohy, ktoré vyzaduji hlbSie matematické
vedomosti a pouziva sa pri nich naro¢nejsi matematicky aparat. Casto maju problém
spravne vyrieSit' také ulohy, ktoré na prvy pohl'ad vyzeraji velmi jednoducho. V ramci
svojho matematického vzdeldvania sa snimi nestretavaju casto. Ako keby zabudli
»~rozmyslat’ jednoducho® a snazia sa aplikovat’ naucené algoritmy.

Geometria v prijimacom teste z matematiky na magistersky stupei $tudia

Do prijimacieho testu boli z elementarnej geometrie zaradené tri tlohy. Ich zameranie
koreSpondovalo s geometrickou problematikou v predmete Tvorba poéiatoénych
matematickych predstav.

Uloha é. 1
Oznacte krizikom tu siet, ktora je sietou kocky na obrazku.

1 4 B
N

ENE=alan | | |

N g-! mt Y m

Charakteristika:

Uloha bola venovana problematike priestorovej orientacie a identifikacii siete kocky.
Z pohl'adu medzinarodnej $tidie OECD PISA ide o oblast’ priestor a tvar, kompetencie na
urovni prepojenia. Za spravne riesenie bol prideleny 1 bod.

Identifikované boli dva pristupy k rieSeniu ulohy. Prvy vyuzival znazornenie siete kocky
rieSitelom a naslednu identifikaciu spravnej odpovede (pozri nasledujici obrazok). Druhy
pristup obsahoval len oznacenie odpovede.

1. Oznacte kritikom tu siet, ktora je sietou kocky na obrazku
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Z pohl'adu uspesnosti rieSenia ulohy boli zistené rozdiely Vv rieSeni medzi uchadza¢mi
0 denn, resp. externu formu $tadia. Spravne rieSenie vyznacilo 39 (44,32 %) uchadzacov
0 denné $tadium a 27 (60,00 %) uchadzacov o externti formu Studia.

Uloha ¢ 2:

Dokreslite utvar v Stvorcovej sieti podla nasledujucich pokynov:
1. zacnite v bode A,
2. vl7-—1l,

I1cm

Urcte obsah utvaru, ktory je ohraniceny vzniknutou lomenou ciarou.
Charakteristika:
Uloha bola zamerand na orienticiu v rovine prostrednictvom piktogramov (§ipky)
a urcenie vel'kosti obsahu rovinného utvaru zlozeného z trojuholnikov a pravouholnikov.
Z pohladu PISA je tiloha zaradena do oblasti planimetria, kompetencie na reprodukéne;j
urovni a na Grovni prepojenia. Za spravne doplnenie hranice Gtvaru bol prideleny 1 bod, za
uréenie vel'kosti obsahu s uvedenim meracej jednotky mohol uchadza¢ ziskat’ 2 body.
Pri rieSeni tejto ulohy boli identifikované tieto postupy:

- urcenie obsahu ,,pohl'adom®,

<>
1cm

2. Dokreslite Gtvar v Stvorcovej sieti podla nasledujucich pokynov
1. zacnite v bode A

2. 242

Je

Urcte obsah utvaru, ktory je ohrani¢eny vzniknutou lomenou &iarou

Rl

17 an
- urcenie obsahu ,,rozdelenim rovinného ttvaru na zakladné rovinné utvary*
o roz€lenenie rovinného utvaru na zdkladné rovinné utvary (trojuholnik,
§tvorec, obdiznik),
o urcenie obsahu jednotlivych zakladnych utvarov,
o urcenie obsahu rovinného utvaru ako sucet obsahov zakladnych rovinnych
Gtvarov (trojuholnik, $tvorec, obdiznik).
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2. Dokreslite utvar v tvorcovej sieti podfa nasledujicich pokynov
1. zacnite v bode A,

2. wrl=—t ol
A //
I ;
V/
= i
Jror 3
— .D
. . o
Uréte gblﬁah utvaru, ktory je ohraniceny vzniknutou lomenou ¢iarou
Sp= 20 _ 1 sl . 1~ ¢ 7
A'AW Sv:”g'ﬂjcwz $1< 3226 unt

Sp, = ”"5’ ~ b S¢- % :UISiu\z

5‘5 /ﬁ_: - ‘fc_’twb 3¢ LJ_- U{Sﬁﬂl

lhects bt 10 T cm<\/

- urcenie obsahu ,,doplnenim do obdiznika“
o ur&enie obsahu obdiZnika,
o uréenie suctu obsahov Utvarov (trojuholniky), ktoré doplnili zadany utvar
na obdiznik,
o uréenie rozdielu obsahu obdiznika asGétov obsahov doplnenych
trojuholnikov.

2. Dokreslite Utvar v Stvorcovej sieti podfa nasledujicich pokynov
1. zacnite v bode A,
2 N

a

!

Urcte obsah utvaru, ktory je ohraniceny vzniknutou lomenou Ciarou

-

Spravne doplnenie hranice utvaru nezvladli priblizne 2 % uchadzacov. 9,09% uchadzacov
0 dennu formu a 4,44% o externl formu spravne urCilo velkost' obsahu, ale nespravne
uviedli meraciu jednotku (alebo ju neuviedli vobec). Korektné riesenie vypracovalo 36
(40,91%) adeptov na denné stidium a 19 (42,22%) na externé.

Uloha ¢. 3:
Oznacte krizikom dielec, ktory treba doplnit do stavby na obrazku tak, aby vznikol kvader.

Charakteristika:
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Uloha testovala priestorovi predstavivost’ a orienticiu v priestore. Z pohladu PISA je
uloha kategorizovana do oblasti priestor atvar, kompetencie na urovni prepojenia. Za
spravnu identifikaciu Gtvaru bol prideleny 1 bod.
Pozorované boli dva pristupy k rieSeniu ulohy. Prvy vyuzival znazornenie chybajiuceho
elementu rieSitelom a nasledné urcenie spravnej odpovede (pozri nasledujuci obrazok).
Druhy pristup obsahoval len oznacenie odpovede.

3. Oznaéte krizikom dielec, ktory treba doplnit do stavby na obrazku tak, aby vznikol kvader.

]

Zaver

Pri porovnani miery tispeSnosti uplného vyrieSenia jednotlivych uloh z elementarnej
geometrie uchddza¢mi o magisterské Studium v Studijnom programe Ucitel'stvo pre
primarne vzdelavanie je zrejmé, Zze uchadzaci o externi formu S$tadia dosiahli lepSie
vysledky. Tento rozdiel vSak nemozno povazovat za vyznamny, okrem ulohy ¢. 1.
V sucasnosti nevieme urcit’ moznu pri¢inu. Jej identifikovanie bude sucastou vyucby
v predmete Geometria s didaktikou na magisterskom stupni $tudia.

Uspegnost vyrieenia tloh z elementarnej geometrie
100,00% 88,89%
86,36%
80,00% —
60,00%
60,00% - o
44,32% 120 919 42.22% mdenné studium
40,00% - — — e
externé stadium
20,00% - -
0,00% |
1. tuloha 2. Uloha 3. uloha

Nepochybne aj analyza dalSich twloh z prijimacieho testu (aritmetika, algebra,
kombinatorika) bude zdrojom délezitych informacii, ktoré najdu svoj odraz v priprave
podkladov pre vyucbu matematickych disciplin na magisterskom stupni studia.

Cielom matematickej pripravy buduicich ucitelov je rozvijanie ich odborovo-
didaktickej kompetencie. A v neposlednom rade aj ich matematickej gramotnosti tak, aby
oni vo svojej buducej pedagogickej praxi boli schopni rozvijat’ matematickli gramotnost’
u svojich ziakov.
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SOLUTIONS OF WEAKLY NONLINEAR IMPULSIVE SYSTEMS BOUNDED ON
THE ENTIRE REAL AXIS

JAROSLAVA SKORIKOVA

ABSTRACT. We consider the existence of the solutions bounded on R of nonhomogeneous
linear and nonlinear impulsive systems. The necessary and sufficient conditions for the
indicated problem are obtained under the assumption that the corresponding homogeneous
system is e-dichotomous.

Introduction

The primary ideas of the investigation of differential systems with impulsive action
were developed in numerous publications, for example [1], [2]. This contribution deals
with the problem of existence and construction of solutions of linear and nonlinear
nonhomogeneous differential impulsive systems bounded on the entire real axis. We
obtained the necessary and sufficient conditions for existence of solutions of these systems.

1. The linear system

We consider the problem of existence and structure of solutions bounded on the entire
real axis of linear differential systems with impulsive action at fixed points of time
X=A{Mt)x+ f(t), t=r,

1

Ax‘t:ri=X(ri+)—x(ri—)=7/i, t,z; eR", 7 eR", @)
where A(t) € BC( R\{r;},) is nxn matrix of functions, f(t)eBC( R\{z},) is
nx1 vector function, BC(R\{Ti },) is the Banach space of real functions continuous for

t =7, with the norm ||x(t)||BC(R\{T | = SUP.r X(t)|, and 7 €R" are n - dimensional

column constant vectors, ...<7,<7,<7,=0<7, <7, <... . The homogeneous
system
x=AMWX, t=z, A_, =0 @)
is e-dichotomous on semiaxes J =R_=(—o0,0] or J=R, =[0,00) if there exists a
projector P, (P = PZ) and constants K >1, & >0 such that:
[X(EPX ()| < K™, t>s,

[XEX1=P)X(s) < Ke ¢, t<s, tsel,
where X(t) is the normal fundamental matrix of the homogeneous system (2).
The existence and structure of solution x(t) € BC*(R\{z, },) bounded on R of the
problem (1) was studied in [3], where the following theorem was constructed and proved:
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Theorem 1. Assume that the linear nonhomogeneous impulsive system (1) has the
corresponding homogeneous system (2) e — dichotomous on semiaxes R, = [0, oo) and

R = (— 0, 0] with projectors P, Q, respectively. Then the homogeneous system (2) has
exactly r (r=rankPR, =rank(l-Q)P, D=P—(1-Q)) linearly independent
solutions bounded on R. If the nonhomogeneities f € BC( R\{z,},) and y, € R" satisfy d
(d =rankP,. Q =rank PD*(I - P)) linearly independent conditions

[H,F @t + 3 H, ), =0 ®

I=—00

where H, (- :[PD*Q]d X *()is a dxnmatrix, then the system (1) possesses an r-
parameter family of linearly independent solutions bounded on R in the form

xa,cr>=x,<t>cr+[e[; Da), ve, R, @

where X, (t)= X (®[PP, ], = X@®)[(1 ~Q)P,]. is nxr matrix formed by a complete
system of r linearly independent solutions of homogeneous system (2) bounded on R, and

f
(G{ D(t) is the generalized Green operator for the problem of finding solutions of
Vi

impulsive problem (1) bounded on R acting upon f € BC( R\{z,},) and 7, €R" is
defined by the formula

t 0

[PX 7 (s)F(s)ds— [ (1 - P)X’l(s)f(s)ds+zj:PX oy,

0 t i=1

- Z (1 =P)X *(z, )y, + PD*{}QXl(s)f(s)dSJrT(I ~P)X *(s)f (s)ds

i=j+1 -0 0

o3 QS —P>x-1<ri)7i} 20

o

QX e)f(s)ds—[(1-a)X () F(s)ds+ Y. QX*(z )y,

—® t i=—o0

_ Z (1-Q)X Mz )y +(1 —Q)D+{IQX‘1(S) f (s)ds+T(I ~P)X*(s)f (s)ds

i=j+1 —0 0

+‘=Zl;o QX Mz )y, "‘2(' ~P)X )7i} t<0,

with the following property

(GE D(MO){GU D(O—O)= IOH" f (t)dt+iin (z.)7:;
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where D™ is its Moore-Penrose pseudoinverse matrix to D, P,,P,. are nxnmatrices

(orthoprojectors), i. ., P, =P> =P., P,.=P. =P.. projecting R" onto the kernel
N(D)= kerD and the cokernel N(D")=coker D=kerD" of the matrix D, respectively.

2. The Nonlinear system

We consider a weakly nonlinear system for differential equations with impulsive
action

x=A)x+ f(t)+&Z(x.t,e) t=rz,
AXl_. =7 +&),(x(r,— ) ¢), tz,eR", 7 eR",
The nonlinear vector function Z(x,t,g) are such that
Z(,t,e)eCx=x,|<q]l  Z(x.s)eBC(R\{r},) and Z(xt-)eC[0,&,]
where q is sufficiently small constant and Ji(x(ri,g), g) are nonlinear vector functionals

()

continuously differentiable with respect to x and continuous in & € [0, &, ].

Our aim is to establish conditions required for the existence of its solutions X = X(t, g)
bounded on R and such that
x(ne)eR—>R", x( £)e BC'(R\{z, 4 ) and x(t-)eC[0,&,]  (6)

where ¢ e R" is a sufficiently small parameter, which turns into one of the generating
solutions xo(t, Cr) of the system (1) given by relation (4) for £ =0.

Theorem 2 (Necessary condition). Assume that the system (2) is e — dichotomous on
semiaxes R, =[0,00) and R_ =(—oo, 0] with projectors P, Q, respectively. System (5)
has a solution x(t,g) (6) bounded on R which turns into one of the generating solutions
Xo(t,cr) (6) of system (1) with a vector constantC, :Cf eR" for £=0. Then the

vector ¢! satisfies the equation

j H, (8)Z (%, (s ?),s,O)ds+in(Ti—)Z(xo(ri—,cS),0)=o. @)

Proof: The condition (3) for the existence of the generating solutions X, (t,cr) 4)

bounded on R is assumed to be satisfied. We consider the nonlinearity in system (5) as a
nonhomogeneity and apply Theorem 1, i.e.,

j H, (5)Z (% (5. £).5.£)ds + 3" Hy (2,-)Z (%o (7, ), £)= 0.

j=—00

In this integral, we pass the limit as & — 0 and arrive at the required condition (7).

If the equation (7) is solvable, then the vector constant cf € R specifies the
generating solutions X, (t,c?) corresponding to the solution X = X(t,g) of the original
problem (5) bounded on R and such thatX(t,O):Xo(t,C?). If the equation (7) is
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unsolvable, then the problem (5) does not have solutions bounded on R in the analyzed
space. All expressions are obtained in the real form.

By the change of variables in system (5)
X(t, &) =%, (t,c’)+y(t,g), Vv eR',
we arrive at the problem of finding sufficient conditions for the existence of solutions
y= y(t, g) bounded on R and such that
y(.&):R—>R" y(t,e) e BC'(R\{z ), y(t)eCl06] y(t0)=0 ®)
of the problem
y =AMy +eZ(%tc0)+ vyt elte) t=z,
Ay, = gJi(XO(ri—,Cf)+ y(z, —,5),5), t,r, eR".
In view of the restrictions imposed on the nonlinearities, we get the following expansions
valid in the neighborhood of the pointy =0, £ =0:
Z(% + Vt,8)=Z(%(t,c°) 1.0)+ A(t)y + R(y(t. ). t, £),
J; (Xo + y(Ti = ‘9)’ ‘9): J; (XO(Ti = C?)'O)+ A, Y(Ti = ‘9)+ Ri(y(Ti ™ 5)' 5)'

(9)

where
A)=Altc?)= % ot
R(0,t,0)=0, RO.L0)_ 0,
aJ,(x,0)

Ai (t): Ty exlnc) A ()E BC(R \ {Ti }| )'

OX
R(0,0)=0, R(00)_ 0.
oy

If we consider the vector functions Z(x,+Yy,t,&),J,(X +Y,e) in (9) as

nonhomogeneities and apply the Theorem 1, we get the following expression for the
solution of system (9) bounded on R:

y(t, &) = X, (t)c+ y'(t, &), (10)
where C= C(g) € R" is an unknown vector of constants and is determined from a
condition for the existence of a solution bounded on the entire real axis of system (9):

ByC = __T H, (S)[Al(s)y(l) +R(y,s, 5)]d3 - iin (7 _)[Ail(fi _)y(l) +R(Y, 5)]
where
B, —— [ Hu©)AGE)X, (K= 3 Hy (A X (s )

is dxr matrix. The unknown vector function y(l)(t,g) is determined by using the
generalized Green operator as follows:
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#t0)-d{e] Z e o )

Ji(Xo<Ti -, c?)+ Y, &
Let Py, be rxr matrix orthoprojector R" — N(B,) and PN(B,;) be dxd matrix

orthoprojector R — N (B,) . The algebraic system is solvable with respect to ¢ € R" if
P, 6) = 0 and one of its solutions is (to within an arbitrary constant vector Py )E ):

—B*O{TH (s)YA(s)y® + R(y,s, &)lds + ZH (r,9)[Au(r - R.(y, )]} (12)

We find a solution bounded on R, y = y(t,g), of (9), if we solve the operator system
(10), (11), (12) which belongs to the class of system [4] solvable by the method of simple
iterations convergent for sufficiently small & e [O, &]g [O, go] and can be rewritten as

z=1Yz+Fz, (13)
where
0 0 O] . .
L® = L 0 0 L :—BO{JHd(S)A&(S)dS+ZHd(Ti_)Aii(Ti _)}'
In Xr 0_ ” -
' 2 00+ v, 2 )D
t
‘ |:‘]|(0(| 1r)+yg) ()

Fz = de<s>R<y<s,e>s,e>ds+ S Ha(ooR (y(r-e)e) |

j=—00

0

z—col(y (t g) c(e), y(t,g)) is a (2n+r) - dimensional vector, LY and F are,
respectively, linear and nonlinear operators bounded on R. The operator LY has zero

blocks on the principal diagonal and above, so the operator (IS - L(l))fl exists. System
(12) admits the following transformation:

z2=5z, (S =(, - LYJ'F, s=2n+r)
where S is a contraction operator in a sufficiently small neighborhood of the point
Xo(t, Cy ) & =0, and, hence, one of the existing versions of the fixed — points principle [5]
is applicable to this system for sufficiently small ge[O,g*] The method of simple
iterations enables us to find the solutions of the system (9) bounded on R.

Theorem 3. (Sufficient condition). Assume that the weakly nonlinear system (5) satisfies
the conditions imposed above (the corresponding homogeneous system (2) is e-
dichotomous on the semiaxes R, =[0,00) and R_ =(—o0,0]), and the corresponding

generating linear system (1) possesses the r- parameter set (4) of generating solutions
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X,(t,c,) bounded on R. Let P,-. =0. Then, for any vector c, =c’ eR" satisfying the
equation (7), there exists at least one solution of system (5) bounded on R. The indicated
solution X (t,g) (6) turns into the generating solution x(t,0) = xo(t, cg) given by relation
(4) for £=0, and can be found by the method of simple iterations convergent for
sufficiently small & €[0,&.]<[0,&,]:

v (t2)= g(G{ Z (% €0+ vi E)D(t)

Ji(Xo(Ti - cf)+ yk,e)

‘. - —Bw{T H, (A 6.2)+ Ry, (5,215, B +

0

i:Z,;OHd (7, _)['Aﬁl(fi _)yk(l)(‘[i_, 8)+ R (yk (Ti—, 8), 8)]},

Yia(t,2) = X, (t)c, + YA (t, &),
X (t,) = % (t,c0)+ v, (t.e), k=0,12,..., ylt.e)=0,
x(t, €)= lim X (. ).

k—o0
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MODULY DALSIEHO VZDELAVANIA UCITELOV V PROJEKTE PRIMAS

MIROSLAVA SOVICOVA, SONA CERETKOVA

ABSTRACT. The article focuses on the professional development of teachers, its basic
characteristics. It also deals with the professional development materials of project
PRIMAS. The last part of the article is the example of one of the modules from PRIMAS
professional development materials.

Projekt PRIMAS

Projekt PRIMAS - Predstavujeme FEurope objavné vyucovanie matematiky
a prirodovednych predmetov (Promoting Inquiry in Mathematics and Science Education
across Europe) je medzinarodny projekt v ramci 7. rAmcového programu financovany zo
zdrojov Eurdpskej unie. Spolupracujii v iom odbornici na tedriu vyu¢ovania matematiky
a prirodovednych predmetov zo Strnastich univerzit z dvanastich krajin. Doba trvania
projektu su $tyri roky (2010-2013). [10]

Zakladnym cielom projektu je implementacia objavného vyucovania matematiky
a prirodovednych predmetov do kazdodennej Skolskej praxe. Vystupom projektu buda
ucebné texty a materidly podporujuce medzipredmetové vztahy, najmid matematiky
a ostatnych prirodovednych predmetov pre ziakov a Studentov vo veku 6-16 rokov, ktoré
by mali doplnit uCebnice ainé materidly pouzivané v Skolach pocas vyucovania.
Kucebnym textom a materidlom budd pripravené kurzy dalSiecho vzdelavania
a podporné materialy pre ucitelov z praxe atiez pre Studentov ucitel'stva zamerané na
osvojenie a rozvijanie metdd objavného vyucovania. Ulebné materialy a aktivity i
materialy pre d’alSie vzdelavanie v objavnom vyucovani v matematike a prirodovednych
predmetoch na zakladnych a strednych skolach su prezentované na webovej stranke
WwWw.primas-project.eu projektu.

Partnerské krajiny projektu chci tymto dosiahnut’ redukovanie stereotypov vo
vyucovani matematiky a prirodovednych predmetov, najmid v suvislosti s Castymi
nasilnymi aod bezného zivota vzdialenymi aplikacnymi tlohami, resp. metodicky
a didakticky nespravne, formalne chapanymi medzipredmetovymi vztahmi. [1] Jednou
z uloh projektu je tiez podporit’ spolupracu skoly, rodiny i spolo¢nosti a tiez zapojit' do
spoluprace aj zriadovatel'ov $kol, metodické centrd a iné v Skolstve vplyvné institlcie,
atym zlep$it uCenie sa ziakov a Studentov. DoéleZitou sucastou pripravy materialov
projektu je aj ustalenie terminoldgie pouzivanej v didaktickych vedach vyucovania
matematiky a prirodovednych predmetov. [10]

DalSie vzdelavanie uéitel’ov

Ako sa uvadza v sprave OECD [4], nech by bolo vzdelavanie budtcich uéitel'ov
akokol'vek dokonalé, neda sa ocakavat, Ze ich pripravi na vsetky vyzvy, s ktorymi sa pocas
vykonu svojho povolania stretni. Skolské systémy v jednotlivych krajinach sa preto
usiluj poskytnut’ ucitelom moznosti pre dalSie vzdelavanie zamerané na udrZanie
kvalifikovanosti ucitel'ov, ako aj kvality vyucovania.
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Dalsie vzdelavanie je sucastou celoZivotného vzdelavania. Vymedzuje a
upravuje ho Zakon ¢. 568/2009 Z. z. o celozivotnom vzdelavani a 0 zmene a doplneni
niektorych zakonov [11]. Ako je uvedené v zékone, ,,dalsim vzdelavanim je vzdelavanie vo
vzdelavacich instituciach dalSieho vzdeldavania (...), ktoré nadvizuje na Skolské
vzdelavanie a umozinuje ziskat' ciastocnu kvalifikaciu alebo uplnu kvalifikaciu alebo
doplnit, obnovit, rozsirit alebo prehlbit si kvalifikiciu nadobudnutii v Skolskom vzdeldvani
alebo uspokojit’ zaujmy a ziskat sposobilost zapdjat’ sa do Zivota obcianskej spolocnosti.*
Uskuto¢niuje sa prostrednictvom formalneho vzdeldvania, neformélneho vzdeldvania
(napr. Citanie odbornej literatury, neformalne rozhovory s kolegami, atd’.) a informalneho
ucenia sa. [9]

Podl'a Tureka [8], ucitelia nastupujici do pedagogickej praxe musia akceptovat’
fakt, ze ucitel'ské vzdelanie je nepretrzity, cyklicky proces, v ktorom priprava na ucitel'ské
povolanie je iba zaciato¢nou fazou. ,,Ddslednd skolska politika Statu ma zabezpecit, aby
ucitel’ské vzdelanie bolo reorganizované ako nepretrzity, koordinovany proces zacinajuci
pripravou ucitelov a trvajuci pocas celej ucitelovej profesiondlnej kariéry. V takomto
systéeme priprava a dalsie vzdelavanie ucitelov maju byt integrované a vytvarat systém
celoZivotného vzdelavania.” (ibid., str. 127) Ako dalej uvadza, principmi dalSicho
vzdelévania by mali byt

o kontinuita, zabezpecujlca, aby ucitelia poznali najnovsie vysledky pedagogického
vyskumu, vyvoj vzdelavaciecho systému aaby sa zlepSovali ich vedomosti

a zrucnosti vyucovat’ prislusné predmety,

e systém dalSieho vzdeldvania ucitelov ma zahfnat' vsSetkych ucastnikov procesu
vychovy a vzdelavania
e vytvorenie organizacnej Struktiry systému dalSicho vzdelavania ucitel'ov

s nalezitym finanénym zabezpeCenim, personalnym obsadenim, umoziujucimi

participaciu vsetkych ucitelov v réznych formach, ako aj spolupracu vsetkych

instithcii, ktoré mézu prispiet’ k d’alSiemu vzdelavaniu ucitel'ov,
e na vytvarani systému d’alSieho vzdelavania ucitel'ov, jeho ciel'ov, obsahu, vyskume
sa maju podielat’ vetci zainteresovani — ucitelia, riaditelia $kol, atd’.

Pri navrhovani a realizacii programu d’alSieho vzdelavania povazuje Guskey [2] za
dolezit¢ dva faktory. Prvy faktor zahfiia to, ¢o ucitelov motivuje, aby sa zapojili do
dalsieho vzdelavania. Druhym faktorom je proces, prostrednictvom ktorého u ulitelov
zvytajne nastdva zmena. Dalej udava, e vzhPadom na prvy faktor existuja dve hlavné
pri¢iny, ktoré motivuji ucitelov k tomu, aby sa zapajali do programov dalSieho
vzdelavania, ato bud udelenie certifikatu alebo zlepSenie ucebnych vysledkov Ziakov.
Ucitelia od programu d’alSicho vzdelavania o¢akavaju, Ze roz§iri ich vedomosti a zru¢nosti,
prispeje k ich rastu a zlepsi ich posobenie na ziakov.

Loucks-Horsley akol. [3] zhrnuli niekolko principov charakteristickych pre
kvalitu kurzov dalSieho vzdelavania, na zaklade skusenosti. Efektivne kurzy dalSieho
vzdelavania:

e su zalozené¢ na jasne definovanom chéapani efektivneho vyucovania a uCenia sa

v triede,

e poskytuju prilezitosti pre ucitelov na budovanie vlastnych odbornych

a pedagogicko-odbornych vedomosti a zruénosti asi zamerané na kritické

sktimanie praxe,

e su podlozené vyskumom a zapajaju ucitelov, ako dospelych ziakov, do
vyucovacich pristupov, ktoré budu so svojimi ziakmi pouzivat,

200



MODULY DALSIEHO VZDELAVANIA UCITECOV V PROJEKTE PRIMAS

e poskytuju ucitelom prilezitosti spolupracovat’ so svojimi kolegami a inymi
odbornikmi na zlepSeni vlastnej praxe,

e poskytuju spojenie s inymi ¢astami vzdelavacieho systému,

e st navrhnuté podl'a poziadaviek urcujucich zameranie a priority, ktoré sa vztahuju
na ucenie sa ziakov, a sl sUstavne prehodnocované, aby zabezpecili pozitivny
vplyv na efektivitu ucitel’a, ucenie sa ziakov, vedenie $kol a Skolski komunitu.

Moduly pre d’alSie vzdelavanie ucitelov

Projekt PRIMAS zostavil stbor modulov, ktoré sa zaoberaji konkrétnymi
strankami ~ vyuCovania  prostrednictvom  objavného  vyuCovania  matematiky
a prirodovednych predmetov, aby podporil ucenie sa ucitelov v ramci kurzov d’alSieho
vzdelavania. Tieto moduly predostieraju niektoré z pedagogickych vyziev, ktoré sa
objavuju pri predstavovani nerutinnych aktivit zameranych na rieSenie problémov
Zjednotlivych predmetov pri vyuCovani v triede. Moduly st zalozené na popise
metodickych postupov a su zostavené ako ukdzky prikladov aktivit v triede. Zamerom je,
aby si uditelia naplanovali vyucovacie hodiny s prvkami objavného vyucovania a oducili
ich vo svojich triedach. Sucastou vzdelavania je reflexia a zdiel'anie ziskanych skusenosti
Z vyucovania s kolegami.

Kazdy modul sa sklada zo sprievodcu sekciou d’alSieho vzdelavania, z pracovnych
listov pre ucitel'ov, zo vzorovych materialov pre Ziakov a navrhu planu vyucovacich hodin.
Niektoré z vyu€ovacich hodin zahfiajii aj pouzitie jednoduchého pocitacového softvéru.
Moduly obsahuju aj niekol’ko videonahravok, na ktorych st ukazky toho, ucitelia realizuji
a overuju materialy vo svojich triedach. Materialy ako i aktivity a aktivne vyuovanie
tvoria spolu vel'mi podnetny zaklad pre diskusiu a reflexiu, ktora je sucastou dalSicho
vzdeldvania.

Moduly, ako aj iné materialy a informacie, sa nachadzaji na webovej stranke
projektu PRIMAS. V nasledujucej tabulke (Tabulka 1) sa nachadza prehlad jednotlivych
modulov s kratkym popisom:

Modul Popis

V module si ucitelia, a potom aj ich ziaci, mézu vyskusat, aky je to
pocit - premyslat ako vedec v matematike alebo inej vednej
discipline. Ucitel'om sa priblizia javy a situacie vedeckej prace. Na
zaklade opisu javov a situacii mozu klast’ otdzky alebo sa tymto
Objavovanie vedené | javom, resp. situacidm venovat’ a badat’ v nich. Svoju sktisenost’
ziakmi potom transformuju do vyucovania v triede. Dolezité je uvedomit
si zmenu roli a vzorcov spravania ucitela a Ziaka, ktora je na
vyucovacej hodine potrebna na to, aby mohli aj ziaci okusit’ pocit
z vedeckého badania a dokazali sa stymto pocitom, pripadne
s vysledkami svojho badania, podelit’ so svojimi spoluziakmi.

V module sa porovnavaju Struktirované a nestruktirované verzie
Nestruktarované uloh a problémov. Ucitelia st vyzvani uvazovat o tom, aké
problémy poziadavky na vedomosti a kompetencie avyzvy na zruénosti
moze rieSenie nestruktirovanych problémov u ziakov vyvolat’.

Ucenie sa konceptov | Modul sa zaobera moznostami integracie objavného vyucovania
prostrednictvom do vyucovania matematiky a prirodovednych predmetov z pohl'adu
objavovania r6znych konceptov.
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Kladenie otazok,
ktoré podporuju
objavné vyucovanie

Modul obsahuje subor aktivit navrhnutych tak, aby pomohli
ucitel'om zamysliet’ sa nad:

sposobom kladenia otazok, ktoré podporujii ziakov
k uvedomovaniu si suvislosti medzi jednotlivymi faktami,
ktoré vedu k netradi¢nému mysleniu a zdévodnovaniu,
spdsobmi, ktorymi ucitelia moézu viest a povzbudzovat
ziakov k tomu, aby odpovedali sustredenejSie, obsaznejsie,
premyslengjSie a aby sa neobavali, ze budl potrestani, ak
Vo svojej odpovedi urobia chybu,

dolezitostou toho, aby wukazali ziakom, c¢o sa pri
zdovodilovani mysli pod pojmom ,,premyslat’ nahlas®.

Spolupraca ziakov

Modul je navrhnuty s cielom poskytnat’ materialy, ktoré ucitel'om
pomdzu, aby:

uvazovali nad tym, aké typy diskusie medzi ziakmi mézu
byt pre ucenie sa prinosom,

dokazali prekonat’ svoje obavy Zztoho, Ze Ziaci pocas
skupinovej prace zivo diskutuju,

osvojili si techniky zamerané na podporu efektivnej
diskusie medzi ziakmi,

spravne pochopili svoju rolu pri vedeni diskusie medzi
ziakmi,

planovali vyucovacie hodiny zaloZené na diskusii.

Tabulka 1: Moduly dalsieho vzdelavania projektu PRIMAS. Zdroj: PRIMAS, 2011a

Ukazka pracovného listu k modulu o kladeni otazok

Uloha: Spravodlivé rozdelenie poplatkov za benzin

Mama vozi kazdy den Dana do Skoly. Po ceste vyzdvihne troch Danovych kamaratov,
Chrisa, Bena a Annu. Kazdé popoludnie sa vrati tou istou cestou a vysadi kazdého z nich
pri dome. Na konci polroka sa vsetci Styria zZiaci rozhodli zaplatit’ sumu 100 eur za naklady
na benzin. Ako by si mali naklady na benzin rozdelit? N4jdite viacero rieSeni a rozhodnite,
ktor¢ z nich je najlepsie a preco.

kola

o
>

Anna

mil

LA

Ben

Chris

Dan

Obrazok 1: Mapa trasy cesty do skoly.

Tato mapa znazornuje, kde kazda z osob byva, aj prejdenti trasu, ktorl prejdu na ceste do

Skoly.

Uvadzame dve metody rieSenia problému. Ktort z nich povazujete za lepSiu?
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Metdda 1:

Kamarati si rozdelia naklady podla pomeru vzdialenosti, v akych byvaju od skoly:
2:5:8:10. To znamen4, Ze:

Anne zaplati 8 €

Ben zaplati 20 €

Chris zaplati 32 €

Dan zaplati 40 €

Metoda 2:
Predpokladajme, ze I'udia budu platit’ 10 € za mil'u. Naklady sa potom rozdelia nasledovne:
Anne Ben Chris Dan
Posledné 2 mile 20 € 5€ 5€ 5€ 5€
Dalsie 3 mile 30 € 10 € 10 € 10 €
Dalsie 3 mile 30 € 15€ 15€
Prvé 2 mile 20 € 20 €

Tabulka 2: Rozdelenie nakladov podla metody 2.

Anna zaplati 5€

Ben zaplati 15€
Chris zaplati 30 €
Dan zaplati 50 €.

Poznimka. Metodiku objavného vyucovania, podla projektu PRIMAS, charakterizuju
aktivity procesu objavného vyucovania: tvorba hypotéz, predpokladov, isudkov, urCovanie
mnozstva, tvorba definicii, triedenie, meranie, systematické pozorovanie, zjednodusovanie
a Struktirovanie, komunikécia, objavovanie vztahov a prepojeni, vizualizicia,
experimentovanie, kontrola premennych. V uvedenej ulohe a komunikacii o nej sa mézu
uplatnit’ nasledujuce z nich: vizualizacia (zapis rieSenia pomocou tabul’ky) objavovanie
vzt’ahov a prepojeni (analyza ponuknutych rieSeni), komunikacia (o tom, ktora metdda
rieSenia problému je lepsia resp. spravodlivejsia pre jeho aktérov).

Zaver

Na webovskej stranke projektu PRIMAS moze Citatel' najst’ materialy, navrhnuté
jednotlivymi partnermi, ktoré je mozné pouzit’ priamo na vyucovani. Originaly materiadlov
su pripravované v anglickom jazyku. Slovenské verzie sa pripravuji priebezne a
oboznamuji sa snimi Studenti ucitel'stva matematiky. V nasledujicej etape realizacie
projektu PRIMAS budi vytvorené verzie webovskej stranky v narodnych jazykoch
partnerskych krajin.
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APLIKACIE FOURIEROVYCH RADOV NA RIESENIE ULOH V DYNAMIKE

1 Uvod

STAVEBNYCH KONSTRUKCII
DARINA STACHOVA

ABSTRACT. Different forces acting together on structures have often different character and
cause their motion. In the contribution, we discuss solving problems of dynamics of
oscillatory motions using the Fourier series.

Zatazenie stavebnej konstrukcie je st¢ast'ou stavebnej mechaniky a statiky. Tvoria ho
vonkajsie sily, ktoré mozu posobit’ ako osamelé bremend (pdsobi na konstrukciu v bode
alebo na vel'mi malej ploche) alebo ako spojité zataZenie (je rozlozené na urcitej ploche).
Sila pdsobiaca na konstrukciu méze byt definovana ako F (zat’aZenie), alebo subor sil
posobiacich na konstrukciu (priame pdésobenie), alebo zavedenim deformacie (nepriame
posobenie), napr. zmena teploty, alebo vplyv nerovnomerného sadnutia.

Sily pdsobiace na konstrukciu mozeme klasifikovat’ s ohl'adom na:
ich zmenu v Case:

>

stale zatazenie G je zatazenie, ktoré pravdepodobne posobi v celej Zivotnosti
danej konstrukcie a pre ktoré je zmena velkosti s asom vo vztahu k priemernej
hodnote zanedbatelna, alebo pre ktoré ma jeho zmena vzdy ten isty smer
(monoténne) kym nedosiahne uréitej koneénej hodnoty, napr. vlastna hmotnost’
konstrukcie, pevné zariadenia alebo sadnutia,

premenné zat'aZzenie Q je zataZenie ktoré pravdepodobne neposobi po cela
zivotnost’ konstrukcie alebo, pre ktoré nie je zmena velkosti s ¢asom vo vzt'ahu
k priemernej hodnote zanedbatena, teda nie je monotonne, napr. zavedené
zatazenie, vietor, sneh, alebo zat'azenie dopravou,

nahodilé zataZenie A je zatazenie, obvykle kratkeho trvania, kedy je
nepravdepodobné, ze sa vyskytne so zasadnou intenzitou pocas posudzovaného
obdobia, pocas navrhového obdobia pouzitelnosti (pdsobiace sily s malou
pravdepodobnostou vyskytu pocas ndvrhového obdobia konstrukcie), napr.
vybuchy, alebo néraz vozidla,

vplyv seizmicity AE predstavuje zatazenie, ktorého pri¢inou je vznik
zemetrasenia podmieneného podzemnymi pohybmi,priestorové zmeny:stale
zat'azenia, napr. vlastna tiaz,

vol'né zat'azenia, ktoré vedu k r6znym usporiadaniam posobiacich sil, napr.
zat'azenia s pohyblivym pdsobiskom, zataZzenia snehom a vetrom.

2 Fourierov rad

Sila, ktora posobi na stavebné konstrukcie, sa nazyva periodickou s periddou T a meni
sa podla vztahov
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F(t) = F(t + T), resp. F(t) = F(t + n-T) a  F(¢)=F(¢+T), resp. F(t)=F(t+n-T),
kdeneZ.

Ak su splnené Dirichletove podmienky (interval, na ktorom je F(t) definovana, je
mozné rozdelit na konecny pocet intervalov avVvkazdom znich je F(t) spojita
a monotonna; v kazdom bode nespojitosti funkcie F(t) existuju vlastné jednostranné
limity), méZzeme kazdu periodicka funkciu s periodou T rozvinit’ do Fourierovho radu ,
ako ho pozname z matematiky [1], v tvare:

a = 27m 27m
Flt)=—""+ a cos— t+b sin—1|. 1
()= Z[ b, sin = j 1)

Pre riesenie tloh v dynamike stavebnych konstrukcii je zauzivany tvar

F(t):%+tin cosa)nt+ian sinw, ¢, (2)
n=1 n=l1

2
kde a, = F,y, a, =F bnszaTﬂnzw

cn! n

alebo amplitidovy tvar

Flt)=F,+3 F,sin(e,t+g,), ®3)
n=l
2
kde w,=n-w a a)=27rf=7 pren=1,2, =, o
Fourierove koeficienty v (2) st dané vzt'ahmi:
20 2% 2%
F,==|Ft)dt, F,=—|Flt)cosw,tdt, F,=—|Flt)sinw,tdt. 4
=7 F0) 200 L0 @
Fourierove koeficienty (3) st s koeficientmi (2) zviazané vzt'ahmi:
F . F. F
Fy==t, F=\E,+F,, sing="c a cosp =" (5)

an:Fn'Sin 90)1

Fv11:E1'COS gpn
Obr. 1

Na riesenie dynamickych uloh vo frekvencnej oblasti ¢asto vyuziva Fourierov rad
vyjadreny pomocou exponencialneho tvaru, v ktorom su goniometrické funkcie odvodené
z Eulerovho vztahu (z exponencialneho tvaru komplexného ¢isla).

Plati: e'=cost+isint.

iw,t  —io,t ei(u"t —iw,t

e
2i

+e

Z toho vyplyva: Sin(a)nt) =° a Cos(a)nt) = — (6)
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Po dosadeni za tieto funkcie do (2) dostaneme Fourierov rad funkcie F(t)
V exponencialnom tvare

Fl)=YC, e, (7)
kde koeficienty C, vypocitame zo vztahu

T
c;:%lF@)emﬁm. (8)

3.Aplikacia Fourierovho radu

Dynamické vlastnosti linedrneho systému plnou mierou charakterizuje jeho ohlas na
budenie jednoduchymi funkciami, pomocou ktorych sa daju vyjadrit’ rézne budiace sily,
posobiace na mechanické systémy.

Zakladné fyzikalne vlastnosti vSetkych linearnych elastickych konstrukcii alebo
mechanickych systémov podrobenych externym zdrojom budenia alebo dynamickému
zat'azeniu st jeho hmotnost’, elastické vlastnosti (flexibilita alebo stuhnutost’) a schopnost’
stracat’ energiu — mechanizmus tlmenia. V modeli s jednym stupfiom volnosti sa
predpoklada, Ze kazda z tychto vlastnosti sa sustredi v jednom fyzickom prvku. Nacrt
takéhoto systému je uvedeny na obr. 2.a. Cela hmotnost’ m tohto systému je zahrnutd v
pevnom bode, ktory sa mdze pohybovat’ len v jednom smere, posunutie suradnic v (t)
kompletne definuje polohu bodu. Elasticky odpor k posunutiu poskytuje pruzina tuhosti k a
mechanizmus straty energie je reprezentovany tlmi¢om c. Vonkajsie dynamické zatazenie
tohto systému je sila premenliva v ¢ase F(t).

— v(?) — w(?)
D < FD(Z)—
NN F(0) SO R ) F(0)
kO Q) OO
(a) (b)
Obr. 2

Pohybova rovnica pre jednoduchy systém (obr. 2.a) je priamym vyjadrenim rovnovahy
vsetkych sil posobiacich na hmotnosti pomocou d'Alembertovho principu. Ako je
znazornené na obr. 2.b, sily pdsobiace v smere posunutia stupna vol'nosti st zlozené zo
zat'azenia F(t) a troch odolavacich sil vyplyvajacich z pohybu, t. j. zotrva¢na sila F(t),
tImiaca sila Fp(t) a sila pruziny Fs(t). Pohybova rovnica je vyjadrenim rovnovahy tychto
sil a plati

Fi(t) + Fo(t) + Fs(t) = F(1). (9)
Kazda zo sil zastapenych na l'avej strane tejto rovnice je funkcia posunutia Vv (t) alebo
jeho derivacii podl'a Casu. Zotrvacna sila je si¢inom hmotnosti a zrychlenia
Fi(t) =m (¢).
Viskozne tlmenie vyjadrujeme pomocou kons$tanty tlmenia ¢ a rychlosti
Fo(t) = ¢ v(z).
Elasticku silu mozeme zapisat’ ako sucin tuhosti pruziny k a posunutia u(t)
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Fs(t) = kv (t).
TakZze pohybova rovnica ma tvar
m ¥(¢) + ¢ v(r) + kv (t) = F(t). (10)
Diferencialna rovnica druhého rddu pre mechanicky systém dava do suvisu vstupné
budenie F(t) a vystupné premiestnenie V (t).
Pohybova rovnica netlmeného systému sjednym stupniom volnosti, pri zatazeni
periodickou silou F(t), ma potom tvar [2]:

mi/'(t)+kv(t)=%+iFm cosa)nt+ian sinw, t, (11)
n=1 n=1
alebo

m i) +kv(t)= F,+ Y F, sin(e,t+p,). (12)

n=1
Vysledné ustalené vynitené kmitanie je potom dané suctom ohlasov od jednotlivych
zloziek budiacej sily

vp(t)z%o+i V., cosa)nt+i v, sin@, t, (13)
n=1 n=1
alebo v, (t)z Vot Z v, sin (a)n t+ gan). (14)

n=l1

Pre symboly pouzité v predchadzajicich vzt'ahov plati

_ Fch _ F;’O _ E’n _ Fm Vo= Veo Vv = Iv2 + V2
Veo = - 2! Ven = 2 21! Von = 2 2\ v0 T ' n cn sn
k  maj m\wy — w, m\wy — w,

vcn
a tg¢n = v '

sn
Uplné riesenie rovnice (11), resp. (12) ziskame s¢itanim zlozky volného kmitania
a zlozky ustalené¢ho vynttené¢ho kmitania

W(¢) = A, sin @yt + B, cosmyt + V;‘) + i v, cOS®@, t+;i1 v, sine, (15)
resp. v(t) =V, sin(a)ot + @ ) +v,0+ i v, sin (a)n t+ gon) (16)
Podobné zavislosti platia aj pri rieseni tlmernl:':lho kmitania.
m (z) + b v(z) +kv(t) = %+i F, Cosa)nt—i—i F, sinw,t, (17)
alebo " "
m () +b 5(0) +kv () = Fy+ S F sin(a, 1 +0,). (18)
p

Partikularne rieSenie je opat’ popisané rovnicami (13) a (14), hodnoty V¢, Ven @ Vs Sa
vypocitaju podl'a vztahov pre ustalené vynitené timené kmitanie.
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v F F F ot
_ Yeo _ 2 2 _ L 0 — : o
Vyo = ; y Vn = VC,,+VS,1 y Veo = ]:; :—Czavcn— mz : )
mop o o —orf 40} of
F W} v
Vsn - snz . 0 a tg(/’n _ _cn .
m \/(wg—a)j)z+4a),fa)§ Ven

Priklad: Vypocitajte ohlas netlmeného systému s jednym stupfiom volnosti
s parametrami m = 1098,268 kg, wo = 30,154776 rad-s”, na periodicky posobiacu silu
F(t) =s-t=1300-t s periodou T = 0,16172 s (obr. 3).

F()
:////E////E////f t
-T 0 T 2T 3T AT

Obr. 3

RieSenie: Zat'azenie F(t) rozvinieme do Fourierovho radu.
2% 2% sT
FC0= ?E[F(t)dtz;.([stdtZST; Fo: T,

T T
Fen = 2J‘F(t) cosnatdt = 2jst cos@ dt=0;
T Ty T

27 , 20 . 2xnt T
Fon = —jF(t) smna)tdt:—jst sin ddl dtzs—.
To To nrm
n=1 17T T

Pohybovti rovnicu (11) budeme riesit’ s po¢iato¢nymi podmienkami t = 0, v(0) = 0,
v(0) =0.
Jej rieSenie v(t) mozeme potom pisat’ v tvare:

V(D) = vo(t) + vp(t) =

o0 o0 o0
v
= 1 c0 : -
= ——szn , s1nco0t—vvocosa)0t+7+2vcn cosa)nt+2v5n sinw, t =
@y n=1 n=1 n=1
. 27nnt
| = 2 w sT'sin

T

. T
-— 5 s1na)ot+s—2(1—cosa)0t)+z r 5
{ 2 (271’11)} 2may, n=1 { 2 (272’71]]
@y — nam @y =| ==

Po dosadeni hodnét urCenych v zadani dostaneme vysledny ohlas. Z praktickych
skasenosti vSak vyplyva, ze na vysledok maji najvacsi vplyv prvé tri ¢leny radu. Vplyv
ostatnych ¢lenov radu teda zanedbavame.
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4 Zaver

Student technickej univerzity sa s Fourierovym radom stretdva postupne na lekciach
matematiky, fyziky a na lekciach odbornych predmetov. Na poslednych dvoch potrebuje
aplikovat’ poznatky ziskané z matematiky. Ak su jeho matematické vedomosti spravne
pochopené a trvalo zapamaétané, t. j. postrehol vztahy, zakonitosti, pri¢inné suvislosti javov
auvedomil si ich vyznam, je schopny nadobudnuté poznatky aplikovat’ v praxi. Tomu
hovorime osvojenie si poznatkov.

Castym problémom viak byvaju odlignosti v odbornych terminolégiach spomenutych
predmetov a odliSnosti v zauzivanej symbolike. To napokon spdsobuje slabu
zrozumitelnost’ textu aplikovanej tlohy, ktort je nutné odstraiiovat’ podrobnym vykladom
ucitel’a a precvic¢ovanim pomocou vyrieSeni primeraného poctu podobnych tloh.
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SOME EXAMPLES OF INVARIANT UNIFORM IP-LOOPS

BEATA STEHLIKOVA, DAGMAR MARKECHOVA

ABSTRACT. In this paper we give some examples of uniform IP-loops with left-invariant
uniformity.

Introduction

The theory of quasigroups and loops was established by Bruck ([3, 4]), see also [2, 9,
13, 14, 15]. A loop with the invertibility property is called an IP-loop. The above structures
play a fundamental role in many areas of mathematics. Topological IP-loops are studied,
e.g., in [7, 8, 12, 13]. In [16] we give conditions ensuring the existence of a Haar measure
(see [5, 6]) in topological IP-loops. We have proved there that in every locally compact
topological IP-loop with topology induced by a left-invariant uniformity there exists at
least one regular left Haar measure. The octonions (see, e.g., [1]) are a very important case
of IP-loops. In this paper we define a left-invariant uniformity on the octonion algebra. We
obtain very interesting examples of topological IP-loops with left-invariant uniformity.

Basic notions, notations and facts

First, we give the definitions of some algebraic notions and some facts which will be
used in the following.
A non-empty set G is said to be a groupoid relative to a binary operation denoted by -,

if for every ordered pair a, b of elements in G a unique element abe G is defined. Instead
of a-b we write ab. A quasigroup is a groupoid (G, -), in which, for every two elements

a,beG, every of the equations ax = b and ya = b has a unique solution in G. If a

guasigroup G contains an element e such that ex=xe=x for all x in G, then e is called an
identity element of G and G is called a loop. It is easy to verify that every associative loop
is a group.

A quasigroup (G, -) is called an IP-quasigroup (or a quasigroup with the invertibility
property), if there exist mappings f,:G —G and f_:G — G such that, for any X, y €G,
it holds
) (xy) fe(y) =x,

(i) fL.O)(xy) =Y.

An IP-quasigroup with an identity element is called an IP-loop (or aloop with the
invertibility property).

Let (G, -) be a loop with an identity element e and let a<G. Then every of the
equations ax=e and ya=e has a unique solution in G. The element x is called a right

inverse element to the element a and we denote it by a™. Analogously, the element y is
called a left inverse element to the element a and we denote it by a.
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Let (G, -) be an IP-loop. If we put x=e in (i) and y=e in (ii), we see that

fo(y)=y ™ and f_(x)="'x. For every elements X, y € G there holds “*x(xy) =y. If

weput y=x"1 weget tx="x(xx)=x"1 This means that every element in G has an

inverse. It is easy to see that an IP-loop is a groupoid (G, -) with an identity element and

with the following property: for each x G there exists an element x ' G such that
(y)x =y and x(xy)=y forevery yeG.

We will use throughout this paper the following notations. If E and F are any two
subsets of G, then EF is the set of all elements of the form xy, where xeE and yeF. If
x G, it is customary to write xE and Ex in place of {x}E and E{x} respectively. The set

XE (EXx) is called a left translation (right translation) of E.

The notions of an IP-quasigroup and an IP-loop were introduced by Bruck ([2, 3]), see
also [2, 9, 13, 14, 15]. Moufang loops ([10, 11]) are a very important case of IP-loops. The
above described structures play a fundamental role in many areas of mathematics. The
octonions (see, e.g., [1]) are another interesting example of IP-loops. Because the
octonions will be important for us in the next, we will deal with them in more detail. The
octonions were discovered in 1843 by John T. Graves, inspired by his friend William
Hamilton's discovery of quaternions. They were discovered independently by Arthur
Cayley (1845). They are sometimes referred to as Cayley numbers or the Cayley algebra.
Octonions have applications in fields such as string theory, special relativity and quantum
logic. The octonion algebra is usually represented by the capital letter O. Every octonion is
a real linear combination of the unit octonions ey, e, e,, e;, &,, €, €, &, Where g, is the

scalar element. That is, every octonion x can be written in the form
X = Xo€o + X&) + Xp€, + X3€3 + X4, + Xs€5 + Xg€g + X785,

with real coefficients x;. Addition of octonions is accomplished by adding corresponding

coefficients, as with the complex numbers and quaternions. By linearity, multiplication of
octonions is completely determined once given a multiplication table for the unit octonions

(see, e.g., [1]).

A more systematic way of defining the octonions is via the Cayley-Dickson
construction. Just as quaternions can be defined as pairs of complex numbers, the
octonions can be defined as pairs of quaternions. The conjugate of an octonion

X =Xo + X + Xo€, + X383 + X,8, + Xc€ + Xs€ + X7€;

is given by
X" =Xg — X8 — Xp€) — X3€3 — X484 — Xs€5 — Xg€s — X7€5.

Conjugation is an involution of O and satisfies (xy)* = y*x*. The norm of the octonion x is

defined as
I =V

The square root is well-defined here as x*x = xx" is always a nonnegative real number:

®o, 2 2 2 2 2 2 2 2
XX =X + X+ X5 + X5 +Xg + X5+ Xg + X5

212


http://en.wikipedia.org/wiki/John_T._Graves
http://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
http://en.wikipedia.org/wiki/Octonion#CITEREFCayley1845
http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_combination
http://en.wikipedia.org/wiki/Complex_number
http://en.wikipedia.org/wiki/Multiplication_table
http://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Dickson_construction
http://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Dickson_construction
http://en.wikipedia.org/wiki/Involution_(mathematics)
http://en.wikipedia.org/wiki/Square_root

SOME EXAMPLES OF INVARIANT UNIFORM IP-LOOPS

The norm on O satisfies
vl = [ Iyl

This norm agrees with the standard Euclidean norm on R®. The existence of a norm on O
implies the existence of inverses for every nonzero element of O. The inverse of x # 0 is
given by

*

1 X
I

It satisfies x x ' = x' x = 1. Octonionic multiplication is neither commutative nor

associative. The octonions do satisfy a weaker form of associativity, they are alternative.
This means that the subalgebra generated by any two elements is associative. Not being
associative, the nonzero elements of O do not form a group. They do, however, form an IP-
loop, indeed a Moufang loop.

Example 1. Let us consider the couple (O", -), where the operation - is defined by
(01,03,---,0p) - (0,03 ,....07) = (010 ,0,03,...,07,07 ).

It is easy to see that the couple (O", -) is an IP-loop.

Topological quasigroups and topological IP-loops

Let (G, -) be agroupoid. It is natural to require that if an element x is ,,located near*
the element a (we write x~a) and while y~b, then xy~ab. This is the motivation for

the definition of a topological groupoid.
A topological groupoid is aset G with a Hausdorff topology and a continuous
operation -:GxG —>G (i.e. if a,beG, then for every neighborhood O,, there exist

neighborhoods O,, O, suchthat O, O, cO,,).

But we will deal with quasigroups. Our requirement is as follows: if a~a’ and b=b’,
then the solutions of the equations ax=b, a'’x'=b" are ,,close together, i.e. x = X'

A topological quasigroup is a quasigroup (G, -), which is a topological groupoid and
the following property holds: if a, —a and b, —»b and while ax, =b, and ax=b, then
x, — X, where {a;teT}, {o;teT}, {x;teT} arenetsinG.

Definition 2. A topological IP-loop is an IP-loop (G, -) with a Hausdorff topology such
that the following two conditions are satisfied: the binary operation - is continuous
function with respect to the topology and the inverse function G —»>G:x+>x" is
continuous function with respect to the topology.

Remark 3. Let (G, -) be a topological IP-loop. It is easy to see that the two conditions
given in the definition above are equivalent to the condition that the transformation (from
GxG onto G) (x,y) — x 'y is continuous. A topological IP-loop is said to be connected,
totally disconnected, compact, locally compact, etc., if the corresponding property holds
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for its underlying topological space. These topological structures are studied, e.g., in [7, 8,
12, 13].

Some examples of topological IP-loops with left-invariant uniformity

In the following we give some examples of topological IP-loops with left-invariant
uniformity, which are not groups. First, we will recall the definition of a uniform topology
and remind the facts which will be further used.

A uniformity of a set X is a non-empty system W of subsets of the Cartesian product
X x X, which satisfies the following conditions:

(i) Every element of W contains the diagonal A ={(x,x); xe X}.
(i) If U eW, then {(y,x); (x,y) eU}eW.
(iii) If U eW, then there exists V eW such that, whenever (x, y) and (y, z) are in V, then

(x,z)isin U.

(ivyIf U,V eW, then UV eW.
V) fUeWand UcV c X xX, thenV eW.

The elements of the uniformity are called entourages and the above described couple
(X, W) is called auniform space. Let xe X. Put U[x]={ye X; (x,y)eU} for any
U eW. Every uniform space X becomes a topological space by defining a subset U of X to
be open if and only if for every x eU there exists an entourage V such that V[X] is a subset
of U. The topology defined by a uniform structure is said to be induced by the uniformity
or uniform topology.

A base of a uniformity W is any system B of entourages of W such that every
entourage of W contains a set belonging to B. Thus, by property (v) above, a base of
entourages B is enough to specify the uniformity W unambiguously: W is the set of
subsets of X x X that contain a set of B . Every uniform space has a base of entourages
consisting of symmetric entourages. A uniformity of a groupoid (X, ) is called left-
invariant, if it has a left-invariant base B, i.e. (a, a)B = B forevery ae X , where (a, a)
(x, y) = (ax, ay). A right-invariant uniformity is defined analogously. An invariant
uniformity is a left-invariant uniformity which also satisfies a right-invariant condition.

A uniform topology is a generalization of a metric topology because if (X,p) is a
metric space, then the system B={U,; £>0}, where U, ={(x,y); p(x,y) <&} is a
uniformity of X. If ametric p ofa quasigroup (X,:) is left-invariant (i.e.
plax,ay) = p(x,y) for every a,x,y e X ), then the uniformity induced by the metric p is

left-invariant, too. Indeed, for every ae X and every U, € B, we have
U, ={(x,y); p(x,y) <&} ={(at,av); p(at,av) <&} ={(at,av); p(t,v) <&} =

=(a,a){(t,v); p(t,v) <e}= (a,a)U,.

Analogously, if a metric p of a quasigroup (X, ) is right-invariant, then the uniformity
induced by the metric p is also right-invariant.

Proposition 4. Let O be the set of all octonions with a unit norm. Then in the IP-loop
(O, -) there exists a left-invariant metric.

Proof. Let x, y, a be octonions with a unit norm,
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X =Xy + X8 + X,€, + X383 + X8, + X5 + Xe€g + X787,

Y=Yo 1 Y16 Y28, + Y363 + Y464 + Y565 + Y€ + Y767,

a=a, +ae +a,e, +a,8; +3,8, +a; +agE; +ase;.

-
Put p(x,y)= }Z(xk —v,)? . Itis known that p is a metric. Since
k=0

p(axay) = é(aizé(xk - yk)z) :\/éaiz ‘élo(xk - yk)2 :\/éaiz '\/kZ::O(Xk - yk)2 =

(Xk - yk)2 :p(x! y)’

I
=
L~

the metric p is left-invariant.

Proposition 5. Let O be the set of all octonions with a unit norm. Then in the IP-loop
(0", -) there exists a left-invariant metric.

Proof. Let X,y,acQ", where O is the set of all octonions with a unit norm,
X=X X0 )y Y= Y1 Yo)y @=(2y,0 Q).

7

Put o(x,y) Z\/ﬁip(xi’}’i) = \/i

i=lk=
proposition. It is easy to see that p is a metric. Since p is left-invariant, we obtain that

(%, —¥i)? . p is the metric from the preceding
0

p(ax,ay) = \/ép(aixi aY;) = \/%P(wai) = p(X,Y).

The structures from the preceding propositions are examples of topological IP-loops
with left-invariant uniformity, which are not groups. We have proved in [16] that in every
locally compact topological IP-loop with topology induced by a left-invariant uniformity
there exists at least one regular left Haar measure. From Proposition 4. it follows that in the
topological IP-loop of all octonions with a unit norm there exists at least one regular Haar
measure. Analogously, from Proposition 5. it follows that in the topological IP-loop
(0", ), where O is the set of all octonions with a unit norm, there exists at least one

regular Haar measure.
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TRI PRIKLADY NA MODELOVANIE POMOCOU EXPONENCIALNEJ
FUNKCIE

EDITA SZABOVA

ABSTRACT. This article discusses the motivation of students in the teaching of exponential
functions. We offer three aplication examples in which modeling of the real situation leads
to exponential function, especially to the exponential growth. We outline some problems
with the real context of examples.

Uvod
Snad’ kazdy ucitel’ sa na hodine matematiky alebo hocijakého iného predmetu stretne
zo Studentskych radov s otdzkou: ,,Naco mi to v zivote bude?* ,,Preco sa to mam ucit'?*
»Kde sa s tym stretnem v skuto¢nom zivote?* Tieto otazky su prirodzené vzhl'adom na vek
Studentov, kedy odmietaji formalizmus, kriticky posudzuju autority a pestuju si vlastné
zdujmy, ktorym venuju vicSinu svojej pozornosti. Matematiku povazuju za predmet
,»odtrhnuty od reality. S podobnym pristupom sme sa stretli aj pocas stvislej pedagogickej
praxe pri vyucovani exponencidlnej a logaritmickej funkcie. Snahou bolo pontknut
ziakom priklady, ktoré by mali motivaény a aplikaény charakter, také, ktoré by spinali
kritéria:
e  Maju prekvapivy vysledok v doésledku prudkého exponencialneho rastu alebo
poklesu.
e Ziaci by mali zvladnut’ sami zovieobecnit’ ulohy a pochopit’ na nich vlastnosti
exponencialnej funkcie.
e Maju realny kontext, ktory sa dd modelovat’ matematicky.
e Vychadzaju zo skiisenostného komplexu ziaka, z jeho zaujmov.
e Demonstruji aplikovatelnost’” matematiky, jej prepojenie s kazdodennym
Zivotom.
e Vychadzaju z potrieb modernej spolo¢nosti.
e Poukazuji na medzipredmetové vzt'ahy.
Na zaklade tychto kritérii predkladame 3 priklady. Uvadzame aj navody na rieSenie
tychto tloh.

Priklad 1 — Budu vSade samé baktérie?

Baktérie st sice organizmy, ktoré sa vol'nym okom nedaju vidiet, pod mikroskopom
vsak moZeme pozorovat’, ako sa rozmnozuju. Baktéria Escherichia coli sa v priaznivych
podmienkach deli priblizne raz za hodinu. M6zZeme uvazZovat o tom, Ze mame jednu
baktériu, ktora sa bude mnozit’ podl'a nasich predpokladov. Kol'ko baktérii sa namnozi za 1
den? Ako dlho by trvalo, nez by hmotnost’ baktérii prekro¢ila hmotnost Zeme? V naSom
priklade nebudeme uvazovat’ o uhyne baktérii. Hmotnost’ jednej baktérie je priblizne
6 % 1071% kg, hmotnost’ Zeme 6 x 10%* kg.
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Na zaciatku pokusu (teda ,,nulta hodina“) mame jednu baktériu. O hodinu nastane
delenie — uz buda dve baktérie. O d’al§iu hodinu z kazdej vzniknu zase 2 baktérie — to st 4
a po tretej hodine ich bude 8. Po x hodinach dostavame 2* baktérii. Po 24 hodinach by
sme mali 2%* = 16776216 baktérii Escherichie coli. Chceme teraz zistit’, po akom ¢ase by
vazili tol’ko ako Zem. Vydelime hmotnost Zeme hmotnostou baktérie a dostaneme
potrebny podet baktérii —t. j. 103%. Teraz ideme hladat’ &islo x, teda ¢as v hodinach, ktory
treba na rozmnozZenie baktérii, aby ich bolo 10%°. Riesime teda exponencialnu rovnicu

2% = 10%, gKade x = 130.

Takze uz po 130 hodinach, ¢o je len 5 a pol dna, by baktérie vazili tol’ko ¢o Zem, keby
sa mnozili v idealnych podmienkach.

R T R T
S S
PR e ~
S By, Dt
e, ‘\‘r\\\
‘\ \\\\
\ N\ ~
LSy o2
// \\\\ :
SN
L1, 5 Aok R\i
45 I TN
..-, \ ,\ \\

Obrazok 1: Escherichia coli. [Zdroj:http://images.suitel01.com/180492 e _coli.jpg]

Priklad 2 — KoPko Pudi sa nakazi virusom HIV?

sv v

Najhorsie su na tom v Eurdpe Rusko a Ukrajina, je tu az 80% z celkovo zistenych pripadov
v Europe. Pocet HIV nakazenych l'udi rastie exponencialne. Na Slovensku do zaciatku
roka 2009 diagnostikovali 323 ob¢anov. Do konca roka ich pribudlo este d’alSich 53 [1].
Chceme zistit, kolko percent HIV pozitivnych pribudlo v priebehu roka 20009.
Jednoducho, napriklad troj¢lenkou, zistime, Ze vroku 2009 pribudlo 16,4% HIV
pozitivnych.

Ak predpokladame, Ze rast bude o taky isty pocet percent v minulosti, aj v su¢asnosti,
aj v budicnosti, méZzeme vypocitat’, kol'’ko 'udi chorych na AIDS bolo na konci roka 2010
(437 Tudi), koncom tohto roka 2011 ich bude zrejme 437 x 1,164 = 508 a 0 x rokov, teda
v roku 2011 + x, to bude 437 x 1,164% I'udi.

Napriklad v roku 2051 by sme tak mali 189933 o0s6b HIV pozitivnych na Slovensku,
¢o je uz naozaj alarmujuci pocet. Podobne by sme mohli uvazovat’ pocet nositel'ov virusu,
ktory rastie exponencialne, aj v nasledujucich rokoch.

Priklad 3 — Kol’ko 'udi bude mat’ §tastie v nedel’u?
Hra s podvedomim
1. Najprv napise pod seba c¢isla od 1 po 11.

2. Vedla cisla 1 a 2 napise svoje oblubené cisla.
3. Vedla 3 a 7 napise mend dvoch 0sob druhého pohlavia.
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Nepozeraj na koniec, inak to bude chybné!

K cislam 4, 5, 6 napis nejake meno (priatelia, rodina).

Napis 4 nazvy piesni k 8, 9, 10, 11.

Nieco si Zelaj.

Posli tento list piatim ludom dnes o polnoci a tvoje Zelanie sa spini na dalsi der!

N A

ESte pred niekol’kymi rokmi sme takéto listy posielali poStou, dnes uz koluju hlavne po
internete. Retazovy list musel niekto vymysliet. Tento jeden clovek ho poslal piatim
ludom. A kazdy zpiatich 'udi d’al$im piatim. Po akom case by list za idealnych
podmienok, Ze retaz nikto neprerusi a ze mail sa bude posielat’ vZdy inym osobdm, presiel
mailovou schrankou kazdého Eurépana? Pocet obyvatel'ov Europy je 710 000 000.

My budeme predpokladat’, ze list bol prvykrat napisany cez polnoc z nedele na
pondelok. V pondelok ho dostalo 5 I'udi. Kazdy z nich poslal list po¢as polnoci z pondelka
na utorok (poslalo sa o polnoci 25 listov), takze v utorok sa Zzelanie splnilo 5 I'ud’om.
Kazda z osob, ktora dostala list v utorok a v noci ho preposlala, mala $t'astie v stredu — to
je 25 o0sob. A zase vo $tvrtok sa zelanie splnilo tym, ktori predtym o polnoci poslali
retazovy list, ato je 5 x 25 = 125 ludi. Plati, Ze v n-ty defi sa Zelanie splni 5™~ Fud’om.
Nederla je napriklad siedmy den, takze ak nikto ret'az neporusi, bude v tento den splnené
7elanie 5° = 15625 Pud'om. A to sme este len pri siedmom dni.

Chceme teraz zistit’, po kol'kych dnoch sa dostane ku kazdému Eurdépanovi. Teda sucet
n ¢lenov geometrickej postupnosti s prvym ¢lenom @; = 1 a kvocientom g = 5 ma byt
710 000 000 a chceme najst’ 11 — kol’ky den bude mat’ Zelanie splnené ,,posledny* Eurdpan.
Podla znameho vzorca pre vypocet suctu prvych nu ¢lenov geometrickej postupnosti
prichadzame K rieSeniu exponencialnej rovnice

2840000001 =5"=n = 14.
Takze uz na druhti nedel'u bude mat’ kazdy Eurdpan splnené Zelanie.

V uvedenych prikladoch sme ziskali vysledky, ktorych rieSenie je korektné, popisuju
prudky exponencialny rast, av§ak od reality sa znacne liSia, dokonca su nezmyselné. Totiz
hmotnost’ baktérii nikdy nedosiahne hmotnost’ Zeme, na Slovensku nikdy nebudu zit’ len
HIV pozitivni l'udia a retazovy list sa zrejme nikdy ku kazdému obyvatel'ovi europskej
populacie.

Zaver

Predkladané tlohy boli zaradené do vyuCovania matematiky pri preberani tematického
celku Exponencialne a logaritmické funkcie pocas mojej stvislej pedagogickej praxe na
Gymnaziu sv. Cyrila a Metoda v Nitre v skolskom roku 2010/2011. Cielom bolo
motivovat’ Studentov prostrednictvom vybranych uloh, poukéazat na aplikovatel'nost’
matematiky na Siroku Skalu javov zo zivota a precviCit rieSenie exponencidlnych
a logaritmickych funkcii arovnic aich vlastnosti. V uvedenych prikladoch sme chceli
demonstrovat’ prudky exponencialny rast. Ziakov na vyuovani priklady 1, 2, 3 zaujali
predovsetkym prave prekvapivymi vysledkami v dosledku tohto rastu. Priklady 1,2
popisuju medzipredmetové vzt'ahy medzi matematikou a bioldgiou ¢i medicinou. Priklad
2 ich zaujal aj svojou kontroverznost'ou. Zrejme nepocitali s tym, Ze sa S podobnou témou
stretni prave na hodinach matematiky. Priklad 3 bol blizky Ziakom predovsetkym
z kazdodenného Zivota, nakol’ko Ziaci sa bezne stretavaju s retazovymi spravami napriklad
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na socidlnych sietach. Pri postupnom vypisovani pocétov baktérii v priklade 1 ¢i os6b
vprikladoch 2, 3 boli aktivni ana tomto =zaklade dokazali najst zakonitost
exponencialneho rastu v Case.

Kontext prikladov vychadza z reality, otdzkou vSak je, ¢i aj ciel’ ulohy je realny. Graf
exponencialnej funkcie pri zaklade va¢Som ako 1 rastie do nekonecna, ale v realite
mnozstvo baktérii, pocet I'udi nakazenych virusom HIV ¢i pocet l'udi, ktori dostant dany
retazovy list, do nekonecna neporastie. Pre naivného ziaka by teda mohlo byt’ zavadzajuce,
keby sme na uvedenych prikladoch tvrdili, Ze exponencialny rast je neobmedzeny. Teda
uloha zistit,, za ak dlha dobu budu baktérie pri exponencialnom raste vazit’ tol’ko, o vazi
Zem, sa vymyka redlnemu ciel'u. Taktiez nepouceny ziak v ulohe o pocte nakazenych HIV
urobil ten zaver, Ze rast bude exponencidlny az do okamihu, kedy bude nositelom virusu
celd Tudska populacia. Podstatné je to, Ze uvedené modelové situacie sa spravaju
exponencidlne len lokalne. Prudky exponencialny rast vSak skuto¢ne je hrozbou pre
l'udstvo. Ziakom je vhodné vysvetlit, Ze sa objavuje vi¢§inou tam, kde sa nieo rozklada,
kazi, tam, kde sa naruSa rovnovadha a poriadok, kde sa meni Struktara. Ak sa spoji
s anomaliami, fluktuaciami a chaosom, ak sa stane pre l'udstvo nekontrolovatel'ny, potom
jeho dynamika moze mat’ nasilny, destrukény charakter a vyustit’ do katastrofy. [2, str. 50]
Existuju obmedzenia, ktoré reguluju exponencialny rast, ¢i uz prirodné ako cas, priestor,
ziviny, ale aj vysledky vedy a techniky. Napriklad Co sa tyka baktérii, ich neobmedzenému
rastu brani nedostatok kyslika, surovin alebo miesta.

V ulohach sme vychadzali vzdy z ,idealnych pripadov (ziadna okolnost’ nenarusi
proces rozmnozovania baktérii, Sirenia virusu ani posielanie retazového listu). Fischer
a Malle tvrdia, Ze pri tvorbe matematického modelu nejakého realneho procesu sa musia
vzdy uskuto¢nit’ zjednodusenia a zanedbania a do modelu sa vtiahnu len niektoré hl'adiska,
kym ostatné zostanu nezohl'adnené. Tym sa stava, Ze v mnohych pripadoch hodnoty, ktoré
boli exaktne matematicky vypocitané, sa od skutoCnosti zna¢ne odliSuju. Aj tieto
zjednodusené modely vSak poskytuji pomoc a pribranim d’al§ich hl'adisk sa jednoduchy
model méze zdokonalit abyt viac vzhode so skutoCnostou [3, str. 96]. Taktiez
pripominaji, Ze matematizacia problému vyzaduje obycajne presnejSie tvahy, ¢im vedie aj
k lepSiemu porozumeniu problémovej situdcie.
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UCME MATEMATIKU POMOCOU HRY

EvA UHRINOVA

ABSTRACT. In this contribution, we emphasize the importance of a game as an appropriate
teaching method in mathematics. Knowledge that pupils achieve through games remains in
memory longer and does not have a formal character. The contribution discusses the game
‘NIM candy’ which we used on the Scientific Fair, organized by the Faculty of Natural
Sciences of Constantine the Philosopher University in Nitra in a shopping centre Mlyny.

Uvod

V sucasnosti sa do popredia dostavaji nové edukacné metddy, ktoré maju za ciel
odburat’ klasicky typ vyucovacej hodiny. Jednou z tychto metod je aj metdda didaktickych
hier. Viaceri autori, ako napriklad Volfova [4], Petty [3] st toho nazoru, Ze vyuzitim hry
vo vyucovacom procese mdzeme zvysit zaujem ziakov o samotny vyucovaci predmet.

V ¢lanku poukazujeme na vyznam didaktickej hry a uvadzame hru NIM, ktoru sme
pouzili na vedeckom jarmoku organizovanom Fakultou prirodnych vied Univerzity
Konstantina Filozofa v Nitre v OC Mlyny. Zameriavame sa na rozvoj logického myslenia
ziakov a hladanie vyhernej stratégie hry. Postupnym experimentovanim a hladanim
zavislosti, formulovanim hypotéz a vyvratenim nespravnych tvrdeni, moZeme docielit’
u ziakov rozvoj tych kompetencii, ktoré zdoraziuje Statny vzdeldvaci program [1].

Material a metody

Hra je vSeobecne v pracach teoretikov a praktikov chapana ako jedna zo zakladnych
foriem T'udskej aktivity, ktora sa s ¢lovekom spaja od utleho detstva a pretrvava v jeho
zaujmovych aktivitach pocas celého l'udského Zivota.

Podla Ceéetku [2] je hra indtinktivna, spontanna a pre detsky vek najtypickejsia forma
¢innosti, v ktorej dieta individudlnym a svojej vyvinovej faze zodpovedajicim sposobom
dava vyraz svojim predstavam, myslienkam, citom, svojmu chceniu.

Volfova [4] sa zmienuje o hre jako o uvedomelej Cinnosti, ktord vzbudzuje kladné
emocie, vyvolava pocity pohody, prinaSa uspokojenie. Hra je podobna praci v tom, Ze je
zamerana k nejakému ciel'u, vyzaduje isté Usilie, sustredenost’, ndmahu. Detska potrebu -
hrat’ sa- mozno spojit’ s didaktickym ucelom a dostaneme tak didakticku hru.

Vaskova [5] poukazuje na vyznam didaktickej hry ako metddy, ktora umoznuje udrzat’
si osvojené ucivo v paméti dlhsie a sit dobrym prostriedkom v boji proti zabudaniu a v boji
proti formalnym vedomostiam.

Nim hra

Pod oznacenim NIM sa dnes ukryva velka skupina hier, v ktorych hraci postupne
odoberaji z kopky (alebo viacerych kopok) zetony a ten, kto odoberie posledny zeton
vyhral, alebo prehral, ¢o zavisi od pravidiel jednotlivych typov hier. Prvé studie venované
hre NIM boli publikované v roku 1902 [6].

Uvacsiny hier NIM sa da vitaznd stratégia najst pomocou postupného
experimentovania a odhal’ovania zavislosti. Vel'mi uzito¢né je hl'adat’ tzv. vyhernt poziciu,
z ktorej mdzem vyhrat’ dant hru. Z uc¢iva matematiky ziaci pri hl'adani vyhernych stratégii
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vyuziju predovsetkym zakladné informacie o Ciselnych sustavach, delitel'nosti, zvySkovych
triedach. Pomocou tychto hier mézeme rozvijat u Ziakov logické myslenie a schopnost’
hladat’ logické suvislosti hry a nakoniec vyhravajuci algoritmus. Pri hladani spravnej
stratégie tychto hier sa ziaci naucia formulovat’ hypotézy a vyvratit’ nespravne tvrdenie.

V hrach typu NIM je vhodné $tudovat’ hry od konca a hladat’ také pozicie (pocty
zetonov na kopke), ktoré si vyherné. Ak najdeme stratégiu pre jednu z hier, je mozné ju
modifikovat’ i pre d’alSie.

My sa budeme zaoberat’ hrou NIM 1-2-3, ktort sme nazvali Cukrikovy NIM, pretoze
sme do kopky ako zetony pouzili cukriky, ked’Zze sme tto hru urcili detom vo veku 6-15
rokov.

Cukrikovy NIM

Ciel’ hry: Rozvoj logického myslenia ziakov. Rozvoj schopnosti formulovat” hypotézy
a vyvratit’ nespravne tvrdenie. Rozvoj schopnosti najst’ vyhernu stratégiu hry.

Vekova kategoria: 6 -15 rokov

Pomécky: 16 cukrikov pre kazdu dvojicu hracov

Pravidla hry:

Hru hraju dvaja hraci. Na kopke lezi 16 cukrikov, z ktorej hraci striedavo odoberajii
cukriky. Kazdy hra¢ moze odobrat’ jeden, dva, alebo tri cukriky. Hra¢, ktory ako posledny
odoberie cukriky, vyhral.

Obmena hry: Hra¢i mézu z kopky zobrat’ jeden, dva, tri, alebo Styri cukriky.
Metodické pokyny:

Ziakom vysvetlime pravidla hry anechame ich zahrat sa v dvojiciach dve hry.
Nasledne ziakom prezradime, Ze existuje vyherna stratégia hry a motivujeme ich na
hl'adanie tejto stratégie. Po zahrani 2 — 5 hier, vyzveme ziakov, nech nds oboznamia so
svojimi zisteniami a stratégiu hry spolo¢ne rozrieSime.

Priebeh hry so 16 cukrikmi je taky isty ako hry so 4, 8, 12 cukrikmi (kazdy (n + 1)-
nasobok, kde n je maximalny pocet cukrikov, ktoré moze hra¢ potiahnut’ v jednom t'ahu).
V tomto pripade zacinajuci hra¢ prehra. Ak zaCinajuci hra¢ potiahne l'ubovolny pocet
cukrikov, druhy hra¢ potiahne zvySok do Styroch. Jedna sa teda o zvyskové triedy podla
modulu 4.

Vysledky a diskusia

Hru Cukrikovy NIM sme pouzili na Vedeckom jarmoku, ktory organizovala Fakulta
prirodnych vied Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre v OC Mlyny 4. aprila 2011
(Obrazok 1).

Obrazok 1: Vedecky jarmok v OC Mlyny [7]
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Netradi¢ny Vedecky jarmok plny prirodovednych chuti bol uréeny pre Zziakov
zakladnych a strednych $kol. Predstavilo sa na iom osem katedier fakulty prirodnych vied.
Stanok katedry matematiky okrem iného pontikal aj moznost’ zahrat’ si Nim hry. Pristavilo
sa tu nieco vyse sto I'udi, ktori sa snazili prist’ na vyhernu stratégiu cukrikovej NIM hry.

Cielovou skupinou boli pre nas ziaci vo veku 6-15 rokov, ktorych sme ako
okoloiducich oslovili, ¢i si nechcu zahrat' s nami NIM hru o cukriky. Hru sme hrali najprv
S oslovenymi ziakmi my a nésledne, ked’ Ziak pochopil stratégiu hry, mohol vyzvat’ na hru
iného Ziaka a zahrat’ si tito hru s nim.

Celkovy priebeh pochopenia stratégie s oslovenym hraCom sa nam osvedcil ako
realizacia viacerych nasledujucich hier.

Prvé hra:

HraCom sme vysvetlili pravidla hry a dodali, Ze ak vyhraju, mézu si odobraté cukriky
ponechat’. Hru zacinal osloveny ziak. Ked’Ze bolo na zac¢iatku hry 16 cukrikov, nachadzali
sme sa vo vyhernej pozicii a hru sme vyhrali.

Druhd hra:

Ziakovi sme prezradili, e v tejto hre existuje vyherna stratégia a ked’ze my ju poznédme,
prisli na vyhernu stratégiu a oznamili nam, Ze nechct zacinat’ ako prvy.

Tretia hra:

Cukriky sme usporiadali do Stvoric. Hru zacinal osloveny ziak. Vzdy sme potiahli z tej
istej kopy cukrikov, ako potiahol Ziak. Pri tejto hre uz vécsina ziakov prisla na vyhernti
stratégiu. Nasli sa vSak Ziaci, ktory ani pri tejto hre nepochopili stratégiu, a tak sme si tuto
hru zahrali eSte raz s komentovanim naSich tahov a pomocnymi otazkami: ,,Ak si potiahol
jeden cukrik, kol’ko cukrikov som potiahla ja?* ap.

Stvrta hra:

Tu sme cheeli overit, ¢i Ziaci naozaj pochopili stratégiu. Upravili sme pravidla hry
nasledovne: Kazdy hra¢ moze odobrat’ jeden, dva, tri, alebo Styri cukriky. Ti, ¢o pochopili
stratégiu, chceli hru za¢inat’ ako prvy.

Postrehy:

- VAicsinu ziakov prekvapilo, ze existuje vyherna stratégia tejto hry.

- Ak ziak priSiel na vyhernu stratégiu, chcel si hru zahrat’ s inym hra¢om, ktory tuto

stratégiu este nepozna.

- Ziak, ktory uz poznal stratégiu hry, nechcel prezradil svojmu spoluhracovi, Ze

existuje nejaka stratégia hry a takto bol ochotny si zahrat’ aj 5 hier.

- Hra sanam osvedcila aj so skupinkou ziakov, ktori sa spolu radili pri tahoch.

- Skupina spolupracujicich ziakov, ktori nahlas vyjadrovali svoje hypotézy

a navzajom ich zamietali, alebo potvrdzovali, skor prisla na vyhernu stratégiu hry
ako jednotlivec.

- Tato hra viac zaujala chlapcov ako dievcata.

Zaver

Vyuzitie didaktickej hry, nielen vo vyucovacom procese, ndm prinasa mnoho pozitiv,
ktoré by sme nemali prehliadat’. Velkou vyhodou je sila motivacie vhodnej hry, ktora
pouzijeme vo vyufovacom procese, prostrednictvom ktorej mdzeme zvysit zaujem
a pozornost ziakov nielen o rozoberani problematiku vo vyucovani, ale i 0 samotny
vyucCovaci predmet.

V ¢lanku hovorime o vyuziti NIM hry ako didaktickej hry, prostrednitvom ktorej
modzeme docielit’ u ziakov rozvoj viacerych matematickych kompetencii.
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Velkym pozitivom, ktoré prinasa NIM hra je experimentovanie, odhalovanie zavislosti,
rozvoj logického myslenia, formulovanie hypotéz a vyvratenie nespravneho tvrdenia,
schopnost’ vyjadrovat’ svoje myslienky. Prostrednictvom tejto hry mozZeme u ziakov
rozvijat’ kompetencie, ktoré zdoraziuje aj Statny vzdelavaci program. Okrem toho si Ziaci
precvicia informacie o ¢iselnych ststavach, delitelnosti, zvySkovych triedach.

[1]

[2]

[3]
[4]

[5]
[6]

[7]
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AS MUCH AS POSSIBLE - EXTREME VALUE TASKS IN GEOMETRY

ANDREAS ULOVEC

ABSTRACT. Most people are familiar with extreme value tasks: “What is the largest triangle
you can conscribe in a circle?” or “What is the largest rectangle you can conscribe in a
rectangular triangle?” and so on. Usually, these tasks are solved with the help of calculus,
specifically with derivatives. This of course gets you a correct result, but it does not tell you
much about the geometrical situation behind it. We will show another approach by making
constructions with the Dynamic Geometry Software GeoGebra, then analyze these
constructions to get an idea of the situation and even an approximation of the solution. Only
then we will check it with calculus.

1 A typical extreme value task

An extreme value task is the problem to find one or more local or global maxima or
minima of a function (or several functions) within given ranges. Let’s have a look at a
typical extreme value task:

Task: We have a rectangular triangle with side length a = 3cm, b = 4 cm, ¢ = 5¢cm.
What are the dimensions of the rectangle with the largest area that you can conscribe into
the triangle, when one of the rectangle sides lays on side c of the triangle?

Would your first guess be “a square”? Well, let’s have a look. First we simply use
GeoGebra to construct the triangle and inscribe the rectangle:

@Geoﬁebra - RectangleInRectangularTriangle.ggb -0f x|

File Edit View Options Tools Window Help
A . 9 4 \" az2 Move
L /~‘ == ®—I ‘\'/7” Sl e\ — '%7 Drag or select objects (Est) 2

) Free Objects x Area
2 B=(55)

) Dependent Ohjects
@ A=(10,5)
9 Area=2.92 C
9 C=(6.8,7.4)
O D= (6.8, 2.6)
@ E=(8.14,5)
9 F=(8.14,6.4)
9 G=(6.05,6.4) B
@ H=(6.05,5)
) 1=(1.4,2.92) B e
9a=3 s
Y b=4
Jc=5
Od:(x-57+(y-5;=9 4
2 e=2.09
0 ey (x- 10+ (y-5) =16

J1=14 &)
O fix=8.14

‘ .
| Do
|| K

8

7

0 gy=64
5 9,-209
0 h:x=6.05
s h, =14 i

@Input:l * w|lau w¥||{Command v

Figure 1: Constructing the rectangle within the triangle
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2 DGS instead of calculus

Changing the size of the rectangle and looking at the value for the area (named Area in
the algebra window) does only reveal that if the rectangle is very slim it has a much
smaller area than if it is near the dimensions of a square. Let’s be a bit more exact and have
a look at the function describing the area of the rectangle. Now this would of course be
Area(e, f)=e-f. We now have a function with two variables, but they are not

independent from each other! If we change e, the value of f changes accordingly. We can
reduce this to a function Area(f). For a calculus analysis, we would now determine the

exact term for the function Area, and then calculate the derivative etc. For now, we do not
need to do that, because we can simply read the value of the function Area in the algebra
window! To find the maximum of this function (or at least to get a good approximation of
the maximum), we can draw the graph of it. How can we do that without knowing the
function term? Well, as just said, we can read the function value in the algebra window, i.e.
for each given value of f we can construct the point P =(f, Area(f))and hence get one

point of the graph:

[, GeoGebra - RectangleInRectangularTriangle.ggh e (o) x|

File Edit View Options Tools Window Help
N / 9 & Move
' i 7] S8 _| Drauor select objects (Esc) P

L}
0

A
L]

we |

cleli<N]

|20 Free Objects * Area
2 B=(5,5)
|0 Dependent Objects
@ A=(10,5)
9 Area=2.92
2 C=(68,7.4)
D =(6.8,2.6)
d E=(8.14,5) b
9 F=(8.14,6.4)
> G=(6.05,6.4) B
? H=(6.05,5)
5 P=(14,2.92) B

.
[>e
4

8

7

) d:(X-5) +(y-5)7=9 4
9 e=2.09
D ey (x- 107+ (y-5)7 =16 P
J1=14 g .
) Tix=8.14
D gy=64

3 9,=209

) h:x=6.05
3 h =14 i

@ Inpu@.nr@ E E Command ... v
Figure 2: Having one point of the graph ...

How do we construct the whole graph, again without knowing its term? We just use
the trace on function of GeoGebra and change the size of the rectangle by pulling on the
point, as we did above. This results in the following:
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[ GeoGebra - RectangleInRectangularTriangle.ggb L =10 x|
A

File Edit View Options Tools Window Help
D ° Move =
L . b‘ @ O 4% N ‘% Drag or select objects (Esc) I d

i i i

[ Free Objects x Area
2 B=(55)

| Dependent Objects
@ A=(10,5)
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9 C=(68,7.4)
O D=(6.8,2.6)
@ E=(8.88,5)
9 F=(8.88,5.84)
9 G=(5.63,5.84) B
@ H=(5.63,5)
9 P=(0.84,273)
Da=3 5
D b=4
Jc=5
O d:(x-5F+(y-57=9 4
P e=325
O ey (x-10)+ (y-5) =16
@ 1=084 g
O 1:x=8.88
D gy=584
9 9,=325
O hix=563
5 h, =084 i

el 5%

9] ) vl

a=2
L 22!

o)

8

7

@ Input: |P=(1.Area) m [GI Command ... N
Figure 3: Trace the point P, and we get the graph

One look at the graph shows us that the maximum is at about f ~1. To check this and

to find out the exact value, we now revert to our calculus knowledge. First, we need to find
the term of the function Area(f). We already know that Area(f)=e- f . Now we take a

look at the geometric construction and use the intercept theorem to get a relation between e
and f. For that, we first name some of the line segments:

[®, GeoGebra - RectangleInRectangularTriangle.ggb -10) x|

File Edit View Options Tools Window Help
3 283 (15 [c) (&) [P N [

b J A M OJOf 4] N

(2 Free Objects % Area
Y B=(55)

| Dependent Objects
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O D=(6.8,2.6)
@ E=(8.88,5)
9 F=(8.88,5.84)
@ G=(5.63,5.84) 2
9 H=(5.63,5)
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Y b=4
Pc=5
O d:(x-57+(y-5°=9 4
@e=325
O e (x-107+(y-5)7°=16
2 1=084 g
o fix=888
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@ 9,=325
O h:x=563
5 h, =084 14
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Dij=112 f
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D

]
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@Input: |P=tf,Area) * wlla w¥||{Command .. v

Figure 4: Naming the line segments
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3 Time for calculus
Now we can easily use the intercept theorem, which gets us the following relations:
i:f=a:b f:j=a:b
We also know the dimensions of the triangle, i.e. we know that
a=3b=4,c=5
From the construction, we can also ea_sily see_that
i+e+j=c
This leads us to the following:
3f+e+3f=5
From which we can easily derive a relation between e and f, namely
e=5-(2+4)f =52 f
Now we can finally write the equation for the function Area:
Area(f)=e-f =(5-2f). f =5f — 25 f?
To get the maximum of this function, we first calculate the derivative:
Area'(f)=5-2-&f =5-5f
Now we set Area’(f) =0and calculate the value for f:
Area'(f)=0=5-2f=5=2f=f=2=12
A look at the graph confirms that the function has indeed a maximum at f =1.2. To

confirm this analytically, we can calculate the second derivative at f =1.2:
Area"(f)=-2<0

The second derivative at f =1.2is smaller than 0, i.e. the function really does have a
maximum at f =1.2. Now we only need to calculate the corresponding value of e, using
the equation that we obtained above:

e=5-2f=5-5.0-5_-35-25

So the final answer to our question would be: The rectangle with the largest area that
you can conscribe into a rectangular triangle with side length a = 3cm, b =4 c¢cm, ¢ = 5cm
has the dimensionse =2.5cm and f =1.2 cm. Particularly, it is not a square!

Using the same methods, one can also solve the following tasks:

1. You want to fence off a rectangular area along a wall. There is enough material to
build a fence with a length of 20 m. How do you have to choose the dimensions of
the rectangle so that you can fence off the largest possible area? How large is that
area? How large would the area be if you would build not a rectangle, but a
semicircle?

Wall
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2. Inscribe an isosceles triangle in a square, as shown below. How do you have to
choose the distance f so as to achieve the maximum area of the triangle?
C f

A

3. Construct the net of an (open) cube as shown below (a = 3 cm). How do you have
to choose the distance m so as to achieve the maximum volume of the cube (note
that we are not looking for the maximum area of the net)?

B C
m

4 Final remarks

Many real-life applications (see e.g. [1]) need some sort of optimization. Some
problems are fairly easy to solve, particularly those with only one parameter. Others are
trickier, and fairly often there is no unique solution to a problem. In a lot of situations,
modelling and/or simulating helps to obtain at least a good approximation for optimal
values (that’s basically just what we did above in GeoGebra). More modelling can be
found in [2].
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OBJAVUJEME SIET STVORSTENA
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ABSTRACT. In this article we present some ideas how to integrate the manipulation activity
with tetrahedron’s net models in teaching.

Uvod

Cielom nasho c¢lanku je poukazat na didakticky aspekt predmetnej manipulacie
a konkrétnej tvorby modelov Stvorstena. V prispevku sa zameriame na urcité vlastnosti
Stvorstena, priCom kladieme doraz na vytvaranie a detailné pozorovanie konkrétnych,
najmi papierovych a stavebnicovych modelov tohto telesa. Treba poznamenat, Zze
Stvorsten je jednym zo zakladnych telies, s ktorym sa oboznamuju Studenti strednych $kol.
Vlastnosti tohto trojbokého ihlanu sa vSak detailne neStuduji, rieSia sa vacSinou ulohy
polohovej a metrickej stereometrie. Na druhej strane je $tvorsten vd’aénym nametom pre
mnoh¢ ulohy v matematickych sitaZiach, ¢i uz matematickej olympiddy alebo inych
korespondencnych semindrov.

Upozoriiujeme, ze v ¢lanku pouzivame mnohé vyjadrenia, ktoré nie su exaktne
matematické, avSak pomerne presne popisujil podstatu zdéraznenej manipulacnej ¢innosti.

1 Siet’ pravidelného $tvorstena

Styri steny §tvorstena su trojuholniky. Ak analyzujeme siet’ $tvorstena, zistime, Ze je
potrebné ,,usporiadat™ tieto trojuholniky vhodnym sposobom v rovine. Tym sa Studentom
ponuka niekol’ko zaujimavych kombinaénych tloh.

Zacneme zhodnymi rovnostrannymi
trojuholnikmi. Za tym ucfelom je vhodné
K predmetnej manipulacii  pouzit  dieliky
stavebnice Polydron, pripadne vystrihnat
trojuholniky z papiera.

Uloha. Vytvorte vietky siete pravidelného
Stvorstena.

Riesenie. Pracujeme so  zhodnymi

rovnostrannymi trojuholnikmi, preto pouzijeme Obr. 1: Modely trojuholnikov — papier
trojuholnikova  mrieZku.  Trojuholnikovd 3 stavebnica Polydron v trojuholnikovej
mriezka plni ulohu pomocky. Vzdialenost mriezke

bodov na papieri nakreslenej mriezky zvolime
tak, aby koreSpondovala s dlzkou strany rovnostranného trojuholnika — dielca zo
stavebnice.

Trojuholniky pracovne ozna¢ime ako T,,T,,T, a T,, v pripade stavebnice ich m6zeme
rozlisit’ farbou.
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Do mriezky umiestnime trojuholnik T,. Vzhl'adom k tomu, Ze trojuholniky st zhodné, ich
strany maju rovnaké dizky, prilozime trojuholnik T, Ktrojuholniku T, tak, aby mali
totoznll stranu. Vznikne kosoStvorec T, UT, (pouzili sme neStandardné oznacenie ako
zjednotenie trojuholnikov) s vnutornymi uhlami 60" a 120" . Je zrejmé, Ze nezalezi na tom,
ktoré strany sme stotoznili.

Prilozime trojuholnik T, obdobne ako trojuholnik T,. Stotoznime jednu stranu
trojuholnika T, so stranou kosostvorca T, UT,. Opét’ nezalezi na tom, ktoré strany sme
vybrali. Vznikne rovnoramenny lichobeznik T, UT, UT,.

Ako pridame trojuholnik T,?

Méme niekol’ko moznosti:
a) Stotoziiujeme stranu trojuholnika T, so stranami trojuholnika T,, kde mame na

vyber dve moznosti. Pri jednej vznikne kosodiZnik, pri druhej nekonvexny
Sest'uholnik.

b) Ak uvazujeme namiesto trojuholnika T, trojuholnik T,, vytvorené mnohouholniky
st sumerné a iné moznosti nemame.

C) Zostava stotoznit’ strany trojuholnikov T, a T,, priCom vznikne rovnostranny

tl'()] uholmk
Viac moznosti nie je a zostava rozhodnut’,

/\ 4:‘ T ET' kttoré utvary st siet'ami pravidelného Stvor-
stena.

/4 R b\ Ako  vytvorime z  mnohouholnikov

. idelny trojboky ihlan?
\\ ‘% \ pravidelny trojboky ihlan

Nekonvexny Sest'uholnik nie je sietou
Stvorstena. Ak stotoznime dve susedné
strany trojuholnikov T,T,, potom Styri

\ trojuholniky vytvaraju plochu, ktord nie je
Obr. 2: Zjednotenie trojdholnz’kov T, T,a T,. rovinouamame plast Stvorbokého ihlana.

Moznosti T, UT, UT, UT,.

Preco tieto Styri rovnostranné  trojuholniky nie su v jednej rovine?  Aky pocet
rovnostrannych trojuholnikov treba, aby lezali v rovine?

Obr. 3: Vytvaranie modelu Stvorstena so stavebnice Polydron.

Ak uvazujeme o kosodizniku, stotoznenim stran trojuholnikov T,,T, vytvorime plast

Stvorstena s podstavou trojuholnika T, .
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Ak mame rovnostranny trojuholnik, stotoznime susedné hrany trojuholnikov T,,T,,T,
a dostaneme trojboky ihlan s podstavou trojuholnika T, .

Tak prichadzame k zaveru, Ze siete pravidelného Stvorstena st len dve — v podobe
rovnostranného trojuholnika a kosodlZnika.

2 Siet’ rovnostenného Stvorstena

Preskimame siet’ Stvorstena Vv tvare trojuholnika.
Ak je Stvorsten pravidelnym Stvorstenom, potom jedna siet’ je v tvare rovnostranného
trojuholnika. Ozna¢me jeho vrcholy D,,D, a D,. Ak stredy strdn ozna¢ime ako A,B a
C, predstavuju stredné priecky AB,BC,CA trojuholnika D,D,D, hrany Stvorstena
ABCD . Stvorsten je rovnostenny, pretoze jeho steny ABC,ABD,BCD a ACD si
navzajom zhodné trojuholniky (vrcholy D,,D, , D, trojuholnika sa stotoznili do vrcholu
D stvorstena ABCD).

Aky Stvorsten ABCD vznikne, ak jeho siet’ trojuholnik D,D,D, nie je rovnostranny?
Prva odpoved’, ktorti dostaneme od Studentov je, Ze Stvorsten nebude pravidelny.

Je to pravda?
Skuto¢ne, ak uvazujeme o ostrouhlom trojuholniku D,D,D;,, stredné priecky AB,BC,CA
rozdelia tento trojuholnik na S$tyri navzajom zhodné trojuholniky, ktoré st stenami
rovnostenného Stvorstena.
Nechame Studentov zhotovit' papierovy model takejto siete a poskladat’ stvorsten. AK ich
neskor opdt’ nechdme zhotovit’ papierovy model v tvare pravouhlého trojuholnika D,D,D,

s pravym uhlom pri vrchole D,, Studenti zistia, ze vobec nejde o model siete. Vrcholy
D,,D, trojuholnika D,D,D, stotoznime s vrcholom D, tak, Ze trojuholniky BCD,, ACD,
uplne pokryju Stvoruholnik BCAD;.

Moze byt tupouhly trojuholnik D,D,D, sietou rovnostenného Stvorstena?
Na papierovom modeli tupouhlého trojuholnika D,D,D, s tupym uhlom pri vrchole D, sa

Studenti presvedCia, ze opit’ nejde o model siete Stvorstena.
Empiricky ziskané poznatky je potrebné

zdovodnit’ a vysvetlit. Ak oznacime

vnutorné uhly trojuholnika D,D,D, pri

vrcholoch D,,D, a D, postupne «,f a y, B G A
ur¢ime vnutorné uhly  trojuholnikov #

BCD,, ACD,, ABD, a ABC, potom je

myslienka rieSenia uZz naznaCend Vv 4 5
»prekladani* papierovych modelov D, - b
trojuholnikov.

X X Obr. 4: Siet rovnostenného
Ak je trojuholnik D,D,D, ostrouhly, Stvorstena

potom pri stotozneni vrcholu D;s vrcholom D, pre uhly plati o+ />y ajedina

mozZnost’ ako ,,zlepit’ hrany “ pri vrchole B stvorstena je ,,vyjst** do priestoru.
Ak je trojuholnik D,D,D, pravouhly, potom pri stotozneni vrcholu D, s vrcholom D, pre

uhly plati @ + =y atrojuholniky ,,zostdvaju v rovine®.
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Ak je trojuholnik D,D,D, tupouhly, potom pri stotozneni vrcholu D, s vrcholom D, pre
uhly plati &+ <y apri pokuse o ,,zlepenie hran “ dochddza k deformdcii.

3 Siet’ pravouhlého $tvorstena

Uvazujeme o Stvorstene ABCD , ktorého rovinné uhly stien pri vrchole D su pravé.
Siet’ by mohla byt vtvare Sestuholnika D..
AD,BDCD, spravymi uhlami  pri Vo
vrcholoch D,,D,, D, ako naznacuje obr. 5.
Vrcholy D,,D,, D, lezia na odpovedajucich
Talesovych kruzniciach.

Dokazeme upravit Sestuholnik
AD,BD,CD, na mnohouholnik s mensim

poctom vrcholov ?
Lahko  nahliadneme, Ze v pripade

|£D,CD,|=180" 3estuholnik AD,BD,CD,
sa redukuje na patuholnik AD,BD,D, .
Ak sicasne uvazujeme otom, Ze

Obr.5: Siet pravouhlého
|ZDlBD3| =180 s zredukuje sa pét’uholnik Stvorstena

AD,BD,D, na Stvoruholnik AD,D,D, .

Stvoruholnik je obdinik alebo $tvorec?
Ak Stvoruholnik AD,D,D, je sietou Stvorstena, potom body B,C st stredmi stran

D,D,, DD, a sudasne | AD,|=|AD,|. Stvoruholnik AD,D,D, musi byt §tvorec.
D, o D, Mozeme upravit  stvorec AD,D,D, na
trojuholnik D,D,D,?

Odpoved’ je zaporna. Trojuholnik D,D,D,

nemdze mat’ tri vnutorné uhly velkosti 90°.
Siet’ pravouhlého Stvorstena nema tvar
trojuholnika.

A Dy

Obr. 6: Siet pravouhlého
Stvorstena v tvare Stvorca

4 Atypické siete Stvorstena

Analyzujme siet’ pravidelného §tvorstena v tvare kosodiznika.
Existuje siet’ Stvorstena v tvare pravouholnika?
Ak uvazujeme o kosodlzniku, ktory je sietou pravidelného Stvorstena na obr. 7.
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,Zachovame® rozdelenie obdiznika
prieckami obdobne ako pri /\/\/
kosodlzniku, vystrihneme =z papiera

model tohto obdiznika. Pri pokuse
0 vytvorenie modelu Stvorstena vsak \
zistime, ze nejde o model Siete.

Preco? ""~.,.
Vzhl'adom k tomu, Ze papierovy model s .,
obdiznika je osovo simerny podla
strednej priecky, vrcholy sa stotoznia
anedostaneme  priestorovy  utvar
(Stvorsten).

Obr. 7: Analégia medzi sietami
Stvorstena

Ako zmenime usporiadanie priecok na obd/zniku?
Zda sa, Zze vhodné bude spominané osovo symetrické usporiadanie uhloprieCok mensich
obdiznikov ako naznaduje obr. 8.

Pri pokuse 0 zlozenie siete dostaneme Gtvar na obr. 9.

0
o
!
oot
o
o
o
o

Obr. 8: Preusporiadanie uhlopriecok
mensich obdlznikov Obr. 9: Model

Z papiera
podla obr. 8

Vidime, e ide akoby o polovicu §tvorstena, preto povodny obdiznik, resp. jeho papierovy
model, doplnime o symetricky obraz, kde na osi sumernosti lezi kratSia strana tohto
obdlznika.

Obr. 10: Model atypickej siete, resp. obalky, Stvorstena

ZloZenim dostaneme priestorovy utvar, ktory mozno
povaZzovat za model Stvorstena. Je otazne, ¢i tento
papierovy model obdiznika mozno povazovat’ za model
siete Stvorstena.

Tym, Ze plast a podstavy trojbokého ihlana ,,nereZeme ““ po hranach, nejde o ,,Standardna “
tzv. vrcholovo — hranovu siet, resp. jej model. Mohli by sme hovorit’ o obalke, resp. obale
Stvorstena. Takychto obalok je samozrejme nekone¢ne mnoho. Na obr. 11 uvadzame zopar
ukazok pre pravidelny Stvorsten.
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Zaver

Myslime si, Ze integracia manipulacnej
¢innosti do vyucby stereometrie prinasa
mnohé podnetné a motivaéné prvky,
ktorych vhodné didaktické vyuzitie
ul'ah¢i Studentom ziskavanie vedomosti.
V tomto skromnom prispevku sme
naznacili ,,objavovanie* siete Stvorstena,
zamerali sme sa na niektoré zaujimavé
Stvorsteny anaznacili sme  postup
konkrétnej predmetnej manipuléacie

Obr. 11: Obdlky pravidelného Stvorstena

s modelom, ¢i uz siete Stvorstena alebo samotného modelu telesa. Taktiez sa domnievame,
ze manipulécia s konkrétnymi modelmi vnasa experimentalnu ¢innost’ do objavitel'ského
procesu, je motivujuca aumoznuje Studentovi nadobudnut’ poznatky prirodzenejSou
cestou.
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ROZNE METODY RIESENIA JEDNEJ ULOHY ZO ZIVOTA

KITTI VIDERMANOVA

ABSTRACT. One of the main goals of education in the school is to prepare students for the
solving of problem in every-day life. In this article we describe one problem from life — we
compare two offers of telephonic company - which of those is cheaper and better for the
customers. We present different ways of the mathematical solutions of this problem.

Uvod

v r

Pracovna skupina Eurdpskej Ginie pre kl'aicové kompetencie navrhla osem zakladnych
oblasti klI'aicovych kompetencii, ktoré sa maju rozvijat’ aj v ramci vyucovacieho procesu
v skolach. Jednu ztychto oblasti tvori Numericka gramotnost® a kompetencie
V matematike, prirodnych veddach, technike a technologidch. Pod pojmom numericka
gramotnost’ sa rozumie ,,vediet samostatne a efektivne spocitavat, od¢itavat, nasobit
adelit’ cisla, urCovat’ percenta a podiely prostrednictvom mentalnych (v hlave) alebo
pisomnych vypoctov na rieSenie problémov kazdodenného zivota (napr. planovanie
rodinného rozpoctu, nakupovanie, porovndvanie cien, vzdialenosti, ¢asu, a pod.),
prekonavat’ strach z Cisel. (Turek, 2008, s. 204)

Aj na Slovensku Statny vzdelavaci program pre vietky stupne vzdelavania zdéraziiuje
ziskanie schopnosti pouzivat matematiku vo svojom budicom Zzivote — rieSenim
matematickych tiloh prepojenych na reélne situécie zo Zivota ziakov a Studentov.

Vybrat’ tematick oblast’, ktora je Ziakom blizka a stretdvaju sa s fiou Casto, nie je
vobec I'ahké ani pre kreativneho ucitel'a. A nesmieme zabudnut ani na motivovanie ziakov
— aby sa ucili nieco, s ¢im sa naozaj stretnu vsetci, nielen ti, ktori budu pokracovat’ vo
svojom §tidium na technickych odboroch a pod.

V nasom prispevku ponukame ucitelom namet v jednej oblasti, s ktorou - ked’ze vel'a
ziakov dostava mobilné telefony uz pocas navstevy zakladnej skoly — sa stretavaju ziaci
kazdy den. Predstavujeme problém - redlnu situdciu zameranl na poplatky spojené
S vyuzivanim sluzieb mobilnych operatorov a r6zne metddy rieSenia tohto problému.

Ponuky spolocnosti (zadanie ulohy)

Ponuka ¢. 1

Po prevolani
predplatenych minuat
volate iba za 6 centov
za minutu za volania
do vetkych sieti bez
viazanosti.

Ponuka ¢.2

Zaplatite len to, ¢o
prevolate. Jednotnd cena
12 centov za minttu za
volania do vietkych sieti,
bez viazanosti a
mesacnych poplatkov.

Obrazok 1: Ponuka dvoch roznych sluzieb mobilného operatora
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Ked’ sme si podrobnej$ie nastudovali podmienky, zistili sme nasledovné udaje:

Ponuka ¢.1 Ponuka ¢.2
Mesacny poplatok 9,90 € 0€
Pocet predplatenych minut 40 min. 0 min.
Cena po prevolani predplatenych minut 0,06 € 0,12 €

Hladdme odpovede na nasledovné otazky:
a) Kol'ko minat musime prevolat’, aby boli pre nas obe ponuky finan¢ne rovnocenné?
b) Pri kol’kych prevolanych minttach bude vyhodnejsia ponuka ¢.1?
c) Pri kolkych prevolanych minutach bude vyhodnejsia ponuka ¢.2?

Metéda rieSenia pokus - omyl

Postupne budeme pocitat’ pridavanim prevolanych minat celkovii cenu za sluzby.
Zacneme pri 40 minttach, pretoze je to pocet predplatenych minut v ramci ponuky ¢.1.

Pocet prevolanych mintit Ponuka ¢.1 Ponuka ¢.2

40 minat 9,90 € 40.0,12€=4,80 €
60 minat 9,90€+20.0,06€=11,10€ 60.0,12€=7,20€
80 minut 9,90 €+40.0,06 €=12,30€ 80.0,12€=9,60 €
100 minut 9,90 €+60.0,06€=13,50€ | 100.0,12€=12,00 €
110 minat 9,90€+70.0,06 €=14,10€ | 110.0,12€=13,20€
120 minat 9,90€+80.0,06€=14,70€ | 120.0,12€=14,40 €
130 minut 9,90 €+90.0,06 €=15,30€ | 130.0,12€=15,60 €

Vidime, Zze od 1. minaty az po 120. minutu je vyhodnejSia ponuka ¢.2. Pri 130
prevolanych minttach sa situacia zmenila — vyhodnejsia sa stala ponuka ¢.1. Rovnaké
poplatky teda ziskame medzi tymito dvoma udajmi — vyskasajme stred, t.j. 125 mintt.

125 minat

9,90 €+85.0,06 €=15,00 €

125

.0,12€=15,00€

Poplatky pri 125 prevolanych minttach sa nam vyrovnali.

Uz vieme odpovedat’ na dané otazky:
a) Obe ponuky budu pre nés finanéne rovnocenné pri prevolani 125 minat.
b) Ponuka ¢.1 je pre nas vyhodnejsia, ak mesacne prevolame viac ako 125 minnt.
€) Vyhodnejsia je ponuka ¢.2 , ak pocet prevolanych mintt neprekro¢i 125.

238




ROZNE METODY RIESENIA JEDNEJ ULOHY ZO ZIVOTA

RieSenie pomocou rovnic

Ozna¢me pocet prevolanych minit nezndmou X a poplatok za ponuku ¢.1 Y, a poplatok

zaponuku¢.2 Y, .

Ponuka ¢.1
Za 40 predplatenych minut zaplatime 9,90 €. Za 6 centov za minlitu potom prevolame

(X - 40) minat (tento pocet dava zmysel iba pre X>40). Vyjadrime poplatok
y, =9,90+0,06.(x—40).

Ponuka ¢.2

V tejto ponuke kazda z X minut stoji 12 centov. Poplatok y, =0,12.X.

Hladame, pre aky pocet mintit bude poplatok pre obe ponuky rovnaky:

Yi=Y,
9,90+0,06.(x—40)=0,12.x
9,90+0,06x—2,40=0,12x /—0,06x

7,50=0,06x
125=x

Poplatok bude rovnaky pre 125 prevolanych minut. Pre istotu si to skontrolujeme skuskou:
Ponuka ¢.1

125=40+85.

Za 85 minut nad ramec predplatenych minut zaplatime 85.0,06 € =5,10€. Spolu
s mesaénym poplatkom jeto 9,90 €+5,10 € =15 €.

Ponuka ¢.2

Za 125 prevolanych minut zaplatime 125.0,12 € =15 €.

RieSenie pomocou grafického znazornenia

Ked vyjadrime zavislost’ ceny od po¢tu minit, dostaneme vzt'ahy

y, =9,90+0,06.(x—40) y, =0,12.x
Zobrazime si graf poplatku pre jednotlivé ponuky (obr. 1).
Ponuka ¢.1

Graf tejto ponuky sa sklada zdvoch &asti — usedky a polpriamky. Usetka predstavuje
konstantny mesacny poplatok za sluzbu pri prevolani od 0 do 40 minut. Pri prevolani viac
ako 40 minut sa k mesacnému poplatku pripocita poplatok 6 centov za kazdu dalSiu
minutu, Co zobrazuje polpriamka (na obr. 1 zacina v bode [40;9,90], vyznacena
bodkovane).

Ponuka ¢.2

Graf tejto ponuky predstavuje plna polpriamka zacinajuca v bode [0; Q].
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Vyhodnejsia je ta ponuka, ktorej graf lezi ,,nizsie”. Grafy jednotlivych ponuk sa pretinaja
v bode [125; 15]. To znamena, ze pri prevolani 125 minut zaplatime v oboch pripadoch
rovnakd sumu penazi, a to 15 €.

poplatky (v €)
et
_genest®
a®
-""‘
e
ABI- oot R e i S e S RS
et |
s 4 |
aent® :
.
----“"' |
.-.......--- :
9'90 LI R e R L R ] - |
|
w 1
: [ assssas ponuka é. 1
|
| |
I { g
. ‘ ‘ e ponuka &.2
! I
| |
| |
I podet
: ! prevolanych
I l minat
0 T 0 ' " 100 "125° | 1%0 '

Obrazok 2: Grafické zndzornenie poplatkov v zavislosti od poctu prevolanych minut

Pri prevolani od 0 do 125 minut je vyhodnejsia ponuka ¢. 2. Ak prevolame mesacéne viac
ako 125 mintt, je pre nds vyhodnejsia ponuka ¢.1.

Zaver

S danou témou sa stretavaji l'udia kazdy den. Kazdy mobilny operator ma velké reklamné
tabule, lakajice reklamné Soty v televizii, atd. Kazdu chvilu ponukaju vyhodnejSiu
ponuku pre zakaznikov, ale maloktory z nich si da namahu a naozaj prepocita, ¢i je pre
neho t4 najnovsia a najlakavejsia ponuka aj z financného hl'adiska ta najvyhodnejsia. Danu
problematiku mézeme ziakom a Studentom ponuknut’ aj formou projektového vyucovania
— nech si sami vyhl'adaji ponuky vsetkych mobilnych operatorov a porovnaju, ktoré z nich
su vyhodnejsie pre jednotlivcov, ktoré ponukaji vyhody pre rodiny. Medzi d’alSie dovody,
kvoli ktorym sa zédkaznik zaviaze k vyuzivaniu sluzieb na dobu 18 az 24 mesiacov, patri
novy mobilny telefébn. Zaujimavé by bolo aj porovnanie, ¢i sa z financného hl'adiska
neoplati telefon kupit’ za hotovost’. V takej situacii sa nemusime viazat’ na dlhé obdobie za
poskytovanie niekedy aj takych sluzieb, ktoré nevyuzivame.
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THE FUZZY NUMBER-VALUED UPPER INTEGRAL

PETER VRABEL — MARTA VRABELOVA

ABSTRACT. The upper integral defined on the lattice ordered group with values in the set of
the fuzzy numbers and the integrable elements are defined in this paper.

Introduction

The notion of the upper integral and integrability with respect to this integral was
introduced for real valued functions by Bourbaki [1] and Topsoe [10]. However both
utilize special methods of constructing the integral and their definitions of an upper
integral are not axiomatic. An axiomatic definition of the real-valued upper integral
defined on the I-group and the notion of integrability were introduced in [9], [12]. Methods
of integrability definition with respect to the upper integral resemble the measurability of
sets with respect to an outer measure. Methods of unification measure theory and integral
was developed by Riecan in [6], [7]. Extensions of Daniell integral in ordered spaces were
studied in [4],[5],[11],[15]. We generalize axiomatic theory of upper integral for the fuzzy
number-valued upper integral. The integrals of fuzzy set-valued mapping are studied in the
last few years. These types of integrals have applications in mathematical economics and
optimal control theory. The Henstock integral of fuzzy number-valued functions was
investigated by Congxin Wu and Zengtai Gong in [16].

Notations and notions

We recall that the I-group is an Abelian lattice ordered group in which the following

implication holds:
a<b = a+c<b+c.

In this paper we deal with the structure of fuzzy numbers.
Definition 1. The fuzzy number is any functionu: R — [0,1], where R is the set of real
numbers, satisfying the following conditions:
(1) there exists x, € R such that u(x,) =1,
(2) the a —cutset (u)* ={x e R;u(x) > a} is convex for every a <(0,1],
(3) u is upper semi-continuous, i.e. any « - cut (u)"‘ is a closed subset of R,
(4) the support {x e R;u(x)> O} of the function u is a compact set.

The set of fuzzy numbers we denote E. The set of real numbers can be embedded into
E; the real number z is identified with the fuzzy number 7 = Xiz) i.e. with the function
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1 x=1z2

Z{z}(x):{

For the proof of the following lemma see [8].

0, x#z.

Lemma 2. If ueE then

(a) (u)” isaclosed interval for every o <(0,1],
(b) (u)* = (u)* whenever 0< o, <a, <1,

© if a, T, then Au)™ =(u)”.
n=1
Conversely, if system of intervals {(M )“ e A= [0,1] } fulfills (a) — (c), then there exists a
unique u € E such that (u)* =(M)” forevery a €(0,1].
The sum of fuzzy numbers u, v is a fuzzy number z such that
z=u+v < (2 =(u)* +(v)*
forevery a e (0,1], where the sum of intervals is defined by equality
[a, b]+[c, d]=[a+c, b+d].
The partial ordering on the set E is defined in the following way:
usv < (u“)g (v)*
for every « < (0,1], where
[a, b]<[c,d] & (a<c A b<d).

The Hausdorff distance d of closed possibly degenerate intervals is defined by equation:

d([a,b][c,d])=max {|c—a],|d -b| }.
We can define the metric D : E x E — [0, ),

D(u, v)=sup {d((u)"‘ L(v)* ); a<(0,1] }
Then (E, D) is a complete metric space. The following properties of the metric D can be
found in [16]:
(i) D(u+w,v+w)=D(u,v) forall u,v,weE,
(ii) D(u+v, w+2)<D(u, w)+D(v, z) forall u,v,w,z€E.
The inequality (ii) implies inequality:
(iii) D(u +v,5)£ D(u,5)+ D(v, 5) forall u,veE,
(iv) D(u+v,w)< D(u, w)+ D(v, 6) forall u,v,w e E.

For the proof of the following lemma see analogical assertion in [14].
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Lemma 3. The following properties hold:

[©.9]
(A)if uy <up,y<u,n=12..., u,,u€E and limD(u,,u)=0 then v u, =u;

n—o n:1
B)ifu, Tu, u, (n=12...), uw,z€E and z>u,+w forevery n then
Z>U+Ww.

The upper integral

Definition 4. Let X be an I-group. The upper integral is a mapping |: X" — E which
fulfills the following conditions:

1) 1(0)=0,

2) if x<y then I(x)<I(y) forall x,ye X",

3 I(x+y)<1(x)+1(y )forall X,yeX",

4) if Xy TX, XX, € X (n=12,...) then lim D(1(x,), 1(x))=0.

n—oo

Example 5. Let (X, S, ) be a measurable space, where S is a o-ring of subsets of X and

w is a measure on S. For every simple function f : X — R of the form f = Z Qi XE;
i=1

where a;€R (i=12,...,n), €S ENEj =2 (i=]), u(Ej) <oo,we define
integral | fd . by equality

n

Jfdp= 3 aju(E).

i=1
Denote the set of all simple functions as F. Let F, be the set of all measurable nonnegative
functions f: X — R, fy 1 f, f,eF(n=12..)), lim [ f,du<oo. Define

n—oo
[fdp= lim [ fodu. Let 7'={f; g7, f<g}.
nN—o00

Let I: 7 —[0,%),

I(f) =inf{ [gdp;f<g, geF, }.
Then | is upper integral (for proof see [3]).

Definition 6. Let X be an I-group and | be a upper integral on X. An element xe X
is called 1 -integrable iff
l(a)=1(anx)+1(a—(arx)

forany ae X ™.
Denote X ={Xe X *:x is | -integrable }
Theorem 7. (i) If ae X" and xe X; then I(a+x)=1(a)+1(x)
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(ii) If x,y e X| then x+y,xAye X|". Furthermore, if x,y e X;",y<x then x—y e X/ .
(iii) If x,ye X| then xvyeX/.
Proof. (i) Let ae X" and x € X|". Then from properties of I-group we get
la+x)=1((a+x)Ax)+{a+x—(a+x)Ax)=1(x)+1(a).
(i) If a,x,y e X,y >0 then
arx+(@-anx)ay)=an((@arx)+y)=an(@a+y)r(x+y)=an(x+y)
Let x,y € X;",ae X ™. From the property 3) of the upper integral we have
I(a)=1(aAnx)+1(a—aAx)
=l(anx)+I((a—arx)Ay)+1{a—arx—(a—anx)Ay)
>1(an(x+y))+1(a—an(x+y))>1(a).
Hence, x+y e X, . Similarly
(@) =l(anx)+1(a—aAx)
l(@aAxAy)+1(aAx—aAxXAy)+1(a—aAX)
>1(an(xAy))+1{a—an(xay))>1(a).

It follows x Ay e X/
It holds (a+ y)/\ X = a/\(x— y)+ y inevery I-group. Let x,y e X, ,y<x,ae X",
By the equality a+ y—(a+y)Ax=0V(a+y—x)=a—aA(x—y)and the
assertion (i) we have
@)+ 1(y)=1a+y)=1((a+y)rx)+1(a+y—(a+y)rx)
=lan(x-y)+y)+ifa-an(x-y))
=1(y)+an(x-y))+Ia-an(x-y))
Using the property (i) of the metric D we can write
D(I(a) 1(an(x-y))+1(a-an(x-y))
=D(I@)+1(y) 1ar(x-y)+1a-anrlx-y)+1(y)

Because D(x,y)=0 iff x=y we get

l(@)=1(@nr(x-y))+1(a-anr(x-y)).

0

Hence, x—ye X
(iii) The assertion follows from the part (ii) and the equation xv y = (x + y)— XAY. [

Theorem 8. Let x, T x (xn J«x), X, € X, ,n=12,...,xe X*. Then xe X .
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Proof. Let x, Tx ,x, € X,/,n=12,...,xe X", Itholds

anx,Tanx lanx,)<l(aax),n=12..., lim D(I(aAx,), I(aAx))=0.

n—oo

From Lemma 3 (A) we get V1 (aAX,)=1(aAX).
n

For every a e X "and any n we have

l(a)=1(aAnX,)+1(a—anx,)>1(aAx,)+1(a—anx),

sol(a)>VI(aAx,)+1(a—aAx)and
n

l(a)>1(anx)+1(a—anx)>1(a).

Hence, X € X |+

Let x, ¥ x ,x, € X;,n=12,...,xe X",

By property 4 of upper integral lim D(I (a—anx,), I(a—an)):O, because

nN—o00

a—aAX,Ta—aAx.FromLemma3 (A)weget VI(a—aAX,)=I(a—aAx).
n

Forevery ae X"andany n€ N we have

l(@)=1(aAx,)+1(a—anx,)>1(aAx)+1{a—anx,),

so I(a)>1(aAx)+VI(a—aAx,)and

n

l(a)>1(anx)+1(a—anx)>1(a).

Hence, X € X |+
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(2]

(3]
[4]
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NOVE UCEBNICE MATEMATIKY NA DRUHOM STUPNI ZAKLADNYCH
SKOL

GABRIELA ZACIKOVA

ABSTRACT. The new school reform has brought us, among other changes, the new
textbooks in mathematics. In our article we evaluate new textbooks and also provides
examples of teaching aids, which can be helpful in teaching mathematics.

Uvod

Nova skolskd reforma nam priniesla okrem inych zmien aj nové ucebnice
z matematiky. Kazdy si na ne moze spravit' vlastny nazor. Pre niekoho su vyhovujuce,
inym ucitelom vyhovovat’ nemusia. V naSom c¢lanku by sme chceli uviest’ zopar zmien,
ktoré nam priniesla reforma, zhodnotit' doterajsie ucebnice a nové ucebnice a uvadzame aj
priklady u¢ebnych pomocok, ktoré ndm mézu byt pri vyu¢ovani matematiky napomocné.

Skolska reforma z roku 2008.

Od 1. augusta 2008 vstapila do platnosti Skolska reforma, ktora mala vplyv aj na
vyucbu matematiky. Do tohto obdobia sa vyuCba matematiky riadila podl'a ucebnych
osnov z roku 1997. V roku 2007 vs$ak nasa vlada schvalila nové ucebné osnovy. Na
zaklade nich sa skratilo vyu¢ovanie matematiky v piatom roc¢niku z 5 hodin tyzdenne na
3,5 hodin tyzdenne. V Siestom ro¢niku z5 hodin tyzdenne na 4 hodiny tyzdenne.
V siedmom ro¢niku z 5 hodin tyzdenne na 3,5 hodin tyzdenne. V 6smom ro¢niku zostal
stav hodin nezmeneny a to na 4 hodiny za tyzden a nakoniec v deviatom ro¢niku z 5 hodin
tyzdenne na 4 hodiny za tyzdenn. Mozeme si teda vSimnut, ze nova Skolska reforma
zredukovala tyzdenny pocet vyuc€ovacich hodin matematiky v priemere viac ako o jednu
vyucovaciu hodinu tyZzdenne, ¢o ma aj negativny vplyv na vyucbu. Nehovoriac o tomto pre
niekoho nezmyselnom zniZzeni poctu hodin sa vyrazne zmenilo aj to, ¢o sa ma
Vv jednotlivych ro¢nikoch vyucovat. Podla Skolskej reformy zroku 2008 je vzdelavaci
obsah predmetu matematika rozdeleny na pét’ tematickych okruhov:

1. Cisla, premenna a poétové vykony s &islami

2. Vztahy, funkcie, tabul’ky, diagramy

3. Geometria a meranie

4. Kombinatorika, pravdepodobnost, Statistika

5. Logika, dovodenie, dokazy

Okrem toho boli vreforme aj niektoré d’alSie zmeny a to konkrétne: piaty ro¢nik sa
vV matematike stal iba opakovanim a rozSirovanim poznatkov z prvého stupiia. Desatinné
&isla a aj uhly boli presunuté az do $iesteho ro¢nika. Ziaci sa v siedmom roéniku maji ugit’
objem kocky a kvadra, kedy sa s nim v matematike stretavaji po prvy krat a pritom vo
fyzike preberaji uZ v Siestom roc¢niku objem a takisto aj jednotky objemu potrebuja pri
vypocte a zavadzani hustoty latok.

Dalej st to percenta. Albert Einstein raz povedal: , NajiZasnejsi vyndlez na svete sii
percenta! “ Deti sa s percentami stykaju po cely Zivot. Vokol seba pocuju:

»Na 100% je to pravda“
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,,Pracu si zvladol len na 50%*

»Skon¢il si s 0% vysledkom*

Percent4 by mohli byt’ zavedené skor ako az v siedmom ro¢niku. Niektori ucitelia dokonca
vyuzivaju aj znamkovanie na zaklade percent a ziaci si vedia vypocitat pomocou percent
na kol'ko percent boli, ¢i neboli tspesni. Omnoho skor by mohli byt zavedené aj zaporné
&isla. Ziak zékladnej $koly sa s nimi stretdva po prvy krat az v 6smom roéniku.

Staré ucebnice.

S novou skolskou reformou tizko suvisia uéebnice. Prvy rok, samozrejme, ucebnice
ihned’ neboli. Ucitelia preto robili vSetko mozné aj nemozné a zhanali materidly
z vlastnych zdrojov, aby mohli pre ziakov vytvorit' kvalitnil hodinu. ESte pred reformou
boli na matematiku u¢ebnice od kolektivu autorov O. Sedivy, S. Ceretkova. Tieto uéebnice
boli na vel'mi dobrej urovni, pretoze ziak, aj ked’ chybal si vedel aj sam dobrat’ ucivo
a pochopit’ ho, pretoze kazdy tematicky celok, ¢i kazda nova téma obsahuje vzorovy
priklad, ktory je aj vyrieSeny. Okrem toho st v nich aj nerieSené priklady a autori
postupuju od jednoduchého k zlozitejsie. Dolezité poznatky, vzorce a tvrdenia su farebne
a vyrazne vyznaéené. Cize aj ked’ v nej Ziak hl'ada nejaky vzorec, lahko ho najde.

Nové ucebnice matematiky.

S novou reformou k nam prisli nové uéebnice. A zatial' iba dve Casti pre piaty a Siesty
ro¢nik a iba jedna Cast’ pre siedmy ro¢nik. Prva Cast’ pre 6smy ro¢nik je uz ,,na ceste*. Na
semindri s autormi sme sa dozvedeli, ze rukopis je odovzdany a v septembri by sme mali
mat’ Cerstva 6smackill u¢ebnicu na nasich stoloch v kabinete.

V aprili tohto roku sme mali moznost’ zacastnit’ sa seminaru, ktory bol zamerany na nové
ucebnice matematiky. Na seminari bol pritomni aj jeden z autorov novych ucebnic — J.
Zabka.

Aké su? Podla nas su, samozrejme, iné ako staré ucebnice. Ako povedali sami autori
uéebnic P. Cernek a J. Zabka mali v imysle netvorit’ zdfhavé tematické celky a preto uéivo
striedaju. Napr. v Siestackej ucebnici v druhej Casti sa striedaja Uhly okolo nds
S Nasobenim  desatinnymi  c¢islami. Nasleduji Uhly v matematike, potom Delenie
desatinnymi Cislami a nakoniec Meranie uhlov. Niekedy je zbyto¢né skakat' ztémy do
témy, no na druhej strane ma ucitel moznost’ nejst’ chronologicky podla ucebnice, ale
prebrat’ najskor jednu tému a potom d’alSiu ako bol zvyknuty doteraz.

V novych ucebniciach su uvedené viaceré typy rieSenia. Marienka by pocitala takto,
Jozko zasa inak a Janko d’al$im spésobom. Na jednej strane je to vyborny napad, aby sa
ziak naucil priklad vypocitat’ réznymi spOsobmi, ale na druhej strane to deti modze
zatazovat’ a to tak, Ze sa im 'ahko modze stat’, ze zmie$aji prvy postup s tretim a dostanu
zly vysledok. Uspechom je uZ to, ak to dieta vypodita tym jedinym spdsobom, ktory si
moze z danych rieSeni vybrat. Autori sa vyjadrili: ,,Clenenie a spésob zoradenia kapitol je
na samotnom ucitelovi. Sme presvedceni, Ze nie kazdému ucitelovi vyhovuje rovnaké
poradie kapitol, resp. ich rozdelovanie, i nerozdelovanie. To je jeden z prinosov reformy
(popri vsetkych znamych negativach), Ze si ucivo mozete upravit, presunut, doplnit a pod.
tak, ako potrebujete, resp. ako vam to vyhovuje. My sme sa v ucebnici priklonili k tomu
modelu, ktory povazujeme za dobry.“ Samozrejme je na zvazeni kazdého ucitela, ¢i
poklada knihu za dobrq, ¢i za zIG. Je na kazdom z nas, ¢i ju budeme pouzivat’ alebo nie.
Najlepsim riesenim by bolo, keby bol vyhlaseny konkurz na d’alsi typ ucebnic a ucitelia by
si mohli vyberat. Ale aj v takom pripade si myslim, Ze by nosili viacero z nich, pretoze
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v kazdej by sa dalo n3jst’ nieCo dobré. Ucebnice na hodinach pravidelne nevyuzivame.
Vyuzivame vic¢sinou staré ucebnice, ale obcas pouzijeme aj priklady z novych ucebnic.

Pomocnik z matematiky. Praktické financie.

Pomocnik z matematiky (Obrazok 1) je prakticka pomdcka od autorov P. Bero a Z.
Berova. Je to pat’ dvojic pracovnych listov, ¢ize pre kazdy ro¢nik jedna dvojica. Ku kazde;j
dvojici existuje pracovny zosit pre uditela., Co je vel'mi dobra pomdcka, pretoZe tu sa daju
najst’ praktické rady a vysledky z pracovnych zositov.

Obrdzok 1

Dalsou poméckou zrik autorov P. Bero a Z. Berova, ktori sa taktieZ zucastnili
seminaru su Praktické financie (Obrazok 2). Tato velmi pekne ilustrovand pomocka
obsahuje velké mnozstvo prikladov zameranych na zivotné situdcie. Su to ulohy
daniach, dochodkoch, hazardnych hrach... Ziaci uz v $kolskom veku ziskaji informacie,
0 ktorych nemaju ani tuSenie a naucia sa tak prakticky rozmyslat’. Na nasej zdkladnej Skole
v Bratislave mame bohaté skiisenosti s touto pomdckou a nevieme si ju vynachvalit. Ziaci
z nej vel'mi radi pocitajt, dokonca s vel’kou radost’ou plnia domace tlohy.

Praktickeé

Obrazok 2
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Zaver

Téma ucebnic vieobecne je velmi diskutabilna. Ci uz to boli staré uéebnice
alebo nové ucebnice. So zmenami, ktoré priniesla nova skolska reforma, prisli aj
nové ucebnice matematiky, ktoré boli vytvorené podla urcitych predpisov.
Niekomu sa pacia, ini zostali verni starym ucebniciam, ktoré pouzivaju CastejSie
ako tie nové. Myslime si, ze kazdy ucitel’ aj ziak si v nich dokéze ngjst’ nieco, ¢o ho
zaujme a pomodze v jeho praci, ¢i Stadiu.
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POZNAMKA O JEDNOROZMERNOM NEOKLASICKOM MODEL
PRE LINEARNO-KVADRATICKU APROXIMACIU V RBC-MODELOCH

MICHAL ZAKOPCAN

ABSTRACT. The main goal of this article is a verification of assumptions from [1]. These
assumptions are needed for validity of linear-quadratic approximation of a problem of
optimal control in RBC-models. We work with one-dimensional neoclassical
macroeconomic model. Only common conditions used in macroeconomic theory for utility
function and production function are included in the article.

Uvod

Tento ¢lanok vychadza z prace [1]. Predstavuje jej aplikdciu na zdkladny neoklasicky
jednorozmerny makroekonomicky model bezne sa vyskytujuci v ekonomickej literattire.
V ¢lanku sa overuje splnenie predpokladov z prace [1] na tomto modeli pre vSeobecne
zadant ucelova a produkénu funkciu len s bezne uvadzanymi makroekonomickymi
podmienkami na ne. Hoci sa v sucasnosti RBC (Real Business Cycle) modely kritizuju
Vv stvislosti s ich neschopnostou predpovedat’ vzniknuti celosvetovi krizu, neboli doteraz
nahradené ziadnymi inymi vhodnej$imi modelmi.

Matematicky predstavuje RBC model lohu dynamického programovania na ne-kone¢nom
tasovom horizonte. Nech X T R®, UCR™, x,C X, fP € C*X x U, R), F je linearna
funkcia, zapisana v tvare F = Ax+ Bu+ ¢, a § € (0,1). Pod pojmom pripustné riadenie a
jeho odozva budeme rozumiet’ par postupnosti ({ur}?:u: {xr}f:u,} spiﬁajﬁcich:

Xpeq1 = Flxpu)pret =01, ..,
x. € X,
u, ey,

také, ze rad:

i BEfO (s, u,)
=0

konverguje. Ozna¢ime #(f8,x ) mnozinu vietkych pripustnych riadeni a ich odoziev.
Pripustny par ({ii, 22, {%.}i2,) € ®(f,x,) sa nazyva optimélny, ak:

iﬁrfuﬁbﬁr} = iﬁrfu(xmur}
=0 t=0

plati pre vSetky ({u, )72 . {x diz ;) € 2(F,x0).
Pre uvedenu ulohu platia nutné podmienky optimality:
Xepq = Flxyu,)
07 = DfD (e ue) + P ], 4 DE, (e u,),
¥f = DR eue) + By DE (e uty), (1)
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za predpokladu regularnosti matice DF,(x,,u.) pre kazdé t = 0,1,... (vid’. [3]). V nasom
pripade DF, (x,,u,) = A pre kazdé t = 0,1,..., preto postaci pozadovat’, aby bola regularna
matica 4. Premenna 1 je adjungovana premenna a ekonomicky sa da interpretovat’ ako
tiefiova cena. Riadenie a jeho odozva, ktoré spifiajii nutné podmienky optimality budeme
nazyvat’ extremalne riadenie a jeho odozva alebo v skratke extremalny par. Ak optimalne
riadenie existuje, musi spifiat nutné podmienky optimality a preto je zaroven aj
extremalne. Opacné tvrdenie vo vSeobecnosti neplati.

Rovnovéznou trojicou budeme rozumiet' usporiadant trojicu (%, 14), ktord vyhovuje
sustave rovnic odvodenej z nutnych podmienok optimality (sustava (1)):

f=Af+Bi+c
0= DfP(%@)T + BBTY,
§ = DEA(Z DT + PATY. )

Rovnovazny bod bude potom dvojica (x, ). Tu je potrebné si uvedomit’, Ze rovnovazny
bod je funkciou premennej [, ¢o budeme v d’alsSom znacit' dolnym indexom £ pri jed-
notlivych premennych, ¢i funkénych hodnotach.

V ekonomickej praxi sa riesia ulohy tohto typu zvdcSa numericky tak, Ze sa ucelova
funkcia f? aproximuje Taylorovym polynémom druhého radu v okoli pevného bodu, &im
sa prejde od zlozitejSej pdvodnej ulohy k jednoduch$ej ulohe linearno-kvadratického
programovania (vid'. [5]).

V praci [1] sa vychddza z predpokladov stanovenych pre limitny pripad § = 1. Na za-
klade tychto predpokladov sa potom dokazuju tvrdenia aj pre [ blizke 1. V makro-
ekonomickom modeli f§ reprezentuje diskontny faktor a v ekonomickej praxi sa oby¢ajne
voli f=10,99 alebo §=0,9. Za platnosti tychto predpokladov sa v spominanej praci
ukazuje opravnenost’ aproximacie ucelovej funkcie kvadratickou funkciou pri zachovani
linedrnych podmienok na stav. Dalej tiez, Ze pre ulohu s povodnou tcelovou funkciou
z0zenl na okolie rovnovazneho bodu existuje jediné optimalne riadenie a jeho odozva,
rovné extremalnemu riadeniu a jeho odozve, a vztah pren sa lisi od optimalneho riadenia
pre linearno-kvadratickii tlohu len v ¢lenoch vysSieho ako prvého radu. NavySe sa
hodnotové funkcie liSia len v ¢lenoch vyssieho ako druhého radu, pricom obe optimalne
riadenia a ich odozvy konverguji k rovnovaznemu bodu. Ten je pre obe Glohy rovnaky.

Formulicia neoklasického jednorozmerného modelu

V 1Gvode spominany deterministicky model sa zaobera prerozdelovanim zdrojov
v ekonomike pozostavajucej z mnoho identickych, nekonecne dlho Zijucich domacnosti. Je
to priklad ekonomiky, v ktorej je prerozdelenie zdrojov v dokonale konkurenénom
prostredi identické s tym, ktoré urci socialny planovac pri maximalizovani celoZivotného
uzitku domacnosti. Predpokladame v niom, Ze domacnosti maju k dispozicii jednu jednotku
produktivneho ¢asu a kg produktivneho kapitalu, ktory amortizuje kon$tantnou mierou
0 < & < 1. Pretoze su vSetky domacnosti identické, mdZzeme vybrat’ jednu reprezentativnu
domacnost.

V kazdej periode t uvazujeme len jediny tovar (ide o jednosektorovy model rastu)
produkovany s vyuzitim vol'ne dostupnej technoldgie a kapitalu:

ve = flk.), ()
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kde fF(k) je produkéna funkcia, o ktorej sa zvy&ajne predpoklada, Ze je dvakrat spojite
diferencovatel’na, ostro rastiica a rydzokonkévna.
V kazdej peridde sa vystup rozdel'uje medzi beznu spotrebu ¢, a hrubé investicie i, :

Y= tin 4
Kapital sa riadi tzv. zakonom zachovania kapitalu:

kr+1 = (1 - 6}3{:: + E:t' (5)

Ulohou socialneho planovaca je maximalizovat’ celozivotny uZzitok domacnosti:

=]

Z BeU(c,),

t=0

kde 5 € (0,1) je diskontny faktor a funkcia I:{0,co) = (0,00) je dvakrat spojite
diferencovatel’na, ostro rastica a rydzokonkavna, pricom plati:

lim U'{c) = .
c—=0

Po vyjadreni ¢, zo vztahu (4) pri vyuziti (3) dostdvame ulohu dynamického
programovania na nekone¢nom ¢asovom horizonte:

max Zﬁrﬂ(}”(kt} — i),

;ir}?cz'n =0
kt+1 = (1 - ﬁ}kr + It!
kg - dané.

V tejto tilohe vystupuje i ako riadiaca premenna, kapital k je stavovou premennou. Ue-

lovou funkciou bude f2(k, i) = U(f (k) —i).

Overenie predpokladov

Tato Cast' pozostava z overenia predpokladov z prace [1] na modeli prezentovanom
Vv predoslej Casti.

Ako bolo spominané vyssie, nutné podmienky optimality platia len za predpokladu
regularnosti matice A. Pretoze z (5) mame 4 = 1 — &, uvedeny predpoklad je v tomto
modeli overeny.

Dalsim predpokladom (v praci [1] oznadovanom Predpoklad Q1) je existencia
rovnovaznej trojice Ulohy pre § = 1. Pod’'me ju najst. Rovnovazna trojica musi vyhovovat’
sustave (2):

Ek=(1-8)k+1
0=-U'(2) + B, )
P = U@f(k)+p1—-8), (6)
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kde = f {E} —i. Mo6zeme si v§imnut', Ze bod (0,0,0) nevyhovuje tejto ststave. Z druhej
a tretej rovnice (6) dostavame:

(k) =(1—p+ pa)/p. )

Odtial’: _
k= (f)t(1— g+ B8)/B]. ®)

Z (8) potom dostavame vztah pre riadiacu premennu:

k. 9)

Ca

=
Pre adjungovanti premennu plati:
g = U9/ (10)

Nasli sme teda rovnovaznu trojicu pre l'ubovolné [, z ¢oho vyplyva, ze pre =1
rovnovazna trojica (d’alej znacena so spodnym indexom 1) existuje, staci polozit’ § =1
vo vztahoch (8), (9), (10).

Dalej treba ukézat, ze Hessova matica ucelovej funkcie f° je v pevnom bode (ky, i)
zaporne definitna (Predpoklad Q3). V nasledujicom ukazeme, Ze je zaporne definitna
v bode '[.EEJ fg] pre akékolvek f vratane f = 1. Vypoditajme fik, fiers fie V tomto bode:

Py = £3.(ka.75) = U" (&) [ (kp)]” + U (&) 7" (i),
Qp = fi(kadp) = —U" () (ke),
R = fii (kg.i) = U"(Z).

Z predpokladov stanovenych na U/ a f v predoslej Casti vyplyva, Ze Pg = (), Rg =0 a
PaRp— Qf; = 0, ¢o dokazuje, ze Hessova matica ucelovej funkcie f° je v bode (Egj 1_;_;::]
zaporne definitna pre 'ubovolné f.

Predpoklad Q2 z prace [1] nebudeme bliZSie Specifikovat’, pretoze sa da zabezpecit
splnenim predpokladu regularnosti matice I — A a Predpokladu Q3 (vid’. [4]). V naSom
pripade je ¢islo I — A = & r6zne od nuly pre l'ubovolné &, z coho vyplyva, ze Predpoklad
Q2 je overeny. Navyse aj [ —fA=1— 5+ 6 = 0 pre vsetky § € (0,1). Je to pred-
poklad, ktory sa vyzaduje v teorii z prace [1].

Oznatme Pg =P —Qz/Rg, Bg=—B?/Rp a Ag=A—BQg/Rg. Dalsim predpo-
kladom, ktory treba overit’ je regularnost’ matice A;. Overmeto. Ag =1 -8 +f ’{Eg}, ¢o
je podla (7) rovné 1/§ a teda nenulové pre akékol'vek 5 vratane § = 1.

Predposledny predpoklad je stabilizovatenost dvojice matic (4, E), v nafom pripade
dvojice &isel (1 — &, 1), ktory je splneny trivialne (vid'. [1], resp. [2]).

Pred overenim posledného predpokladu je nutné spomenut’ d’alSiu tedriu z prace [1]. Da sa
ukazat, Ze ststavu diferencnych rovnic (1) mozno vd'aka predpokladu regularity matice Ag
zredukovat’ na ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych:
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A%—EgP B
% ,3q = 'Eng'gé‘xt + ﬁé‘wﬁ ¢.v.r,
R Pg 1
0Prs1 = —g—@ﬂxr"‘g—@ﬂﬂ-‘# ¢.v.1, (11)

kde &x, = x, — xp, 8y, =, — 1,53 a skratka ¢. v. r. znamend ¢leny vysSieho radu, teda
zvySok Taylorovho rozvoja. V tejto tedrii hrd rozhodujicu ulohu linearizécia systému (11)

v pevnom bode, tj. matica:
A-BpgPp  Bg

_ Ag 5
Mg = Pg 1
Fag f4g

ktorej jedna vlastna hodnota lezi vnutri a druha zvonka jednotkovej kruznice pre /§ dosta-
tocne blizke 1.

Teraz mozeme prejst’ k poslednému predpokladu. Ten sa da zredukovat’ na podmienku
vyberu 5 len z takého (dostato¢ne malého) okolia bodu 1, aby najmensia z absolatnych
hodnot vlastnych Cisel matice Mg leZiacich zvonka jednotkovej kruznice bola vécsia ako
1/f. V nasledujiicom pre priklad neoklasického modelu ukazeme, ze obe vlastné hodnoty
matice Mg st kladné redlne Cisla, obe lezia mimo jednotkovej kruZnice, pricom jedna
Z nich je menSia ako 1 a druhd vécSia ako 1/f. Uz predtym sme ukdzali, ze Ag = 1/f.
Teda Mg moZeme vyjadrit’ ako:

1
~—fBgP; [B
Mﬁzgﬁ’aﬂﬁ’ﬂ_
—Pg 1

Vypocitajme vlastné ¢isla tejto matice, dostaneme:

[
s [P
%g—gs,gpsi}é![‘—;} —2'~1+.E}B'3P3+,E5'-B'53P"§

AE = = 2
Lahko zistime, ze Bg P < 0 pre vietky £ € (0,1). Preto je vyraz pod odmocninou kladny
a vlastné hodnoty st realne &isla, obe vicsie ako nula. Dalej plati, Ze ﬁif; = 1,-":@, kde jl,;l;
budeme oznacCovat’ mensiu z vlastnych hodnot. Pretoze 45B g Pg < 0, dostdvame:

(5 <2 2 m o

1+5 (1- BV o
T—ﬁﬂgpg —2= .\ll(T) - 2(1 +ﬁ}ﬂgpg+ﬁ‘ﬂﬁpﬁj

z &oho hned’ 43 < 1. Kedze fAz = 1/43, tak A7 = 1/B > 1 pre vietky £ € (0,1).

Aj posledny predpoklad z prace [1] je teda overeny.

Je este potrebné povedat’, ze v praci [1] sa predpoklada, Zze ticelova funkcia je trikrat
spojite diferencovatelna, no tato silnejSia podmienka je obycajne taktiez splnena.
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Zaver

Podarilo sa nam overit' splnenie vSetkych predpokladov obsiahnutych v praci [1]
na jednorozmernom neoklasickom makroekonomickom modeli s bezne zadanymi
podmienkami na uzitkova a produkénti funkciu. Tieto predpoklady predstavuju podmien-
ky, ktoré je nutné splnit’, aby bolo mozné plne zdévodnit’ opravnenost’ aproximacie uce-
lovej funkcie taziskovej ulohy v praci [1], na ktora veda RBC-modely, Taylorovym po-
lynémom druhého radu na okoli pevného bodu a tym umoznit’ jej rieSenie v jednoduchsej
linearno-kvadratickej forme. Ukazalo sa, Ze nastavenia neoklasického modelu st urobené
tak, ze vSetky predpoklady su splnené nielen pre diskontny faktor § blizky jednotke, ale
dokonca pre vietky f z intervalu (0,1). Z toho titulu sa vlastne nemusime obmedzovat
na bezprostredné okolie 1 a v pripade neoklasického modelu platia uzavery z prace [1]
pre akékol'vek f € (0,1). Hoci toto zistenie nie je silnym matematickym vysledkom, pred-
stavuje v pomerne Sirokom aplikacnom spektre jednorozmernych makroekonomickych
uloh pozitivne nahliadnutie na teoretické zavery urobené v [1].
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SPOSOBY MOTIVACIE VO VYUCOVANI
BENICKA PATRICIA, HALAMA FILIP, KUREKOVA ZUZANA

Motivacia

Jan Amos Komensky vo svojom diele Didactica Magna (1627-1638) napisal o
motivacii nasledovné:

“Aby sa deti mohli ucit vaznym veciam, ktoré im niekedy maju vazne prospievat
ato ucit sa lahko a prijemne, musime spdjat’ prijemné s uzitocnym, aby sa tak
detska mysel dala viest ako nejakym lakadlom a doviest tam, kam chceme.”

Rovnako tak viaceri didaktici uvadzaji symbolickl rovnicu: vykon =
schopnosti x motivacia

Ak ziak nema Ziaden vykon, jeho motivacia na vyucovani je nulova.

Motivacia zo psychologického hl'adiska je proces, ktory aktivuje Tl'udské
spravanie a ddva mu ucel a smer.

Je to vnuitorna sila, ktora vedie jedinca k dosiahnutiu osobnych a organizaénych
cielov.

V didaktike je motivacia chapana ako ¢innost’, pomocou ktorej sa u jednotlivca
(ziaka) vzbudzuje zdujem o ucenie, koncentruje sa jeho pozornost’.
pontikame nasledujice sposoby motivacie, ktoré je mozné pocas vyucovacieho
procesu pouzit: motivacné video, hra, historické poznadmky, historicky pohl'ad na
danti problematiku, zabavné a zaujimavé ulohy, ulohy zo Zivota a beznej praxe,
projektové vyucovanie.
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UCITELOV PRIMARNEJ SKOLY V OBLASTI PRACE S NADANYMI
ZIAKMI
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MARIA GABAJOVA
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VIERA CERNANOVA
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APLIKACIE FOURIEROVYCH RADOV NA RIESENIE ULOH
V DYNAMIKE STAVEBNYCH KONSTRUKCI{
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JAROSLAVA SKORIKOVA

SOLUTIONS OF WEAKLY NONLINEAR IMPULSIVE SYSTEMS
BOUNDED ON THE ENTIRE REAL AXIS

13% hod. — 13" hod.
PETER VRABEL — MARTA VRABELOVA
THE FUZZY NUMBER-VALUED UPPER INTEGRAL

13" hod. — 13%* hod.

MICHAL ZAKOPCAN

POZNAMKA O JEDNOROZMERNOM NEOKLASICKOM MODELI PRE
LINEARNO-KVADRATICKU APROXIMACIU V RBC-MODELOCH
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ANTONIO BOCCUTO, XENOFON DIMITRIOU
IDEAL EXHAUSTIVENESS AND LIMIT THEOREMS FOR (/) -GROUP-

VALUED MEASURES

13* hod. — 14% hod.

MILAN JASEM

ON CONVERGENCE WITH A FIXED REGULATOR IN RIESZ GROUP
13*hod. — 14" hod. COFFEE BREAK
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Rokovanie vedie : RNDyr. Dusan Vallo, PhD.

14" hod. — 14* hod.
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EVA BARCIKOVA, JAN SUNDERLIK
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