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ABSTRAKT. V tomto prispevku sa zaoberame niektorymi suctovymi vzorcami, ich odvodenim,
ako aj dokazom s vyuZitim geometrickej interpretdcie daného suctu. Uvdadzame S$tyri ulohy
spolu s riesenim, ktoré by mali poméct Ziakom vytvorit si ucelenejsie poznatky z matematiky.

KrUCOVE SLOVA: Suctoveé vzorce, geometricka interpretacia, matematicka indukcia.

ABSTRACT. In this paper we deal with some sum formulas, their derivation and proof, using
geometric interpretation of the sum. Here are four tasks and their procedure of solutions that
would help students develop a more comprehensive knowledge of mathematics.
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Uvod

So suétami ¢lenov postupnosti sa Ziaci stretdvaju pri ucive o postupnostiach na
gymnaziu. Specialne sa venuju aritmetickej a geometrickej postupnosti. S niektorymi
suctami cClenov postupnosti prirodzenych c¢isel sa vSak mozu stretniit’ aj pri ucive
0 matematickej indukcii. Tam st im predlozené vzorce na sucet vSetkych prirodzenych
¢isel od 1 po n, alebo sicet prvych n Stvorcov. Tieto maju nasledne dokazat’ pomocou
matematickej indukcie. V tomto prispevku chceme ukazat, ako je mozné tieto vztahy
odvodit’ a aj dokazat’ bez pouzitia matematickej indukcie. Takto chceme Ziakom objavnym
sposobom ukéazat, ako sa daju tieto a d’alsie podobné vztahy odvodit’ a dokazat’. Ulohou
ziakov bude skamat’ jednotlivé sucty, vytvorit’ ich vizualizaciu, vytvorit’ hypotézu, ktoru
budii musiet’ nasledne dokdzat. Pri dokaze sa budeme snazit' vyuZzivat geometricku
interpretaciu danych suctov.

Niektoré suctové vzorce a ich odvodenie

V dnesnej dobe je Casto kritizované, Ze sa Ziakom predkladaju hotové poznatky miesto
toho, aby si ich svojou vlastnou aktivitou vytvorili. V ucive o matematickej indukcii ziaci
dokazuju stétové vzorce, o ktorych nevedia ¢asto takmer ni¢ navySe ako napriklad spdsob
ako ich odvodit alebo historické pozadie odvodenia danych stcétov. Podl'a nasho nazoru je
pre ziakov obohacujuce, ak dostani moznost’ na hodine ziskat’ takéto poznatky.

Teraz uvedieme niekolko tloh aj s postupom ich rieSenia, ktoré veda k odvodeniu
a dokazaniu niektorych suctovych vzorcov objavnym sposobom.

Uloha 1: Ndjdite vzorec na vypocet siic¢tu prvych n prirodzenych cisel.

Na tvod mozeme zZiakom pre nazornost’ predviest’ jeden konkrétny sti¢et pre zvolené n.
Potom ich vyzveme, aby navrhli postup, ako n4jst’ nejaky vzorec na vypocet tohto suctu
pre 'ubovolné n. NajvhodnejSie st navrhy, ktoré vedu k postupnému urcovaniu hodnot
tohto suétu pre rézne hodnoty n, na zaklade ktorych mézeme vytvorit’ hypotézu. Stcasne
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od ziakov ziadame, aby navrhli vhodnti reprezentaciu tohto stétu obrazkom. Existuje
niekol’ko moznosti, ktoré ziaci mézu navrhnit’ (usecky s dizkami 1 cm, 2 cm, ... vytvoria
jednu tsecku; rovnaké geometrické objekty usporiadat’ do vhodného tvaru; a pod.). Tu
mobzeme ziakom polozit' otazku, ktory névrh je najvhodnejSie pouzit? Geometricka
interpretacia prostrednictvom useCiek je analdgiou k postupnému pripocitavaniu Cisel.
Lepsie je pouzit’ usporiadanie nejakych geometrickych utvarov (kruhy, Stvorce, a iné) do
vhodnych zoskupeni alebo tvarov, napriklad do trojuholnika (vid obrazok 1).

Obrazok 1

Kazdy z tychto trojuholnikov je mozné doplnit’ rovnakym trojuholnikom na obdiZnik.
Tuto skuto¢nost’ musia Ziaci objavit’, aby mohli sformulovat’ potrebni hypotézu. Spravna
hypotéza je
n(n+1)

2

Tento postup je istou obmenou postupu, ktory objavil Karl Friedrich Gauss (1777 —
1855) pri hladani suctu ¢isel od 1 do 100. S¢itanim prvého a posledného cisla, druhého
a predposledného ¢isla, atd” ziskame vzdy rovnaky sucet n+1. Tychto dvojic je vSak

1+2+3+...+n=

. . , N
polovica z celkového poctu séitavanych Eisel. Celkovy sucet je potom rovny E(n +1). Pre

neparne N je potrebné uvazit, ze prostredné c¢islo nebude mozné scitat’ s d’alSim Cislom.
V takomto pripade je mozno eSte vhodnej$§im postupom pripocitat k danému saétu
rovnaky sucet, ale v opa¢nom poradi. Takto vytvorime dvojice, ktorych sucet je n+1 aich
pocet je n. Potom hladany stcet je rovny polovici zo sucinu n(n +1). Tento postup
modzeme zapisat® takto:
2s=(1+2+3+..+4n)+(n+(n-1)+(n-2)+...+1)=
=@1+n)+(2+n-1)+@+n-2)+...(n+1)=n(n+1)
Okrem spominanej hypotézy je moZné, Ze Ziaci navrhni aj niektoré iné. Ak
interpretuju dany sucet ako obsah pravouhlého trojuholnika s odvesnami dizky n, tak
vytvoria hypotézu
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n2
1+2+3+...+n=?.

Pouzitim zvolenej geometrickej interpretacie hypotézu aj dokazeme.

Uloha 2: Ndjdite siicet prvych n parnych prirodzenych cisel.

Pouzijeme analogicky postup ako v predchadzajicej ulohe. Rozdiel nastane az pri
geometrickej interpretacii danych suctov. Ak zvolime podobnt interpreticiu ako
v predchadzajicej ulohe, tak vznikne pravouhly trojuholnik, ktorého odvesny tvori n a 2n
zvolenych objektov. Znova je mozné kazdy z tychto trojuholnikov doplnit’ rovnakym
trojuholnikom na obdiZnik so stranami n a 2n+2. Iny spdsob usporiadania mozeme vidiet
na obrazku 2. Kazdy lichobeznik na obrazku je mozné rozdelit’ na 2 zhodné trojuholniky,
ktoré spolu vytvaraju obdiznik so stranami n a n+1.

Obrazok 2

Obidva postupy vedu k spravnej hypotéze
2+4+6+...+2n=n(n+1)

Platnost’ tejto hypotézy dokazeme opét’ prostrednictvom tvahy a zvolenej geometrickej
interpretacie.

Uloha 3: Ndjdite sicet prvych n nepdarnych prirodzenych cisel.

V tejto ulohe bude opdt’ postup analogicky s postupmi v oboch predchadzajicich
ulohach. Rozdiel znova nastdva pri zvoleni vhodnej geometrickej interpretacie.
Geometrické interpretacie z oboch predchadzajucich tloh sa daju pouzit’ aj tu. Okrem nich
je mozné pouzit' eSte ndzornejsi spdsob. Po vypocitani niekol’kych suctov pre zvolené
hodnoty n zistime, ze vysledkom je vzdy druhd mocnina poctu scitavanych cisel.
Jednotlivé neparne dCisla, reprezentované danym poctom zvolenych geometrickych
objektov, skusime rozmiestnit’ tak, aby tvorili Stvorec. Na obrazku vidime toto
usporiadanie. Potom uz l'ahko vytvorime hypotézu

1+3+5+...+(2n-1)=n’

ktoru nasledne dokazeme.
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Obrazok 3

Uloha 4: Ndjdite siicet tretich mocnin prvych n prirodzenych cisel.

Zagnime znova vypoéitanim niekol’kych suétov. Ziaci z vysledkov by mali zistit, Ze
sucet je vzdy druhou mocninou nejakého prirodzeného Cisla. Na zistenie, ako toto
prirodzené Cislo zavisi od zvoleného poctu s¢itavanych tretich mocnin pouzijeme vhodné
usporiadanie zvolenych objektov. Mdzeme pouzit StvorCeky papiera alebo moézu ziaci
priamo kreslit’ na papier. Musia potrebny pocet Stvorcekov usporiadat’ do tvaru Stvorca.
DiZka strana tohto $tvorca sa rovna suétu prvych n prirodzenych &isel. S vyuZitim tohto
faktu a poznatku z prvej tlohy Ziaci vytvoria hypotézu

2
P+2°+3+...4+n°=(1+2+3+...+n) :{n(nTvtl)}

Dokaz hypotézy vykoname uvahou s vyuzitim opisanej geometrickej interpretacie.

Obrazok 4

Poznamka 1:

Vo vyssie uvedenych postupoch sa hovori o usporiadani geometrickych objektov do
tvaru trojuholnika, lichobeznika, obdiznika a §tvorca. V pripade ak n je rovné 1, tieto tvary
nemusia vzniknit. Tento pripad moézeme chéapat’ napriklad ako pravouhly trojuholnik
s odvesnami dizky 1.
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Poznamka 2:

Vo vyssie uvedenych postupoch sme uviedli, ze dokaz vykoname ivahou s vyuzitim
zvolenej geometrickej interpretdcie. Mnohi matematici takyto spdsob ,,dokazu®
neuznavaju. Na druhej strane su vSak matematici, ktori ho akceptujii. Podl'a ndSho ndzoru
je tento spdsob dokazovania pre potreby skolskej praxe prijatel'ny.

Zaver

VysSie uvedené ulohy a postupy ich rieSenia by mali podporit implementaciu
objavného vyucovania na hodinach matematiky. Pri rieSeni tychto uloh Ziaci musia
uplatnit’ r6zne procesy objavného vyucovania, ako napriklad vizualizaciu, tvorbu hypotéz,
experimentovanie. Tieto ulohy je mozné zaradit' do u¢iva o matematickej indukcii, ktora
vSak uz nie je povinnym ucivom predmetu matematika na gymnéziach. Predlozené
postupy sa mozu vyuzit' na odvodenie danych suctovych vzorcov aich dékaz sa moze
vykonat matematickou indukciou. Takto mozu ziaci ziskat’ ucelenej$i obraz o tvorbe
matematickych poznatkov a ich dokazovani.
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