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ABSTRAKT. V prispevku sa zaoberame analyzou pisomnych rieseni Ziakov, ktori sa zucastnili
krajského kola kategérie C Matematickej olympiady v roku 2012. Ziacke rieSenia vybranej
ulohy analyzujeme na zdklade a priori analyzy moznych rieseni tejto ulohy. Uloha patri do
kategorie izolovanych problémov. Je vhodné podobné probléemy predstavit' aj Ziakom, ktori nie
su rieSitelmi Matematickej olympiady. V prispevku uvedieme vybrané podobné problémy.
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ABSTRACT. In the contribution, we deal with the analysis of written solutions of pupils who
attended the county round of C category in Mathematics Olympiad in 2012. We analyse pupils'
solutions of a chosen task on the basis of a priori analysis of its possible solutions. The task
belongs to the category of isolated problems. It is suitable to introduce similar problems also to
pupils who do not attend Mathematical Olympiad. We offer more problems from this category
in the contribution.
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Uvod

Matematicka olympiada je sutaz ziakov zakladnych a strednych $kol, ktora vyhlasuje
Ministerstvo Skolstva, vedy, vyskumu a Sportu SR v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olympiady. V Skolskom roku
2011/2012 bol zorganizovany uz 61. roénik Matematickej olympiady. Sutaz ma viacero
kategorii, v prispevku sa orientujeme na krajské kolo kategorie C. Tato kategéria je urcena
pre ziakov strednych $koél, ktorym zostavaji do maturity viac ako 3 roky, t.j. pre prvakov
Stvorroénych gymnazii a kvintanov z osemro¢nych gymnazii.

Krajské kolo Matematickej olympiady kategorie C sa konalo v utorok, 17. aprila 2012.
V Nitrianskom kraji sa krajského kola kategérie C zucastnilo spolu 42 ziakov zo 16
strednych $ko6l. Zadanie obsahovalo $tyri alohy, kazda z tychto uloh patri do kategérie
izolovanych problémov. V nasom prispevku sa zameriavame na analyzu ziackych rieseni
jednej z uloh.

Teoretické vychodiska

Izolovany problém je taka tiloha na urcitom stupni vzdelavania v matematike, ktora je
pre ziaka netradi¢nou tlohou svojim zadanim, ale najmé postupom rieSenia, jeho rieSenie
si vyZaduje matematické skimanie. PocCiato¢na situdcia je v zadani izolovaného problému
presne popisand, cesta k ciel'u nie je znama (t.j. je otvorend) a ani ciel, ktory ma Ziak
dosiahnut), nie je presne dany alebo nie je dany vobec (t.. ciel’ je otvoreny) [1]. Pojmom
izolovany problém zvycCajne oznacujeme ulohu, ktorej rieSenie nie je na prvy pohl'ad, resp.
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po prvom preéitani, z dovtedy ziskanych vedomosti v matematike zrejmé. Ziak sa predtym
s podobnou alebo analogickou tlohou nestretol. Nedokaze okamzite najst’ postup rieSenia.
Dokaze vsak problém analyzovat, nacrtnit’ rieSenie Ciastkovych uloh, ktoré si rieSenie
izolovaného problému vyzaduje a neskor, ,,vyskladat™ rieSenie izolovaného problému ako
celku. Typickymi prikladmi izolovanych problémov su tlohy matematickych sutazi,
najma ulohy Matematickej olympiady [2].

Metody

Na analyzu riesitel'ského postupu ziakov, ktori sa zic€astnili krajského kola kategorie C
Matematickej olympiady v Nitre, sme zo zadania vybrali Glohu ¢.1:

Pre vsSetky redlne Cisla x,y,z také, Ze x<y<z  dokdite nerovnost
x2—y2+22>(x—y+2)>.

V ramci pripravy na analyzu ziackych rieSeni ulohy z Matematickej olympiady sme
eSte pred samotnou analyzou a nahliadnutim do Ziackych rieSeni urobili a priori analyzu
predpokladaného postupu rieSenia tlohy ziakmi a urCili premenné a priori analyzy
(Tab. 1) [3].

Premenné analyzy predpokladaného postupu rieSenia ilohy

P.1 | Ziak overil nerovnost’ pre konkrétne trojice &isel.

P.2 | Ziak ovlada vzorec pre druhii mocninu trojélena.

P.3 | Ziak upravil pravu stranu roznasobenim.

P.4 | Ziak spravne pouzil ekvivalentné ipravy pre nerovnosti.

P.5 | Ziak spravne pouzil vynimanie pred zatvorku.

P.6 | Ziak dokazal rozhodnut, & rozdiel dvoch premennych bude kladné alebo zaporné &islo.

P.7 | Ziak vedel rozhodniit, & sugin dvoch vyrazov v zatvorkach bude kladné alebo zaporné &islo.

P.8 | Ziak dokazal posudit, &i prava, resp. Pavé strana upravena na siéin spiiia predpoklad.

P.9 |Ziak dokazal povodnu nerovnost’ tak, Zze dokazal nerovnost s iou ekvivalentni.

P.10 | Ziak uviedol v rieseni, ze ak dokaze ekvivalentnii nerovnost’, dokaze aj nerovnost’ pdvodn.

Tabul’ka 1: Premenné a priori analyzy.

Podla tychto premennych predpokladaného postupu rieSenia boli nasledne
analyzované rieSenia Ziakov.

Diskusia

Zo 42 ziakov, ktori sa krajského kola kategorie C zcastnili, ulohu ¢.1 aspon zacalo
riesit’ 39 ziakov. Maximalny pocet bodov, ktori mohli ziaci za rieSenie ulohy ziskat’, bolo
6 bodov. Body ziaci ziskavaju nielen za spravne rieSenie, ale tiez za postup pri rieSeni
a dovodenie. Viac ako polovica bodov bola za rieSenie tlohy udelend Strnastim ziakom,
z toho trinast’ ziakov ziskalo za rieSenie tlohy plny pocet bodov, ateda tlohu spravne
vyriesili az do konca.

Pri rieSeni si védcSina ziakov zvolila rovnaky postup, aky sme predpokladali v a priori
analyze rieSenia danej tulohy. Iny postup rieSenia Si zvolilo dvanast Ziakov, ale len
v troch pripadoch bol tento postup spravny a ziak platnost’ nerovnosti dokézal. V ostatnych
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deviatich pripadoch Ziaci nespravne wupravili vyraz na pravej strane nerovnosti,
resp. pouzili pri svojom rieSeni neekvivalentné upravy, a teda nerovnost’, ktori na konci
rieSenia dostali a ktorej platnost’ mala potvrdit’ platnost’ pévodnej nerovnosti, nebola s
povodnou nerovnost'ou zo zadania tlohy ekvivalentna.

Nasledujici graf (Graf 1) znazorfiuje =zastupenie premennych vyplyvajucich
z pisomnych rieseni Ziakov. Ak sa v ziackom rieSeni nachadzal udaj charakterizovany
jednotlivymi premennymi a jeho pouzitie bolo spravne, premennu Sme pri konkrétnom
rieSeni oznadili ,,Ano a spravne. Ak sa sice udaj v rieSeni nachadzal, ale jeho pouzitie
bolo nespravne, premenni sme oznacili LAno a nespravne. Ak premenna v rieSeni
zastupena nebola, oznacili sme ju ako ,,Nie*.
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Graf 1: Zastupenie premennych a priori analyzy v pisomnych rieSeniach Ziakov.

Zgrafu (Graf 1) je zrejmé, ze dvanast ziakov vrieSeni Ulohy overilo platnost
nerovnosti pre konkrétne zvolené usporiadané trojice Cisel, ostatni ziaci sa pokusili
nerovnost’ dokédzat’ hned’ pre vSeobecne zvolené usporiadané trojice realnych cisel x,y, z.
Z analyzy ziackych rieSeni tiez vyplynulo, Zze osem ziakov bolo schopnych riesit' tuto
ulohu len numericky, ateda po overeni platnosti nerovnosti len pre niektoré vybrané
usporiadané trojice Cisel x, y, z d’alej v rieSeni nepokracovali.

V prvom kroku vSeobecného dokazu nerovnosti (premenné P.2 a P.3) Ziaci vyraz
napravej strane nerovnosti cCastejSie upravovali jeho rozpisanim na dve zatvorky
a naslednym roznasobenim (osemnast’ Ziakov) ako pouzitim vzorca pre druhii mocninu
troj¢lena (desat’ ziakov, z toho jeden Ziak pouzil vzorec nespravne). Ddvodom mohlo byt
napriklad to, ze vzorec pre druhti mocninu trojélena nepoznaju, resp. mali obavy, ze sa pri
uprave spaméti podl'a vzorca mozu pomylit’.

Zudajov dalej vyplyva, ze vicsina Ziakov, ktori vo svojom rieSeni upravovali obe
strany nerovnosti pouzitim ekvivalentnych Uprav (premenna P.4), vybrané ekvivalentné
tGpravy pouzila spravne. Ziaden zo Ziakov, ktori pri iprave nerovnosti pouzili vynimanie
pred zatvorku (premenna P.5), pri uprave neurobil chybu.
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V Casti rieSenia, ked’ Ziaci upravili nerovnost’ do tvaru, v ktorom na jednej strane
nerovnosti mali ¢islo 0 a na druhej strane vyraz upraveny na sucin, bolo délezitym krokom
vediet’ rozhodnut, ¢i rozdiel dvoch premennych, resp. sucin dvoch vyrazov v zatvorkach
bude kladné alebo zaporné ¢islo (premenné P.6 a P.7). Tento krok bol problémovy len pre
jedného ziaka, ostatni ziaci (trindsti pri premennej P.6, desiati pri premennej P.7)
S rozhodnutim, ¢i pdjde o kladné alebo zaporné Cislo, problém nemali.

V zaverecnej faze rieSenia mali ziaci posudit’, ¢i prava, resp. 'ava strana nerovnosti
upravena na suéin spiiia predpoklad zo zadania ulohy (premenné P.8). Piatim z dvadsiatich
ziakov robilo toto rozhodnutie problém, ¢o mohlo byt u niektorych z nich spdsobené aj
tym, ze nesprdvnymi Upravami dostali nerovnost’ v tvare, ktord nebola ekvivalentna
S povodnou nerovnost'ou zo zadania.

Ako sme uz uviedli, spravny dokaz nerovnosti uviedlo trinast’ ziakov, ktori platnost’
povodne] nerovnosti dokazali tak, ze dokazali platnost’ nerovnosti s nou ekvivalentnej
(premenna P.9). Iba jedenast’ Ziakov tato skuto¢nost’ vo svojom rieSeni aj slovne opisalo
(premennd P.10). Vzhl'adom na to, ze ide o krajské kolo matematickej stitaze, ktorého sa
zuCastnuji vybrani Zziaci, vitazi Skolskych a obvodnych ko6l Matematickej olympiady,
mdbzeme tento vysledok povazovat’ len za uspokojivy.

Podobné izolované problémy

Uloha z krajského kola kategorie C Matematickej olympiady nie je vo svojej podstate
zlozitd. Zahifia jednoduché ekvivalentné upravy, upravu na saéin a menej naro¢né
myslienkové operacie. Ziakom pri jej rieSeni vSak nesta¢i mechanicky ovladat’ upravu
vyrazov a ekvivalentné upravy nerovnosti. Uloha si vyZaduje matematické skumanie
a dovodenie, ktoré je nutné rozvijat' u vSetkych zZiakov, nielen u tych, ktori su rieSitel'mi
Matematickej olympiady.

Z toho dovodu ponukame dalSie izolované problémy, ktoré st svojou povahou
podobné ulohe z Matematickej olympiady.

Problém 1: Nech x, y, z su kladné redlne cisla, pre ktoré plati xy + yz + zx = 1. Ukdzte,
Ze plati nerovnost:

x+y+22\/3.

Problém 2: Dokdzte, Ze pre realne cisla x, y, z plati nerovnost

x y z\2 x* y? z?
44l <« 4
(2+3+6)_2+3+6

Kedy nastane rovnost?

Problém 3: Nech x, y, z su kladné redlne cisla vyhovujuce rovnici x + y + z = 1. Dokdzte,
Ze
xy(x +y)? +yz(y + 2)? + zx(z + x)? = 4xyz.

Kazdy z tychto problémov ma aspoi tri metody rieSenia [2], preto je vhodné pouZivat
ich pocas vyuCovacich hodin matematiky pre vsSetkych ziakov na rozvoj ich logického
myslenia, tvorivosti, predstavivosti, kritického myslenia a dovodenia. Su vSak velmi
napomocné aj pocas seminarov a cvi¢eni z matematiky, alebo vramci pripravy na
Matematickt olympiddu, a to najma kvoli moznosti predstavit’ ziakom heuristické stratégie
a rozne nerovnosti, ktoré si beznym nastrojom pri rieSeni izolovanych problémov, ako
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napriklad Cauchyho nerovnost, Jensenova nerovnost, ¢&i vztah aritmetického
a geometrického priemeru.

Zaver

Na dosahovanie vynimo¢nych vysledkov nielen vo vyuCovani, ale aj v rdéznych
matematickych sutaziach, ani zd’aleka nepostacuju kvalitné ucebnice a pasivny pristup
ziakov k vyudovaniu. Ziaci potrebuju samostatne budovat’ svoje poznatky, a to skimanim
problému, jeho analyzou, kladenim otazok, analyzou svojich zisteni a diskusiou o nich so
svojimi spoluziakmi a s uéitePom. Ziaci musia budovat svoje poznatky aktivnym
pristupom k uéeniu sa a neustalym dopliianim svojich vedomosti a zru¢nosti o rozne nové
matematické metody, stratégie, techniky a nastroje na rieSenie problémov. Tie su
pre Ziakov nevyhnutné nielen pocas vyucovacich hodin matematiky, ale aj v realnom
Zivote. Ziaci tiez musia vediet svoje rieSenia prezentovat, a to jasne a zrozumitelne,
podlozit’ ich logickymi argumentmi a vhodne reagovat’ na kritické poznamky spoluziakov
¢i ucitela. Preto sa domnievame, ze je vhodné zaradovat izolované problémy do
vyucovania matematiky.

Zarad’ovanie izolovanych problémov anasledna analyza ziackych rieSeni tychto
problémov je pre uditela dolezitou informaciou o Grovni poznatkov ziakov aj o ich
schopnosti komplexne zhodnotit’ a vyriesit' zadany problém. Analyza Ziackych rieSeni tiloh
z Matematickej olympiady ¢i inych matematickych sitazi moze tiez vyznamne prispiet
k hodnoteniu urovne vzdelania v oblasti matematiky v danom regione ¢i na celom
Slovensku.
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