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ABSTRAKT. Prispevok sa venuje rieseniu problémov vypoctov viastnych hodnét vypoctovych
modelov vozidla. Vlastné frekvencie a vilastné hodnoty su povazované za zakladné ciselné
charakteristiky definujiice dynamicku individualitu kazdého dynamického systému. Ked
pozname tieto charakteristiky, mozeme predpovedat spravanie sa dynamického systému pri
rozlicnom budeni. Viastné hodnoty sa zvycéajne uréuju bez ohladu na tlmenie systému. V tomto
pripade su viastné hodnoty redlne Cisla. V pripade, Ze berieme do uvahy tlmenie, viastné
hodnoty su komplexné Cisla a vypocty su komplikovanejsie.

KrUCOVE SLOVA: aplikdcie, dynamicky systém, viastné hodnoty dynamického systému

ABSTRACT. This paper is dedicated to the solution of the problems of calculation of natural
values of some computing model of vehicle. Natural frequencies and natural modes are the
basic dynamical characteristics defining the dynamical individuality of a dynamical system.
When we know these characteristics we can prognosticate the behaviour of the dynamical
system under various excitation. Natural values are usually calculated without consideration
the damping of the system. In this case the natural values are real numbers. In the case when
the damping is taken into consideration the natural values are complex numbers and
calculation is more complicated.

KEey WoRbs: applications, dynamical system, natural values of a dynamical system

CLASSIFICATION: M55

1 Uvod

Vlastné hodnoty — vlastné frekvencie a tvary vlastného kmitania sii povaZzované za
zakladné Ciselné charakteristiky definujiice dynamicku individualitu kazdého dynamického
systému [1], [2]. Ich vypocet je nedelitelnou stcastou kazdej komplexnej dynamickej
analyzy. Utlm velkej vacSiny stavebnych a dopravnych konstrukcii je relativne maly
(podkriticky Utlm), preto cela sucasna tedria kmitania takychto systémov bola budovana
tak, aby sa pri analyze kmitania mohlo pracovat’ s vlastnymi hodnotami ziskanymi za
predpokladu, Ze tlmenie je malé a mézeme ho zanedbat. Skutocnost, ze pri vypocte
vlastnych hodnot dynamického systému sa vo vel'kej véacsine pripadov tlmenie neberie do
uvahy ma aj inu priinu — matematické problémy spojené sich analyzou. Pri analyze
vlastnych hodndt netimeného systému st tieto hodnoty redlne ¢isla. Ich vypocet a grafické
zobrazenie nepredstavuje dnes ziadny problém. Vlastné hodnoty tlmeného systému su
komplexné Cisla. Ich vypocet z matematického hladiska je zlozitej$i a nastava tiez problém
s grafickou interpretaciou ziskanych vysledkov. Prekladany prispevok na konkrétnom
priklade vypoctového modelu vozidla dokumentuje vypocet vlastnych hodndt za
predpokladu, ze tlmenie sa zanedbava iza predpokladu, Ze tlmenie sa berie do uvahy
v skutoénych hodnotach. Poukazuje na matematické stranky obidvoch rieseni a na
moznosti grafickej interpretacie. Porovnavaji sa navzajom ziskané vysledky a potvrdzuje
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sa opravnenost’ zanedbania tlmenia pri analyze vlastnych hodnét takéhoto dynamického
systému.

2 Pouzity vypoc¢tovy model vozidla
Predmetom analyzy je tzv. Stvrtinovy model vozidla, zobrazeny na obrazku 1. Tento
vypoctovy model reprezentuje polovicu jednej napravy vozidla.

mj

ki by

ks _'T' b,

h(x)

Obrazok 1: Vypoétovy model vozidla

Ak praca sily nezavisi na trajektorii, ale len na pociatoénom a koncovom bode
trajektorie, nazyvame tito silu konzervativnou. Prikladom konzervativnych sil s sila
tiazova a sila gravitacna. V pripade, ze praca sily zavisi na trajektérii, hovorime o silach
nekonzervativnych resp. disipativnych. Prikladom disipativnych sil je sila trenia a sila
odporu prostredia. Zo zakona zachovania mechanickej energie vyplyva, Ze sucet kinetickej
a potencialnej energiec hmotného bodu je rovnaky v kazdom mieste konzervativneho
silového pola. Je zrejmé, ze praca nekonzervativnych sil po uzavretej trajektorii je na
rozdiel od prace konzervativnych sil r6zna od nuly. Zakon zachovania mechanickej energie
je $pecialnym pripadom zdkona zachovania energie, ktory sa vztahuje na vsetky druhy
energie. V pripade disipativnych sil akymi s napr. trecie sily, ¢ast’ mechanickej energie sa
meni na tepelni energiu, avsak celkova energia sa zachovava.

Takze rovnica disipativnych tlmiacich sil je

{2 f=—1plo} =20 ], 1} (1)

Po aplikacii Bettiho vety ziskame pohybové rovnice tvaru:

[l )+ [pJiv}+ [ fiv = {0} @

t. j. dostaneme systém rovnic:

my, +b1(‘>1 _‘>2)+kl(vl _Vz): 0
myv, —by(V, =V, )+ by — k(v =v,)+ Ky, =0 3)
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Ako modelovy priklad pouzijeme ¢iselné charakteristiky zodpovedajiuce nakladnému
automobilu Tatra T148.

m, =25141379kg m, =440kg
k, =197965N-m" k, =1200000N-m™
b =114236kg-s" b, =13734 kg-s

3 Vlastné hodnoty timeného systému
Riesenie systému (3) hfadame v tvare {v}= {vg( j)} e, kde {v2( j)} je vlastny vektor
prisluchajtci k vlastnému ¢islu 4. Charakteristickd rovnica ma tvar:
(172 + b A+ im 2 + (b, +by)A+ky + k)~ (B A+, F =0, @)
ktort Gpravami prevedieme na rovnicu:

/14+(b1+bz+ﬁ}13+[k1+k2 +ﬂ+ bb, J;tz+(b1kz + b,k j/1+ kik, -0 (5)

m, m m, m mm, mm, mm, mm,

Téato charakteristicka bikvadraticka rovnica ma S$tyri komplexné korene ana ich
urcenie sme pouzili niekol’ko substitucii a rad Giprav, pomocou ktorych sme mohli rieSenia
rovnice vyjadrit’ v tvare:

2
%,2,3,4:_1(M+ﬂJil\/l[M+ﬂj —[kl+k2 +ﬁ+ bb, J-i—yi

4\ m, m 204\ m, m, m, m,  mm,
(’Hbubljy_z(’%kubz’ﬂJ
m, m, mm, mm,
2
Lhth, (b _[hthk k& Bbb ),
4\ m, m, m, m,  mm,

kde y je realne rieSenie kubickej rezolventy.

(6)

0| =

F

Vyjadrenie korefiov A charakteristickej rovnice (4) je uz aj tak v tvare (6) znaéne
objemné, preto pre zjednodusSenie zapisu Yy zjednodusene zapiSeme aj rovnicu (5) v tvare:

B +al +a, P +ad+a,=0 7

Potom rezolventa vystupujica pri hl'adani rieSenia (4) je v tvare

y3 _azyz + (a1a3 —4a0)y + (4a2a0 - alz - a32ao)= 0 (8)
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Jej realne rieSenie ma tvar (9):

1

2 2
3 - 3 dr — 4 ajaz —4ay ——a;
y=3 _l{zﬂ _M +4daya, — a12 — agaoj + {_1[2‘12 _M+ daya, —a12 _agaol} +[3}

27 3 27 3 3

3
+ 1243 a (aa —4a, ) 1243 a (aa —4a, ) ’ @a; —4ay ;a§
2 2\¢143 0 2 2 2 2\¢193 0 2 2
3——| —=— +4dayag —ai —azay |~ || -=| —=— +4ayay —ai —aja, +|—
[27 3 2o 3 Oj [27 3 2o 3 OJ 3

Metdédami znamymi z rieSeni systémov diferencidlnych rovnic nasledne urcime
fundamentalny systém rieSeni a vytvorime vSeobecné rieSenie systému (3). V. modelovom
priklade dosadime do (4) resp. do (5) uvedené ¢iselné charakteristiky m, ,,b,, a k.

Zuvedeného je zrejmé, ze rieSitel takejto ulohy nevysta¢i tak povediac s perom
a papierom. Dalej je mozné pokracovat’ s pouZitim vypoctovej techniky. Program Maple
sice problém vyriesi vo vSeobecnom tvare, ale je pre bezné pouzitie neprakticky, pretoze
mé dizku 579 stran po 26 riadkov.

Numerické rieSenia charakteristickej rovnice je mozné ziskat' aj s pouzitim programu
MATHEMATICA®:

A, =-1,70156£8150% a 4, , =—151124+53,5682% (10)

Ak vysledky (10) aplikujeme d’alej na systém (3), dospejeme ku koneénym rieSeniam,

t. j. k vyjadreniu timenych kmitov v tvare:

{v}={zlo }e“ = {:1} (12)

kde v/ su stradnice vlastného vektora prisliichajuceho ku korefiu A charakteristickej
rovnice (4). Ku koretiu 4 | ,=—1,70156£8,1501 je priradeny vlastny vektor

vlo(l) 3 1785270592+9310348236i 12)
vg(l) B 188068361+2337193607i

a ku korenu /13,4 =-15,1124%53,5682i patri vlastny vektor
vf'(z) _ 253269874+6119416895i 13)
vg(z) —-6614932116—-3458669145i

Takze rieSenie systému (3) ma tvar:
vy = 198139 (0.991266' %' 12¥ cos8,1 50T +0,008734" 7015 ¢0s53,5682 +
+0,284867%" > 5in 8,150 — 0,00938%"7°"*% sin 53,5682 ) +
+e 108 (0,001302@15’1 124 008,150 1 —0,001302"7°"%% c0s53,5682 +
+0,003016">"**sin8,150 & —0,00078%"7"'* sin 53,5682 ) +
+e 108 (— 0,000624" "% 08,1501 +0,000624"7°"%% c0s53,5682 +
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+0,125992' ¥ 5in 8,150 —0,00034%"7°1% 5in 53,5682 )+
+e7 198139, (0,06307%' %12 0s8,150 ¥ — 0,0630%"7"* cos53,.5682 —
~0,500496' ¥ 5in 8,150 1 +0,06035%"7""* 5in 53,568 ),

v, = e*‘678‘39c3(0,1523 19211 058,150 —0,15231%" 7% c0s53,5682 —
—0,020327%"""**5in 8,150 —0,035040%"7°'*% 5in 53,5682 ) +
+e '8 (0,0074406315’1 124 00s8,150 1 —0,0074406" %1% c0s 53,5682 +
+0,0172346" > 5in 8,150 I —0,004484%"7°1%% 5in 53,5682 ) +
£, (0,000357%' %1124 cos8150 & — 0,000357%" "% c0s53,5682 +
+0,000333%' > 5in 8,150 1 +0,0185274"7°1% sin 53,5682 ) +
+e 198139, (£0,0212864'12% cos8.150 1 +1,0212% 701 05535682 —
~0,0720829' > 5in 8,150 +0,2984 k""" *% 5in 53,5682 ),

4 Vlastné hodnoty timeného systému

Vypocet vlastnych hodndt netlmeného systému sa da zapisat’ v maticovom tvare
a transformovat’ na problém vlastnych ¢isel matic

[l - )} + ] 40y =0} (14)
Frekven¢na rovnica v tvare (15) sa ndsobenim zl'ava inverznou maticou [m]z)l upravi
na Specialny problém vlastnych ¢isel

(]t [l )b =10} (15)
(i (-0 bl T, -y = 0} )
(oY e -[£], ) b = o} a7)

Vlastné frekvencie sa vypocitaju ako vlastné Cisla matice [D]_1 a tvary vlastného

kmitania su vlastné vektory tejto matice. Pre analyzovany dynamicky systém su Ciselné
vysledky nasledovné:

9,8969587
@) = 8,20663 radls = {”(U}:{’ }

ry| 14318543
fiy| [+0,2531170
) =56,46755 radls = | ' = .
re)] | -9.9967960

Zaver

Vlastné hodnoty st dolezité Ciselné charakteristiky definujiice dynamické vlastnosti
kazdého dynamického systému. Z praktickych doévodov sa vycisl'uju pre netlmeny
dynamicky systém. Vypocet vlastnych hodnét tlmeného systému je z matematického
hradiska naroény uz aj pre systém s 2° volnosti, ako je mozné vidiet' z hore uvedeného
textu. Problém je aj s grafickou interpretaciou vysledkov. Horeuvedené vysledky
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umoznuji pre konkrétny priklad urobit’ vzajomné porovnanie vlastnych frekvencii
tlmeného a netlmeného systému. Netlmeny systém ma hodnoty vlastnych frekvencii

@) = 8,20663 rad’s, @p) = 56,46755 rad/s.
Pre tlmeny systém dostavame vysledky v tvare

A 1= Ay =—1,70156+8,1501i amodul |4, = 8,3285
As 4 =Xz =—151124+535682 amodul |4, = 55,6591.

Tlmenie znizuje hodnoty vlastnych frekvencii

@,y = Ay -1 = 8,1501 rad/s, Wy0) = Az 1 = 53,5682 rad/s.

V prvom vlastnom tvare kmitaju hmoty netlmeného systému vo faze, priCom vychylka
hornej hmoty je vicsia ako vychylka dolnej hmoty. V druhom vlastnom tvare kmitaji
hmoty v protifaze, pricom vychylka dolnej hmoty je vécsia ako vychylka hornej hmoty.
Zobrazit’ tvary kmitania pre tlmeny systém v komplexnom tvare sa javi ako problém.
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