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ABSTRAKT. V nasom prispevku popisujeme vyskyt uciva stereometrie v Statnom vzdeldvacom
programe pre druhy stupen zdkladnych skol — ISCED 2 apre gymndzia — ISCED 3A.
Analyzujeme chyby, ktorych sa dopustaju Ziaci gymndzia pri konstrukcii rezov telies. Skumame
a zdaroverii navrhujeme, ako sa tieto chyby daji odstranit pouzitim programu Cabri 3D.
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ABSTRACT. In this paper we describe the occurrence of the content of solid geometry in the
State education program for the lower secondary education — ISCED 2 and for the higher
secondary education — ISCED 3A4. We analyse the students’ mistakes whose were done in the
solution of the sections of solids at higher secondary schools. We examine and suggest how we
can remove these mistakes using Cabri 3D.
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Uvod
Na uspesné riesenie stereometrickych loh potrebuje Student:

» vedomosti o telesach,

» vedomosti o vzajomnych polohovych vlastnostiach priamok a rovin,
» poznatky o principoch premietania,

»  priestorovu predstavivost’ na dostato¢nej Grovni.

Vedomosti a poznatky ziskavaju ziaci po¢as vyucovacieho procesu, avsak priestorova
predstavivost’ sa naucit’ neda. Bud’ ma ziak danost’ vidiet’ ,,to* alebo nema. Ak Ziak nema
dostatocne rozvinutGi priestorovi predstavivost, v pripade rieSenia polohovych
konstruk¢énych tiloh nevie uplatnit’ ani nau¢ené vedomosti a poznatky. Je preto potrebné
hl'adat’ rézne moznosti, ako napomahat’ ziakom a Studentom pri rieSeni tychto naro¢nych
uloh. Jednou z moznosti je pouzit’ program Cabri 3D.

Tento program umoziuje vytvarat’ geometrické konstrukcie jednoducho a prehl'adne.
Umozituje otacat’ zobrazené telesd ateda vidiet' teleso zrdznych pohladov, ¢o je pri
klasickom rysovani na papier atabulu nemozné. Ako uvadza aj Vallo (2006):
,2Domnievame sa, ze ide o velmi efektivny nastroj, ktorého zaradenie do vyucby
matematiky, nielen na strednych Skolach, méze vyrazne prospiet’” rozvoju priestorovej
predstavivosti, schopnosti  abstrakcie a myslienkovych operacii s priestorovym
usporiadanim objektov*.
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Stereometria v ISCED 2

Obsah vzdelavania v predmete matematika je v nizSom sekundarnom vzdelavani
spracovany na kompetencnom zaklade. Z hl'adiska rozvoja priestorovej predstavivosti st
vyznamné najmid kompetencie pouzivat matematické modely logického a priestorového
myslenia a prezentacie (vzorce, modely, Statistika, diagramy, grafy, tabul’ky), pricom pri
budovani a rozvoji priestorovej predstavivosti je dolezitou aj kompetencia vyuzivat’ IKT
pri vzdelavani. Dalsimi dolezitymi kompetenciami pre rozvoj priestorovej predstavivosti,
ktoré ma Ziak v nizSom sekundarnom vzdelavani ziskat’, su:

» rozozna, pomenuje a opiSe jednotlivé zakladné priestorové geometrické tvary,
nachddza v realite ich reprezentaciu; dokéaze Specifikovat’ ich jednotlivé prvky (telesova
uhlopriecka, vzt'ah hran),
pouziva k argumentacii a pri vypoctoch vety o zhodnosti a podobnosti trojuholnikov,
vie vykonat v praxi potrebné najdblezitejSie merania a vypocty obvodu, obsahu,
povrchu a objemu geometrickych utvarov,
pozna meracie prostriedky a ich jednotky, vie ich samostatne pouzivat aj pri
praktickych meraniach,
analyzuje a riesi aplikacné geometrické tlohy s vyuzitim osvojeného matematického
aparatu.
Priestorové myslenie a priestorova predstavivost' sa tvori a rozvija predovsetkym
vzdelavanim v tematickom okruhu Geometria a meranie, v ktorom sa ziaci zoznamuju so
zakladnymi geometrickymi utvarmi, skimaju a objavuji ich vlastnosti. Odhadom,
meranim a vypoétom sa uéia zistovat velkost uhlov, dizok, povrchov a objemov. Uéia sa
rieSit’ polohové a metrické ulohy z beznej reality a rozvija sa ich priestorova predstavivost’.
Cielom vyuCovania matematiky je aj rozvoj schopnosti Ziakov orientovat’ sa v rovine a
priestore.

V obsahu vzdelavania su z hl'adiska rozvoja priestorovej predstavivosti v jednotlivych
ro¢nikoch dolezité najma tieto témy:

Y VY

Y VY

Rovnobezky, kolmice v beznom zivote.

Kocka, kvader, ich siet’, vypocet povrchu a objemu, jednotky povrchu a objemu a ich
premena.

Stavba telies zo stavebnicovych kociek.

Stavba telies na zaklade stanovenych podmienok (podla planu).

Niektoré spdsoby zobrazovania priestoru (vol'né rovnobezné premietanie, perspektiva).

Obrazy kvadra a kocky vo vol'nom rovnobeznom premietani, vidite'nost’ hran.

Telesa zlozené z kvadrov a kociek, ich znazoriiovanie, narys, podorys, a bokorys, tlohy
na rozvoj priestorovej predstavivosti (aj priklady jednoduchych a zlozenych telies v
realnom Zzivote).

Hranol, jeho znazornenie a siet’, objem a povrch, pouzitie vzorcov na vypocet objemu a
povrchu (aj v slovnych tlohach z praxe).

Valec, ihlan, kuZzel a ich siete, objem a povrch.

Gul’a a rez gul'ou. Objem a povrch gule.

Pouzitie vzorcov na vypocet objemu a povrchu valca, ihlana, kuzela a gule (aj v
slovnych ulohach z praxe).

Pouzitie Pytagorovej vety pri rieSeni praktickych tloh.

Pouzitie podobnosti pri merani vySok a vzdialenosti, topografické prace v realnych
situdciach.

VVVVYV VY

VV VYVV VY
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Uvedeny obsahovy Standard je minimalny predpisany Standard. Je plne v pravomoci
Skoly v ramci Skolského vzdelavacieho programu niektoré uciva rozsirit, resp. doplnit’.
Ucitelom zakladnych $kol a osemrocnych gymnazii navrhujeme zaradit' ulohy, ktoré
mdbzeme povazovat za propedeutiku konstrukcie rezov telies. Tento typ tloh sa nachadza
napr. v ¢eskych ucebniciach a pracovnych zoSitoch. Na ukazku vyberame dve ulohy,
ktorych zadanie je na Obr. 1 a Obr. 2.
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Obr. 1: Prirad’ rezy na syre

Obr. 2: Prirad’te rovinné rezy k rezom na Skatuli
(zdroj Mikulenkova, Molnar, 1997) N 2 z 4

danych tvarov
(zdroj: Pavlovicova, Rumanova, 2007)

Zaradenim podobnych uloh do vyuCovania matematiky rozvijame priestorova
predstavivost’ ziakov a pripravujeme ich zirovenn na naro¢ni oblast’ stredoskolskej
stereometrie — polohové konstrukéné ulohy.

Stereometria v ISCED 3A

Statny vzdelavaci program pre vyssie sekundarne vzdeldvanie v tematickom okruhu
Geometria a meranie uvadza: ziaci skimaji a objavuju rovinné a priestorové utvary a ich
vlastnosti, odhadom, meranim i vypoctom urcuju obsahy, povrchy a objemy telies, rieSia
polohové a metrické tlohy z beZnej reality, dblezité miesto ma rozvoj priestorovej
predstavivosti. V obsahu nachddzame &asti tykajuce sa stereometrie. Ziak (ako sa uvadza
vo vykonovom $tandarde):

» vie v rovnobeznom premietani nacrtnut’ kvader alebo jednoduché teleso zlozené z
malého poctu kvadrov,

vie nakreslit’ bokorys a podorys jednoduchych Gtvarov zloZenych z kvadrov,

pozna priklady inych spdsobov zndzorfiovania priestoru (napr. vrstevnice alebo
linearna perspektiva),

vie pouzivat’ sposoby dvojrozmernej reprezentacie priestoru pri rieSeni jednoduchych
uloh,

vie vypocitat’ povrch a objem telies pomocou danych vzorcov vratane jednoduchych
pripadov, ked’ je potrebné niektoré tidaje dopocitat’ z ostatnych udajov,

vie v jednoduchych pripadoch zobrazit’ rez telesa rovinou,

pozna suvislosti rezu gul'ou so stradnicovym systémom,

vie rie§it’ jednoduché ulohy vyzadujuce priestorovi predstavivost’.

VVYVY YV VY VYV

Leps$i obraz o obsahu, ktorému je venovana pozornost’ vo vyucovani geometrie vo
vy$Som sekundarnom vzdelavani nadobudneme, ak si priblizime poziadavky na vedomosti
a zrucnosti k maturitnej skuske z pohl'adu rozvoja priestorovej predstavivosti:

Ziak vie:

» pouzit' vlastnosti volného rovnobezného premietania pri zobrazovani kocky,
pravidelnych hranolov,
» S$pecialne vo vhodne zvolenej suradnicovej sustave opisat’ vrcholy daného kvadra,
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» rozhodnat o vzajomnej polohe dvoch linearnych utvarov pomocou ich obrazu vo
vol'nom rovnobeznom premietani,

» zostrojit’ vo vol'nom rovnobeznom priemete jednoduchého telesa (kocky, resp. hranola)
prieseénik priamky (ur¢enej dvoma bodmi leziacimi v rovinach stien kocky, resp.
hranola) s rovinou steny daného telesa,

» zostrojit’ rovinny rez kocky, kvadra rovinou ur¢enou tromi bodmi leziacimi v rovinach
stien, z ktorych aspoii dva lezia v tej istej stene daného telesa,

» na zobrazenych telesach oznacit’ tseCky, ktorych skutocna velkost predstavuje
vzdialenost’ danych linearnych utvarov a uhly, ktorych skuto¢na velkost’ predstavuje
uhol danych linearnych utvarov,

» rozhodnut, ¢i dana siet’ je sietou telesa daného obrazom vo volnom rovnobeznom
premietani,

» nacrtnut’ siet’ telesa daného obrazom vo vol'nom rovnobeznom premietani,

» riesit’ ulohy, ktorych sucastou je vypocet objemu, resp. povrchu kocky, kvadra,
pravidelného kolmého hranola, pravidelného ihlana, gule, valca, kuzel'a a vie pri tom
najst’ a aktivne pouzit' vztahy pre vypocet objemov a povrchov telies potrebné pre
vyrieSenie ulohy.

V oboch pripadoch, vo vykonovom Standarde a aj v poziadavkach na vedomosti
a zrucnosti k maturitnej skuske, vidime ze ziak musi vediet’ zostrojit’ a zobrazit’ rez kocky
a kvadra. V Skolskom roku 2011/12 vyucCovala tito cast’ stereometrie spoluautorka
prispevku, a tak sme mali moznost’ nahliadnut’ do pisomnych prac ziakov Gymnazia na
Golianovej ulici v Nitre a videli sme, aké chyby sa najéastejSie opakuju pri rieSeni tychto
uloh. Preto sme sa rozhodli preskiimat’, ako by sa dali tieto chyby odstranit’ prave pouzitim
programu Cabri 3D.

1 Analyza Studentskych rieSeni konStrukcie rezov telies

V tejto Casti prispevku sa venujeme analyze chyb, ktoré sa vyskytli pri rieSeni
polohovych konstrukénych tuloh. Skimali sme pisomné prace (jedna kontrolnd praca
a prva Stvrtrona pisomna praca v triedach Septima A a B, tretia Stvrtro¢na pisomna praca
v triedach 1I. A, Il. B. all. C) $tudentov druhého ro¢nika $tvorro¢ného (triedy 2.A - 30
Studentov, 2.B — 30 Studentov, 2.C - 28 Studentov) a siedmeho ro¢nika osemro¢ného
(triedy Septima A — 31 Studentov a Septima B-31 Studentov) gymnazia na Golianovej ulici
v Nitre.

Celkovo sme spracovali vysledky 12 uloh, konkrétne 248 Studentskych rieSeni.
Studenti mali k dispozicii vytladeny obraz kocky a na nej vyzna¢ené dané body. Niektori
Studenti sa pomylili v predtlatenom zadani, atak sa mohlo stat, Ze pri prekreslovani
zadania mierne zmenili polohu danych bodov. Napriek tomu, Ze narysovany rez sa
odliSoval od rieSenia pdvodného zadania, ale postup konstrukcie bol spravny, sme rieSenie
uznali ako spravne. V ramci Studentskych rieSeni sa méZe nachadzat iné pomenovanie
bodov ako vo vzorovom rieSeni, a tak sa moze stat, Ze na naskenovanom rieSeni vidi
Citatel’ iné oznacenie bodu, z ddvodu zovSeobecnenia (napr. niektora trieda mala dané body
K, L, M, v ingj triede to boli body M, N, Q).

Na zaciatok uvedieme Glohy, pri ktorych postacilo vyuzit’ iba vlastnost’ rovnobeznosti
protilahlych stien kocky.
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Zadanie: Zostrojte rez rovinou, ktora je dana troma bodmi.

Uloha 1: Body K, L, B. Uloha 2: Body X, Y, Z. Uloha 3: Body X, Y, Z. Uloha 4: Body X, Y, Z.

Vyhodnotenie

V tabulke 1 uvadzame pocty Studentov, ktori riesili dané tlohy, pocet spravnych rieSeni
tychto uloh a pocet Studentov, ktori danu ulohu neriesili vobec, alebo zostrojili iba tsecky
z danych bodov, ktoré lezali v jednej stene.

Pocet Studentov | Spravne rieSenie Neriesili
Uloha 1 15 1 0
Uloha 2 13 6 2
Uloha 3 15 8 2
Uloha 4 14 7 2

Tab. 1: Vyhodnotenie tiloh 1 az 4

14 nespravnych rieSeni tlohy 1 pripisujeme vel'mi nepresnému rysovaniu, ked’ze dany bod
K je stred hrany EH a bod L je stred hrany AE. Ulohu bolo mozné riesit’ aj logickou
uvahou. Poloha bodu G ako bodu rezu je zrejma.
Najzavaznejsie chyby v rieSeni tychto Styroch tiloh: 7
> Uvahu riefenia mali spravnu, avsak nakoniec navyse
zostrojili v jednej stene kocky viac ako jednu stranu b
mnohouholnika, ktory mal byt rezom kocky (Obr. 3a). g 5
> Studenti zostrojili neexistujuce body ako ,,prieseniky* 5w e =y
mimobeznych priamok (Ukazka takéhoto bodu je na f 7
hrane GH na Obr. 3b, kde $tudent zostrojil rovnobezku : i
s useckou YZ cez bod X a jej priese¢nik s hranou GH). =t
> Studenti vyznagili ako stranu rezu tsecku VZ vo vnitri
kocky (Obr. 3c).
> Studenti nespravne zostrojili rovnobezky (Ukazka na
obr. 3d - polpriamka ZB v zadnej stene je rovnobezna Obr. 3a
s tseckou XY na Obr. 3d)
> Studenti v Glohe 4 rysovali tak neprehladne, Ze sa dve z
ich rieSeni ani nepodarilo analyzovat'.
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Obr. 3b Obr. 3¢ Obr. 3d

V dal$ich ulohach uz pri rieSeni museli Studenti pouzit' oba postupy rieSenia rezov
telies — rovnobeznost’ protil'ahlych stien a aj spolo¢ny bod troch rovin (rovina rezu a dve
roviny susednych stien kocky). V ulohach 11 a 12 mali Studenti zostrojit’ rez kvadra.
V tlohe 5 bolo nutné zacat’ rovnobezkou, v tlohe 12 spoloc¢nym bodom troch rovin.

Uloha 5: Body N, S, T ,
(T je bod zadnej steny). Uloha 6: Body P, Q, R.

V dalsich ulohach 7 az 12 boli dané tri body vzdy umiestnené tak, ze dva z nich lezali
Vv jednej stene a treti bod patril protil'ahlej stene.

1 B L ‘ L

Uloha 7: Body N, S, T Uloha 8: Body N, S, T Uloha 9: Body N, S, T
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A V.
Zm U B
48 g
Uloha 10: Body N, S, T Uloha 11: Body N, S, T Uloha 12: Body N, S, T

V tabulke 2 uvadzame pocty Studentov, ktori riesili ilohy 5 az 12, pocet spravnych rieSeni
tychto uloh a pocet Studentov, ktori danu ulohu neriesili vobec, alebo zostrojili iba usecky
z danych bodov, ktoré lezali v jednej stene.

Pocet Studentov | Spravne rieSenie Neriesili
Uloha 5 12 8 0
Uloha 6 40 9 4
Uloha 7 58 31 1
Uloha 8 10 9 1
Uloha 9 14 12 1
Uloha 10 29 27 0
Uloha 11 13 11 0
Uloha 12 11 10 0

Tab. 2: Vyhodnotenie tloh 5 az 12

Celkovo sa vyskytli tie isté chyby, ako pri prvych Styroch ulohach.
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Obr. 4a Obr. 4¢
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Dalej pribudli chyby vzhl'adom na spolo&ny bod troch rovin:

> Studenti predizili nespravnu hranu atak opét’ vyznadili ,,prieseénik mimobeznych
rovin (Obr. 5a, bod S lezi na AE namiesto AD);

» pri spravne zostrojenom spoloénom bode troch rovin oznacili bod rezu na nespravne;j
hrane — opit’ neexistujiici bod (Obr. 5b, bod na hrane AB nespravne, mal byt
zostrojeny na AD — vyznaceny pri oprave).
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Obr. 5b

Obr. 5a

Navrh na odstranenie nedostatkov v konstrukciach rezov telies pouZitim programu
Cabri 3D

Myslime si, ze Studenti, ktori zostrojili dve aj tri tseCky rezu v jednej stene,
nepochopili podstatu preberanej problematiky a ich priestorova predstavivost’ je na takej
nizkej urovni, Ze si nevedia rezanie kocky rovinou ani predstavit. Vyhodou programu
Cabri 3D je, ze vieme Studentom ukadzat v programe pomocou funkcie Zrezat
mnohosten riesenie, t.j. Co znamena zostrojit’ rez telesa (na obr. 6a, 6b vidime ukazku
z programu pre ulohu 3; najskoér vyzna¢ime rovinu rezu, ktora je dand troma bodmi,
a potom pomocou funkcie zostrojime zrezané teleso touto rovinou, a nakoniec mdzeme
zvyraznit mnohouholnik = rez telesa), t.j. Co znamena zostrojit’ rez telesa. Nemusime sa
obavat, Ze Studenti vyuziju iba tito moznost pri rieSeni tloh. Program nam dovol'uje krok
po kroku sledovat’ §tudentov postup rieSenia.

Y
Obr. 6a Obr. 6b

Ako sme si mohli vS§imnut’, Studenti ¢asto pri rysovani oznacia ,,priese¢nik” priamok,
ktoré st mimobezné, teda neexistujuce body. Program nezostroji spolo¢ny bod dvoch
mimobeznych priamok. Ak prejdeme kurzorom ponad priesecnik dvoch pretinajucich sa
priamok, program nam ponukne moznost’ zostrojenia nového bodu ako priese¢nika tychto
priamok (Obr. 7a). Ak prejdeme kurzorom ponad mimobezné priamky (Obr. 7b), program
nam tato moznost’ neponukne, oznaci jednu z priamok alebo tseciek a nedovoli po kliknuti
mySou oznacit’ priamku s ilou mimobeznu.
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AAVEN ¥,
Priesecnik(y): tato Gsecka. .. |

A

N\ [nowy bod (priesecnik(y)) L\\

\

Dalsou velkou vyhodou programu je, ze danym telesom mozeme otacat. Napomaha
najma pri ulohach, v ktorych st dané body tak, Ze pri konstrukcii rezu sa na$ obrazok stava
neprehl'adny a rieSenim je iba ,,splet* Ciar. Na obr. 8a sa nachadza riesenie ulohy 4 a na
obr. 8b je jeho rieSenie otoCené v programe tak, aby bolo prehl'adnejsie.

Obr. 7a

vy

Obr. 8a Obr. 8b Obr. 9

Aby Studenti nezostrojovali usecky vo vnutri kocky ako strany rezu, moézeme rezy
telies kons$truovat’ na telesach, ktorych steny (povrch) nechame plne zafarbeny (Obr. 9).
Takto ziakov vedieme k tomu, aby konstruovali strany rezu len v ramci stien kocky.

V neposlednom rade musime samozrejme podotknit, Ze spominany program ma aj
svoje nevyhody. Su uréité tazkosti pri oznacovani vrcholov a bodov, pri vyznaceni
viditeI'nosti hran, atd’. AvSak tieto problémy st zanedbatelné, pretoze nijako neznizuji
efektivnost’ daného programu. Rysovanie pomocou programu je rychlejSie a presné. Na
hodinach sa stihne preriesit’ viac Gloh, aj zlozitejSie, pretoze Ziaci mézu skumat’ a skasat
rézne pristupy pri rieSeni, a ak sa pomylia, nespravne zostrojené objekty jednoducho
odstrania a pokracuju vo svojom rieSeni d’ale;.

Zaver

Aj vsucasnosti ma rysovanie s vyuzitim manualnych rysovacich pomécok vo
vyucovani geometrie svoj vyznam. Ich pouzivanim sa rozvijaji manualne zrucnosti a
zaroven aj priestorova predstavivost. Zaroven si ziak cibri zmysel pre presnost
a preciznost’ svojej prace.

Nasa spolo¢nost’ sa vSak z technologického hladiska vel'mi rychlo rozvija a pocitace
prenikli do kazdej oblasti Zivota. Nie je tomu inak ani v Skolskom prostredi. Preto velky
vyznam nadobuda spojenie pouzivania manualnych rysovacich pomdcok a IKT
(geometricky softvér). Ziak najprv vyrie$i mensie mnoZstvo Giloh manuélnou konstrukciou
ana precviCenie uciva, doplnenie vedomosti a ndzorné zobrazenie konStrukcii pouZzije
V primeranom rozsahu vhodny geometricky program.

187



KITTI VIDERMANOVA, ALENA VIZIOVA, JULIA ZAHORSKA

V nasom prispevku sme poukazali na problémy Ziakov vysSieho sekundarneho
vzdelavania v rieSeni tloh na konstrukcie rezov telies danou rovinou a moznost, ako im
pomdct’ tieto nedostatky odstranit’ pouzitim geometrického softvéru Cabri 3D. Tato oblast’
Skolskej matematiky je vel'mi ddlezitd aj z hl'adiska rozvijania priestorovej predstavivosti
ziakov. Dobré priestorové videnie potrebuju Studenti r6znych odbornych $kol (napr. pri
technickom kresleni) a aj pracovnici v réznych priemyselnych odvetviach. Jej rozvijanie je
jednou z hlavnych funkcii $kolskej matematiky a preto nesmieme vynechat' ziadnu
prilezitost’ pre jej rozvoj.
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