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ABSTRAKT. V prispevku su prezentované dve novsie unifikujiice metody dokazov viet zo
zdkladov matematickej analyzy a ich vztah k principu indukcie v kontinuu R. Tieto metddy si
zalozené na pojmoch lokadlny aditivny systém a plné pokrytie intervalu. Vyhody tychto metod su
ilustrované na dokazoch viet, ktoré sii prevedené tromi spésobmi.

KrUCOVE SLOVA: lokdlny a aditivny systém, uplné pokrytie intervalu, princip indukcie v
kontinuu

ABSTRACT. Two untraditional unifying methods of proofs theorems from basis mathematical
analysis are presented in the contribution. Their relations to principle of induction in
continuum are analyzed. Advantages of these methods are illustrated on proofs of theorems,
which are realized by three approaches.

KEey WoRps: local and additive system, full covering of interval, principle of induction in
continuum
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Uvod

V zakladoch redlnej analyzy sa podstatnou mierou vyuziva spojité usporiadanie
mnoziny realnych Cisel. V poslednych Styroch desatroc¢iach sa vyvinulo niekol’ko novych
$pecialnych jednotiacich metdd dokazovania zakladnych viet realnej analyzy. Podstatné
pojmy a myslienky tychto metéd mozno njst’ v pracach [2],[3],[4], [5],[7]. Zmyslom
tohto snazenia je podat’ komplexnej$i pohl'ad na zdklady matematickej analyzy i poskytnut’
prostriedky na jednoduchSie dokazy jej viet. Treba poznamenat, ze tieto metody
nepouzivaju ani jeden z viacerych znamych principov, ktoré st ekvivalentné so spojitym
usporiadanim mnoziny R, ako napriklad: kazd4d ohranicend monotoénna postupnost’
realnych ¢isel ma v R limitu; princip indukcie v kontinuu R atd’.

Zakladné pojmy metod pribuznych s principom indukcie v kontinuu

Budeme sa zaoberat’ dvomi metédami dokazovej techniky , ich vzdjomnym vzt'ahom
i vztahom k principu indukcie v kontinuu. Prva vyuziva pojem plného pokrytia uzavretého
intervalu a druha pojem lokdlneho a aditivneho systému intervalov .

Definicia 1. Nech a,b € R. Systém § uzavretych intervalov I, I € [a, b], sa nazyva plné
pokrytie intervalu [a, b], ak ku kazdému x € [a, b] existuje také &islo §(x) > 0, ze kazdy
uzavrety podinterval intervalu [a, b] s dlZzkou neprevySujucou &(x) a obsahujici bod X
patrido S.

Priklad 2. (a) Nech & je Pubovolné kladné &islo neprevysujace dizku b — a intervalu
[a,b]. Oznatme dlzku Tubovolného uzavretého intervalu |symbolom |I| a systém
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vSetkych uzavretych podintervalov intervalu [a, b] symbolom P(a,b). Potom S, kde
§ ={I € P(a, b);|I| < 6} je jednoduchy priklad plného pokrytia intervalu [a, b] .
(b) Nech funkcia f je spojita na intervale [a, b]. Funkcia f ma v kazdom bode x € [a, b]
vlastnt limitu, teda existuje uzavrety interval 0(x),x € 0(x) < [a, b], v ktorom je funkcia
f ohrani¢ena. Prirad'me kazdému x € [a, b] takyto uzavrety interval O (x). Potom §, kde
S={l€eP(a,b); Ix€[a,b](x€IN] S 0(x))}

je pIné pokrytie intervalu [a, b].

Pri dokazoch viet o plnom pokryti resp. lokalnom a aditivnom systéme intervalov
budeme vyuzivat’ rozsirentt metodu indukcie (dékaz pozri napr. v [1], [6]).
Veta 3. Nech @ # M C R a¢@(x) je vyrokova funkcia definovand na M. Oznaéme
M, = (—o,&] N M pre 'ubovolné € € R. Nech ¢ spliia tieto predpoklady:

(a) existuje a € R, M, # @ a pre kazdé x € M, plati ¢(x),

(b) ak pre kazdé x € Mg plati ¢(x), tak existuje y € R,y > B, Ze pre kazdé x € M,,

plati @ (x).

Potom pre kazdé x € M plati ¢ (x).
Veta 4. Nech § je plné pokrytie intervalu [a, b]. Potom existuje také delenie intervalu
[a, b] uréené deliacimi bodmi a = x5 < x; < - < x,, = b, Ze kazdy interval [x;_q, X)),
k=12, ..,n,patrido S.
Dokaz. Nech M = (a,b] apre kazdé x € M @(x) znamena vyrok: ,existuje delenie
intervalu [a, x], ktorého kazdy ¢iastkovy interval patri do §*. Dokazeme, Ze mnozina M
a vyrokova funkcia ¢ spliaju predpoklady vety 3. K ¢islu a existuje §(a) > 0, ze kazdy
interval [a,x], a < x < a+ §(a), patri do §. Za a v () vety 3 sta¢i zvolit’ ¢islo a + §(a).
Nech pre kazdé x € Mg = (—oo, ] N M plati ¢(x). Staci uvazovat' € (a,b]. Ak g < b,
tak existuje ¢ € (a,b), ze [B,c] € S. KedZe plati ¢(B), tak existuje delenie intervalu
[a, B, Ze kazdy jeho Ciastkovy interval patri do §. Ak pridame k tymto intervalom interval
[B,d], B < d < c, dostaneme delenie intervalu [a,d], Ze kazdy jeho Ciastkovy interval
patri do S. Teda staci v (b) vety 3 polozit’ za y bod ¢. Ak f = b, za y mdzeme zobrat’
Pubovolné ¢islo vécsie ako B. Z vety 3 potom vyplyva, Ze plati aj ¢(b), ¢o je tvrdenie
dokazovanej vety.

Definicia 5. Systém § uzavretych podintervalov intervalu [a,b] sa nazyva lokalny
aditivny systém, ak plati:

(a1) kazdy bod x € (a, b) je vnutornym bodom nejakého intervalu I(x) patriaceho do G;
(a2) existujt také body ¢, d € (a, b), Ze intervaly[a, c], [d, b] patria do G;
(b) akI;,I, eGal,n I, #@,tak ;U I, € G.
Podmienky (a;), (a2) charakterizujii lokalnost’ systému G a podmienka (b) charakterizuje
aditivnost’ systému G.
Priklad 6. Nasledujice mnoziny G su lokalne aditivne systémy intervalu [a, b]:
MG =A{lxy] [x,y] < [a b},
2 G ={la,b,],[a,bs],..., la,by]}, kdea < by <+ < b, =b,
)G = {[xi,xj]; i,j €{01,..,n}i <j}, kdea =xy < x; < -+ <x, =b.
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Veta 7. Pre kazdy lokalny aditivny systém G uzavretych podintervalov intervalu [a, b]
plati, Ze [a, b] € G.

Dékaz. Nech M = (a, b] a pre kazdé¢ x € (a, b] znamené ¢ (x) vyrok: ,.existuje z € (a, b],
7e x € [a,z] € §. Mnozina M a vyrokova funkcia ¢ spliaju predpoklady vety 3. Existuje
a € (a,b), ze [a,a] € S, teda @ (x) plati pre kazdé x € (a, a]. Nech pre kazdé x € (a, B]
plati ¢(x), Specidlne B € [a,z;] € §. Ak B < b, tak existuje interval [c,d] € S, Ze B je
jeho vnatornym bodom. Potom [a,z;] U [c,d] = [a,d] € S ateda ¢(x) plati pre kazdé
x € (a,d], B<d=vy. Zrejme (b) zvety 3 plati aj vpripade B =b. Zvety 3 potom
vyplyva, Ze plati aj @ (b), teda [a, b] € S.

Lokalny aditivny systém intervalu [a, b] nemusi byt’ jeho plnym pokrytim a taktiez plné
pokrytie intervalu [a, b] nemusi byt jeho lokalnym aditivnym systémom. Tak napriklad
plné pokrytie (a) z prikladu 2 (6§ < b — a) nie je lokalny aditivny systém a lokalne aditivne
systémy (1), (2) z prikladu 6 nie st plné pokrytia intervalu [a, b]. AK § je plné pokrytie
intervalu [a, b], tak

‘Sl = {[ny]; [ny] =U?:l [xini]J [xi'yi] €s,i=12..,nneN }

je lokalny aditivny systém intervalu [a, b].

Aplikacie plnych pokryti a lokalnych aditivnych systémov intervalu [a, b]

Teraz uvedieme priame pouzitie vety 4 , vety 7 a vety 3 pri dokazoch viet zo zakladov
matematickej analyzy. Kazdi vetu dokdzeme tromi metédami: pouzitim plného pokrytia
(PK); pouzitim lokalneho aditivneho systému (LAS) anakoniec pouzitim indukcie
v kontinuu (IK). V nasledujucich uvahach budeme vyuzivat fakt, ze ak nejaka realna
funkcia realnej premennej je ohrani¢enda na mnozinach My, M,,..,M,, n € N, tak je
ohrani¢end aj na mnozine M; U M, U ---U M,,.

Veta A. Ak funkcia f ma v kazdom vnutornom bode intervalu [a, b] vlastnd limitu zlava
isprava avbode a(b) ma vlastni limitu sprava (zlava), tak je na intervale [a,b]
ohranicena.

Dokaz (PK). Z predpokladu vlastnych jednostrannych limit v kazdom bode intervalu (a, b)
vyplyva, Ze k¢islu 1 a ku kazdému x € (a,b) existuji kladné ¢&isla &;(x), 5, (x)
S vlastnostou:

Vz€E (x—06;(x),x) Lilx) —1< f(z) <Ly(x)+1,

Vz € (x,x + 62(x)) L,(x)—1< f(z) <Ly(x)+1,
kde lim, .~ £ (2) = Ly (x) alim, .+ £(2) = Ly (x). Nech 6(x) = min {22, 220} 5
L(x) = min{L,(x) — 1,Ly(x) — 1, f ()},
K(x) = max{L;(x) + 1,L,(x) + 1, f(x)}.

Potom pre kazdy uzavrety podinterval | intervalu [a,b] s dizkou nepresahujiicou ¢&islo
6(x) a obsahujucom bod X plati:

vzel L(x) < f(z) < K(x),

teda f je ohrani¢ena na intervale |. Podobne m6Zeme postupovat’ v pripade bodov a, b.
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Z uvedeného vyplyva, Ze systém §, kde

S ={lc,d] € P(a,b); f je na[c, d] ohranicena},
je plné pokrytie intervalu [a, b]. Z vety 4 vyplyva existencia takej postupnosti a = x, <
X <+ <x,=D>b, ze f je ohraniena na intervaloch [x,_4,x;], k = 1,2, ...,n. Potom je
ohrani¢ena aj na intervale [a, b], pretoze [a, b] = UR_; [Xk—1, Xk]-

Dokaz (LAS). Uvazujme systém § z dokazu (PK). Tento systém je zrejme aditivny. Jeho
lokalnost’ vyplyva tiez z tohto dokazu. Totiz pre kazdé z € (x — §;(x), x + 5,(x)) plati
L(x) < f(z) < K(x) ateda pre kazdé x € (a, b) existuje uzavrety interval I(x) € S (napr.
[x _ 6 X + 8, (x)

2’ 2
a(b) vlastnu limitu sprava (zlava), tak existuju intervaly [a,c],[d, b], ktoré patria do
systému S. Z vety 7 potom vyplyva, ze [a, b] € S ateda f je ohrani¢ena na [a, b].

] N [a, b)), Ze X je jeho vnitornym bodom. Ked’Ze funkcia f ma v bode

Dokaz (IK). Nech M = (a, b] a ¢ je vyrokova funkcia definovana na M takto: pre kazdé
x € (a,b] @(x) oznacuje vyrok ,,funkcia f je ohrani¢ena na intervale [a, x]“. UkaZeme, Ze
mnoZina M a vyrokova funkcia ¢ spiia predpoklady vety 3. Z existencie vlastnej limity
funkcie f v bode a sprava vyplyva, ze existuje @ € (a, b] s vlastnost'ou: f je ohrani¢ena na
[a, x] pre kazdé x € (a, a]. Nech f je ohrani¢ena na intervale [a, 8] € [a, b]. Potom zrejme
plati @ (x) pre kazdé x € (a, B]. Na overenie predpokladu (b) vety 3 sta¢i predpokladat’, Ze
B < b. Z existencie vlastnej limity funkcie f v bode § sprava vyplyva existencia intervalu
[B,c] € [a, b], na ktorom je funkcia f ohrani¢ena. Potom je zrejme funkcia f ohrani¢ena na
kazdom intervale [a, x], kde x € (a, c]. Sta¢i teda za y vo vete 3 polozit’ bod c. Z vety 3
potom vyplyva, ze ¢@(x) plati pre kazdé x € M ateda aj pre bod b. To ale znamena, Ze

funkcia f je ohrani¢ena na intervale [a, b].

Veta B. Ak interval [a,b] je pokryty systtmom T otvorenych intervalov, tak existuje
koneény podsystém systému T, ktory pokryva [a, b].

Dokaz (PK). Nech § = {[x,y] € P(a, b); existuje konetny pocet intervalov z T
pokryvajucich interval [x,y]}. Nech x € [a,b]. Potom existuje otvoreny interval

(cr,dy) € T , 7 x € (cydy). Nech 8(x) = min{x_zc",d"z_x
podinterval intervalu [a, b], ktory obsahuje bod x a jeho diZka nepresahuje ¢islo §(x) patri
do S. Teda S je plné pokrytie intervalu [a, b]. Z vety 4 vyplyva existencia postupnosti
bodov a = xy < x; < -+ < x, = b, Zze kazdy interval [xj_q, %], k =1,2,..,n, sa da
pokryt’ kone¢nym poétom intervalov z 7. Odtial’ uz vyplyva, Ze aj interval [a, b] ma takuto

}. Potom kazdy uzavrety

vlastnost’.

Doékaz (LAS). Nech § je rovnaky systém ako v predchadzajuicom dokaze. Je zrejmé, ze je
aditivny. K bodom a, b existuju intervaly (c,, dg),(cp, dp) ET, Ze a € (cq,dy),

b €(cp, dp). Potom intervaly [a,azd“]n[a,b], [#,b]n[a,b] patria do S. Nech

x € (a,b). Potom lubovolny uzavrety podinterval intervalu [a,b], pricom X je jeho
vnatorny bod a jeho diZka nepresahuje &islo &(x) z prechadzajuceho dokazu, patri do S.
Ukézali sme, ze § je lokalny aditivny systém intervalu [a, b]. Potom [a, b] € § a tym je
tvrdenie vety B dokazané.
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Doékaz (IK). Nech M = (a, b] a ¢ je vyrokova funkcia definovand na M takto: pre kazdé
x € (a,b] @(x) oznaCuje vyrok ,jinterval [a,x] moZno pokryt koneénym poctom
intervalov zo systému 7. Opat dokazeme, Ze mnozina M a vyrokova funkcia ¢ splia
predpoklady vety 3. Existuje interval (c,d) € T, ze a € (c,d). Potom pre kazdé x €
(a, %d] N M plati @(x). Nech pre kazdé x € (a,B] plati ¢(x), teda aj interval [a, 8]
mozno pokryt’ kone¢nym poc¢tom intervalov z . Staci uvazovat' B € (a, b). Existuje

interval Iy = (cy,d;) € T, ze B € I. Potom kazdy interval [a, x], kde x € (a’ﬁ+d1] nM,

2
mozno pokryt’ kone¢nym poctom intervalov zo systému T a teda pre kazdé takéto x plati

@(x). Z vety 3 potom vyplyva, ze ¢(x) plati pre kazdé x € M ateda aj pre bod b. To ale
znamena, ze interval [a, b] mozno pokryt’ kone¢nym poctom intervalov zo systému T.

Zaver

Vety 3, 4 a 7 poskytuju jednotiace metody dokazovania mnohych viet zakladov
matematickej analyzy. Okrem uvedenych ukdzok mozno pomocou nich dokazat’ napriklad
tieto zname tvrdenia:

(1) Kazda funkcia spojita na uzavretom intervale nadobuda najmensiu i najvacsiu hodnotu.
(2) Kazda funkcia spojita na uzavretom intervale je na iom aj rovnomerne spojita.

(3) Nech funkcia f je spojita na intervale [a, b] a f(a) - f(b) < 0. Potom existuje také
c € (ab),zef(c)=0.

(4) Kazda ohranicena monotdnna postupnost’ redlnych ¢isel ma vlastni limitu.

(5) Postupnost’ {a, }n=; realnych &isel konverguje prave vtedy, ked’
Ve>03Iny ENVm,n >nyla, —a,| <e.

(6) Kazda nekonec¢na ohrani¢end mnozina realnych ¢isel ma v R aspon jeden hromadny

bod.
(7) Ak funkcia f je spojita na [a, b], tak je tomto intervale riemannovsky integrovatel'na.
Samozrejme uvedeny zoznam tvrdeni nie je Uplny. Pouzivanie uvedenych stratégii
Vv matematickej analyze prispieva k hlbSiemu pochopeniu jej zdkladnych pojmov,
objastiuji sa tym jej tedrie zrbdznych stran. Takto sa aj osvojuju urcité prvky
matematickych metdd, upeviiuju sa vedomosti a trénuju matematické zrucnosti.
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