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ABSTRAKT. Hlavnou motiviciou na napisanie tohto c¢lanku bola praca [1]. V clanku sa
venujeme vytvdraniu takych limit typu "0/0" alebo "oo/oo”, ktoré nie siu rieSitelné
I'Hospitalovym pravidlom, ¢im poskytujeme motivdciu pre Studentov matematickej analyzy ucit
sa elementdrne postupy.
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ABSTRACT. The main motivation of this article is the work [1]. In the article we create such
limits of types "0/0" or "o /00", which are not solvable by L'Hdépital's rule, as a motivation for
students of Mathematical analysis to learn elementary techniques.
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Uvod

Tento ¢lanok je inspirovany pracou [1]. Ciel'om autora tejto prace je poukazat’ na to, Ze
hoci je 1'Hospitalovo pravidlo nepochybne silnym néstrojom na vypocet mnohych typov
limit, nie vZdy sa jeho pouzitim dopracujeme k vysledku, ¢o demonStruje na viacerych
prikladoch. Takymto sposobom zaroven zdovodiiuje potrebu ovladania elementarnych
postupov vypoctu limit, ktoré sa na cviCeniach, ¢i seminaroch z matematickej analyzy
mdzu niektorym Studentom javit' ako nepotrebné zrucnosti.

Cielom tohto ¢lanku je rozsirit mnozinu typov limit, pre ktoré vznikd zacyklenie
postupu rieSenia pouzitim I'Hospitalovho pravidla, ako i najst’ d’alSie postupy na najdenie
takychto typov. Rozsirenie sa bude tykat aj takych limit, v ktorych je mozné a vhodné
pouzit I'Hospitalovo pravidlo v prvom kroku, aby sa vzapiti ukéazalo, Ze dalSie
derivovanie nikam nevedie. Tym sa chce zdoraznit’ najmi to, ze nickedy je lepSie sa
pri vypocte zastavit', "poobzerat’ sa" a zistit', ¢i by sme sa k vysledku nedopracovali T'ahsie
elementarnymi postupmi. To je vel'mi ziaduce pre formovanie strategického myslenia
u Studentov.

Ako oklamat’ I'Hospitala

Vrat'me sa k ¢lanku [1]. Autor v iom na najdenie vhodnych limit lim % vyuziva trik
xX—a

spocivajuci v tom, Ze pozaduje, aby platilo:

£l _ 9
g

1)

Dalej postupuje nasledujucim spdsobom. Zo vztahu (1) odvodzuje diferencialnu
rovnicu f(x)f'(x) dx = g(x)g'(x) dx.
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Potom pre 'ubovolna funkciu f spiiajucu predpoklady 1'Hospitalovho tvrdenia voli
funkciu g tak, aby platilo:

g(x) = £Jf?(0) +c, ()

kde c je vhodna redlna konstanta. Dalej sta¢i pracovat's g(x) = /f2(x) + c.

Za predchadzajucim odvodenim vztahu (2) nasleduje v praci [1] Cast venovana
prikladom, v ktorych je mozné tento vztah vyuzit.

Tu vidime priestor na d’alSie rozsirenie tychto typov uloh napriklad o nasledujuce
ulohy:

) arctgx ) arcsin x
lim ,resp. lim
x—-0+

)

x—0+ nz 7'[2
arccotgzx + T — marccotg x arccos?x + T — Trarccos x

v ktorych sa daji vyuzit vztahy arctgx + arccotgx =§ pre kazdé x € R, resp.

. YA v 1z
arcsinx + arccosx = — pre kazdé x € (—1,1).
sinx

1—-Ccos2x
2

, pretoze uvedena limita v nule neexistuje (limita sprava sa nerovna limite

Usudzujeme, Ze autor v praci [1] mal pri lina v skuto¢nosti na mysli
X—

. sinx
lim
x—0+ [1—-cos2x
2
., . . .. . sinx—cosx
zl'ava). Podobné zavery platia aj pre limitu lim ———.
) yp J P x—m/4 V1-sin2x

ZovSeobecnenie

Postup veduci na vztah (2), ktory je prezentovany v [1], moZno zovSeobecnit
nasledujucim spésobom. Pocitajme lim %, kde funkcie f,g, definované na nejakom
x—-a

okoli bodu a, spinaju predpoklady I'Hospitalovho tvrdenia. Ide teda o limitu typu "0/0"
alebo "oo /0", Predpokladajme, Ze plati:

£ _ g™@)
9@

©)
kde m € N, n € N. Potom dvakrat aplikujic 1'Hospitalovo pravidlo dostavame:

lim @ = lim M = lim 9" x) = lim mgm_l(x)g'(x) = n lim @
xoag(x)  xoag'(x)  xoaft(x)  xoa nfrO)f'(x) nxoag(x)

Vidime, Ze sme sa dostali opat’ k povodnej limite a nastalo zacyklenie.
Z (3) d’alej dostavame f™(x)f'(x) dx = g™(x)g’' (x) dx. Pre Tubovolné f je rieSenim
1
tejto diferencialnej rovnice funkcia g(x) = (TZTT fM(x) + C)mﬂ, kde konstantu ¢ voli-
me tak, aby dana limita bola typu "0/0" alebo "oo /0",
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Na rozdiel od pocitania lim f(x) —— I'Hospitalovym pravidlom vedu elemen-
T GGk
tarne postupy rychlo k vysledku. Stac¢i preniest’ Citate'a do menovatel'a menovatela a vojst’

pod odmocninu.

n-nasobny 1'Hospital

Tato kapitola ¢lanku sa tyka uvahy o zacykleni postupu rieSenia limity typu "0/0"
alebo "o /0", ak pouzijeme I'Hospitalovo pravidlo n-krat za sebou. (Od funkcii v ¢itateli i
menovateli ziadame, aby boli aspon n-krat diferencovatelné.) Hladame teda limity
lim% také, ze fM(x) = f(x) a sucasne g™ (x) = g(x), alebo F™(x) = —f(x) a
xX—-a
siacasne g™ (x) = —g(x), kde pod oznagenim f™ sa mysli n-ta derivicia funkcie f.
Tato tvaha vedie na dobre zndmu limitu:

eX —e~X
lim ——. 4)

x—00 eX + ™%

Citatel' aj menovatel’ v nej vystupujiici s rieSeniami diferencidlnej rovnice f” (x) = f(x)
a preto pouzitie 1'Hospitalovho pravidla dvakrat za sebou vedie k zacykleniu.
Riesenia diferencidlnych rovnic:

fMG) = £f(x), ()

kde n > 2, st linearnou kombinaciou vyrazov e*, e, e~%(k cospx + lsinpx), kde
k,l,p, q st vhodné realne konstanty

Napriklad rieSenim rovnice f"'(x) = —f(x) je f(x) = kcosx + lsin x. Ak vsak
chceme pocitat’ limitu:

~ kcosx +Isinx
lim -_— (6)
x-a kcosx + lsin x

'Hospitalovym pravidlom, musime volit’ a a konstanty k a [ tak, aby bolo stcasne splnené

lim(k cosx + Isinx) =0, lim(—ksinx+lcosx) =0. Resp. kI volime tak, aby
X—a xX—a

lim (E cosx + Zsinx) =0 a sucasne lim (—I~c sinx +1 cos x) = 0. To je ale mozné len
X—a x—a

vtedy, ked k =1 =k =1 = 0. S podobnymi problémami sa stretivame aj pri rieSeniach
rovnic (5) pren = 3.
Tato neprijemnost’ sa da obist’ tak, Ze budeme hladat’ limitu, v ktorej vystupuju tieto
rieSenia, pre x — +oo. V pripade limity (6) to sice nepomdze, lebo limity 1i1’_|1_’1 sin x,
x—>too
lim cos x neexistuju, ale uz pre n = 3 arovnicu f"'(x) = f(x) dostavame:

xX—+too

Priklad 1:
X
me* +e 2 (k cos@x + lsin@x)

X

x ~ ~
meX +e 2 (k cos@x + lsinT

lim

X—00

()
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kde me* +e 2 (k cos\/;x + lsin\/;x) ame* +e 2 (E cos\/;x + Zsin\/z—gx) st rieSenia
f""(x) = f(x) av nich vystupujuce k, I, m, k, [, 71 st nejaké realne konstanty.

Pouzijuc potom I'Hospitalovo pravidlo na hl'adanie limity (7), kde napr.m # 0, m #
0, sa dostaneme do zacyklenia, nehovoriac o tom, Ze viackrdt po sebe derivovat
bez pomylenia je v tomto pripade nelahkd uloha. Pritom vypocitat (7) pouzitim
elementarnych postupov je vel'mi jednoduché:

X
me* +e 2 <kc057x + lsme

lim =
—00 X [ - ~
* ‘r?lex+e_7<kcos\/7§x+lsin\/7§x>
3_x 3 3
1+— kcos—3x+lsm 3x
2 2 m
:,}H& E &

me* 1+—(kcos 7 x +1 sin 7 X)

2 o 3 @]

V niektorych pripadoch méZeme rovnako postupovat’ pri rieSeni rovnic (5) pre n = 4.
Napriklad pre n = 4 a rovnicu f® (x) = f(x) dostaneme limitu:

Priklad 2:
me* + re ™™ + kcosx + lsin x

lim
x—0o fieX + Ffe~¥ +kcosx + Isinx

Z pedagogického hl'adiska vSak nema zmysel venovat sa pocitaniu limit, v ktorych
vystupuj rieSenia rovnic (5) pre n = 5, a to kvoli ich zlozitosti.

Este poznamenajme, ze pri hl'adani limit typu "0/0" alebo "co/c0" nevhodnych
na pouzitie I'Hospitalovho pravidla sa rovnice (5) daji zovSeobecnit’ na tvar:

f™) = af (), (8)

kde a je nejaka nenulova realna konstanta. Predchadzajice Gvahy viaZzuce sa na rovnice (5)
najdu uplatnenie aj v tomto pripade. Jedina zmena totiz nastane v tom, Ze rieSenia rovnice
(8) budu linearnou kombinaciou vyrazov e’™, e~9*(k cos px + Lsinpx). Rovnice (5) st
Specialnym pripadom (8) pre « = 1, resp. a = —1.
Ovela zaujimavejSie je hl'adat’ limity lim ! E )
x-ad
g™ (x) = Bg(x), kde a # B st nenulové konstanty.
Uvazujme napriklad n = 2, = 1, § = 4. Dostaneme:

také, ze f™(x) = af(x) a stlasne

Priklad 3:
me* +re™*

,ll_,n,}o me2x + fe—2x’ )
kde Ccitatel' je rieSenim diferencialnej rovnice f''(x) = f(x) a menovatel' rieSenim
diferencialnej rovnice f'"'(x) = 4f(x). Uvazujuc napr. m # 0, m # 0 sa 'ahko ukaze, ze
limita (9) sa rovna 0. Pritom pouzitie 'Hospitalovho pravidla vedie k zacykleniu. Navyse
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pri vol'be parametrov «, f§ sa nemusime pre n = 2 obmedzit’ len na priklad (9). Staéi, ak
budi oba parametre kladné. Pre jednoduchost’ vypoctu je vSak dobré volit’ , f ako druhé
mocniny prirodzenych cisel.

Rovnako nule sa rovna nasledujtca limita:
Priklad 4:

X

me ™ + e2 <k cos\/Tgx + lsin@x)
lim

- 3x< 3v3 3v3 )

me 3% 4+ e2 kcos—x + [ sin n—-x

kde k,I,m, k1,7 s nejaké realne konstanty, pricom m # 0, m # 0. V tejto limite je
Citatel' rieSenim rovnice f"'(x) = —f(x) a menovatel rieSenim rovnice f'"(x) =
—27f(x). Pouzitie 1'Hospitalovho pravidla aj tu vedie k zacykleniu.

S vymyslanim prikladov sa da pokracovat’ d’alej aj pre n > 4, avSak pre n > 5 je to
pre zlozitost’ takychto limit zbytoc¢né a z hl'adiska pedagogického procesu bezucelné.

O krok spat

Nakoniec sa eSte oboznamme s Glohami na vypocet limit typu "0/0" alebo "oo/c0",
v ktorych pouzitie 1'Hospitalovho pravidla ma opravnenie v prvom kroku, ale d’alej si
musime vystacit’ s elementarnymi postupmi. Uvadzame niekol’ko prikladov.

Priklad 5:
lim (1+x)e*+ A +x)e™
im

x-o (—1+x)e¥ — (1 +x)e >’

Po pouziti I'Hospitalovho pravidla dostaneme:
lim (—1+x)e*+(1+x)e™ = x(e¥—e™) = e¥—e™
Pt (-1+x)eX—(1+x)e™™® x-ox(eX+e*) T anmer + e

¢o je limita (4).
Pri vypocte limity vSak mo6Zeme postupovat’ aj tak, ze najprv spravime jednoduchu
upravu:

- (—1+x)e*+ (1 +x)e™  (-1+x)e**+x+1
im = lim
x-o (=1 +x)e* —(1+x)e™ x-eo(=14+x)e?¥—x—1
a potom mdzeme dopocitat’ limitu pouzitim 1'Hospitalovho pravidla.
Vhodnou volbou koeficientov pred kazdou mocninou x vieme zvysit' stupen

polynémov vystupujucich v sucine s e*, resp. s e ~*. Nasleduje priklad aj s tpravou.

Priklad 6:

i (1-2x+x¥)e*+(1+2x+x%)e™ = (x*—1(e*—e™*) e —e*
Pt (1—2x+x2)e*—(1+2x +x2)e™™ ~ 2o (xZ2=1)(e*+e™™) Tanoer + e

Vel'mi vd’a¢na na pouzitie metody jednokrokového navratu spit’ je nasledujuca limita:
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X

e
lim ———, 10
x—>oo,162x +c ( )

kde c je Tubovolna kladna realna konstanta. Limita (10) je uvedend aj v praci [1].
Integrovanim Citatel'a aj menovatel'a v tejto limite dostaneme:

Priklad 7:

ex

’}i—’rg\/E(x—ln(\/E+\/ezx+c))+\/ezx+cl a1

Na jej vypocet mézu potom Studenti raz pouzit’ I'Hospitalovo pravidlo, ale d’alej musia
postupovat’ len elementarnymi Upravami. Limita (11) je velmi zaujimava aj z toho
hl'adiska, Ze na to, aby mohli Studenti pouzit’ I'Hospitalovo pravidlo, musia ukazat’, ze
limita menovatel’a je naozaj co. Na to sta&i ukézat, ze vyraz x — In(vc + Ve?* +¢) - 0
pre x — oo. Overme to:

1

X
limx —In(vVc++e?* +¢) = limln————— = lim In——————==0.
x—00 ( ) x>0 o 4qfe2X ¢ xoo Gfc c

e—x+ 1+6’W

Vidime, Ze uz v tomto prvom kroku sa $tudenti stretdvaji s rieSenim limity (10)
v mierne "zakamuflovanej" podobe.

Zaver

L'Hospitalovo pravidlo patri k silnym nastrojom na vypocet vel'kého poctu réznych
typov limit. Hlavnym ciel'om tohto ¢lanku, podobne ako v [1], bolo najst’ také typy limit,
v ktorych je sice mozné I'Hospitalovo pravidlo pouzit’, no k vysledku sa s jeho pomocou
nedopracujeme. Tym sa da zdovodnit Studentom na cvieniach, ¢i semindroch
z matematickej analyzy nevyhnutnost’ ovladania elementarnych postupov na vypocet limit.
Za tymto ucelom sme vypracovali zovSeobecnenie vysledkov z prace [1], hladali
v rieSeniach diferencialnych rovnic f™ (x) = af(x), & vypracovali limity, v ktorych je
pouzitie I'Hospitalovho pravidla mozné a opravnené v prvom kroku, ale v dalSich sa
bez elementarnych postupov zaobist’ neda.
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