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ABSTRAKT. V prispevku popisujeme rieSenie jedného Specifického problému, ktorého
matematicky zaklad je v teorii hustych dvojrozmernych geometrickych utvarov na badze
posunuti.
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ABSTRACT. This paper deals with asolution of specific optimization problem which
mathematical basis is in the theory of dense placement of two-dimensional geometric figures on
displacement.

KEey WoRbDs: polygon, optimalization.

CLASSIFICATION: G55, M55

1. Uvod

V mnohych oblastiach vyroby, napr. v odevnictve, obuvnictve, strojarstve,
nabytkarstve, ... sa stretavame S tlohou vytvorit’ tzv. nastrihovy plan, teda rozmiestnit’
vystrihované (vysekavané, vyrezavané, ...) ¢asti vyrobkov na dvojrozmerny material (latka,
koza, plech, doska, ...) s dodrzanim technologickych poziadaviek a zasady maximalizacie
vyuzitia materidlu [7]. Pri praci s anizoropnymi materidlmi, ako su napr. tkaniny, koze
a prirodné drevo, sa vystrizky nesmu otacat, povolené su iba posunutia. Zakladom
odpovedajiiceho matematického optimalizacného problému je tedria hustych rozmiestneni
dvojrozmernych geometrickych utvarov na baze posunuti, ktorej stru¢ny opis
predkladame.

Povodne bola teéria zaloZzend najmi na analytickej geometrii [12], neskor ziskala
adekvatnejsiu topologickli podobu; pozri [1] a pre viac podrobnosti dizertacie [13], [8],
[16]. Tam mozno najst’ v tejto praci vynechané dokazy a ilustracie.

Prezentovanu tedriu mozno bez problémov zovseobecnit’ v dvoch smeroch — pripustit
euklidovsky priestor I'ubovolnej dimenzie a/alebo vSeobecnejSie pohyby, teda nielen
posunutia. Je zaujimavé, ze pri rozSireni $kaly povolenych pohybov v rovine sa zakladné
vysledky tedrie zachovaja; pozri [4], [9].

2. Geometrické utvary a ich vzajomné polohy

Z hladiska aplikacii by sme sa urcite mohli venovat’ iba rozmiestiovaniu
mnohouholnikov. Ukazuje sa vSak, Ze zakladné pojmy treba vyjadrovat’ v jazyku
topologie, preto pripustime omnoho SirSiu triedu objektov.

Pod geometrickym utvarom (skratene hovorime iba utvar) rozumieme podmnozinu M
euklidovskej roviny EZ, ktora je ¢astou uzaveru svojho vnutra

M c cl (intM) 2.1)
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Zakladnym prikladom geometrického utvaru je mnohouholnik, teda suvisla
a vV metrickom zmysle ohranicena ¢ast' roviny, ktorej hranicou je jednoducha uzavreta
lomena ¢iara. VSeobecnejsSie, geometrickym utvarom je kazda rovinna oblast’ ohrani¢ena
jednoduchou uzavretou krivkou, napriklad kruh. Krivka geometrickym utvarom nie je.
Kvoli prehl'adnosti budeme geometrické utvary spravidla oznaCovat’ pismenami M, N, P,
I'ubovolné podmnoziny roviny pismenami A, B, C, ... .

Nasledujuce dve jednoduché tvrdenia vyjadruju zakladné topologické vlastnosti
geometrickych utvarov.

Tvrdenie 2.1 a) Kazda otvorena mnozina roviny je geometricky ttvar.

b) Uzaver a vnutro geometrického utvaru st geometrické utvary.

¢) Zjednotenie 'ubovolného (kone¢ného alebo nekone¢ného) poctu geometrickych utvarov
je geometricky utvar. O
Tvrdenie 2.2 Uzaver resp. hranica geometrického Gtvaru M je uzaver resp. hranica jeho

vnutra
cIM = cl(intM), bdM = bd(intM) (2.2)

Na mnozine vSetkych geometrickych utvarov zavedieme niekolko binarnych relécit,
ktoré chapeme ako vzajomné polohy dvoch utvarov:

Dva atvary M, N ¢ E?
e sa pretinaju, ak maji neprazdny prienik: M N N = &,
e sa prekryvaju, ak ich vnutra maju neprazdny prienik: intM N intN = &,
e sa stykaju, alebo st husto rozmiestnené, ak sa neprekryvaju, ale ich hranice sa
pretinaji: intM N intN=¢< a bdM n bdN = &,
o su (korektne) rozmiestnené, ak sa neprekryvaju: intM m intN = &.
Utvar M je rozmiestneny v iitvare N, ak jeho vnatro lezi v N:  intM < N.

Poznamky 2.1 a) Dva husto rozmiestnené utvary su korektne rozmiestnené.

b) Ak je doplnok geometrického ttvaru N ttvar, tak Gtvar M je rozmiestneny v N prave
vtedy, ked’ je korektne rozmiestneny s doplnkom ttvaru, teda ked intM M int(E* \ N) = &.
Takto sa umiestnenie utvaru do ttvaru redukuje na korektné rozmiestnenie utvaru s inym
Utvarom.

Nasledujuca veta vyjadruje jednu z dvoch podmienok hustého rozmiestnenia dvoch
utvarov sice menej nazornejsim, ale technicky vyhodnej$im spdsobom ako definicia. Za
nou iduca veta hovori, Ze pri skimani hustého rozmiestnenia itvarov sa mozno obmedzit’
na otvoren¢ Utvary alebo na uzavreté utvary. Nie je to vSak nutné ani vyhodné.

Veta 2.1 Geometrické utvary M, N < E? st husto rozmiestnené prave vtedy, ked sa
pretinaju ich uzavery ale nie ich vnutra, t.j. ked cIMNcIN=O a intMnintN=¢. O
Veta 2.2 a) Geometrické¢ utvary st husto rozmiestnené prave vtedy, ked’ su husto
rozmiestnené ich vnutra.
b) Geometrické utvary su husto rozmiestnené prave vtedy, ked’ st husto rozmiestnené ich
uzavery. O
Husté rozmiestnenie dvoch utvarov rozsirime d’alej na rozmiestnenie s kladnou
medzerou ana rozmiestnenie viacerych utvarov. Kvoli prvému rozSireniu pre kazda
mnozinu A ¢ E? definujme jej otvorené resp. uzavreté okolie s polomerom r > 0 predpisom
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O(A, r) = {xeE? d(x, A) <1}, B(Ar)={xeE? d(x, A) < r} (2.3)

Zrejme
O(A, r) = {O0(x, r); xeA}, B(A, r) =U{B(x, r); xeclA} (2.4)

Mnoziny A, B c E? s rozmiestnené s medzerou &> 0, ak s0 husto rozmiestnené
,»Zvacsené“ mnoziny A, B, t.j. ich okolia O(A, 82) a O(B, d/2).

Veta 2.3 Nech 6> 0. Potom

a) Ak st mnoziny A a B rozmiestnené s medzerou 6, tak ich vzdialenost’ je o.

b) Ak d(A, B) = 6 a jedna z mnozin A, B je ohrani¢ena, tak mnoziny A, B s rozmiestnené
s medzerou o. O

Priklad 2.1 Nech 6=2, M={p=(X,¥); x>0,y=>1/x}, Ns={p=(X,V);y <-5}. Pretoze
B(M, d2) N B(Ns, d2) =, atvary M, N nie su husto rozmiestnené s medzerou 6, hoci ich
vzdialenost’ je o. O

Konecna alebo spocitatelnda mnozina geometrickych utvarov M; je husto rozmiestnend
(resp. rozmiestnend s medzerou 6>0), ak sa dané mnoziny daji tak ocislovat
prirodzenymi ¢islami 1,2,3,..., Ze kazdy atvar M;, i > 2, je husto rozmiestneny (resp. husto
rozmiestneny s medzerou J) so zjednotenim predchadzajicich uUtvarov, teda s utvarom
UA{M;; j<i}.

3. Husté rozmiestnenia titvarov a posunutia

Uvazujme dva Utvary vrovine, prvy povazujeme za pohyblivy, druhy za pevny.
Zakladnym objektom nasho zaujmu je mnozina vsetkych takych posunuti pohyblivého
utvaru, ze obraz pohyblivého ttvaru je husto rozmiestneny s pevnym. Najprv tito mnoZzinu
posunuti stotoznime s istou mnozinou bodov roviny. Vychadzame zo S$tandardnej
reprezentacie posunuti vektormi.

Pevne zvoleny bod 0€E? nazveme pol roviny. Povazujem ho tieZ za referencny bod
kazdého geometrického tutvaru. Ak je vrovine zadana ststava suradnic, polom je
implicitne jej zaciatok. POl roviny umoznuje reprezentovat bod X jeho polohovym
vektorom X = X — 0 a naopak, kazdy vektor X roviny reprezentovat’ odpovedajiicim bodom
X =0+ X. Symbolom A(x) budeme oznaCovat’ umiestnenie mnoziny A do bodu x, ¢o je
obraz mnoziny A V posunuti o vektor x — 0:

AX)=AX) + (x —0)={a+ (x —0); acA} (3.1)

Pretoze posunutie je homeomorfizmus, plati
int(A(x)) = (intA)(x), bd(A(x)) =(bdA)(x) a cl(A(X)) = (clA)(x)

preto pisSeme jednoducho intA(x), bdA(x) a clA(x). Zrejme mnozina A(X) je otvorena
resp. uzavreta prave vtedy, ked’ je otvorena resp. uzavreta mnozina A.

MnozZina hustych rozmiestneni pohyblivého utvaru M a pevného utvaru N (vzhladom
na referencny bod o) je mnozina bodov
D(M, N), = {xeE? M(x), N st husto rozmiestnené} (3.2)
Pismeno D je odvodené od anglického ,,densely placed”. Index 0 bezne vynechavame,
pretoze referencny bod ttvaru sa spravidla nemeni, porovnaj s (3.5).
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Z technického hl'adiska je dolezita mnozina pretinani pohyblivého utvaru M s pevnym
utvarom N (vzhladom na referencny bod o)

I(M, N), = {xeE? M(x), N sa pretinajii} (3.3)

Lebo veta 2.1 umoziiuje jednoduchu redukciu hustych rozmiestneni na pretinania
D(M, N) = I(bdM, bdN) \ I(intM, intN) (3.4)

Nasledujuce tvrdenie je kI'i€ové pre dokazovanie vlastnosti hustych rozmiestneni.

Tvrdenie 3.1 [1] Pre vSetky utvary M, N plati
I(M, N)g=0+ (N—M) ={o+ (n—m); meM, neN} ..
Dokaz Zrejme plati:

xel(M, N), < IneM(X)"N < ImeM IneN: m+ (X—-0)=n <
< dmeM 3dneN: x=0+(n—m). O

Pre body o, p a itvary M, N teda z tvrdenia 3.1 vyplyva I(M, N), = I((M, N), + (p — 0).
V désledku toho
D(M, N), =D(M, N), + (p —0) (3.5)

To znamena, Ze tvar mnoziny hustych rozmiestneni nezavisi od vol'by referencného
bodu pohyblivého tGtvaru. Inym jednoduchym désledkom tvrdenia 3.1 a redukcie (3.4) je
vzt'ah vyjadrujuci vzajomnu zdmenu pohyblivého a pevného utvaru:

D(N, M), = so(D(M, N)o) (3.6)

kde s,: E?> — E? je simernost’ podla stredu o.

Dal$im takym dosledkom tvrdenia 3.1 je vyjadrenie mnoZiny pretinani pohyblivého

utvaru s pevnym v tvare zjednotenia Gtvarov:
(M, N), = (s, (M) )
neN
Priklady 3.1 a) Nech M je uzavrety kruh B(0,1) so stredom o a s polomerom 1, N nech je
uzavrety kruh B(0,2). Vtedy I(cIM, cIN) je uzavrety kruh B(0,3), I(intM, intN) je otvoreny
kruh O(0,3) a D(M, N) je kruznica S(0,3).
b) Pre otvorené a uzavreté zviac¢Senia l'ubovol'nej mnoziny A z (2.4) plati
O(A, r) =1(O(o,r), A), B(A, r)=1(B(o,r), clA)

c) Nech M, Np st utvary z prikladu 2.1 pre 6=0. Vtedy I(cIM, cIN) = I(intM, intN) je
otvorena polrovina dana nerovnostou y < 0, preto D(M, N) je prazdna mnozina.
d) Nech M ={p=(x,y); y > x/(1 -x%, x| <1}, N={p=(x, y); y <0 alebo |x| > 1},
0= (0, 0). Vtedy

I(cIM, cIN) = I(M, N) ={p= (X, y); y <0 alebo x = 0}

I(intM, intN) = {p = (X, ¥); y < 0 alebo x=0}
preto D(M, N) je jednoprvkova mnozina {0}.
e) Nech M je stvorec s vrcholmi (+1,£1) a N mnohouholnik tvaru ,,U* s vrcholmi (-2,0),
(2,0), (2,2), (1,2), (1,1, (-1,1), (-1,2), (-2,2). Ako obvykle, nech o0=(0,0). Vtedy

1 Mnozina vektorov N — M resp. mnozina bodov 0 + (N — M) sa v literatire ¢asto nazyva Minkowského rozdiel utvarov
M a N resp. Minkowského stcet Gitvarov N®(—M), kde —M je obraz utvaru M v simernosti podla polu o.
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I(cIM, cIN) = I(M, N) je obdiznik s vrcholmi (-3,-1), (3,-1), (3,3), (=3,3) a I(intM, intN) je
vnutro obdlznika (M, N) s vynechanou useckou U s krajnymi bodmi (0,3), (0,2). MnozZina
D(M, N) je hranica obdlznika I(M, N) spolu s tseckou U. (Obr. 1)

IintM,intN) } DOLN) |
oy U

Obr. 1. Pohyblivy stvorec M s referenénym bodom o a pevny mnohouholnik N.
Mnozina D(M, N) je hranica otvorenej mnoziny I1(intM, intN). D(M, N) je
zjednotenim hranice obdlznika I(M, N) s usec¢kou U.

Nasledujuca veta je uhlovym kametiom teoérie hustych rozmiestneni.

Veta 3.1 [1] Ak je jeden z geometrickych utvarov M, N ohrani¢eny, tak mnozina hustych
rozmiestneni D(M, N) je hranicou otvorenej mnoziny I(intM, intN), ktora vyjadruje vSetky
prekrytia pohyblivého Gtvaru M s pevnym utvarom N:

D(M, N) = bdI(intM, intN)

Dokaz iba naznacime. Podstatné je ukazat’, ze pre l'ubovol'né mnoziny A, B plati
A je otvorena = I(A, B) je otvorena (3.8)

A alebo B je ohraniend = I(clA, cIB) = clI(A, B) (3.9)

Potom uz mame
bdl(intM, intN) = cll(intM, intN) \ intI(intM, intN) =
= (cl(intM), cl(intN)) \ I(intM, intN) = I(cIM, cIN) \ I(intM, intN) =
=cli(M, N) \ I(intM, intN) = D(M, N).

Druha rovnost’ vyplyva z (3.9) a z (3.8), tretia z (2.2) a posledna z (3.4). O
Poznamka 3.1 Priklady 3.1 ¢, d ukazujt, ze vo vete 3.1 nemozno vynechat predpoklad
0 ohranicenosti utvarov. Bez neho plati iba inkltzia D(M, N) < bdI(intM, intN).

Poznamka 3.2 Priklad 3.1 e ukazuje, ze vo vete 3.1 nemozno nahradit mnoZinu
I(intM, intN) ani mnozinou I(M, N), ani I(cIM, cIN). Vo vSeobecnosti teda plati

D(M, N) = bdI(M, N) a D(M, N) = bdI(cIM, cIN)

Napriek tomu sa Vv literatire mozZno bezne stretnat’ s rovnostou D(M, N) = bdI(M, N);
pozri napr. [10], [11]. Tvrdi sa tam, ze tzv. non-fit polygon, €o je tamojsi ekvivalent
mnoziny hustych rozmiestneni dvoch mmnohouholnikov, je hranica ich Minkowského
rozdielu resp. suctu N @ (—-M), ¢o je spdsob vyjadrenia mnoziny I(M, N). Vidno teda, Ze
pri opise mnoziny hustych rozmiestneni treba postupovat’ opatrne.

Poznamka 3.3 Veta 3.1 v sucinnosti so vzorcom (3.7) umoznuje preformulovat’ vysledok
prikladu 3.1b takto: Hranicou geometrického titvaru N zvac¢Seného o hodnotu r > 0, teda
hranicou okolia O(N, r) utvaru N, je mnozina D(M, N), kde M je otvoreny kruh O(o,r).
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Poznamka 3.3 ma Siroké uplatnenie v aplikaciach: Pri tvorbe nastrihového planu sa
vykrojky rozmiestiuji so stanovenou medzerou; pozri text za vetou 2.2. Vtedy sa husto
rozmiestiiuju  vykrojky zvdcSené o polovicu medzery. Teda aj hranice zvéacSenych
vykrojkov mézeme ziskat’ pomocou teorie hustych rozmiestneni.

4. Husté rozmiestnenia mnohouholnikov

Zacneme pripadom dvoch konvexnych mnohouholnikov. Vieme o nich, ze st
konvexnymi obalmi svojich vrcholov. Na zdklade tvrdenia 3.1 mozno bez tazkosti
dokazat’, ze pre konvexné obaly cA, cB I'ubovol'nych mnozin A, B plati

I(cA, cB) =cl(A, B) (4.1)

Veta 4.1 [2] Nech M, N st konvexné mnohouholniky. Potom plati
a) Mnozina I(M, N) je konvexny mnohouholnik.
b) intl(M, N) = I(intM, intN).
C€) Mnozina hustych rozmiestneni D(M, N) je hranica vnutra konvexného mnohouholnika
I(M, N).
d) Mnozina hustych rozmiestneni D(M, N) je hranica konvexného mnohouholnika (M, N),
¢ize D(M, N) = bdl(M, N).
Dokaz opat’ iba naznacime.
a) Nech A, B su mnoziny vrcholov uvazovanych konvexnych mnohouholnikov. Podla
(4.1) plati I(M, N) = I(cA, cB) = cl(A, B). Rovnost’ (3.7) dava, Ze I(A, B) je konetna
nekolinearna mnozina, preto jej konvexny obal, teda I(M, N), je konvexny mnohouholnik.
b) Z inklazii intM < M a intN < N prostrednictvom tvrdenia 3.1dostaneme, Ze
I(M, N) o I(intM, intN).

Z vyroku (3.8) preto vyplyva intl(M, N) o I(intM, intN). Tato inklazia plati pre 'ubovolné
mnoziny. Dokaz obratenej inklizie vyzaduje vyuzit S$pecifické vlastnosti konvexnych
mnozin.
c¢) Tvrdenie vyplyva z vety 3.1 a z Casti b).
d) Da sa ukazat’, Ze inkluzia D(M, N) o bdI(M, N) plati vo v§eobecnosti, obratenia inkluzia
znova vyzaduje vyuzit Specifické vlastnosti konvexnych mnozin. O

Je zname, ze kazdy mnohouholnik M mozno vyjadrit' ako zjednotenie vzajomne sa
neprekryvajucich konvexnych mnohouholnikov My, ..., My, pricom kazdy z nich sa pretina
so zjednotenim predchadzajicich. (Ide vlastne o predcasne ukonceny proces triangulacie
mnohouholnika postupnym vkladanim vnitornych uhloprie¢ok.) Stru¢ne hovorime, ze
mnohouholnik M je geometricky rozlozeny na nadvézujiuce konvexné mnohouholniky.

Tvrdenie 4.1 Nech M, N st Tubovol'né mnohouholniky anech M =M; U ... U My,
N =N; U ... U N; su ich geometrické rozklady na nadvédzujuce konvexné mnohouholniky.
Potom mnozina I(intM, intN) je zjednotenim vnutier konvexnych mnohouholnikov
I(Mi, N, i=1,..k, j=1,..,1, ktoré na seba nadvézuji v lexikografickom usporiadani. [
Pripomenime znamy spdsob vyjadrenia hranice zjednotenia dvoch otvorenych
mnozin A, B
bd(A U B) = (bdA\B) U (bdB \ A)
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Tvrdenie 4.1 spolu svetou 4.1 teraz davaju navod na konStrukciu mnoZiny hustych
rozmiestneni D(M, N) pre mnohouholniky 'ubovol'ného tvaru:

Algoritmus 4.1 [2]
1. Vytvorit geometrické rozklady M =M;u ... UM, N =N;uU ... UN, na
nadvézujuce konvexné mnohouholniky.
2. Skonstruovat’ konvexné mnohouholniky 1(My, Ny), ..., I(My, N)) a zoradit’ ich podl'a
lexikografického poradia dvojic indexov.
3. DIM,N) =9
4. P:=¢
5. for (i,j) = (1,1),...,(k,1) begin
D(M, N) := (D(M, N) \intl(M;, N;)) w (bdI(M;, N;) \ P)
P=PuU intI(Mi, NJ)
end for

Pozndmka. P je zjednotenie vnutier uz spracovanych konvexnych mnohouholnikov
(M, Nj).

Najcitlivejsim miestom algoritmu 4.1 je v cykle prebiehajiica obnova mnoziny
D(M, N). Sposobuje, ze mnozina D(M, N) hustych rozmiestneni mnohouholnikov
lubovolného tvaru ma pomerne komplikovani Struktiru. Mo6Zzu v nej vystupovat
jednoduché uzavreté aj neuzavreté lomené Ciary, pripadne aj konecny pocet bodov.
Navyse, opisany vypocet niektorych ¢asti mnoziny D(M, N) moézZze byt kvoli netplnej
strojovej aritmetike znacne nestabilny.

Veta 4.2 o struktire mnoziny D(M, N) pre mnohouholniky, [2]:
Pre Tubovolné mnohouholniky M, N existuji také celé ¢isla k, I, m, 0 < k<1< m, ze
mnozina D(M, N) sklada z navzajom réznych jednoduchych uzavretych lomenych Ciar
Lo,..., Ly, z navzajom réznych jednoduchych neuzavretych lomenych ¢iar Ly,,..., Ly a z
navzajom roéznych bodov p, ..., Pm:

DM, N) =L, v(L; U... L) vullkn .. L) U{ Py oo Py (4.2)

Pritom plati

(i)  Kazdé dve rozne lomené Ciary Lj a Lj, 0 <1, j <1, maji spolo¢ny najviac jeden bod.

(if)  VSetky lomené Ciary Ly, ..., L lezia v mnohouholniku K uréenom lomenou ¢iarou L,
a ani jedna z lomenych ¢iar Ly, ..., Ly nepretina vnitro Ziadneho z mnohouholnikov
Ky, ..., K ur¢enych lomenymi ¢iarami Ly, ..., Ly.

(iii) VSetky body pju,..., Pm lezia vnutri mnohouholnika K, aziadny z nich nelezi
V niektorom mnohouholniku Kjy, ..., K ani na niektorej lomenej ¢iare Ly, ..., L. O

Priklad 4.1 V priklade 3.1e (obr. 1) je k=0, =m =1, teda D(M, N) = Lo U L;. Uzavreta
lomena Ciara L, je hranica obdiznika Ky =1(M, N) a neuzavretd lomena &iara L, je tsecka
U. Izolované body mnozina D(M, N) neobsahuje.

Poznamka 4.2 a) Lomené &iary Ly, ..., Ly resp. Lg, ..., Ly resp. body pi.4,..., Pm NEMusia
vzdy existovat. Stane sa tak pre k=0 resp. pre | =k resp. pre m =I. Naproti tomu,
jednoducha uzavreta lomena &iara Ly existuje vZdy. Urcuje mnohouholnik, v ktorom je
obsiahnuta cela mnozina D(M, N).

b) Lomenu ciaru L, mozno skonstruovat’ kinematickym spdésobom, pri ktorom sa

pohyblivy mnohouholnik M ,kiZe* pozdiz pevného mnohouholnika N a lomena ¢&iara L,
vznika ako draha referenéného bodu o; pozri [2].
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c) Je teda prirodzena otazka, pre ktoré mnohouholniky M, N plati D(M, N) = L,. Vtedy
algoritmus z ¢asti a) vyprodukuje celt mnozinu D(M, N). Jednoducha odpoved’ je: Ked’ st
oba mnohouholniky konvexné. Zial, v redlnych aplikaciach je tento pripad pomerne
zriedkavy. Nast’astie, podmienke vyhovuju aj hviezdicovité a monotonne mnohouholniky.
d) Pre konstrukciu celej mnoziny D(M, N) odkazujeme na algoritmus 4.1 alebo na
dizerta¢nu pracu [13].

Pripomefime, Ze mnohouholnik je Aviezdicovity vzhladom na bod s, ak s kazdym
svojim bodom obsahuje usecku, ktora ho spaja s bodom s. Ak st vSetky vnutorné body
kazdej takej usecky vniatornymi bodmi mnohouholnika, hovorime o ostrej hviezdicovitosti.
Mnohouholnik je hviezdicovity resp. ostro hviezdicovity, ak je hviezdicovity resp. ostro
hviezdicovity vzh'adom na niektory svoj bod.

Je zrejmé, Ze kazdy mnohouholnik je konvexny prave vtedy, ked’ je hviezdicovity
vzhl'adom na kazdy svoj bod.

Veta 4.3 [5] Nech M, N su hviezdicovité mnohouholniky, pricom jeden nich je ostro
hviezdicovity. Potom I(M, N) je ostro hviezdicovity mnohouholnik a mnoZzina hustych
rozmiestneni D(M, N) je jeho hranica. (|

Lomena ¢iara je monotonna vzhladom na smer priamky H, ak kolmé priemety jej
vrcholov tvoria monotoénnu postupnost’ bodov na priamke. Smer priamky H povazujeme za
horizontalny, smer nan kolmy za vertikalny. Mnohouholnik je monotonny vzhladom na
smer priamky H, ak sa jeho hrani¢na lomena ¢iara sklada z dvoch monoténnych lomenych
¢iar.

Veta 4.4 [3], [6] Nech M, N st monoténne mnohouholniky vzhl'adom na smer priamky H.
Potom I(M, N) je mnohouholnik monotéonny vzhladom na smer priamky H a mnozina
hustych rozmiestneni D(M, N) je jeho hranica. a

Priamka resp. usec¢ka kolma na priamku H je vertikdina priamka resp. tisecka. Da sa
dokazat, ze mnohouholnik je monotéonny prave vtedy, ked kazda vertikdlna priamka
pretina jeho hranicu v najviac dvoch bodoch.

Kvéli jednoduchsiemu vyjadrovaniu v dalSom uz nebudeme zdoéraznovat smer
monotonnosti.

Zial', nie kazdy konvexny mnohouholnik je monoténny. Monoténny je iba vtedy, ked’
ziadna jeho strana nie je vertikdlna. To nas vedie k slabSej podmienke monoténnosti [15],
[6]:

Mnohouholnik je vertikalovo monotonny, ak kazda priamka obsahujtica jeho vnitorny
bod pretina hranicu mnohouholnika v najviac dvoch (a teda v prave dvoch) bodoch.

Hranica vertikdlovo monoténneho mnohouholnika pozostava z dvoch monotéonnych
lomenych ¢iar a z najviac dvoch vertikalnych tseciek. Je zrejmé, Ze mnohouholnik je
konvexny prave vtedy, ked’ je vertikdlovo monotonny vzhl'adom na kazdy smer.

Vetu 4.4 mozno vyslovit’ v trochu silnejsej podobe.

Veta 4.5 Nech M, N su vertikdlovo monotéonne mnohouholniky vzhladom na smer
priamky H. Potom aj I(M, N) je vertikdlovo monotéonny mnohouholnik vzhl'adom na smer
priamky H a mnozina hustych rozmiestneni D(M, N) je jeho hranica. a

Poznamka 4.3 Podstatnou ¢astou tvrdeni viet tejto kapitoly je, Ze vo vSetkych Styroch
pripadoch je mnozina (M, N) mnohouholnik a mnozina hustych rozmiestneni D(M, N) je
jeho hranica. To znamena, ze D(M, N) je jednoducha lomena Ciara Lo, a teda kinematicky
algoritmus konstrukcie Ciary Lo Z poznamky 4.2b vyprodukuje celt mnozinu D(M, N).
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Konvexnost’, hviezdicovitost ¢i monoténnost mnoziny [(M, N) je ztohto hl'adiska
druhorada.
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