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ABSTRAKT. V prispevku su z hladiska pripravy buducich ucitelov matematiky prezentované
zdkladné pojmy a suvislosti teorie konvexnych funkcii: podmienky konvexnosti, nutné
podmienky a postacujiice podmienky pre konvexnost (resp. rydzu konvexnost funkcie). V clanku
sa zdoraznuje, ze potencial vyucovania konvexnych funkcii (najmd v suvislosti s Jensenovou
nerovnostou) nie je dostatocne vyuZzity a tejto problematike by mala byt venovana vdicsia
pozornost. Su uvedené dva varianty Jensenovej nerovnosti, vrdtane jej [fyzikalnej
a geometrickej interpretdcie. Vyuzitim Jensenovej nerovnosti su dokdzané doélezité klasické
nerovnosti (AG-nerovnost, HG-nerovnost, Cauchyho — Schwarzova nerovnost, Holderova
a Minkowského nerovnost).

KeUCOVE SLOVA: konvexna (rydzo konvexnd)funkcia, konkavna (rydzo konkavna) funkcia,
konvexna mnozina, podmienky konvexnosti, Jensenova nerovnost, klasické nerovnosti

ABSTRACT. The contribution in terms of training of future mathematics teachers presented the
basic concepts and background theory of convex functions: convexity conditions, necessary
conditions and sufficient conditions for convex (or strictly convex) functions. The article
emphasizes that the potential for learning convex functions (particularly in relation to the
Jensen's inequality) is not sufficiently exploited, and this issue should be given greater
attention. There are two variants of the Jensen inequality, including its physical and
geometrical interpretation. Using the Jensen inequality is proved important classical
inequalities (AG-inequality, HG-inequality, Cauchy-Schwarz inequality, Holder and Minkowski
inequality).

KEeY WORDS: convex (strictly convex) function, concave (strictly concave) function, convex set
convexity condition, Jensen's inequality, classical inequalities.
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Uvod

V aplikéciach, pri rieSeni matematickych problémov i v dokazoch matematickych viet
sa velmi Casto vyuzivaju nerovnosti. V niektorych pripadoch je pouzitie nerovnosti
unifikujicim prvkom pri rieSeni celej triedy problémov (takymto jednotiacim prvkom
moze byt sustavné vyuzivanie zndmej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom, ktori mézeme napriklad vyuzit' pri rieSeni jednoduchych extremalnych tloh
na elementarnej Grovni - bez vyuzitia derivacii). Vediet' najst’ a nasledne dokazovat’
potrebné nerovnosti patri k vel’kému umeniu, pretoze nerovnosti st vel'mi réznorodé a ich
dokazy si spravidla vyzaduju rozlicné techniky a pristupy, ¢asto prenikava intuiciu
a nemalo tvorivosti. Z uvedeného dovodu je dobré mat prehl'ad o dolezitych nerovnostiach
aoich sposoboch dokazovania. O tejto problematike bol vydany uz cely rad
$pecializovanych knih, spomenime napriklad monografiu (Beckenbach & Bellman, 1961),
v ktorych je mozné najst’ skutocne rdéznorodé nerovnosti. Z odborného i pedagogického
hl'adiska je zaujimavé ¢i aspon tie najddlezitej$ie nerovnosti nie je mozné odvodit’ ¢i
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dokazat’ vyuzitim ¢o ,,najmenSicho mnozstva“ elementarnych (alebo aspofi primerane
jednoduchych) matematickych nastrojov. Je vhodné si uvedomit, ze jednym z motorov
rozvoja matematiky je proces zovseobecnenia, ktory spravidla spoéiva v postupnom
zaclenovani izolovanych poznatkov do vSeobecnejSej formy, z ktorej tieto partikularne
pripady bezprostredne alebo sprostredkovane vyplyvaji. Prirodzene asi tazko moZeme
ocakavat, Ze sa nam podari odvodit’ akusi super-nerovnost, ktora by zahriiovala vsetky (¢i
temer vSetky) alebo aspon vyznamné skupiny dolezitych nerovnosti, pricom by bola naviac
dostatoéne jednoducha, aby mohla byt vyucovana (a azda i dokazovana) uz na strednej
Skole, pripadne v bakalarskom stupni vysokoskolského stadia matematiky. V d’alSom
pojedname o jednej nerovnosti, ktord si mozno pomenovanie super-nerovnost zaslizi.
Ukazeme si pristup, ktory V teorii nerovnosti, urcite nepatri k nezndmym, ale rozhodne
k malo vyuzivanym. Ukazeme, Ze tento pristup si zasluhuje nasu pozornost, a to nielen
z aspektu vyucovania zakladného kurzu matematickej analyzy na vysokej $kole (napriklad
Vv priprave uéitelov matematiky), ale svojou jednoduchostou a kompaktnost'ou aj z aspektu
vyu€ovania matematiky na strednej $kole. lde o klasicka Jensenovu nerovnost spolu s jej
dolezitymi aplikaciami.

Konvexné a konkavne funkcie, podmienky konvexnosti, konvexné mnoZiny

Uvazujme na intervale | = [0,0) dve funkcie f:f(x) =x2, g:g(x) =+x. Tieto
funkcie maju na intervale J vel'a zhodnych vlastnosti: obe su spojité, rasttice, kladné a majt
derivacie Tubovolného radu. Ich grafy sa vSak predsa len dost odlisuju: funkcia f
zrychluje svoj rast, ¢o sa prejavuje na jej grafe tym, ze sa (s rastom argumentu) zakrivuje
nahor, naopak funkcia g spomaluje svoj rast, o sa prejavuje na jej grafe tym, ze sa
zakrivuje nadol. Zakladnu odlisnost’ tychto dvoch grafov mozeme lahko identifikovat’ na
grafoch restrikcii tychto funkcii vzhladom na interval [0,1]. Totiz grafy tychto dvoch
funkcii maji dva priese¢niky, body A = (0,0),B = (1,1). V intervale [0,1] graf funkcie
f (resp. graf funkcie g) lezi (s vynimkou bodov 4, B) cely pod ( resp. cely nad) priamkou
AB spéjajicej prieseéniky A, B uvedenych grafov. Tento fakt mozeme interpretovat’ i tak,
ze body A, B grafu danej rasticej funkcie mézu byt’ spojené tromi zakladnymi sposobmi:
bud’ tseckou AB, alebo krivkou leZiacou celou (az na koncové body A, B) pod useckou
AB, alebo krivkou leziacou nad touto viseckou’.
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Obr. 1 Grafy konvexnej funkcie f(x) = x> a grafy konkdavnej funkcie g(x) = \x

! Analogické situacie nastanu i V pripade, ak dva body grafu spajame krivkami, ktoré su grafmi klesajucich funkcii.
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O takychto funkciach hovorime, zZe maju rozliénu vypuklost. Presnejsie, funkcia f sa
nazyva konvexnou (obsirnejsie: rydzo konvexnou) funkciou afunkcia g sa nazyva
konkavnou (rydzo konkdvnou) funkciou v intervale J.

Poznamenajme, Zze samotny pojem konvexna funkcia a aj prislusna pamétova stopa
v mysliach Studentov su viazané najmd na operativnu ¢innost’ pri zostrojovani naértkov
Casti grafu funkcie na intervale, v ktorom je funkcia rydzo konvexna: dva body grafu
funkcie, ktora je rydzo konvexna na istom intervale, spojime suvislou rydzo konvexnou
krivkou, ktora sa vel'mi silne podoba na cast’ paraboly otvorenej smerom nahor (alebo na
Cast’ paraboly otvorenej smerom nadol, pri rydzo konkdvnej funkcii). Zaujimavé je, Ze
Studenti uznavaju fakt, ze z hl'adiska konstrukcie dostato¢ne verného nacrtku grafu funkcie
je urcite dolezité ¢i je funkcia v danom intervale rydzo konvexna, alebo rydzo konkavna.
Avsak, ak pouziji neutralnu polohu (teda prislusné body jednoducho spoja use¢kou) sami
to nepovazuju (a Casto ani ich ucitelia) za tak vaznu chybu, ¢o by nejak znehodnocovalo
cely nacrtok grafu funkcie. Je teda tento pojem uplne neddlezity? Pokusime sa dat’
odpoved’ na tato otazku. Ukazeme, Zze konvexnost’ funkcie je v mnohych aspektoch velmi
dolezity pojem, ktory si urcite zaslizi nasu pozornost’.

Poznamenajme, Ze pojmy konvexnost a konkdvnost funkcie zaviedol dansky matematik
Johan Ludwig Jensen (1859-1925), ktory sa o vyzname tychto pojmov vyjadril takto: Zda
sa mi, Zze pojem konvexnej funkcie je rovnako dolezity, ako pojem funkcie nezapornej alebo
funkcie rastucej. Ak saVvtomto nemylim, tento pojem by mal ndjst svoje miesto v
elementadrnych textoch venovanych teorii realnych funkcii.”

V zakladnom kurze matematickej analyzy vo vysokoskolskej priprave buduacich
ucitelov (v minulosti dokonca aj vV matematike stredoskolskej) sa definuje pojem
konvexnosti a konkavnosti pre funkciu jednej premennej napriklad takto:

Definicia 1. Hovorime, Ze funkcia f je konvexna na intervale ] € D(f), ak plati
VXx1,X,Xy E]J: X< x<xp, = f(x)sf(x1)+w0c—x1). Q)
2741

Vyrok dany vztahom (1) budeme nazyvat’ podmienkou konvexnosti funkcie f
v intervale J.
Geometricky vyznam podmienky konvexnosti (1); na kazdom intervale [x;,x,] C J vSetky
body grafu restrikcie funkcie f vzhladom na interval [xq,x,]| lezZia pod alebo na spojnici
krajnych bodov tohto grafu, tj. bod A = (x, f(x)) nelezi nad uiseckou spijajucou body
A = (x1»f(x1))» Ay = (xzjf(xz))-
Definiciu funkcie konkdavnej, resp. rydzo konvexnej, resp. rydzo konkavnej na intervale |
dostaneme, ak vo vzt'ahu (1) znak nerovnosti < postupne nahradime znakmi nerovnosti
>, <, >. Prislusné vyroky (so zmenou vysSie spominané¢ho znaku nerovnosti) nazyvame
podmienkou konkavnosti, resp. podmienkou rydzej konvexnosti, resp. podmienkou rydzej
konkavnosti. Je zrejmé, ze funkcia f je konkavna, resp. rydzo konkavna na intervale J,
prave vtedy, ak funkcia (—f) je konvexna (resp. rydzo konvexna) na intervale J. Preto
staci pozornost’ venovat iba konvexnym, resp. rydzo konvexnym funkciam.

Sformulujme niekol’ko d’al§ich tvarov podmienok konvexnosti, ktoré su ekvivalentné
s podmienkou konvexnosti (1).

23



JOZEF FULIER

a)

b)

d)
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Lahko nahliadneme, Ze rovnicu priamky uréenej bodmi A;, A,, tj. linearnu funkciu
y=f(x)+ w (x — x1) moZeme jednoduchou upravou pretransformovat’ na
2711
tzv. Lagrangeov interpolacny polynom zndmy z numerickej matematiky, ktory ma tvar
X, —x X —
y=—"—"/f(1) +—f(x2)
X2 — X1 X2
Preto podmienku konvexnosti (1) mdZeme zapisat’ aj V tvare

VXL xx €] 1< x<x o fQSEfO)+ o fG). ()
Ak v predchadzajicej nerovnosti nahradime f(x) = f(x).1=f (x)%txxl)
Xy —
dostaneme d’alsiu ekvivalentni podmienku konvexnosti
VXA Xy €)i a1 < x<x, = [DTED _[e2)=fC) 3)

X—x1 X2 —X
Geometricky vyznam podmienky konvexnosti (3): smernica priamky A, A nie je vicsia
ako smernica priamky AA, .

Bezprostredne je tiez mozné overit, ze vyrok dany vztahom (1) mdézeme vyuzitim
vlastnosti determinantu prepisat’ do nasledovného symetrického tvaru
Vxq,Xx,X, €] X1 < x<xp, =
1 1 1 1 X1 f(xl)
X1 x x2 |=|11 x fx)|=o0. 4)
f(xl) f(x) f(xz) 1 X2 f(xz)

Geometricky vyznam podmienky konvexnosti (4):

absolutna hodnota determinantu vo vztahu (4) urcuje obsah trojuholnika s vrcholmi

Ay = (x1,f(x1)), A= (x, f(x)), A = (x,,f(x2)), priom spominany determinant
je kladny prave vtedy, ak vrcholy neleZia na jednej priamke a cesta vrcholmi
trojuholnika A;, A, A, Vv postupnosti A, - A - A; — A; je orientovana proti chodu
hodinovych ruciciek.

Vel'mi uzito¢ny tvar podmienky konvexnosti funkcie f dostaneme nasledovne.
Zvol'me 'ubovolne, ale pevne body xq,x,x, €] také, ze x; < x < x,. Potom
kazdy vnatorny bod x € [xq,x,] je mozné jednoznatne zapisat’ v tvare

x = x1 +/12(x2 —x;), kde 1, =" ¢ (0,1). Ak oznac¢ime A; :=1—A1,, teda
A=

X = Alxl + Azxz, kde 1;,4, € (0,1), A, + A, =1.
To v8ak znamena, Ze podmienku konvexnosti (2) mo6zeme prepisat’ do nasledovného
tvaru
(Vxl,xz E], X1 < xZ)(V/’{l,AZ (S (0, 1), /11 + Az = 1)
faxy + Aax3) < A1f (1) + A2 (x2)

xz) mozeme jednoznacne vyjadrit’ v tvare
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Ak predpokladame, 7e pre x4,x, € J plati obratena nerovnost’ t.j. ak x, < x;, potom
vnutorny bod x intervalu [x,,x;] moZno tieZ jednoznalne =zapisat’ v tvare
X = Ayx1 + A,x,, kde 44,4, € (0,1), A4 + A, = 1. Zopakovanim predchadzajuceho
postupu dospejeme Kk tej istej nerovnosti

fQaxg + A3x2) < A1f (x1) + A2 (x2).
Tento fakt ndm umoznuje zapisat’ podmienku konvexnosti pre l'ubovolné x;,x, € ],
pri¢om staci iba predpokladat’, aby x; # x,. Dokonca mézeme vynechat aj podmienku
X1 # X, pretoze pre konvexné funkcie posledna nerovnost’ zostane v platnosti aj
V pripade x; = x,.
Tym dostaneme d’alsiu podmienku konvexnosti v tvare

(vxl,xz E])(Vll,lz € (0, 1), ).1 + Az = 1)
f(A1x1 + A2x2) < A1 f(x1) + A2f (x2).  (5)

Poznamka 1. Vyuzitim podmienky konvexnosti (5) mézeme okamzite zaviest’ definiciu
konvexnej funkcie aj pre pripad funkcie n —premennych, t.j. funkcie f:J — R, kde ] ¢ R",
pri¢om vo vSeobecnosti netreba ziadat’, aby mnozina J bola intervalom v R", ale sta¢i aby
] € R™ bola konvexnou mnozZinou?. Toto su¢asne napoveda, ktort z podmienok (1) az (5)
je vyhodné vziat’ za definiciu konkavnej funkcie.

Je vhodné pripomentt’ si, Ze s pojmom konvexnosti sa oboznamujl uz ziaci zakladnej
a strednej Skoly, ked” hovoria o konvexnych uhloch, konvexnych mnohouholnikoch,
konvexnych telesach. Pojem konvexnej mnoziny patri k zakladnym pojmom geometrie
i matematickej analyzy. Spravidla sa tento pojem definuje takto:

Definicia 2. Mnozinu D € R" nazyvame konvexnou mnozinou, ak s l'ubovolnymi bodmi
A, B € D patri do mnoziny D cela usecka spojujiica uvedené body. Algebricky zapisané: ak
pre kazdé A,B € Dakazdé A € [0,1] plati A A+ (1 —A)B € D.

Ak kazda z uvazovanych useciek AB lez cela (s moznou vynimkou krajnych bodov
A, B) vo vmutri D, nazyva sa mnozina D rydzo konvexnou.

Obr. 2. Konvexnd a nekonvexnd mnozina v R?

Ako vsak stvisi pojem konvexnej funkcie s pojmom konvexna mnozina? Tento fakt,
nebyva $tudentom celkom jasny. Jednou z moznosti, ako im mozeme ukazat suvislost
medzi pojmami konvexnd funkcia - konvexnd mnozina je, Ze definujeme tzv. nadgraf
(epigraf) danej funkcie. Na chvilu zvolime trochu vseobecnejsie hladisko a pojem
nadgrafu zavedieme pre l'ubovolnu funkciu viacerych premennych.

2 Konvexna podmnozina /| © R? obsahujtca aspoii dva body je interval.
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Definicia 3. Nech f:D — R, kde D c R™. Nadgrafom (epigrafom) funkcie f rozumieme
mnozinu Gy = {(x,y) e R": x € D, f(x) <y}

Lahko nahliadneme, Ze k tomu, aby nadgraf funkcie f bol konvexnou mnozinou je
nevyhnutné, aby aj definicny obor funkcie f bol konvexnou mnozZinou. Preto nas iste
neprekvapi, ze tento predpoklad sa objavuje v predpokladoch kazdej vety, ktora nam dava
nutnu a postacujiicu podmienku k tomu, aby funkcia f bola konvexna na mnozine D.

i :
4l
2L
e : ) : :
-1.5"1.0 -0.5 0.5 1. 1.5
N0 05 |05 197
.-"-'- L L L L
i 1.5-1.0-0.5 0.5 10 1.5
Obr. 3 Nadgraf rydzo konvexnej funkcie Nadgraf rydzo konkdvnej funkcie
T s T
f:y=1—5cosx,xe[— 5 E] g:y=5cosx,x€[— E'E]

Veta 1. Nech D c R" je konvexna mnozina a nech f: D — R. Funkcia f je konvexnd
na mnozine D vtedy alen vtedy, ak jej nadgraf, t.j. mnozina Gf je konvexnou
mnozinou.
Dokaz. 1.=). Predpokladajme, Zze funkcia f je konvexnd na mnozine D c R",
dokazeme Ze jej nadgraf G je konvexnou mnoZzinou. Nech (xy1,y1), (x2,¥;) € G anech
A € [0, 1]. Potom plati

A0y, y1) + (1 =D (xz,y2) = (Axg + (1 = Dxz, Ay, + (1= Dy, ).
Z konvexnosti funkcie a definicie nadgrafu dostaneme
A1+ A =Dy, ZAf (x1) + (1 =D f (xz) = f(Ax + (1 — Dxy), teda
A(x1,¥1) + (1 = A)(xz,¥2) € Gy, Co znamena nadgraf Gy funkcie f je konvexni
mnozina.
2.&). Nech x,x,eD a A€[0,1]. Potom (xy,f(x)), (x2, f(x2)) € G ateda
ACer, f () + (1= D) (o2, f(x2)) = (A + (1 = Dx, Af Cer) + (1= Df(x2)) € G-
Toto vSak podl'a definicie nadgrafu znamena, ze

Af (1) + (X =Df (x2) = f(Ax; + (1 = Dxy),
teda funkcia f je konvexna.

V pripade funkcie jednej, prip. dvoch premennych je mozné doplnit’ uvedené tivahy
geometrickou interpretaciou prostrednictvom (modelov) grafov konvexnych resp.
konkavnych funkcii na konvexnej mnozine D.

Konkrétne na Obr. 4a je graf rydzo konvexnej funkcie f: f(x,y) = x? + y? definovanej
na konvexnej mnozine D = R? a na Obr. 4b je znizorneny graf funkcie
g:g(x,y) = —x?—y?% ktord je rvdzo konkavna na (konvexnej) mnozine
D =[-8,5] x [-8,3].
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Co sa tyka smeru zovSeobeciiovania nasich Givah o konvexnosti funkcie pre funkcie
viacerych premennych, tento smer (napriek tomu, Ze je d6lezity) nebudeme d’alej rozvijat,
pretoze pre naSu, v podstate informativnu uroven vykladu, sta¢i vyuzit podmienky
konvexnosti platné pre funkciu jednej premennej. Plati totiz nasledovna veta.

Veta 2. Funkcia f:D — R, kde D c R", je konvexna mnozina, je konvexnou funkciou
vtedy a len vtedy, ak zlozena funkcia jednej premennej g: g(t) = f(x + tv) je konvexnd
(vzhladom na premennt t) pre vSetky pripustné x € D,v € R™.

il
l

l
'é‘f‘""m

Obr. 4a: Graf rydzo konvexnej funkcie dvoch Obr. 4b: Graf rydzo konkavnej funkcie dvoch
premennych f: f(x,y) = x2 + y? premennych g: g(x,y) = —x? — y?

Nutné podmienky, postacujice podmienky pre konvexnost’ funkcie

V zakladnych kurzoch matematickej analyzy, v snahe dostat’ sa rychle k aplikaciam, je
venovana hlavna pozornost’ najma postacujucim podmienkam pre konvexnost, resp. rydzu
konvexnost’ funkcie, ktoré st viazané najma na existenciu derivacie prvého a druhého radu
danej funkcie. Menej pozornosti je venované nutnym podmienkam pre konvexnost’ funkcie.
Vzhladom na to, Zze nadgraf konvexnej funkcie na intervale J je konvexnou mnozinou,
ktora je nevyhnutne i suvislou mnoZinou, da sa ocakavat, ze kazd4 konvexnd funkcia musi
byt nevyhnutne spojitou funkciou v kazdom vnatornom bode intervalu J. Vzhl'adom na
nerovnosti v podmienke konvexnosti danej vztahom (3), diferencné podiely vystupujuce v
tejto nerovnosti vykazuji isty druh monotoénnosti a st ohrani¢ené, ¢o znamena, Ze ich
jednostranné limity, ktoré st jednostrannymi derivaciami funkcie f existujii v kazdom
vnutornom bode intervalu J. PresnejSie, to mdzeme sformulovat’ do nasledovnej vety
takto:

Veta 4. Nech funkcia f je konvexna na intervale J. Potom v kazdom vnutornom bode x,
intervalu J funkcia f:
(@) je spojita,
(b) ma konecné obe jednostranné derivdcie, pricom f',(x¢) = f'_(x,) a plati
(Vx €],x < xo): (f (x) = f(x0) + f'—(x0) (x = o),
(Vx € ],x > x0): (f (x) = f(x0) + [+ (x0) (x — xo).
(c) Mnozina bodov z intervalu J, v ktorych funkcia f nie je diferencovatelna, je
najviac spocitatelna. Ak funkcia je diferencovatelna v kazdom bode intervalu
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(a,b) c J, potom derivacia f~ funkcie f neklesajiica na (a,b), resp. rastica na
(a, b), ak funkcia f je rydzo konvexnd.

Poznamenajme, Ze konvexna funkcia nemusi byt spojitd v Krajnych bodoch intervalu:
staéi vziat' napriklad funkciu f: f(x) =2+ sgnx,x €[—1,0], ktora je konvexnou
funkciou, ale zjavne nie je spojita v bode x = 0.

Ak k zékladnym predpokladom kladenych na danu funkciu f, pridame predpoklad
existenciu prvej derivacie, ¢i dokonca druhej derivacie v celom J, dostaneme vel'mi
jednoduché postacujuce podmienky pre konvexnost, resp. rydzu konvexnost danej
funkcie f.

Veta 5. Nech funkcia f je diferencovatel'na na intervale (a, b). Potom nasledujuce tvrdenia
su ekvivalentné:

(@) funkcia f je rydzo konvexna;

(b)  funkcia f' je rastica;

(c) prelubovolné x, € (a,b) plati

(Vx € (a,b),x # x¢): (f (x) > f(x0) + f'(x0)(x — x0) (6)

(t.j. nech pre kazdy bod x, € (a,b) plati, body grafu funkcie f prislachajuce bodom

X # x, lezia nad doty¢nicou ku grafu funkcie f v bode x; ).

Veta 6. Nech funkcia f je dvakrat diferencovatel'na na intervale (a, b). Funkcia f je rydzo
konvexna (resp. rydzo konkavna) na intervale (a,b), vtedy alen vtedy, ak f''(x) =0
(resp. f"'(x) < 0) pre vsetky x € (a,b) a ked’ neexistuje podinterval I intervalu (a, b),
v ktorom by £’ = 0. Specialne, ak f"'(x) > 0 pre vietky x € (a,b), tak funkcia f je rydzo
konvexna na intervale (a, b).

Jensenova nerovnost’

Ukazme si eSte dve ekvivalentné podmienky konvexnosti, ktoré formalne zov§eobecnuju
podmienku konvexnosti (5) (samozrejme, Ze nie obsahovo, pretoze to budu opét
podmienky konvexnosti, ktoré su ekvivalentné s podmienkami predchadzajicimi). Tieto
podmienky konvexnosti, vzhladom na ich §iroké moznosti vyuzitia pri odvodzovani
do6lezitych nerovnosti, sformulujeme explicitne do matematickych viet a obe budeme
nazyvat’ Jensenovou nerovnostou.

Veta 7 (Jensenova nerovnost 1). Nech n € N,n > 2. Ak funkcia f je konvexna na
intervale J, potom pre kazdé x;, x5, ...,x, €J apre l'ubovolné kladné ¢isla A4,1,,...,4,
s vlastnost'ou Y;j-; A; = 1 plati

fA1xq + Aaxz + -+ Apxy) < A1 f(xq) + A2 f (x2) + -+ A f (%) (7
Ak funkcia f je rydzo konvexnd na intervale J, potom za vyS§ie uvedenych predpokladov
plati nerovnost’ (7), pricom rovnost v uvedenom vztahu nastane len v pripade, ak plati
X1 = Xp =" = Xp.

Doékaz. Tvrdenie l'ahko dokazeme matematickou indukciou vzhladom na n. Vyuzitie
indukéného predpokladu je zrejmé z nasledovnej schémy:

Predpokladajme, Ze tvrdenie vety plati pre nejaké n =k = 2,potom pre n=k + 1
apre A,41 <1 (opatnom pripade, nemame ¢o dokazovat) plati
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R 2)= Fentirs + (= A Thoa 75— ) < AprafCtin) +
+ (= Ae)f (S l—x; ).

1-Ak+1

Vyuzitim indukéného predpokladu a toho, ze

A o1 1-2
¥ ’ k L= Lkt
JF1Qgeyr 1- Akﬂ =Y T Thn 1, dostaneme

(1= Def (B 75— ) < (1= Aewd) (e 72— £ () = Bhoa 4, £,
Veta 8 (Jensenova nerovnost I). Nech neN,n> 2. Ak funkcia f je konvexna na

intervale J, potom pre kazdé x;, x,,...,x, €] apre l'ubovolné kladné ¢isla ay,ay, ..., a,
plati vztah

fomtmtn) < S0 fG) + 20 flg) + ot i fO). ()

Ak funkcia f je rydzo konvexna na lntervale J, potom za vyssie uvedenych predpokladov
plati nerovnost’ (8), pricom rovnost vuvedenom vztahu nastane len v pripade, ak
plati x; = x, =+ = x,.

Dékaz. Tvrdenie vety 8 bezprostredne vyplyva z vety 7, vktorej kladieme

@
Aj = o, pricom zrejme Y7 1 4; = 1.
k=1%

Fyzikilny vyznam Jensenovej nerovnosti

Vlastnost’ konvexnych (resp. rydzo konvexnych) funkcii v tvare Jensenovej nerovnosti
II ma velmi zaujimavu (a velmi prirodzentl) fyzikdlnu interpreticiu o polohe faZiska®
(hmotného stredu, barycentra) sustavy hmotnych bodov, ktora je pochopitelna aj pre
ziakov strednych skol. Zopakujme si niektoré fakty.

V prvom rade, pod taziskom dvoch hmotnych bodov A, B S hmotnostami m,, mg
budeme rozumiet’ taky bod T, ze pre velkosti |AT|, |BT| Gseciek AT, BT plati lATll ZB :
A
Toto je znama podmienka rovnovdahy na pake (pozri Obr.5a). Kartezidnske sturadnice
taziska T je mozné vyjadrit’ pomocou suradnic bodov 4, B vel'mi jednoduchymi vzt'ahmi:
_ MapXxptmpXp _ Myyat+tmpyp
Xr = ma+mg 7T T mutmp
A B A B
Tito definiciu lahko zov§eobecnime aj na urcenie raZiska (hmotného stredu) troch bodov.

Ur¢ime ho ako hmotny stred taziska prvych dvoch bodov a tretieho bodu. Vo vSeobecnosti
tazisko n-bodov A; = (x1,¥1), 45 = (x3,¥3), ..., A = (X, V) S hmotnostami
mq, m,, ..., My, uréime ako t'azisko bodov 44, A4,, ..., A,_1 abodu A4,,.

8 Tazisko (hmotny stred) je posobisko tiazovej sily posobiace na teleso. V skutognosti je medzi pojmami fazisko a hmotny
stred principialny rozdiel. TaZisko zavadzame ako pdsobisko vyslednice tiazovych sil pdsobiacich na jednotlivé Zasti telesa
V tiazovom poli (mdzeme tiez povedat’, Ze je to bod, voci ktorému je vysledny moment posobiacich tiazovych sil nulovy).
Pojem taziska teda straca vyznam v beztiazovom stave. Hmotny stred je bod, ktory je pevne uréeny tvarom telesa a
rozlozenim hustoty. Nezavisi na pritomnosti vonkajSicho silového pol'a. V homogénnom tiazovom poli (napr. v tesnej
blizkosti zemského povrchu) oba pojmy splyvajii a vel'mi Casto sa pouzivaju ako synonyma. V nehomogénnom tiazovom
poli je viak nutné oba pojmy rozlisoval. Tazisko homogénneho geometrického pravidelného telesa leZi v jeho geometrickom
strede (v geometrickom tazisku).Tazisko telesa leZi v priese¢niku taznic pri postupnom zaveseni telesa v najmenej dvoch
roznych bodoch.
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Jednoduchym vypoctom sa da ukazat’, Ze stradnice takto uréeného taZiska T hmotnych
bodov A, A, ..., A, nezavisi od poradia tychto bodov a plati:

_ m1X1+m2x2+"'+mnxn

X
T mytmy+otmy, 7T

_ My y1+tmyysttmyyn
my+my+-tm,

Lema. Nech U je dany konvexny utvar, v ktoromlezi sustava hmotnych bodov
A, Ay, ..., Ay S hmotnostami mq, m,, ..., my,. Potom aj faZisko (hmotny stred) T tejto
sustavy bodov lezi v utvare U.

Dékaz. Pre n = 2 tvrdenie lemy zrejme plati. Totiz tazisko T dvoch bodov z konvexného
utvaru leZi na tsecke spojujtcej tieto body, a tato cela lezi v konvexnom utvare U, teda aj
T eU.

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n = k, dokaZeme, Ze plati aj pre n = k + 1. To vSak
plati, pretoze podl'a predpokladu tazisko Ty bodov Ay, A,, ..., Ax € U lezi v Gtvare U. To
v8ak znamena, ze tazisko T bodov A4, A4,, ..., Axsq1 je taziskom dvoch bodov Ty, Aj,q €
U, preto tiez lezi v utvare U.

PrepiSme tento zdkon statiky do matematickej re¢i. Pre jednoduchost’ predpokladajme,
ze body A4, 4, ..., Ay, ktorych x — ové suradnice su po rade x;, X5, ..., X,, lezia na grafe
konvexnej funkcie y = f(x), ¢ize Ay = (xx, f(xx)), k = 1,2,...,n. Ak uvazime, Ze body
Ay, A,, ..., Ay lezia v nadgrafe funkcie f, ktory je podla predpokladu konvexnou mnoZinou,
tak y - ova suradnica yr taziska T tvaru U nie je mensia ako hodnota funkcie f v bode

+ 4+ . - r
Xp = m’;n;"mx+ '_.+m";""n ,tj. f(x7) < yr (pozri Obr. 5b). Teda plati

f (mlxl +myx; + o0+ mnxn> < myf(x1) + maf(x2) + -+ muf(xn)
my +my + -+ my N my +my+ -+ my
o je Jensenova nerovnost typu Il.

)

Poznamenajme, ze na tulohy typu: ndjst’ taZisko sustavy danych hmotnych bodov,
mozeme pretransformovat’ aj vela inych uloh zredlneho Zivota. Konkrétne moze ist
i 0 takuto wulohu optimalizacného typu:

Uloha. Pre n dedin sa md postavit spolocnd §kola. V prvej dedine Zije ky deti $kolského
veku, v druhej dedine Zije k, deti an-tej dedine Zije k, deti Skolského veku. Aku
geograficku polohu je potrebné zvolit' pre vystavbu novej skoly, aby celkova doba, ktoru
potrebuju vietky deti k dochadzke do skoly bola ¢o najmensia?

Tato tlohu mozeme rieSit’ experimentdlne ajej rieSenie je velmi presvedCivé. Pre
priblizné vyrieSenie tejto ulohy totiz staci poloZzit’ na stdl dostato¢ne podrobntl geograficka
mapu oblasti, v ktorej sa nachadzaju vSetky spominané dediny, potom previtat’ v stole
otvory* v miestach, kde sa nachadzaji dediny, spustit’ tymito otvormi n povrazov

* Prirodzene daj sa zvolit’ i menej destruktivne metody.
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Obr. 5a. Rovnoviha Obr. 5h. Tazisko (1) bodov Obr. 5¢. Urcenie tazZiska sustavy
na pdke bodov 44, 4,, 4, hmotnych bodov

(zhotovenych z ¢o najlahsicho materialu, napriklad zo silénového vlakna), ktorych horné
konce zviazeme uzlom a K spodnym koncom priviazeme v prisluSnom poradi zavazia
S hmotnostami kq,k,, .., k, vo vhodnych hmotnostnych jednotkach (napriklad
Vv dekagramoch, aby sme mohli zanedbat’ vplyv hmotnosti jednotlivych povrazov).
Riesenie sa ndm objavi priamo pred o¢ami. Skola ma byt’ postavena na tom geografickom
mieste, kde sa po vzniknutej rovnovahe objavi uzol. Na Obr. 5¢ je znazornené rieSenie
uvedenej ulohy pre n =3, k; =50, k, =70, k3 =90, ktoré je uvedené v knihe
(Steinhaus, 1953).

Vyuzitie Jensenovej nerovnosti

Jensenovu  nerovnost sformulovani pre l'ubovolni konvexnu (resp. konkévnu)
funkciu mozno povazovat" za zakladnt v klasickej teorii nerovnosti. VoI'bou konkrétnych
konvexnych (resp. konkavnych) funkcii z nej mozno ziskat’ viaceré dblezité nerovnosti.
Poznamenajme, ze V roku 1906 dansky matematik J. L. Jensen uverejnil v ¢asopise Acta
Mathematica ¢lanok, v ktorom sa zaoberal Cauchyho dokazom tzv. AG — nerovnosti,
ktora slavny franctizsky matematik L. A. Cauchy (1789 -1857) dokazoval tzv. spitnou
indukciou. Pripomenime si, ze AG — nerovnost je dolezity vztah medzi aritmetickym
a geometrickym priemerom so Sirokym vyuzitim V rozli¢nych oblastiach matematiky.

Priklad 1 (AG - nerovnost’).  Dokazte, ze plati: Pre lubovolné nezdaporné Cisla
X1, X3, ..., Xp plati

X1+ x4+ o+ xy,

X1 Xy i Xy < -

Pritom rovnost nastane vtedy a len vtedy, ak x; = x5 =...= Xp.

Dokaz. Jensen v spominanom ¢lanku urobil pri dokazovani A-G nerovnosti taktito tivahu.

Ak aspon jedno z ¢isel x4, x5, ..., x, je nula, A-G nerovnost je trivialne splnena. MézZeme
preto predpokladat, ze vSetky tieto Cisla su kladné. Vzhladom na to, ze funkcia
f:f(x) = —Inx je klesajuca, tak logaritmovanim A-G nerovnosti dostaneme nerovnost’
s nou ekvivalentnu (pozor znak nerovnosti sa zmeni na obrateny)
Xy +x+ . +x —Inx; —Inx, —...— Inx
gt n 1 2 n 9)
n n

Tuto nerovnost’ je mozné prepisat’ do tvaru
f(xl + x,+ ...+xn) < flxy) + fle)+ oo +f (xn)
n - n '
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Jensen analyzou Cauchyho dokazu zistil Ze tato nerovnost’ je mozné odvodit’ s vyuzitim

jediného predpokladu o funkcii f:

pre 'ubovol'né dve ¢isla x4, x, patriace intervalu J plati
PRt LS )

)

Poznamenajme, ze tato nerovnost je historicky prvym znamym Specidlnym tvarom
. - 1 . Iy o/ /. L)

Jensenovej nerovnosti (pren =2, 4 =1, = E)' Funkcie spliajice tato nerovnost’ dnes
oznacujeme nazvom J-konvexné funkcie. Této podmienka je slabSou podmienkou
v porovnani s podmienkami konvexnosti (1) az (8). Da sa v8ak dokazat nasledovné
tvrdenie:

Kazda J-konvexnd funkcia na intervale ], ktord je spojitd na intervale J, je konvexnou
Sfunkciou (v zmysle definicie 1) na tomto intervale.

Vzhladom na to, ze funkcia f:f(x) = —Inx je J-konvexna a aj spojita na (0,00), tak
je konvexna v zmysle definicie 1. Tato skuto¢nost’ mézeme Standardne overit’, priamo
pomocou znamienka druhej derivacie funkcie f. Skuto¢ne, pre kazdé x € (0,0) plati
f"(x)=(—Inx)" = % > 0, preto funkcia f je rydzo konvexna na intervale (0, ), ¢o

znamena, ze plati nerovnost’ (9) ateda plati aj AG — nerovnost, ktora je Siou
ekvivalentna.

Poznamka 1 (GH-nerovnost’). Ak v AG - nerovnosti nahradime x;, > 0 vyrazom xi pre
k

k=1,2,..,n dostaneme nerovnost

n
n X1 X2 vii X = 1 1 1’
onitnt Ty,
ktora vyjadruje nerovnost’ medzi geometrickym a harmonickym priemerom kladnych ¢isel
X1, X9, ..., Xn a preto ju niekedy nazyvame GH-nerovnostou.

Priklad 2 (Nerovnost medzi vaZenym mocninnym avaZenym geometrickym
priemerom). Dokazte, ze plati: Pre lubovolné nezdaporné cisla x4, x5, ..., %, & lubovolné
kladné redlne ¢islo p, pre lubovolné kladné Cisla Ay, 25, ..., Ay S viastnostou Y- A; =1
plati

1
> A A A
(A2 + Apxl + o+ AxR)P = xhxp? X (10)
Pritom rovnost nastane vtedy a len vtedy, ak x; = x5 =...= Xp.
Dokaz. Ak niektoré z ¢isel x4, x5, ..., %, sa rovnd nule, nerovnost’ zrejme plati. Mézeme

preto predpokladat, Zze kazdé z uvedenych cisel je kladné. Logaritmovanim vztahu (10)
a vyuzitim monotonnosti logaritmickej funkcie dostaneme s fiou ekvivalentnii nerovnost’

1
Eln(/lle + A%y + ot Apxh) =1In (xfl.xgz x,'}”),

ktort jednoduchymi ekvivalentnymi Gpravami prevedieme na nerovnost’
In(Ax] + x5 + o4+ 2,xh) =2 Inxd + 2, Inxb + .+ 2, Inxh.

® Tito podmienka sa objavila pri sledovani Cauchyho dokazu spétnej indukcie, ktory spocival v troch krokoch: najprv sa
dokazala A-G nerovnost' pre n = 2, potom pre vietky ¢&isla n = 2%, k € N a az v poslednom kroku pre zvy$né prirodzené
&isla. Specialne sa dokazovalo, Ze ak uvedena nerovnost’ plati pre nejaké n € N, potom plati aj pre Pubovolné prirodzené m,
2<m<n
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Posledna nerovnost’ je ekvivalentna s Jensenovou nerovnostou pre funkciu
f:f(x) = —InxP, ktora je rydzo konvexna na intervale (0, ), pretoze v tomto intervale

pre funkciu f plati f"(x) = % > 0. Toto uz dokazuje platnost’ nerovnosti (10).

. , : : " 1
Poznamka 2. Ak v dokazanej nerovnosti polozime 1, = A, = ...= 1, = ~a p= 1
dostaneme AG-nerovnost a pre p = 2 dostaneme znamu nerovnost’ medzi kvadratickym
priemerom a geometrickym priemerom nezapornych &isel x4, X3, ..., xp).

Priklad 3 (Nerovnosti medzi mocninnymi priemermi). Dokazte, ze plati: Pre lubovolné
kladné cisla x4, x5, ..., x, alubovolnée p > q > 0 plati

Pl + xP 44 xP afxd T4 1
x; +x; + +xn> X, +x, et xy

n n

p
Doékaz. Vzhladom na to, ze s > 1, funkcia f:f(u) =ua je rydzo konvexna na

intervale (0,). Aplikaciou Jensenovej nerovnosti pre Ilubovolné kladné C¢isla

Uy, Uy, ..., Uy, @volbou A4 =4, = ... =4, :% dostaneme
p p p
p
(u1 + Uyt ..., +un)6 - ul/q + uz/q + ot un/q
n - n

B . . 1 , «
Umocnenim poslednej nerovnosti s exponentom - a dosadenim za u; = x,‘j pre vSetky

k =1,2,..,n dostaneme pozadovanu nerovnost’.

Priklad 4 (Cauchyho — Schwarzova nerovnost’). Dokazte, Zze plati: Pre [ubovolné
kladné cisla aq,a,, ..., a,, by, by, ..., by, plati
(a? + a% + -+ aZ)(b? + b3 + -+ b2) = (a;by + azb, + -+ + anby)?.

Dékaz. Funkcia f: f(x) = x? je rydzo konvexnd na (—oo, ). Napi§me pre tito funkciu
Jensenovu nerovnost 11
2
<a1x1 +ayxy + o+ anxn> a;(x1)*  ap(xy)? a; (xp)?
Odtial’ mame
(1% + azx, + o+ apxy)? < (g xf + ayx2 + -+ ay x2) X0oq ap.

v a v ,
Polozenim @), = b2, x) = b—" pre k = 1,2, ...,n dostaneme pozadovanu nerovnost’.
k

B (ak > O)

Priklad 5 (Hoélderova nerovnost’). Dokazte, ze plati: Nech p,q su lubovolné kladné

¢isla s vlastnostou % + % =1. Potom pre lubovolné  kladné  cisla
aq,0ay, .., Ay, by, by, ..., b, plati nerovnost
n n % n (11
Z apby < <Z ag) (Z bg)
k=1 k=1 k=1
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Dokaz. Tahko nahliadneme, Ze p > 1, preto funkcia f: f(x) = xP je rydzo konvexna na
(0,0). Podobne ako v predchadzajicom priklade napiSme pre tato funkciu Jensenovu
nerovnost Il

P
+ gt 14 p p . 1
<a1x1 0;7;21 - “n"") < ;}1;(_?0)::{ ;if_’?{ik + -4 % (ay > 0), odkial’ dostaneme
) ) ) op1 1
n p [/ p
X1 + Apxy + o+ apxy < Zak Zakx,f :
k=1 k=1

fve v -1 v o, -
Ak uvazime, Ze pT =gq, polozenim a; = bg, X = b,i a pre k=1,2,..,n,

dostaneme pozadovani nerovnost’.

Priklad 6 (Minkowského® nerovnost’). Dokazte, ze plati:  Pre [lubovolné kladné
¢islaaq,ay, ..., a,, bq,by, ..., by, plati nerovnost

Naraz. can+3biby. o by < Y(ay +by).(az +by). ... .(an +by).

Dékaz. Pri dokaze tejto nerovnosti vyuzijeme funkciu f:f(x) =In(1+e%),
X € (—o0, ). Lahko overime, Ze tato funkcia je rydzo konvexna na intervale (—oo,0),

X
pretoze f''(x) = (1fex)2 >0, pre vSetky x € (—o0,). Aplikovanim Jensenovej
- oy 1 9. L4
nerovnosti Il, pricom a4 = a, = ... =a, = - dostaneme pre l'ubovolné xq,x,,...,x,

nerovnost’

s L.\ ol
ln(1+e k=1 7 ")Szgln(1+e"k).

Vyuzitim zékladnych vlastnosti logaritmickej funkcie a naslednym odlogaritmovanim

ziskanej nerovnice dostaneme
no 1 1 1 1
1+ 2=t 7% < (14 e*1)n. (1 + e¥2)n.... (1 + e n)n,

. b . . ,
Zvolenim xj, = lna—k pre k =1,2,...,n po jednoduchej tprave dostaneme nerovnost
k

1 1 1
byyn by\n bp\n by by bn
1+ e]n(al) .eln(az) : ....eln(an) < i (1 + ea1> <1 + ea2> e <1 + ean>,
zktorej po jednoduchej uprave a po vynasobeni ziskanej nerovnosti vztahom

Yaq.a,. .. .a, dostaneme pozadovani nerovnost.

Na zaver tejto Casti uved’me este rieSenie jednej peknej extremalnej ulohy.

Priklad 7. Dokazte, Ze zo vSetkych konvexnych n —uholnikov (n € N,n = 3) vpisanych
do danej kruznice ma pravidelny n-uholnik najvacsi obsah.

Dokaz. Nechn € N,n > 3 T'ubovolne, ale pevne zvolené. Nech do kruznice so stredom S
a polomerom r je vpisany konvexny n-uholnik. Vzhl'adom na to, ze hl'adame n-uholnik
S maximalnym obsahom, bez straty vSeobecnosti mézeme predpokladat’, Ze stred kruznice

6 Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), Otto Ludwig Holder (1859-1937) a Hermann Minkowski (1864 — 1909) boli
vyznamni nemecki matematici
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S je vnatornym bodom daného n-uholnika. V opa¢nom
pripade je totiz mozné zostrojit vpisany n-uholnik
S va¢sim obsahom, pri¢om stred kruznice S je uz jeho
vnutornym bodom. Z Obr. 6 lahko nahliadneme, Ze
kazdy takyto n-uholnik sa skladd z n rovnoramennych
trojuholnikov, ktoré majt v strede S danej kruznice
spoloény vrchol. Ozna¢me jednotlivé stredové uhly (st
uhlami oproti zékladniam v jednotlivych

Obr. 6. Konvexny n-uholnik

rovnoramennych trojuholnikov), postupne symbolmi: a4, @y, ..., ay.

Zrejme a; +ay + -+ a, = 2w, pricom ai € (0,7),prek =1,2,...,n. Dokaz bude

ukonceny, ak dokdzeme, ze n-uholnik S maximalnym obsahom je taky, pre ktory plati
=0y = = ay.

Mozno overit, ze obsah P, rovnoramenného trojuholnika, ktory prislucha stredovému uhlu

a sa rovna hodnote 51‘2 sin ay, preto pre obsah P celého vpisaného n-uholnika plati
P=Yr_P 2%7‘2 Yn_ sinay. Lahko overime, Ze funkcia f:f(x) = —%rz sinx
je vintervale | = (0, ) rydzo konvexnd, preto pre tato funkciu plati Jensenova nerovnost
f(al +ay;+--+ “n) < flay) + faz) + -+ fay)
n - n
priCom rovnost’ nastane vtedy a len vtedy, ak a; = a, = - = «a,,.
To vSak znamena, ze pre obsah P Tl'ubovolného vpisaného n-uholnika plati nerovnost’
a;taz+-tay 1 - . 2T
(—) = rnsin—, preto
vzdy plati P < %rzn sin 27”, priCom rovnost nastane vtedy a len vtedy, ak

,a € (0,m),prek =1,2,...,n,

1 . . . 1 .
P =-r?(sina; +sina, + ..+ sina,) < -r?nsin
2 n 2

2n - CoL , f s,
Ay =@y = =0ap =—. To je naozaj mozné a nastane prave vtedy, ak prislusny vpisany

n-uholnik je pravidelny.

Zaver

Ukézali sme, ze Jensenova nerovnost' je skutoCne uzitoénym, ucinnym a najmé
vysoko efektivnym nastrojom pre dokazovani klasickych nerovnosti, na ktorych st
zalozené dokazy dolezitych viet, resp. s ich vyuzitim je mozné skracovat’ rieSenia rdéznych,
najmé extremalnych uloh (a to dokonca bez pouzitia derivacii). O vyzname konvexnosti
funkcie svedci fakt, Ze pri rieSeni extremalnych problémov s ¢asto s uspechom vyuzivané
tvrdenie, v ktorej predpoklad konvexnosti funkcie (vo vSeobecnosti funkcie n -
premennych) je velmi dolezity. Sved¢i otom napriklad nasledovné tvrdenie, ktoré
zovseobecnuje zname tvrdenie z jednorozmerného pripadu, na pripad 'ubovolnej dimenzie
n (dokaz je mozné najst’ napriklad v praci (Dosly, 2005) ¢i (Borwein & Lewis, 2000)):
Nech f:D — R je konvexna funkcia na konvexnej mnozine D ¢ R™. Potom lubovolné
lokalne minimum funkcie f je aj globdlnym minimom tejto funkcie. MnozZina bodov,
V ktorych funkcia f nadobuda svoje minimum je konvexnou mnozinou. V pripade, Ze
funkcia f je na mnozine rydzo konvexnd, tak tdato mnozZina nanajvys jednoprvkova. Ak
funkcia f je naviac diferencovatelnd na mnozine D a x, € D je jej stacionarnym bodom,
potom bod x, je bodom globdlneho minima.

Azda i toto dokumentuje, 7e konvexnost' funkcie je naozaj doblezitou vlastnostou
funkcie a urcite stoji za to, aby sa fou Studenti blizSie zaoberali uz v uvodnych partiach
matematickej analyzy. Bliz§ie oboznamenie sa s vlastnostami konvexnych funkcii, spolu s
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matematickej analyzy. Bliz§ie oboznamenie sa s vlastnostami konvexnych funkcii, spolu s
vyuzitim Jensenovej nerovnosti pri odvodzovani klasickych nerovnosti, sa méze stat
vhodnou propedeutikou pre $tidium konvexnej analyzy.
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