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ABSTRAKT. V teorii linedrnich diferencidlnich rovnic je uzitecny postup pri zobecnéni vysledkii
pro rovnice druhého Fadu na pripad rovnic n-tého radu zaloZen na vyreseni problému pro
rovnice trettho 7adu. UZitim jedno-jednoznacné korespodence mezi homogennimi
diferencialnimi rovnicemi a jejich prostory reSeni jsou ziskany informace o grupach prostorii
reSeni, konkrétné je zodpovezena otazka FeSitelnosti grupy prostori FeSeni linedrnich
homogennich diferencialnich rovnic a priblizeny nékteré jeji dalsi vlastnosti.

KLICOVA SLOVA: Diferencialni rovnice, prostory reSeni homogennich diferencidlnich rovnic,
Fesitelnd grupa.

ABSTRACT. In the theory of linear differential equations there is the useful method for the
generalization of the results for the second-order equations to the case of the n-th order
equations, which is based on the solution of the problem for the third-order equations. Using a
one-to-one correspondence between homogeneous differential equations and their solution
spaces there is obtained the information about the solution spaces groups, specifically there is
answered the question of solvability of solution spaces group of linear homogeneous
differential equations, and there are expounded some of their other properties.

Key Worps: Differential equation, solution spaces of homogeneous differential equations,
solvable group.

CLASSIFICATION: 20G07, 20F16, 47E05, 175, H45.

Dtlezitym ukolem soucasného matematického vzdélavani na vysokych Skolach je
orientovat studenty na vzajemné vztahy riznych matematickych teorii za ucelem hlubsiho
pochopeni souvislosti mezi nimi. Tento pfispévek je zaméfen na vztah latky z oblasti
matematické analyzy a teorie algebraickych struktur, konkrétné vztah obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic tfetiho fadu a jejich prostori feseni s teorii grup. Poznamenejme, ze
vztahy odvozené pii studiu prostorti feSeni diferencialnich rovnic tfetiho fadu jsou
nesmirng uzitecné pti odvozovani analogickych vztahti pro prostory feseni diferencialnich
rovnic fadu n-tého. Dale je nutno zdiraznit, ze piispévek uzce navazuje na problematiku
studovanou v ¢lancich [2 - 7]. V Givodu ¢lanku [5] je uvedena motivace a zasazeni této
problematiky, ktera svymi koteny sahd az ke Galoisové teorii feSitelnosti algebraickych
rovnic a moderni teorii rozsitovani téles, do obecnéjsiho teoretického ramce.

Prezentovany ptispévek obsahuje dikaz feSitelnosti (v Galoisové smyslu) jisté grupy
prostort feSeni linearnich homogennich diferencialnich rovnic tfetiho fadu. Je podstatné
vyuzit hlavni vysledek ¢lanku [6], ktery, v navaznosti na teorii fad grup, poskytuje dikaz
resitelnosti jisté grupy linearnich diferencialnich operatord tvoficich levé strany linearnich
homogennich diferencialnich rovnic ttetiho fadu.
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Piipomenime standardné pouZivané oznaleni: Je-li H normalni podgrupa grupy G
(nazyvand také invariantni podgrupa nebo normalni délitel), piSeme H<G. Dale,
posloupnost podgrup H; (i=0, 1, ..., n) grupy G takova, ze

l=Hy<H;«..<aH,4<H,=G ()

(symbol 1 oznacuje jednotkovou podgrupu grupy G), se nazyva subnormalni fada grupy G
a prislusné podilové grupy H; /Hi_y (i = 1, 2, ..., n) se nazyvaji faktory dané tady. Jsou-li
vSechny faktory fady (S) komutativni, nazyva se tato fada feSitelna. Grupa se nazyva
fesitelnd, jestlize ma alespon jednu fesitelnou subnormalni fadu (viz napt. [8, 9, 11]). Pii
praktickém ovéfovani feSitelnosti je v nékterych piipadech cesta k dukazu feSitelnosti
zakladni grupy rychlejs$i ovéfenim stabilizace fetézce komutantli (na wrovni trividlni
podgrupy) nez prostfednictvim pracného ovéfovani komutativity faktord existujici
subnormalni fady podgrup, o niz se dokazuje, Ze je fesitelna.

Piipomenme, ze podgrupa G’ grupy G generovana mnozinou komutatora [a, b] =
a'b™ab viech dvojic prvki [a, b] € G x G se nazyva komutant grupy G. Komutant G’
grupy G ’se nazyva druhy komutant grupy G. Obvyklé ozna&eni je také G'= G, G"'= G@,
atd. Obecnd G™Y = (GM)”. Komutant G™ se také nazyva n-ta derivace grupy G a fetézec
komutantl grupy G

G=G"5G6" 56" 5.

je také nazyvan derivovany fetézec grupy G.

Tvrzeni: ([15, Véta 10.31, s.172]). Bud’ G grupa. Tyto podminky jsou ekvivalentni:
(i) Grupa G je resitelna.

(ii) Existuje celé kladné cislo n s viastnosti G"=1.

(iii) Existuje resitelnd subnormalni rada grupy G.

V pomérn¢ rozsahlé literatuie 1ze nalézt mnozstvi klasickych vysledki o fesitelnych
grupach. Pfipomenme alesponn znamou vétu Feita-Thompsona nazyvanou také véta o
lichém tadu, ktera tika, ze kazda konecna grupa lichého fadu je tesitelna.

Pouzity pojmovy aparat je pievzat z monografii [1, 8, 9, 10, 11, 12, 15] a praci
[3 — 7]. Mnozinu v8ech redlnych ¢isel budeme znacit R; pod oznacenim C(J) budeme
rozumét komutativni okruh vSech spojitych realnych funkci na otevieném intervalu J& R
s obvyklym s¢itanim a nasobenim funkci (nevylucujeme piipad J = R). Okruh vSech
spojitych realnych funkci na otevieném intervalu J, které maji ve vSech bodech x € J
v8echny (spojité) derivace az do fadu n vcetné pro né&jaké ptirozené ¢islo n, budeme
oznaovat C"(J).

Necht je dana mnozina diferencidlnich rovnic tfetiho fadu

Y+ P (X)Y" + Py (X)Y + po(X)y =0,y € C¥Q). 1)

Mnozinu vsech diferencialnich rovnic (1), v nichz po, p1, p2 € C(J), po(X)= 0, xe J,
ozna&ime v souladu s [12 - 14] As(J). Dale oznagime lg identicky operator na C3(J), tj. lgy

=y pro kazdou funkci ye C*{J), a polozime D = di' tedy Dy(x) = y’(x) pro kazdou
X

funkci y e C*(J) . Necht pro trojici funkci p; € C(J), i = 1, 2, 3, oznaduje L(po,p1.P2)
diferencialni operator
L(Po,p1,Pz) = D* + pa(x) D + ps(x)D + po(x) Iy .

V tomto oznaceni ma rovnice (1) tvar L(po, p1, P2) Y = 0.
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Vénujme nyni pozornost analyze soustavy VAs(J), vSech tiirozmérnych linearnich
prostort feseni linearnich homogennich diferencialnich rovnic tietiho fadu

2
m k a—
y"(x)+ 2 p(x)y(x) = 0,y C(J).
k=0
Levou stranu rovnice lze oznacit uzitim linearniho diferencialniho operatoru

L(po(X), p2(X), p2(x)) jako obraz funkce y e C3(J) symbolem

L(Po(X), P1(X), p2(X)) Y(X).
Uzijeme-li vektorové funkce P (X) = (po(X), p1(X), p2(X)), Dy(X) = (y(x), y’ (X), y" (X)), pii
oznaceni L(po(X), p1(X), p2(X)) = L( P (X)), 1ze zapsat vySe uvedenou diferencialni rovnici

(uzitim skaldrniho soucinu vektorovych funkci) ve tvaru

L(P 00) Y09 = y"(x)+(B(x).Dy(x)), y € C*(J).
fesitelnosti grupy linearnich diferencialnich operatorti tietiho fadu a nasledné grupy
prostort feseni pfislusnych rovnic) v plné obecnosti.
V navaznosti na [3 - 7] nyni uvazujme mnozinu diferencialnich operatorti
LAs(J)2 = {L(Po(X), P1(X), P2(X)); Pk € C(J), p2(x) =0, x € J}.
Definujeme-1i binarni operaci o, : LA3(J), x LA3(J), = LA3(J), predpisem
L(Po(X), P1(X), P2(X)) °2 L(Go(X), 0u(X), Q=(X)) =

= L(p2(X)qo(X) + po(X), P2(X)01(X) + p1(X), p2(X)g2(X)), x € J.

obdrzime - [7], a také jako disledek dfive publikovanych uvah, ze (LA3(J)z°,) je
nekomutativni grupa s neutralnim prvkem L(0, O, 1),

(zde obraz L(0;0;1) y(x) = y" (X)+ y" (X) pro kazdou funkci ye C*(J)).

Inverzni prvek k operatoru L(po(X), p1(X), p2(X)) = L( p (X)) je operator

4 _ Po(X) _Pu(x) 1
L™ (po(X), p1(X), p2 =L- o ’ .
(Po(X), P1(X), P2(X)) ( p,(x) p,(X) p2(X)j

Vskutku

~ o — 1 Po(X)  pu(x) 1 _
L o, L =L o, L| — ,— , =
(B0 =2l () =L(P ) o [ - pZ(X)J

_ L(_M+ (0, PO pz(x)J Lo
P2(x) P2(X) P2(Xx)

Podobné¢ obdrzime neutralni prvek ze soucinu uvazovanych operatorti v opa¢ném potadi.

V dalSim textu budeme stru¢né psat py misto px(x). Plati ovs§em py € C(J), prok =0,1,2,
p; #0 na celém intervalu J. Oznacme

chA3(J)2 = {L(po, P1, r), Po, P1 € C(J)}, r e R, r ¢0},
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L1 As(J)2 = {L(Po, P1, 1); Po, P1 € C(I)}-

Z obecné teorie linearnich diferencidlnich rovnic a jejich transformaci (monografie F.
Neumana a dalsi prace tohoto autora) je znama existence jedno-jednoznacné korespodence
mezi mnozinou LA3(J) vSech linearnich diferencialnich operatort tietiho fadu a systémem
VA3(J) vSech prostoru feSeni pfislusnych linearnich homogennich diferencialnich rovnic
@ LA3(J) — VA3(J). K definici jedno-jednozna¢ného zobrazeni @ podrobnéji uved’me:
Pro kazdy diferencialni operator L(po, p1, P2) € LAs(J) vybereme libovolné bazi {¢1, ¢, @3}
prostoru V vsSech feSeni diferencidlni rovnice L(po, p1, P2)y = 0. Tento prostor oznaéime

V(@1 @2,¢3). Oznacime-li dale & systém vsech takto vybranych — pevné zvolenych — bazi
prostorti feSeni rovnic

2
y"()+ Y P ()Y (x) =0,
k=0

ti. L(Po, P1, P2)y = 0, a pro kazdy operator L(Po, P, P2) € LAs(J) poloZime @ (L(Po, P1. P2))
= V(1,02 ), {1, 0, 93} €8, obdrzime jedno-jednoznacéné zobrazeni @: LA3(J) — VA;(J).
Uvazujeme pouze vySe uvedené omezeni, spocivajici v pozadavku riznosti od nuly
koeficientti u druhych derivaci na celém intervalu J. Zde pozadavek p(x) =0 pro x € J je
ekvivalentni s podminkou

P1(X) @,(X) @3(X)
detl pl(X) @4(x) pi(X)|#0,x €3

pr(x) @5(x) @5(x)
nebot’ tento determinant vydéleny Wronskianem baze {¢y, @, ¢} tvoii koeficient (az na
znaménko) u druhé derivace funkce Yy(X) V pfislusné diferencialni rovnici. Necht
V(oL @, 03), V(ya,va, ) € VAs(J) jsou libovolné zvolené prostory feSeni linedrnich
diferencidlnich rovnic

P11 @ @3 Y Vi Wy W3 Y

det q)::-! q)i q):r): yn = O ! det V/:IL/ l/li l//:/%r yn = O '
P11 9 @93 Y Vi Y, w3 Y
A wi vy w3 y"

tedy rovnic L(po, P1, P2) ¥ = 0, L(Qo, 41, G2) ¥ = 0.
Pak L(po, P1, P2) = @ (V1,02 9)), L(do, G1, G2) = @ (V(y1, vz, y3)). Nyni pro zvolenou
libovolnou dvojici prostort V(¢1, ¢, @3), V(ywa, va, 13) € VA3(J) polozime
V(1,2 03) - V(y, v, ) = V(n, 0z, @5)
kde V(1 @2, @3) = @ (L(Po, P1, P2) o5 L(Go, 01, G2)).-
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V ¢lanku [3] je pro obecny piipad rovnic n—tého fadu a tedy n-rozmérnych prostort
feSeni dokazana véta, ktera fika, ze grupoid VA3(J) vyse definovany je nekomutativni
grupa.

V praci [7] je dokazana véta 4, ktera tika, ze pro libovolny otevieny interval J < R
grupa (LAs3(J),o,) linearnich diferencialnich operatorti tfetiho fadu je feSitelna, tj.
{L(0,0,1)} = G”’c G’c G = LA;(J) je fetézec komutantdi grupy LAg(J), piesn&ji G’,
G’ jsou prvni a druha derivace grupy LA3(J). Odtud a z vySe provedené uvahy pak
bezprostifedné vyplyva tato véta:

Véta 1: Bud’ J c R otevieny interval, VA3(J) = ®(LA3(J)). Grupa (VA3(J), - ) prostort
feSeni linearnich diferencialnich rovnic tfetiho fadu je fesitelna.

Nyni se zaméfme na prostory feSeni diferencialnich rovnic, které obdrzime konkrétni
volbou nékterych koeficienti — funkci v obecni diferencialni rovnici tfetiho ftadu.
Konkrétn¢, uvazujme o diferencialnich rovnicich tietiho fadu

y"+y"+a(x)y" + p(x)y =0, y"+y"+ p(x)y =0,
y"+y"+p(x)y=0,p, q € CJ), dale pak p(x) =1, q(x) =1.
Oznacme mnoziny piislusnych diferencidlnich operatori tretiho fadu takto:
L1 As(d). ={L(p. q,1); p.a € C)}, q =0},
Go(J) ={L(0, p. 1); pe C(}, G1(J) ={L(p, 0, 1); pe CQ)}-
Uvazujeme-li na téchto mnoZinach restrikci vySe definované binarni operace na LA3(J).,
obdrzime vztahy popsané v nize uvedené vété. Poznamenejme je$té, ze jedniCkou grupy
(LA3(J)2, ) -a v8ech jejich podgrup - je operator L(0, O, 1) a @ -obrazem tohoto operatoru
je prostor v8ech feSeni diferencialni rovnice y"+y" =0, tedy
VL, x, e *)={fif(x)=cy+cx+C3e7%;¢,CC3 eR}=@(L(O, 0, 1)).

Oznat¢me Gy (J), G11(J) nekoneéné cyklické grupy {L(0, m,1); me Z}, {L(k, 0, 1); k € Z} v
daném poradi. O nékterych vztazich zminenych podgrup grupy (LAs(J)2,0,) vypovida
nasledujici véta:
Véta 2: Necht'J c R je otevieny interval. Grupoidy (L1As(J)2,°5,), (Go(J),25), (G1(J),°,),
(Go1(J), 05), (G11(9), o5 ) jsou komutativni podgrupy grupy (LAs(J),, 0, ), pro které plati:
1° (LiAsd)a, 05) 2(CWA)+) x (CEA),+) = (CQ)x CQ),+),

(G(9),22) =(Z:+) =(Gu(l),°2).
2" (Gnu(d),22) < (Go(d),o2) < (LiAs(d)2,02) < (LAYW)z o2),

(Gu(d)02) < (Gi(J),02) < (LaAs(d)2i o).
3° Podgrupa (L1As(J)2, 0, ) grupy (LAs(J)a, o, ) je direktnim soucinem grup (Go(J), 5),

(G1(3), 22).
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Diikaz: 1° Pro libovolnou dvojici operatorti L(po, p1, 1), L(Go, Gz, 1) € LiAg(J), plati
L(Po, P2, 1) 25 L(Go, A1, 1) = L(Go+ Po, Gu+ P1, 1) = L(Po+Co, Pr +01, 1) =
L(@o, Gu, 1) o5 L(Po, P, 1), tedy (LiAs(d)zi05) =(CQ),+) x (C(J).+) = (CJ)x CQ),+).
Specialni volbou koeficienti po(X) =0, p1(X) =1, go(X) =1, g1(X) =0 pak obdrzime druhé
tvrzeni, nebot’
LO,m,1) o, L(O,n,1)=LO, m+n,1),

L(m,0,1) o, L(n,0,1)=L({m+n,0,1), kdem,n e Z.

2° Necht L(po, p1, P2) € LA3(J); je libovolny operator, L(qo, G1,1) € L1As(J),. Potom

_ 1
L™ (Po, P1, P2) oo L(do, G1,2) o, L(Po, P1, P2) = L(—&,—&,—J o, L(Po +0o, P1+Qs, P2)
P, P, P2
— L(_ Po + Py + o =z P+ P +0; ’lj: L(q—o,&,lj e LiAs(J),, tedy
P2 P, P, P

L™ (o, P1, P2) °5 L1iAs(d)2 o5 L(Po, P1, P2) = LiAs(d)z, takze (LiAs(d)z ;) je normalni
(tj. invariantni) podgrupa grupy (LAs(J), o, ). Jelikoz dalsi podgrupy uvedené ve formulaci
tvrzeni 2° jsou komutativni, vztahy uvedené ve 2° jsou platné.

3% Plati Go(J) N Gy(J) = {L(0, 0, 1)}. Déle pro libovolné operatory L(0, p,1) € Go(J),
L(9,0,1) € G,(J) plati L(O, p,1) o, L(9,0,1) = L(q, p, 1) = L(q, 0,1)o, L(O, p, 1). Tedy

Go(J) 05 G1(J) = G1(J) 0, Go(J) =L1A3(J),, takze grupa (L1A3(J)2, o5 ) je direktnim soucinem
podgrup Go(J), G1(J) grupy (LAs(J)z2, °,). =

Déle oznacime Vi As(J): = @ (L1 As(J)2), Wo As(J) = @ (Go(J)), W1 As(J) = @ (G1(J)),
Wo1 As(J) = @ (Gni(J)), W11 As(J) = @ (Gi(J)). Vzhledem k existenci izomorfismu
@: (LA3(I)2,05)—> (VAs(J)2 )

obdrzime vétu:
Véta 3: Necht' J < R je oteviceny interval. Grupy (VAs3(J), 2, (V1 As(J), -), (Wo As(J),),
(W1 Az(9), ), (Wor As(d), 9), (W11 A3(J), o) maji tyto viastnosti:
17 (Vi A(d), ) =(CQ)xCQ),+),
(Wor AsQ), ) =(Z,+) =(Wu AsQ), ).
2° (Wor As(d), ) < (WoAs(d), ) < (V1As(3), ) < (VAsQ), ),
(W11 A3(J), ) < (W1As(J), ) < (ViAJ)2, ).
3° Podgrupa (V1As(J), -) grupy (VAsQ), -) je direktnim soucinem grup (WoAs(J), ),
(W1A3(9), ).
V teorii obyCejnych linearnich diferencialnich rovnic n-tého fadu pii zobecnovani

vysledkil ziskanych pro rovnice druhého fadu na rovnice n-tého fadu nékdy dochazi
k situaci, ze pfimé zobecnéni nékterych tvrzeni o rovnicich druhého fadu na ptipad rovnic
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n-tého tadu neni zcela jasné a nazorné. UZiteCnym mezikrokem se pak ukazuje pristup pres
rovnice tfetiho fadu, ktery vyjasiiuje moznost zobecnéni tvrzeni pro rovnice n-tého tadu.
Tento postup tedy neni samoucelny, nybrz uzite¢ny pro lepsi nazornost; v tom — mimo jiné
— také spociva motivace a vyznam tohoto ptispévku.

Na zavér ptipomenme — jak jiz bylo u¢inéno v ptispévku [5], ze rozsahla literatura je
vénovana algebraické teorii linearnich diferencialnich rovnic (jejiz podstatna cast se
nazyva Galoisova teorie linearnich diferencidlnich rovnic) — pfipominame alesponi tituly
publikaci [16, 17, 18], v nichZ Ize nalézt odkazy na dals$i bohatou literaturu. Mimo jiné,
s vyuzitim diferencidlnich okruhii atéles nulové charakteristiky jsou konstruovany
algoritmy poskytujici Liouvillova feSeni linearnich diferencidlnich rovnic (tj. feSeni
vytvafena z racionalnich funkci algebraickymi operacemi s uzitim exponencialni funkce
a integrace). Moderni algoritmy pro vypocet Liouvillovych feSeni jsou zalozeny na
diferencialni Galoisové teorii. V tomto pfispévku prezentované vysledky jsou zaméfeny
pone€kud jinym smérem a tudiz nejsou obsazeny mezi konkrétnimi disledky zminéné
algebraické teorie diferencialnich rovnic. Podstatny piinos k soucasnosti algebraické teorie
diferencialnich rovnic nalezi profesoru Michaelu Singerovi a jeho védecké skole, srv. [16,
17, 18].
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