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OVEROVANIE A DOKAZOVANIE PLANIMETRICKYCH VIET
VERIFICATION AND PROVING PLANE GEOMETRY THEOREMS

MARTIN BILLICH

ABSTRAKT. Overovanie, dokazovanie a objavovanie matematickych viet ma svoje miesto v
procese moderného matematického vzdelavania na vsetkych typoch $kol. V prispevku sa
zaoberdme moznostou aplikacie metody obsahu v overovani a dokazovani konstrukénych
geometrickych viet. Zakladné principy tejto metody budu prezentované na niekolkych
prikladoch elementdrnej geometrie.

KrUCOVE SLOVA: dokazovanie viet, metoda obsahu, geometrické konstrukcie

ABSTRACT. The process of verification, proving, and discovering theorems is important in
modern mathematics education at schools of all types and levels. In this paper, possible
approach how to use the area method in verification and proving some constructive geometric
statements is discussed. The basic principles of this method will be illustrated through
examples from elementary geometry.
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1. Uvod

Predpokladat, Ze dokazovanie v matematike patri medzi oblibené Cinnosti na naSich
Skolach, je dozaista odvazne a pre mnohych nepredstavitel'né. Treba vSak pripomenut’, ze
bez pochopenia pojmu dokaz a zakladnych principov matematického dokazovania su
Studenti ukrateni o vyznamny atribut matematiky, ktory odliSuje matematiku od ostatnych
vednych odborov [6]. Z formalneho hladiska, pod pojmom dokaz rozumieme proces
overovania platnosti istého tvrdenia V tvare konecnej postupnosti formul, na zaklade
logickych zakonov, pomocou definicii, axiém a uz znamych a dokazanych viet. Vzhl'adom
na to, Ze dolezitost systematického budovania matematickej logiky, resp. logiky
vSeobecne, sa vo vzdelavacom procese uz na strednych Skolach castokrat podcenuje,
netreba zabudat’ na délezitost’ vyberu vhodnych spdsobov, metdéd a foriem prace, ktoré
mozu prispiet’ k rozvijaniu ziakovho logického myslenia, schopnosti komunikovat a
argumentovat’ pri rieSeni rdéznych matematickych problémov. Dokaz v matematike je
v tomto smere nositel'om istej presnosti, ktorej uroven rozvijania determinuje pristup
ucitela a jeho primerany déraz ako na formalnu, tak i na vecnu stranku dokazov.

V tomto prispevku uvedieme zakladné principy metody obsahu, ako jednej zo
syntetickych metod na dokazovanie istej skupiny geometrickych viet. Konkrétne sa
zameriame na tzv. konstrukéné geometrické tvrdenia (vid’ [5]). Dokazy tvrdeni tohto typu
mozno povazovat za ,zrozumiteIné“ Vtom zmysle, ze kazdy ich krok ma jasnu
geometrickil interpretaciu. Nami uvedené priklady dokazov geometrickych viet
Z elementarnej geometrie prezentuju jednoduchy algoritmus, ktory sa stal v poslednom
obdobi zakladom pre pracu viacerych systémov automatického dokazovania
matematickych viet.
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2. Zakladné pojmy metody obsahu

Hlavnou myslienkou metody obsahu, zaloZenej na principoch priameho dokazu, je
vyjadrenie predpokladov dokazovaného tvrdenia pomocou zakladnej mnoziny danych
bodov a mnoziny konstrukcii, ktorych vysledkom st ,,nové body - zavislé geometrické
utvary [5]. Dokazovanu vlastnost’ zapiSeme v tvare rovnosti dvoch vyrazov, ktoré obsahujt
vopred definované geometrické veli¢iny (bez viazanosti na suradnicovy systém). Dalej
nasleduje postupna elimindcia skor zostrojenych bodov, priCcom postupujeme v opacnom
poradi, ako boli tieto body zostrojené. Na eliminaciu premennych parametrov, ktoré
obsahuju zavislé geometrické Utvary, pouZzivame v§eobecne platné pomocné tvrdenia, tzv.
eliminacné lemy. Vysledkom takéhoto algoritmu je vztah (rovnost) dvoch vyrazov
zahfiajucich iba vol'né body (resp. geometrické utvary). Ak sa vyrazy na oboch stranach
rovnaju, tak dokazovana vlastnost’ plati. V opacnom pripade je tvrdenie nepravdivé
a nemozno ho povazovat’ za matematicku vetu.

Zékladné pojmy (geometrické veli¢iny) metdody obsahu sa: pomer orientovanych
vzdialenosti, obsah orientovaného trojuholnika a pytagorejsky rozdiel [5].

Definicia 1. Pre $tvoricu kolinearnych bodov 4, B, C, D (C # D) je pomer orientovanych

useciek AB, CD realne &islo %, kde ||AB]| je (podl'a [6]) orientovand vzdialenost bodov
A, B, tj.plati: ||AB|| = —||BA]|.

Definicia 2. Obsah orientovaného trojuholnika ABC je obsah daného trojuholnika, ktory
je kladny alebo zaporny, v zavislosti od jeho orientacie v rovine, t.j. je kladny, ak
postupujeme od vrcholu A do B a C v kladnom smere (proti smeru hodinovych ruci¢iek);
V opa¢nom pripade je tento obsah zaporny. Oznacenie podl'a [6] je |ABC||.

Poznamka. Predchadzajuci pojem mozno rozsirit’ aj na degenerovany trojuholnik, ktorého
vrcholy st navzajom kolinearne body a jeho obsah je rovny 0.

Definicia 3. Nech su dané tri body A, B, C. Pytagorejskym rozdielom trojice bodov A, B
a C nazveme realne Cislo
Pagc = 1ABII* + IICBII? — [IACII? .

V tabul’ke 1 uvadzame aspon niektoré vztahy medzi geometrickymi Gtvarmi a K nim
zodpovedajlice vyjadrenia pomocou vyssie definovanych geometrickych veli¢in.

Vzt'ah medzi Gtvarmi Formalizacia
Body A a B st totozné Piga=0
Body A, B a C st kolinedrne [IABC|| =0
AB je rovnobezné s CD [JACD]| = ||BCD||
AB je kolmé na CD Pscp = Pgep
Usecky AB a CD st zhodné Paga = Pcpc
Tabulka 1.

52



OVEROVANIE A DOKAZOVANIE PLANIMETRICKYCH VIET

Z definicie pomeru orientovanych vzdialenosti a obsahu orientovaného trojuholnika
vyplyvaju nasledujuce vlastnosti:
(V1) Pre trojicu kolinearnych bodov 4, B, C (A # B) plati:
IACI _ 1ICAll _ |ICAll IAC]| IAC]|
(i) —— = =— (i) —==0A=C
IABIl —  1IABIl ~— [IBAll IBAIl IAB]|

(V2) Pre dva navzajom rozne body A, B a realne Cislo r existuje jediny bod P, Ze body
A, B, P su kolinearne a plati:

o AP _ ) 4Pl IIPBIl _
I14B]l 1481 " 4Bl
(V3) lIABC|| = |ICAB|| = ||BCA|| = —||BAC|| = —||CBA|| = —||ACB||. Ak A,B,C su

nekolinearne body, tak ||ABC|| # 0.
(V4) Pre kazdu Stvoricu bodov 4, B, C, D roviny plati:
IABC|| = IABD|| + [|ADC|| + ||DBC]|.

(V5) Nech A,B,C su kolinearne body, pricom ||AB|| = r||AC]|| (r € R). Potom pre
kazdy bod P plati: ||PAB|| = r||PAC]|.

Tieto vlastnosti mozno overit’ aj Vv prostredi programu GeoGebra vytvorenim novych
nastrojov ,,pomer orientovanych vzdialenosti a ,,0bsah orientovaného trojuholnika“. Na
obrazku 1 je naértnuta jedna z moznych konfiguracii bodov 4, B, C,D a prislusne obsahy
orientovanych trojuholnikov (a ich stcet), z ktorych vyplyva vlastnost’ (V4). Ak by sme pri
formulacii tejto vlastnosti nepouzili pojem obsahu orientovaného trojuholnika, museli by
sme vo vSeobecnosti skimat’ sedem moznych vzajomnych poléh bodu D vzhl'adom na
trojicu bodov 4, B, C, ktoré st (nie nutne) vrcholmi trojuholnika.

|ABD| = 5.59
|ADC|| = 4.36 | | ABC|| = 7.08
| DBC|| = —2.87

5.59 +4.36 + —2.87 = 7.08

Obrazok 1: Overenie ||ABC|| = ||ABD|| + ||ADC]| + ||DBC]|| v programe GeoGebra.

V nadvéznosti na vymedzenie predchadzajucich zékladnych pojmov mozno definovat
aj obsah orientovaného Stvoruholnika ABCD, ako aj pytagorejsky rozdiel $tvorice bodov
A, B, C, D nasledovne [5]:

(a) lIABCD|| = [|ABC|| + [|ACD||
(b) Pagep = Pagp — Pcpp = IIAB|I* + lICD|? — ||BC||* — ||IDAJI* .
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Medzi zékladné pomocné tvrdenia metdédy obsahu, ktoré budeme neskor potrebovat),
patria nasledujtce eliminacné lemy (podrobnejsie v [2], [5]).

Lema 1. Nech M je prieseénik dvojice navzajom réznobeznych priamok AB a PQ, priCom
M # Q. Potom plati:

IPMI| _ IPAB|| [lPM]| _ IIPABII llQM]| _ |[QAB|
leMIl - 1IQABII” lIPQIl  IIPAQBII" 1IPQIl  IIPAQBI’

Lema 2. Nech M je bod priamky PQ, pri¢om ||PM|| = r||PQ|| (r € R). Potom pre kazda
dvojicu bodov A, B plati:
IMAB|| = r||QAB|| + (1 — r)||PABI|. (EL1)

3. Metoda obsahu v prikladoch

V tvode tejto Casti si mdzeme na znamej vete 0 strednej priecke trojuholnika ukazat’,
ako demonstrovat’ metodu obsahu v dokazoch niektorych viet elementarnej geometrie. Pre
tento Ucel budeme v dokazoch pouzivat’ jazyk typicky pre automatické dokazovanie.

Priklad 1. Dany je trojuholnik ABC. Nech body A; a Bj su stredy stran BC a AC v danom
poradi. Dokazte, ze priamka A; B; je rovnobezna so stranou AB daného trojuholnika.

1

Dékaz. Konstrukcia bodov A, B; vyplyva priamo s vlastnosti (V2) bodu (i) pre r = >

Tvrdenie vety v tvare A;B; | AB vyjadrime V jazyku metody obsahu ako
lA1B,All = ||A1 B, Bll. 1)

NaSou ulohou je teraz eliminovat body A;, By vo vztahu (1), priCom postupujeme
v opa¢nom poradi, ako boli tieto body zostrojené. Pre eliminaciu bodu B; podla lemy 2
(P=A,Q=CM=B,,A=A[B],B = A,) dostivame:

1 1 1
141 B, All = [IB1AA; || = 5 IICAAL ]l + 3 I|AAAL ]| = S ICAA, I,
141 B1BIl = [1B1BA, || = S ICBA, || + 5 |ABA, .
Vzt'ah (1) teraz nadobuda tvar

ICAA; || = [[CBA1 || + ||ABA4]I.

Dalej nasleduje eliminacia bodu A;, ked’ podl'a lemy 2 mame:
ICAA Il = 1A,CAll = S ICCAIl + 3 1BCAl = 5 IBCAI,
ICBA; Il = 114,CBIl = 5 ICCBI| +5 IBCBI| = 0,
IABA; || = 14, 4BI| = 5 ICABI| + 3 IBAB|| =  ICABI|,

a vztah (1) ma tvar
1 1
L\Bcall = L [icAB].

Ked'ze plati ||BCA|| = ||CAB]|, tak tvrdenie vety je dokazané.
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Nasledujaca tloha 0 tazniciach (resp. tazisku) 'ubovolného trojuholnika patri medzi
zakladné dokazové planimetrické ulohy.

Priklad 2. Dokazte, ze taznice trojuholnika sa pretinaju v jednom bode, ktory deli kazda
z taznic v pomere 2: 1.

Konstrukcia. Dané st tri navzajom rozne nekolinearne body A4, B, C (trojuholnik ABC),
pomocou ktorych zostrojime vSetky ostatné body, a to stredy A, B, stran BC, AC daného
trojuholnika a priese¢nik T jeho taznic AA; a BB;.

AT
=2
|74
BT _
78]
Obrazok 2: Tazisko trojuholnika (v programe GeoGebra)
Nasou ulohou je dokazat
llATIl
=2 2
ITA]l )

Dékaz. Na eliminaciu bodov A;, B; a T na l'avej strane vzt'ahu (2) pouzijeme obe pomocné
lemy z predchadzajicej Casti. Postupne dostavame:

”AT” = — ”AT” = — ”ABBlll (eliminécia bodu T)

IT A4l |4, Tl |41 BB ||
IABB, || = ||B,AB|| = %lIAABll + §||CAB|| = §||CAB|| (eliminécia bodu B;)
14,BB,|| = —||B,BA|| = — (%HCBAI Il + %llABAlll) (elimincia bodu B;)
ICBA, Il = 1A,CBIl = SIIBCBI| +IICCB]| = 0 (eliminacia bodu 4,)
IABA, || = |A;AB|| = JIICAB|| + S||BAB|| = J||CAB]| (eliminacia bodu 4,)

Vzt'ah (2) mdzeme teraz upravit’ na tvar
B lica| )
—(IICBAL Il + 311ABA4I)

B 2lICAB|| 3
—(0+11|ICABI)
2=2

Tymto sme dokazali, ze bod T deli taznicu AA; v pomere 2:1. Analogicka vlastnost’ sa
dokaze aj pre taznicu BB;. Vzhl'adom na skuto¢nost, Ze predchadzajlici postup mozno
uplatnit’ pre kazdl dvojicu taznic trojuholnika ABC a ich priesecnik T, tak dostavame, Ze
bodom T prechadzaju vSetky jeho t'aznice, ¢o bolo treba dokézat'.
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4. Zaver

Metodu obsahu mozno povazovat’ za jednu zo zaujimavych metod Skolskej geometrie,
pricom v sicasnosti je Uispesna aj Vv oblasti automatického dokazovania planimetrickych
viet. Prave rozvoj modernych informacnych technoldgii doviedol dékaz do Stadia, ked’
jeho spravnost’ mozno overit’ aj pomocou pocitaca. Na tento Gcel existuje viacero systémov
automatického dokazovania, ktoré v sebe zahfiiaju ako analytické, tak aj syntetické
metddy. Dokazovanie algebrickymi metddami (Wuova metoda, Buchbergerova metoda
[2]) st povazované vo vSeobecnosti za velmi efektivne, avSak nimi ziskané dokazy
malokedy odrazaju geometricki podstatu problému. Na druhej strane, pocitacové
programy zaloZené na syntetickych metodach (metéda obsahu [3], [5]), umoziuju vytvarat
»zrozumitelné* dokazy istej skupiny geometrickych viet. Ani v tomto pripade vSak
nemusia byt syntetické dokazy stru¢né a prehl'adné, co je nutné zohl'adnit’ pri ich vyuziti
vo vyucovani na roznych typoch $kol. Aj ked’ v tomto prispevku sme uviedli iba dva
priklady vyuztia metdédy obsahu, pozorny Ccitatel’ si iste uvedomil, Ze uvedené postupy
mozno jednoducho uplatnit’ aj na d’alSie tlohy z elementédrnej geometrie.
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