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O INTEGRALOCH IRACIONALNYCH FUNKCIi
ABOUT THE INTEGRALS OF IRRATIONAL FUNCTIONS

MICHAELA KLEPANCOVA — MAREK VARGA

ABSTRAKT. Eulerove substitucie predstavujii  najvSeobecnejsiu  metodu, umoznujucu
transformovat’ integraly iraciondlnych funkcii na integraly raciondlnych funkcii, ktoré vo
vicsine pripadov vieme vypocitat aplikdciou zndamych postupov. V prispevku poukdzeme na
moznost geometrickej interpretdcie uvazovanej situdacie, na zaklade ktorej odvodime aj tvar
Jjednotlivych Eulerovych substitucii.
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ABSTRACT. Euler’s substitutions represent a general method allowing to transform the
integrals of irrational functions to the integrals of rational function which we can solve in many
cases by using known techniques. In the contribution we point at the possibility of a geometric
interpretation of the situation under consideration and based on that we derive the form of
Euler’s substitutions.
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Uvod
V avode do integrilneho poctu sa dozvedame, ze ak pre vietky xe(a;b) plati

F'(x)=f(x), potom funkciu F nazyvame primitivnou funkciou k funkcii f na intervale

(a;b). Dalej vieme, ze pre I'ubovolnu konstantu ¢ plati (C), =0. Preto ak je F
primitivnou funkciou, potom urcite aj funkcia G(x)=F(x)+c, kde ceR, je
primitivnou funkciou k funkcii f na intervale (a; b). Mnozinu vSetkych primitivnych

funkcii potom nazyvame neur¢ity integral a oznacujeme | f (x)dx.

Otazka integrovania je neporovnatelne narocnejSia ako derivovanie funkcii. Na
vypocet neurcitych integralov existuju najroznejSie postupy. K zédkladnym vSak radime
metddu uUpravy integrandu, substitucni metodu a metédu per partes. Samotny postup
Vv jednotlivych pripadoch, ¢i vhodny tvar substiticie potom zavisi od toho, ¢i sa venujeme
problematike vypoctu neurcitych integralov racionalnych, iracionalnych, goniometrickych,
transcendentnych funkcii, ¢i trebars binomickym integralom.

Vzhladom na to, Ze existujii rozne metody (rozklad na parcialne zlomky, dopiianie na
Stvorec atd’.), ktorymi je mozné vypocitat’ neurcity integral mnohych racionalnych funkecii,
snazime sa aj integraly iracionalnych, goniometrickych ¢i transcendentnych funkcii
vhodnou substituciou pretransformovat’ na integraly racionalnych funkeii.
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Eulerove substitucie

V dalsich riadkoch sa budeme venovat’ postupom pri vypocte integralov iracionalnych
funkcii, konkrétne integralom tvaru IiR(x Vax? +bx+ C)dx , kde a#0, b?-4ac=0,

R jeracionalna funkcia premennych X a y, priom y= ax? +bx+c.

Za univerzalnu metodu pri vypocte integralov iracionalnych funkcii tvaru
I i}%(x,x/axz +bx+ c)dx povazujeme Eulerove substitiicie. RozliSujeme pri tom tri
pripady:

(E 1) ak a>0, pouZijeme substiticiu Jax? +bx+c =+t ++fax;

(E2) ak ¢>0, polozime +ax®+bx+c=+xt++c;

(E3) . ax® +bx+c=a(x—a)(x—B)
Vax® +bx+c =2t(x—a) resp. vax? +bx+c =£t(x—B) -

Ak sa pozrieme trebars na prvu zuvedenych substitucii (E1), po umocneni by

(t.j. existuju dva rézne realne korene), potom

z rovnosti vypadli na oboch stranach kvadratické ¢leny ax® azo zostavajucich scitancov,

kde sa x nachadza uz len linearne, premennti X I'ahko vyjadrime.

Cize substiticie st zvolené tak, aby bolo mozné pomerne jednoducho vyjadrit premenna x

ako raciondlnu funkciu premennej t, (tj. x=r(t), kde r je nejaka racionalna funkei.

Konkrétne vyjadrenim premennej X zrovnosti (E1l), (E2), (E3) v danom poradi
t? —c b—2tJc at? —ap

——= X=——, X=——.

b-2tJa a-t t?-a

Pomocou substitiicie X= r(t) nasledne vyjadrime aj samotni druhti odmocninu

dostavame X =

kvadratického trojélena  vax?+bx+c, ako idiferencial dx. Povodny integrél
_[ ER(X, Jax? +bX+C)dx tak po substitiicii prejde na integral raciondlnej funkcie

premennej t, ktory dokazeme vyriesit pomocou zndmych postupov.
Ako vsak dospiet’ k jednotlivym tvarom uvedenych Eulerovych substitacii?

Parametrizacia krivky
Viimnime si, ze ak a=0, b%®-4ac=0, rovnicou Yy>=ax’>+bx+c (resp.
. b .
y =+ax? +bx +C) je uréena kuzelosecka so stredom S [m,O] , m= %3 (pripadne jej
a

Cast’). Vzhladom na to, Ze a=#0, uvaZovanou kuzeloseckou je kruznica, elipsa, ¢i
hyperbola. No kuZzelosecky ako krivky druhého stupiia mdézu byt parametrizované

raciondlnymi funkciami. To znamend, ze stradnice bodov K[X,y] uvazovanych

“ Konkrétna vol'ba kombinacie znamienok ,,+ resp. ,,— je vo vietkych pripadoch Pubovolna.
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kuzelosetiek mozeme vyjadritf vtvare x=r(t), y=r,(t), kde teJ afunkcie r(t),
r, (t) su racionalne funkcie premennej t.

N4jst parametrické vyjadrenia kuzeloseCiek, atak sa presvedCit o pravdivosti
predchadzajuceho tvrdenia, je mozné réznymi sposobmi. Pre jednoduchost’ uvazujme

najskor kuzelosecky so stredom v bode S[0,0], ¢i este lepSie — zoberme najskor
kruznicu k:x%+y? =r?. Pri jej parametrizicii mozeme postupovat’ takto: zvolme jeden
z priese¢nikov kruznice Kk sosou o,, napriklad bod XO[—I’,O]. Priamka x=-r je
doty¢nicou kruznice k v bode X, (pozriobr.1).

joy

y=t(x+r)

[z, y]

Obrazok 1: Parametrizacia kruznice.

Kazda d'al$ia priamka p prechadzajuca bodom X, ma rovnicu Y =t(X+ r) , kde
parameter t je smernicou tejto priamky. Priamka p je uz samozrejme se¢nicou kruznice
k a pretne kruznicu Kk VeSte jednom bode X [X, y] , pre ktorého suradnice plati
X2 + [t(x + r)]2 =r2. RieSenim tejto kvadratickej rovnice s neznamou X a parametrom t,
t? -1
t2+1

ako sa l'ahko presved¢ime, st Cisla x =-r a x,=- r. Pre prislusné y — ové

stradnice prieseCnikov dostdvame Yy; =0 resp. Yy, =-— r. Vzhladom na popisana

2 +1
t2—1r_ 2t
t2+1 "t2+41

t bude nadobudat’ vSetky hodnoty z intervalu (—00, 00), bod X opise celt kruznicu k;

situdciu pre suradnice bodu X zrejme plati X {— r} . Navyse, ak parameter

pochopitelne s vynimkou bodu X, ktory nezodpoveda Ziadnej hodnote parametra t.

Zopakujeme, ze velky vyznam pre nds ma fakt, Ze obe suradnice bodu X ziskané
parametrizaciou krivky s dané racionadlnymi funkciami (premennej t). Uplne podobny
proces by sme mohli zopakovat’ ¢i uz s elipsou alebo hyperbolou. v d’alsich riadkoch vsak
vyuzijeme uz zovseobecnené uvahy.
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Uvedenym spOosobom moZeme teda najst parametrické vyjadrenie l'ubovolnej
kuzel'oseCky urcenej rovnicou y2 =ax® +bx+ c, kde a#0, b?>-4ac=#0. Zvolme na
nej lubovolny bod Xo[xo,yo], pre ktoré¢ho suradnice zrejme plati
¥ =axg +bxo +c (*). Bodom X, zostrojime se¢nicu p danej krivky, ktorej rovnica

ma tvar Y —Y, =t(X— Xo) , kde t je smernica priamky p. Uvedena se¢nica samozrejme

pretina naSu krivku veSte jednom bode X [X, y] , pricom  musi
platit [ t(x—Xy )+ Yq :'2 —ax? +bx+c. Vyuzijic vztah (%) dostavame
2y0t(x—xo)+t2(x—xo)2=a(x2—X§)+b(x—XO), odkial  po Uprave mame

2ypt +t% (X=X ) =a(x+%, ) +b.
To znamena, Ze stradnica X (a teda aj y) sa da vyjadrit’ ako raciondlna funkcia
premennej t. NavySe zmenou hodnét parametra t mozno opisat’ celt uvazovanu krivku.

. . v . J4 2 b 2
Odtial je uZ potom zrejmé, Ze rovnost ax’+bx+c= [t(x — X )+ y0] resp.
vax? +bx+c=t(x—X)+Yy, uréuje ti substiticiu, ktora umozije racionalizovat
integrand Vv integraloch tvaru IiR(x, Jax? +bx+c ) dx. Zapis

vax® +bx+c=t(x—x%)+y, resp. ~ax®+bx+c-y,=t(x—%) teda predstavuje
vseobecny tvar Eulerovych substiticii. Ako sa dostaneme k jednotlivym Eulerovym
substitiiciam potom zavisi uz len od $pecidlnej vol'by stradnic bodu X, [XO, yo] vo vysSie

uvedenom vzt'ahu.
Eulerove substitiicie geometricky

V d’'alsom musime zacat’ tvahami o defini¢cnom obore funkcie f:y= Vax? +bx +c.
Predovietkym, podmienkou b?—4ac=0 sme vyligili pripad dvojnasobného korefia

polynomu ax® +bx+c . Potom, aby bola funkcia f vobec niekde definovand, musi nastat’
jeden z pripadov:

() a<0 asacasne ¢>0;"

(I a>0.

Zacnime pripadom (I). Ak su splnené uvedené podmienky, z vah v poznamke pod
Ciarou vyplyva, Ze na$ kvadraticky troj¢len ma dva rozne redlne Kkorene, t.j.

ax* +bx+c=a(x-a)(x-p),  kde a,feR.  Vtomto pripade je funkciou

y=vax’ +bx+c urdena &ast elipsy alebo kruznice so stredom v bode S[m,O],
b

m=——.
2a

" Ak by a<0, akvadraticky trojélen by nemal Ziadny realny koren, tj. b?—4ac <0, tak by
muselo platit' aj €<0. AvSak potom by cela parabola lezala pod osou 0,, z ¢oho by vyplyvalo

D(f)=0.
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pri  uvedenom spbsobe parametrizacie tejto  krivky, t.j. Vv rovnosti

\/ax +bx+c— y0—+t X Xo) zvolime za bod XO[XO,yO] niektory z jej priesecnikov
sosou o,, tj. Xo[a,O] resp. )?O[,B,O], dostavame x/ax2+bx+c=it(x—a), resp.

Jax? +bx+c = +t(x— ), ¢o je tvar tretej Eulerovej substitacie (E3).
Zostaiime uvazovat’ situaciu (I), sustred'me sa vSak na kladnt hodnotu koeficientu c.
Nasa krivka totiz pretina v dvoch bodoch i os oy, konkrétne v priese¢nikoch Y, [O, Je ]

resp. \70 [0, —\/6 ] . Ak teda pri parametrizécii krivky urcenej rovnicou y2 =ax® +bx+c
zvolime za bod X, [XO, yo] nicktory z uvedenych priesecnikov s osou o, dostdvame
Jax? +bx+c =+tx++Jc, Eize tvar Eulerovej substiticie (E2).

Na pripad (II), ktory by si zaslizil podrobnejsi popis, sa pozrieme len v kratkosti. Je
zrejmé, 7e asymptotami hyperboly y®=ax?+bx+c, pri<om a>0, s priamky

yzi\/a(x+2£j. Potom kazdd priamka, rovnobeznd s niektorou zasymptot, t.j.
a

y= i\/a(x + ZEJ +2z, kde z#0, pretne uvazovanu hyperbolu prave v jednom bode
a

X [X, y]. Ak z bude postupne nadobtdat’ vSetky nenulové hodnoty, bod X [X, y] opise

R . . . b . :
celtl krivku. Po roznadsobeni a oreznaCeni hodnoty t=+—=+2z modzeme rovnicu

2\a

priamky y= iﬁ(x + ZEJ +7 napisat vitvare y=+ax+t. To viak znamena, Ze
a

substiticia  vax? +bx+c¢ =+y/ax+t umoznuje racionalizovat’ integrand v integraloch
tvaru I S}{(x,\/axz +bX+C)dX pricom a>0. Podarilo sa nam teda odvodit’ aj prva

Eulerovu substituciu (E1).
Priklad. Aspon jedno pouzitie Eulerovych substitiicii si mdzeme ukazat na vypocte

1
dx
VX2 +c
Zrejme a=1>0, asymptotami hyperboly y*—x?=c st priamky y=+Xx, priamky
S nimi rovnobeZzné maju rovnice y=+x+t, kde teR. Pre substiticiu zvol'me verziu

konkrétneho integralu, napr. vypocitajme I

2
- c
tztc, dx =—=dt anapokon x?+c=—

\/X2 +C=—-X+t. Potom dostavame X= 5 .
2t 2t

Vyuzitim tychto faktov mame

1 1
I dx=J.—dt:In|t+c|=In‘x+\/x2+c‘+c; kde ceR.
VX2 +c t
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Zaver

NajvseobecnejSou metddou na vypocet integralov iraciondlnych funkcii su Eulerove
substitucie. Na samotné hl'adanie primitivnych funkcii nam postac¢i poznat’ ich tvar,
pripadne si ich algebraicky odvodime, ak vieme, ¢o nimi sledujeme. V ¢lanku sa
zameriavame na geometrické vysvetlenie tychto formul vécSinou znamych len

z matematickej analyzy.
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