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FACULTY OF NATURAL SCIENCES
CONSTANTINE THE PHILOSOPHER UNIVERSITY NITRA
ACTA MATHEMATICA 15

ZAMYSLENIE SA PRI KONANI X. NITRIANSKEJ MATEMATICKEJ
KONFERENCIE

ONDREJ SEDIVY, DUSAN VALLO

Tvorivd praca je zakladom uspeSného ucinkovania vysokoSkolského pracovnika.
Prostriedkom na prezentaciu takejto prace si vedecké konferencie, sympozia a vedecké
seminare.

Vedenie Katedry matematiky Fakulty prirodnych vied Univerzity Konstantina Filozofa
v Nitre sa rozhodlo zorganizovat’ I. nitriansku matematickl konferenciu, ktora sa konala
16. a 17. oktdbra 2003 pri prilezitosti 10. vyrocia zalozenia Fakulty prirodnych vied UKF.

S ivodnymi prednasSkami vystapili prof. RNDr. Jan Chvalina, DrSc. z VUT v Brne,
prof. RNDr. Tibor Salat, DrSc a prof. RNDr. Jan Cizmar, CSc. z Fakulty matematiky,
fyziky a informatiky UK v Bratislave. Konferencia sa konala v dvoch sekciach, sekcia
matematiky a sekcia teorie vyucovania matematiky.

Od tohto roku sa Nitrianske matematické konferencie konaju kazdoroéne v septembri,
pred zaciatkom akademického roka.

II. nitrianska matematicka konferencia sa uskutocnila pri prilezitosti 45. vyrocCia
zalozenia UKF v Nitre.

Nebudeme charakterizovat’ vSetky uskutocnené konferencie, avSak zvlast' spomenieme
VIII. nitriansku matematicku konferenciu, ktora sa konala 16. a 17. septembra 2010.

Na tejto sa zucastnilo najviac ucastnikov zo zahranicia a ako prednésatelia vystlpili
Bohumil Novak, Oleg Mushkarov, Evgenia Sendova, Neli Dimitrova, Kristin Bjarnadottir,
Henk van der Kooij.

Sucasne s konanim konferencie sa uskutocnila Letna medzinarodna Skola doktorandov
Z tedrie vyuCovania matematiky, na ktorej prednasali Jarmila Novotna, Nicholas G.
Mousoulides, Freya Hreinsdottir, Maria Luiza Cestari, Barbro Grevholm, Andreas Ulovec,
Vladimir Georgiev, John Andersen a Veneta Nedyalkova.

Len spomenieme, ze na ostatnych konferenciach ivodnymi s prednaskami vystupili:
prof. RNDr. Beloslav Riec¢an, DrSc., doc. RNDr. Jan Kopka, CSc., Dr. Antonio Boccuto,
Dr. Andreas Ulovec, PhD., Dr. Neil Hutton, doc. PhDr. Emil Komaérik, CSc., doc. PaedDr.
Jaroslav Perny, CSc., Dr. Maciej Major, prof. RNDr. Jozef Dobos, CSc., Dr. hab. Eva
Swoboda, PhD., doc. RNDr. Stefan Sol¢an, CSc., doc. RNDr. Ivan Trencansky, CSc., prof.
RNDr. Pavel Kostyrko, DrSc. a doc. RNDr. Juraj Kostra, CSc.

Neoddelitel'nou sucastou konania Nitrianskych matematickych konferencii je zbornik
ACTA MATHEMATICA, ktory vtomto roku bude uz pétnasty a teda spolu
s X. nitrianskou matematickou konferenciou ma svoje 15. vyrocie aj tento zbornik.

Zbornik je recenzovany a vydavany z prispevkov, ktoré odzneli na konferenciach.
Zostavovatel'mi jednotlivych zbornikov boli prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., doc. RNDr.
Daniel Palumbiny, CSc., prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., doc. PaedDr. Sonia Ceretkova,
PhD., prof. RNDr. Anna Tirpakova, CSc., RNDr. Dusan Vallo, PhD. a RNDr. Kitti
Vidermanova, PhD. Technické prace vykonavali najmd RNDr. Kitti Vidermanova, PhD.,
PaedDr. Janka Melugova, PhD., RNDr. Viliam Duri$, PhD. a RNDr. Dusan Vallo, PhD.



ONDREJ SEDIVY, DUSAN VALLO

Na vydavani zbornika sa finan¢ne podielaju projekty KEGA a Akademicky klub
Fakulty prirodnych vied UKF v Nitre.

Pri tejto prilezitosti dakujeme vSetkym pracovnikom a doktorandom Katedry
matematiky FPV UKF v Nitre, ktori sa zasluzili o ispe$ny priebeh konferencii a vydévanie
zbornikov.

Zvlast dakujeme dekanovi FPV UKF v Nitre prof. RNDr. Cubomirovi Zelenickému,
CSc., pod zastitou ktorého sa kazdorocne konaju nitrianske matematické konferencie.

V Nitre 10. jula 2012
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JOSEF KOROUS AND HIS PLACE IN HISTORY OF MATHEMATICS

MARIANA MARCOKOVA

ABSTRAKT. Vyznamny matematik a vysokoskolsky ucitel’ prof. RNDr. Josef Korous, DrSc. (7. 2.
1906 — 23. 8. 1981) je znamy v matematickej komunite hlavne svojou vedeckou pracou v teorii
ortogondlnych polynomov. Pre Ceski a slovenski matematiku urobil vela aj ako profesor
vysokych Skél, ako Skolitel’ aspirantov — matematikov, ale aj ako pomocny skolitel’ aspirantov —
inZinierov, ako predseda vedeckych vyborov a komisii a ako dlhorocny clen a funkcionar
JCSMF a JSMF. V prispevku sa venujeme jeho prinosu pre rozvoj teérie ortogondlnych
polynomov v minulom storoci a pripomenieme si jeho Zivot a dielo.

KrUCOVE SLOVA: Josef Korous, tedria ortogonalnych polynomov, matematik, skolitel’.

ABSTRACT. Famous mathematician and university teacher prof. RNDr. Josef Korous, DrSc.
(7. 2. 1906 — 23. 8. 1981) is well-known in mathematical community mainly by his scientific
work in the theory of orthogonal polynomials. He contributed to Czech and Slovak mathematics
a lot of also as professor in higher education at universities and colleges, as supervisor of
research work of his followers — mathematicians, as helpful supervisor in applied mathematics
of young engineers, as chairman of scientific committees and many years he worked as the
member and functionary of the Union of Czechoslovak (Czech and Slovak) mathematicians and
physicists. This paper is devoted to his contribution for the development of the theory of
orthogonal polynomials in the last century and we remind his life and scientific and
educational work.

Key WoRbs: Josef Korous, theory of orthogonal polynomials, mathematician, supervisor.

CLASSIFICATION: A30, 190

Short biography of Josef Korous

Famous and talented mathematician prof. RNDr.
Josef Korous, DrSc. (1906 — 1981) was the first head of
the Department of mathematics and descriptive
geometry established in September 1953 at University
of railway engineering in Prague what was one of the
previous names of the University of Zilina. Before he
came to work to the university, he took part at
preparatory works for its foundation. The 150"
anniversary of the existence of the Union of Czech
(Czechoslovak) mathematicians and physicists is the
opportunity to remember him.

Josef Korous was born in Prague on February 7,
1906. His father was a civil engineer and the family had

5 children: Josef, Ladislav, Anténie, Veronika and Karel. Josef was the eldest of them.
After the primary education he started his secondary education in 1916 at the grammar
school in Pisek. After the final examination at Jirasek grammar school in Prague in 1924
he entered Charles university in Prague to study mathematics and physics. During this
study he was mostly interested in the lectures and seminars of prof. Karel Petr who
considered him to be one of his best students. Josef Korous graduated from the university
in December 1928, but already in June 1928 he received his degree of Doctor of Natural
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Science (RNDr.) on the basis of his work ,,On expansion of functions of real variable into
a series of Hermite polynomials“ published in Rozpravy II. t¥idy Ceské akademie véd
v Praze (Discussions of the Il. class of Czech academy of science in Prague), no. 11 (cf.
[1]). In the years 1929 — 1930 he was granted a scholarship of the Ministry of Education to
study at the University of Gottingen in Germany. The famous mathematicians Hilbert and
Landau were his teachers there. Already during his study at Charles university in Prague he
worked as a temporary assistent professor of mathematics. After his return from Gottingen
he was assistent professor at the Czech technical university in Prague (1930 — 36). Then he
worked as the teacher of mathematics and physics at several czech secondary schools till
Junel953. The last 6 years of this period of his life he was the director of the grammar
school in Litvinov.

To the University of railway engineering in Prague he came in September 1, 1953 and
he became associated professor (docent) and head of the Department of mathematics and
descriptive geometry. In 1959 he was appointed full professor and one year later he moved
with the university to Zilina. The university was re-named to the University of transport
engineering. In 1962 he defended the thesis and obtained the degree of Doctor of Sciences
(DrSc.).

The department that he headed, had to be built from the beginnings, because after the
moving of the university from Prague to Zilina many of the teachers refused to follow the
department to Zilina. Professor Korous was the first professor of the university who moved
there. Some of new teachers of the Department of mathematics and descriptive geometry
had no practice in teaching at the university — they came mainly from secondary or primary
schools where they had taught before. So there was a very difficult task for professor
Korous : to find such teachers who were able and willing to work under new conditions.
During the years 1953 — 66 he significantly contributed to the successful development of
the department and of the university as a whole. In the academic year 1954 — 55 he was
vice-dean at the Faculty of electrical engineering and in the first academic year of the
University of transport engineering in Zilina (1960 — 61) he was vice-dean of the Faculty
of operation and economics of transport. He had to expend much effort to overcome
problems that occured during the moving of the university from Prague to Zilina. In the
year 1964 he was awarded the ,,Medal due to effort at building of University of transport
engineering which he had got from Town council of Zilina.

Already in the first years of the life of the University in Zilina the Department of
mathematics and descriptive geometry became so large that it had to be divided into two
departments (in the academic year 1962 - 63). Professor Korous remained the head of the
department which was at the Faculty of operation and economics. Other part of the
department went to the Faculty of mechanical and electrical engineering.

In the years 1966 - 69 prof. Korous was the head of the Department of mathematical
analysis at the Faculty of science, P.J. Safarik university at Kosice, where he moved with
all his family besides his daughter Jarmila (he had two children — daughter Jarmila and son
Josef). After the death of his wife Milada in 1968 he moved to Prague where he was the
head of the Department of mathematics at the Faculty of mechanical engineering of the
Czech technical university. Here he worked only three terms and in October 1970 he was
back at his previous post in Zilina. Even after his retirement in 1977 he did not give up his
work and continued his teaching activities as visiting professor at the Faculty of education
in Nitra. This was his last teaching place. Death reached him unexpectedly in the middle of
work and creative plans in August 1981 in Zilina.
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Although born in Prague, Zilina became his new home for almost 17 years and he let
there a deep trace not only with his teaching and organizing activities, but also with his
lectures at Seminar on orthogonal polynomials established by him already at the University
of railway engineering in Prague. Due to this seminar which continued in Zilina after
moving the university from Prague, professor Korous provided his experience with
mathematical research in the theory of orthogonal polynomials and related problems to
more than twenty his colleagues, young teachers of mathematics and other his followers.
His lectures at this seminar were full of new surprising mathematical theorems and their
proofs we were excited by, so that some of us started to ,,Jove orthogonal polynomials. He
did not interrupt to hold this seminar in Zilina even during his employments in Kogice and
Nitra. That is why we continue it till nowadays.

Josef Korous and orthogonal polynomials

Investigation of special functions is very old part of research in mathematical analysis.
Orthogonal polynomials are the important special functions. The results of J. Korous
represent a significant contribution to this research. His papers concern of classical and
generalized Hermite, Laguerre and Jacobi polynomials. He dealt with various properties of
orthogonal polynomials, e.g. the location of their zeros, estimations for the least and the
greatest zeros, asymptotic properties for N — oo (n is the degree of the polynomial), the
differential equations that are satisfied by orthogonal polynomials, expansions of functions
of one real variable into series of orthogonal polynomials and their summability.

One of his theorems is in the mathematical literature famous as Korous’ theorem. It

contains a deep result on the upper bounds of polynomials { p,(X)} orthogonal in the
interval (—1,1) with the weight-function

W (X)=W(X)k(X),
where W (X ) is the weight-function of another system of polynomials { p, (X)} orthogonal

in the same interval and k (X)>k > 0 is a certain function. This theorem was proved in
the paper [6] published in the year 1938 and with the name Korous’ theorem it appeared in
the next year in the monograph ,,Orthogonal Polynomials” written by Gabor Szegd (cf.
[30]). This monograph is considered to be a basic stone of the theory of orthogonal
polynomials even in these days. With the name ,,Teorema Korausa“ can this theorem be
found in the book ,,Klasi¢eskije ortogonalnyje mnogoéleny* written by P.K. Sujetin in the
year 1976 (cf. [29]).

Another, very young citation from the year 2001 appeared as Korous’ method used in
the proof of a theorem on uniform convergence of some functions connected with some
class of orthogonal polynomials which was in the book ,,Orthogonal Polynomials for
Exponential Weights“ written by Eli Levin and Doron S. Lubinsky and published by
Canadian Mathematical Society (cf. [26]).

May be that professor Korous never knew about citations of his research in the works
of Paul Nevai from Ohio state university that appeared in 70-ies and 80-ies of the last
century. In his booklet ,,Géza Freud, Orthogonal Polynomials and Christoffel Functions.
A Case Study* (1985) Paul Nevai wrote (cf. [28]): ,,Now let us return to equiconvergence
of orthogonal Fourier series. In his seminar paper, A.Haar proved that orthogonal Legendre
series and Chebyshev series of integrable functions are equiconvergent; i.e., the difference
of the corresponding appropriate partial sums converges to 0. In fact, Haar’s method is
directly applicable to all classical orthogonal polynomial series, such as Jacobi, Hermite
and Laguerre series. The real fun starts when one leaves the road covered by remnants of
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classical orthogonal polynomials and starts to examine general orthogonal polynomial
series. Here the glory belongs to Szegd, whose results were later recast and generalized by
J. Korous, Geronimus and Freud.” From that everyone has to see that the research work of
Josef Korous is highly esteemed by mathematical community because his name is
mentioned in the series of the greatest mathematicians developing the theory of orthogonal
polynomials. We can say, that especially his first papers [1], [2], [4], [5], [6] published in
the years 1928 — 1938 are cited very often. The little note [3] deals with some problem
arising from actuary mathematics.

Next period of his life, till the establishment of the University of railway engineering
(1953) he devoted to teaching mathematics and physics at secondary schools, so his
research work was a bit interrupted. Only significant article on a generalization of Fourier
series (cf. [7]) appeared at this period.

To be the teacher at the university, he had got several recommendations from persons
who were significant in the Czech mathematical community. Academician Vojtéch Jarnik,
professor of Charles university was one of them. In November 1953 he wrote (cf. [25]):
»Works of J.Korous concern problems of mathematical analysis, important as for internal
development of mathematics and as for applications. They contain significantly new
methods and they show also great combinability of author at overcoming no small
technical problems in proofs. His works brought many new results. As a proof it is
sufficient to refer the standard book ,,Orthogonal polynomials* of Gabor Szegd (1939),
where J. Korous is often cited. Writing this book, Szeg6 had only the works [1] and [2].
The works [4], [5] and [6] — as he wrote — he had got only after finishing the manuscript. In
spite of it, he cited them additionally and he wrote, that Korous’ results are more general
than the results in the book and also that they are proved by completely new method. Also
Natanson in his excellent book ,,Konstruktivnaja teorija funkcij* refers certain Korous’
theorem with its proof, although the book is only a bit connected with the area of Korous’
work. From the original Korous’ papers it is clear that he is mathematician talented by a
creative ability and a great swiftness at doing of uneasy reasonings and computations. His
interest in mathematical analysis is an advantage for his acting at the university of
technical type, because it is the area that technical sciences are meeting with very often.
Although the number of his research works is not high, his excellent qualities completely
qualify him to be the professor of mathematics at the university of technical type.*

When Josef Korous became the teacher at the university, he was completely absorbed
by organizing and teaching activities. His lecture notes from the years 1953 — 1958 are
excellent, especially [23] devoted to orthogonal polynomials, which has a character of
monograph. Having defended his dissertation [11] for the degree DrSc.(in 1962 in Prague),
next period of his life was devoted to supervising of the research work of about twenty his
followers. In the years 1957 — 1984 there appeared the articles [8 — 10, 12, 14 — 16]
published in the proceedings of the universities where he was active teacher. They also
have high scientific value. It is to be regretted that his death did not allow him to fulfil his
idea to write a monograph on orthogonal polynomials. Nevertheless, textbook [23] is by
people working in orthogonal polynomials considered to be a monograph.

Although this research was mainly theoretical, the results of Josef Korous can be of
interest to researchers in approximation theory, mathematical physics, quantum mechanics,
electrooptics, statistics and all those who apply orthogonal polynomials. This is the legacy
of Josef Korous to applied mathematics — the basis of engineering education and research.
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List of significant Korous’ articles

[1] On expansion of functions of real variable into series of Hermite polynomials.
Rozpravy II. tiidy Ceské akademie véd v Praze, No.11 (1928). (Czech).

[2] On series of Laguerre polynomials. Rozpravy II. tiidy Ceské akademie véd v Praze,
No0.40 (1928), 1 — 23. (Czech).

[3] Remarque a propos de I’article de M.Pdlya concernant la déduction de la lois des
erreurs de Gauss. Aktuarske védy I (1930), 37 — 41.

[4] Uber Reihenentwicklungen nach verallgemeinerten Laguerreschen Polynomen mit
drei  Parametern.Véstnik Kral. Ceské spoleCnosti nauk, tfida matematicko-
prirodovédecka, XIV(1937), 1 — 26.

[5] Uber Entwicklungen der Funktion einer reellen Verinderlichen in reihen einer
gewissen Klasse orthogonaler Polynome im unendlichen Intervale. Véstnik Kral.
ceské spoleCnosti nauk, tfida matematicko-ptirodovédecka, XV (1937), 1 —19.

[6] On development of functions of one real variable into a series of certain orthogonal
polynomials. Rozpravy ILtfidy Ceské akademie véd v Praze, No.1(1938), 1 — 11.
(Czech).

[7] On a generalization of Fourier series. Casopis pro pést. mat. a fys. 71 (1946), 1 — 15.

[8] On expansion of functions of one real variable into a series of certain orthogonal
polynomials. Strojnicky sbornik technicko-védecké prace pracovniklii Vysoké skoly
zelezni¢ni v Praze, 17 (1957), 45 — 52. (Czech).

[9] On asymptotic formulas for orthogonal polynomials in a finite interval. Sbornik
Vysoké Skoly zelezni¢ni, stavebni fakulta, Praha (1957), 61 — 109. (Czech).

[10] On a generalization of Hermite polynomials. Sbornik Vysoké $koly dopravni,
fakulta provozu a ekonomiky dopravy, Praha (1960), 49 — 117. (Czech).

[11] On a certain class of orthogonal polynomials. Dissertation , Zilinal961.(Czech).

[12] Dispersion of characteristic values of operators. Sbornik Vysoké Skoly dopravni,
fakulta provozu a ekonomiky dopravy, Zilina (1965), 4 — 15. (Czech).

[13] The work of Karel Petr in mathematical analysis. Cas. Pést. Mat. 96 (1971), s. 104 —
108.

[14] On convergence of series of orthogonal polynomials. Zbornik IV.ved. konferencie
VSD v Ziline, sekcia matematika-fyzika-kybernetika, Zilina (1973), 25 — 35(Czech).

[15] On the solutions of a second order differential equation. Zbornik Pedagogickej fakulty
v Nitre 1, Matematika (1980), 51 — 78.

[16] On the polynomials orthogonal in the interval (_OO’OO) with the weight exp(— XG).
Zbornik Pedagogickej fakulty v Nitre 2, Matematika (1982), 81 — 100.

[17] On the differential equations of generalized Hermite polynomials. Zbornik
Pedagogickej fakulty v Nitre 3, Matematika (1984), 1-15. (Czech). (with O. Sedivy).

Lecture notes of Josef Korous (in Czech)
[18] Matematika, dil I. — VI. SNTL Praha 1954 — 1956.
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[19] Uvod do vy3si matematiky. SNTL Praha 1957.

[20] Pocet diferencialni. SNTL Praha 1957.

[21] Uvod do nauky o funkcich komplexni proménné. SNTL Praha 1957.
[22] Lebesguetv integral a Fourierovy fady. SNTL Praha 1958.

[23] Vybrané stati z matematiky. Ortogonalni funkce a ortogonalni polynomy.SNTL Praha
1958.

[24] Zéaklady vy$si matematiky. SNTL Praha 1962.
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ROZMIESTNOVANIE GEOMETRICKYCH UTVAROV
PLACEMENTS OF GEOMETRICAL SHAPES
MILOS BOZEK

ABSTRAKT. V prispevku popisujeme rieSenie jedného Specifického problému, ktorého
matematicky zaklad je v teorii hustych dvojrozmernych geometrickych utvarov na badze
posunuti.

KeUCOVE SLOVA: mnohouholnik, optimalizacia.

ABSTRACT. This paper deals with asolution of specific optimization problem which
mathematical basis is in the theory of dense placement of two-dimensional geometric figures on
displacement.

KEey WoRbDs: polygon, optimalization.

CLASSIFICATION: G55, M55

1. Uvod

V mnohych oblastiach vyroby, napr. v odevnictve, obuvnictve, strojarstve,
nabytkarstve, ... sa stretavame S tlohou vytvorit’ tzv. nastrihovy plan, teda rozmiestnit’
vystrihované (vysekavané, vyrezavané, ...) ¢asti vyrobkov na dvojrozmerny material (latka,
koza, plech, doska, ...) s dodrzanim technologickych poziadaviek a zasady maximalizacie
vyuzitia materidlu [7]. Pri praci s anizoropnymi materidlmi, ako su napr. tkaniny, koze
a prirodné drevo, sa vystrizky nesmu otacat, povolené su iba posunutia. Zakladom
odpovedajiiceho matematického optimalizacného problému je tedria hustych rozmiestneni
dvojrozmernych geometrickych utvarov na baze posunuti, ktorej stru¢ny opis
predkladame.

Povodne bola teéria zaloZzend najmi na analytickej geometrii [12], neskor ziskala
adekvatnejsiu topologickli podobu; pozri [1] a pre viac podrobnosti dizertacie [13], [8],
[16]. Tam mozno najst’ v tejto praci vynechané dokazy a ilustracie.

Prezentovanu tedriu mozno bez problémov zovseobecnit’ v dvoch smeroch — pripustit
euklidovsky priestor I'ubovolnej dimenzie a/alebo vSeobecnejSie pohyby, teda nielen
posunutia. Je zaujimavé, ze pri rozSireni $kaly povolenych pohybov v rovine sa zakladné
vysledky tedrie zachovaja; pozri [4], [9].

2. Geometrické utvary a ich vzajomné polohy

Z hladiska aplikacii by sme sa urcite mohli venovat’ iba rozmiestiovaniu
mnohouholnikov. Ukazuje sa vSak, Ze zakladné pojmy treba vyjadrovat’ v jazyku
topologie, preto pripustime omnoho SirSiu triedu objektov.

Pod geometrickym utvarom (skratene hovorime iba utvar) rozumieme podmnozinu M
euklidovskej roviny EZ, ktora je ¢astou uzaveru svojho vnutra

M c cl (intM) 2.1)
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Zakladnym prikladom geometrického utvaru je mnohouholnik, teda suvisla
a vV metrickom zmysle ohranicena ¢ast' roviny, ktorej hranicou je jednoducha uzavreta
lomena ¢iara. VSeobecnejsSie, geometrickym utvarom je kazda rovinna oblast’ ohrani¢ena
jednoduchou uzavretou krivkou, napriklad kruh. Krivka geometrickym utvarom nie je.
Kvoli prehl'adnosti budeme geometrické utvary spravidla oznaCovat’ pismenami M, N, P,
I'ubovolné podmnoziny roviny pismenami A, B, C, ... .

Nasledujuce dve jednoduché tvrdenia vyjadruju zakladné topologické vlastnosti
geometrickych utvarov.

Tvrdenie 2.1 a) Kazda otvorena mnozina roviny je geometricky ttvar.

b) Uzaver a vnutro geometrického utvaru st geometrické utvary.

¢) Zjednotenie 'ubovolného (kone¢ného alebo nekone¢ného) poctu geometrickych utvarov
je geometricky utvar. O
Tvrdenie 2.2 Uzaver resp. hranica geometrického Gtvaru M je uzaver resp. hranica jeho

vnutra
cIM = cl(intM), bdM = bd(intM) (2.2)

Na mnozine vSetkych geometrickych utvarov zavedieme niekolko binarnych relécit,
ktoré chapeme ako vzajomné polohy dvoch utvarov:

Dva atvary M, N ¢ E?
e sa pretinaju, ak maji neprazdny prienik: M N N = &,
e sa prekryvaju, ak ich vnutra maju neprazdny prienik: intM N intN = &,
e sa stykaju, alebo st husto rozmiestnené, ak sa neprekryvaju, ale ich hranice sa
pretinaji: intM N intN=¢< a bdM n bdN = &,
o su (korektne) rozmiestnené, ak sa neprekryvaju: intM m intN = &.
Utvar M je rozmiestneny v iitvare N, ak jeho vnatro lezi v N:  intM < N.

Poznamky 2.1 a) Dva husto rozmiestnené utvary su korektne rozmiestnené.

b) Ak je doplnok geometrického ttvaru N ttvar, tak Gtvar M je rozmiestneny v N prave
vtedy, ked’ je korektne rozmiestneny s doplnkom ttvaru, teda ked intM M int(E* \ N) = &.
Takto sa umiestnenie utvaru do ttvaru redukuje na korektné rozmiestnenie utvaru s inym
Utvarom.

Nasledujuca veta vyjadruje jednu z dvoch podmienok hustého rozmiestnenia dvoch
utvarov sice menej nazornejsim, ale technicky vyhodnej$im spdsobom ako definicia. Za
nou iduca veta hovori, Ze pri skimani hustého rozmiestnenia itvarov sa mozno obmedzit’
na otvoren¢ Utvary alebo na uzavreté utvary. Nie je to vSak nutné ani vyhodné.

Veta 2.1 Geometrické utvary M, N < E? st husto rozmiestnené prave vtedy, ked sa
pretinaju ich uzavery ale nie ich vnutra, t.j. ked cIMNcIN=O a intMnintN=¢. O
Veta 2.2 a) Geometrické¢ utvary st husto rozmiestnené prave vtedy, ked’ su husto
rozmiestnené ich vnutra.
b) Geometrické utvary su husto rozmiestnené prave vtedy, ked’ st husto rozmiestnené ich
uzavery. O
Husté rozmiestnenie dvoch utvarov rozsirime d’alej na rozmiestnenie s kladnou
medzerou ana rozmiestnenie viacerych utvarov. Kvoli prvému rozSireniu pre kazda
mnozinu A ¢ E? definujme jej otvorené resp. uzavreté okolie s polomerom r > 0 predpisom
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O(A, r) = {xeE? d(x, A) <1}, B(Ar)={xeE? d(x, A) < r} (2.3)

Zrejme
O(A, r) = {O0(x, r); xeA}, B(A, r) =U{B(x, r); xeclA} (2.4)

Mnoziny A, B c E? s rozmiestnené s medzerou &> 0, ak s0 husto rozmiestnené
,»Zvacsené“ mnoziny A, B, t.j. ich okolia O(A, 82) a O(B, d/2).

Veta 2.3 Nech 6> 0. Potom

a) Ak st mnoziny A a B rozmiestnené s medzerou 6, tak ich vzdialenost’ je o.

b) Ak d(A, B) = 6 a jedna z mnozin A, B je ohrani¢ena, tak mnoziny A, B s rozmiestnené
s medzerou o. O

Priklad 2.1 Nech 6=2, M={p=(X,¥); x>0,y=>1/x}, Ns={p=(X,V);y <-5}. Pretoze
B(M, d2) N B(Ns, d2) =, atvary M, N nie su husto rozmiestnené s medzerou 6, hoci ich
vzdialenost’ je o. O

Konecna alebo spocitatelnda mnozina geometrickych utvarov M; je husto rozmiestnend
(resp. rozmiestnend s medzerou 6>0), ak sa dané mnoziny daji tak ocislovat
prirodzenymi ¢islami 1,2,3,..., Ze kazdy atvar M;, i > 2, je husto rozmiestneny (resp. husto
rozmiestneny s medzerou J) so zjednotenim predchadzajicich uUtvarov, teda s utvarom
UA{M;; j<i}.

3. Husté rozmiestnenia titvarov a posunutia

Uvazujme dva Utvary vrovine, prvy povazujeme za pohyblivy, druhy za pevny.
Zakladnym objektom nasho zaujmu je mnozina vsetkych takych posunuti pohyblivého
utvaru, ze obraz pohyblivého ttvaru je husto rozmiestneny s pevnym. Najprv tito mnoZzinu
posunuti stotoznime s istou mnozinou bodov roviny. Vychadzame zo S$tandardnej
reprezentacie posunuti vektormi.

Pevne zvoleny bod 0€E? nazveme pol roviny. Povazujem ho tieZ za referencny bod
kazdého geometrického tutvaru. Ak je vrovine zadana ststava suradnic, polom je
implicitne jej zaciatok. POl roviny umoznuje reprezentovat bod X jeho polohovym
vektorom X = X — 0 a naopak, kazdy vektor X roviny reprezentovat’ odpovedajiicim bodom
X =0+ X. Symbolom A(x) budeme oznaCovat’ umiestnenie mnoziny A do bodu x, ¢o je
obraz mnoziny A V posunuti o vektor x — 0:

AX)=AX) + (x —0)={a+ (x —0); acA} (3.1)

Pretoze posunutie je homeomorfizmus, plati
int(A(x)) = (intA)(x), bd(A(x)) =(bdA)(x) a cl(A(X)) = (clA)(x)

preto pisSeme jednoducho intA(x), bdA(x) a clA(x). Zrejme mnozina A(X) je otvorena
resp. uzavreta prave vtedy, ked’ je otvorena resp. uzavreta mnozina A.

MnozZina hustych rozmiestneni pohyblivého utvaru M a pevného utvaru N (vzhladom
na referencny bod o) je mnozina bodov
D(M, N), = {xeE? M(x), N st husto rozmiestnené} (3.2)
Pismeno D je odvodené od anglického ,,densely placed”. Index 0 bezne vynechavame,
pretoze referencny bod ttvaru sa spravidla nemeni, porovnaj s (3.5).
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Z technického hl'adiska je dolezita mnozina pretinani pohyblivého utvaru M s pevnym
utvarom N (vzhladom na referencny bod o)

I(M, N), = {xeE? M(x), N sa pretinajii} (3.3)

Lebo veta 2.1 umoziiuje jednoduchu redukciu hustych rozmiestneni na pretinania
D(M, N) = I(bdM, bdN) \ I(intM, intN) (3.4)

Nasledujuce tvrdenie je kI'i€ové pre dokazovanie vlastnosti hustych rozmiestneni.

Tvrdenie 3.1 [1] Pre vSetky utvary M, N plati
I(M, N)g=0+ (N—M) ={o+ (n—m); meM, neN} ..
Dokaz Zrejme plati:

xel(M, N), < IneM(X)"N < ImeM IneN: m+ (X—-0)=n <
< dmeM 3dneN: x=0+(n—m). O

Pre body o, p a itvary M, N teda z tvrdenia 3.1 vyplyva I(M, N), = I((M, N), + (p — 0).
V désledku toho
D(M, N), =D(M, N), + (p —0) (3.5)

To znamena, Ze tvar mnoziny hustych rozmiestneni nezavisi od vol'by referencného
bodu pohyblivého tGtvaru. Inym jednoduchym désledkom tvrdenia 3.1 a redukcie (3.4) je
vzt'ah vyjadrujuci vzajomnu zdmenu pohyblivého a pevného utvaru:

D(N, M), = so(D(M, N)o) (3.6)

kde s,: E?> — E? je simernost’ podla stredu o.

Dal$im takym dosledkom tvrdenia 3.1 je vyjadrenie mnoZiny pretinani pohyblivého

utvaru s pevnym v tvare zjednotenia Gtvarov:
(M, N), = (s, (M) )
neN
Priklady 3.1 a) Nech M je uzavrety kruh B(0,1) so stredom o a s polomerom 1, N nech je
uzavrety kruh B(0,2). Vtedy I(cIM, cIN) je uzavrety kruh B(0,3), I(intM, intN) je otvoreny
kruh O(0,3) a D(M, N) je kruznica S(0,3).
b) Pre otvorené a uzavreté zviac¢Senia l'ubovol'nej mnoziny A z (2.4) plati
O(A, r) =1(O(o,r), A), B(A, r)=1(B(o,r), clA)

c) Nech M, Np st utvary z prikladu 2.1 pre 6=0. Vtedy I(cIM, cIN) = I(intM, intN) je
otvorena polrovina dana nerovnostou y < 0, preto D(M, N) je prazdna mnozina.
d) Nech M ={p=(x,y); y > x/(1 -x%, x| <1}, N={p=(x, y); y <0 alebo |x| > 1},
0= (0, 0). Vtedy

I(cIM, cIN) = I(M, N) ={p= (X, y); y <0 alebo x = 0}

I(intM, intN) = {p = (X, ¥); y < 0 alebo x=0}
preto D(M, N) je jednoprvkova mnozina {0}.
e) Nech M je stvorec s vrcholmi (+1,£1) a N mnohouholnik tvaru ,,U* s vrcholmi (-2,0),
(2,0), (2,2), (1,2), (1,1, (-1,1), (-1,2), (-2,2). Ako obvykle, nech o0=(0,0). Vtedy

1 Mnozina vektorov N — M resp. mnozina bodov 0 + (N — M) sa v literatire ¢asto nazyva Minkowského rozdiel utvarov
M a N resp. Minkowského stcet Gitvarov N®(—M), kde —M je obraz utvaru M v simernosti podla polu o.
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I(cIM, cIN) = I(M, N) je obdiznik s vrcholmi (-3,-1), (3,-1), (3,3), (=3,3) a I(intM, intN) je
vnutro obdlznika (M, N) s vynechanou useckou U s krajnymi bodmi (0,3), (0,2). MnozZina
D(M, N) je hranica obdlznika I(M, N) spolu s tseckou U. (Obr. 1)

IintM,intN) } DOLN) |
oy U

Obr. 1. Pohyblivy stvorec M s referenénym bodom o a pevny mnohouholnik N.
Mnozina D(M, N) je hranica otvorenej mnoziny I1(intM, intN). D(M, N) je
zjednotenim hranice obdlznika I(M, N) s usec¢kou U.

Nasledujuca veta je uhlovym kametiom teoérie hustych rozmiestneni.

Veta 3.1 [1] Ak je jeden z geometrickych utvarov M, N ohrani¢eny, tak mnozina hustych
rozmiestneni D(M, N) je hranicou otvorenej mnoziny I(intM, intN), ktora vyjadruje vSetky
prekrytia pohyblivého Gtvaru M s pevnym utvarom N:

D(M, N) = bdI(intM, intN)

Dokaz iba naznacime. Podstatné je ukazat’, ze pre l'ubovol'né mnoziny A, B plati
A je otvorena = I(A, B) je otvorena (3.8)

A alebo B je ohraniend = I(clA, cIB) = clI(A, B) (3.9)

Potom uz mame
bdl(intM, intN) = cll(intM, intN) \ intI(intM, intN) =
= (cl(intM), cl(intN)) \ I(intM, intN) = I(cIM, cIN) \ I(intM, intN) =
=cli(M, N) \ I(intM, intN) = D(M, N).

Druha rovnost’ vyplyva z (3.9) a z (3.8), tretia z (2.2) a posledna z (3.4). O
Poznamka 3.1 Priklady 3.1 ¢, d ukazujt, ze vo vete 3.1 nemozno vynechat predpoklad
0 ohranicenosti utvarov. Bez neho plati iba inkltzia D(M, N) < bdI(intM, intN).

Poznamka 3.2 Priklad 3.1 e ukazuje, ze vo vete 3.1 nemozno nahradit mnoZinu
I(intM, intN) ani mnozinou I(M, N), ani I(cIM, cIN). Vo vSeobecnosti teda plati

D(M, N) = bdI(M, N) a D(M, N) = bdI(cIM, cIN)

Napriek tomu sa Vv literatire mozZno bezne stretnat’ s rovnostou D(M, N) = bdI(M, N);
pozri napr. [10], [11]. Tvrdi sa tam, ze tzv. non-fit polygon, €o je tamojsi ekvivalent
mnoziny hustych rozmiestneni dvoch mmnohouholnikov, je hranica ich Minkowského
rozdielu resp. suctu N @ (—-M), ¢o je spdsob vyjadrenia mnoziny I(M, N). Vidno teda, Ze
pri opise mnoziny hustych rozmiestneni treba postupovat’ opatrne.

Poznamka 3.3 Veta 3.1 v sucinnosti so vzorcom (3.7) umoznuje preformulovat’ vysledok
prikladu 3.1b takto: Hranicou geometrického titvaru N zvac¢Seného o hodnotu r > 0, teda
hranicou okolia O(N, r) utvaru N, je mnozina D(M, N), kde M je otvoreny kruh O(o,r).
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Poznamka 3.3 ma Siroké uplatnenie v aplikaciach: Pri tvorbe nastrihového planu sa
vykrojky rozmiestiuji so stanovenou medzerou; pozri text za vetou 2.2. Vtedy sa husto
rozmiestiiuju  vykrojky zvdcSené o polovicu medzery. Teda aj hranice zvéacSenych
vykrojkov mézeme ziskat’ pomocou teorie hustych rozmiestneni.

4. Husté rozmiestnenia mnohouholnikov

Zacneme pripadom dvoch konvexnych mnohouholnikov. Vieme o nich, ze st
konvexnymi obalmi svojich vrcholov. Na zdklade tvrdenia 3.1 mozno bez tazkosti
dokazat’, ze pre konvexné obaly cA, cB I'ubovol'nych mnozin A, B plati

I(cA, cB) =cl(A, B) (4.1)

Veta 4.1 [2] Nech M, N st konvexné mnohouholniky. Potom plati
a) Mnozina I(M, N) je konvexny mnohouholnik.
b) intl(M, N) = I(intM, intN).
C€) Mnozina hustych rozmiestneni D(M, N) je hranica vnutra konvexného mnohouholnika
I(M, N).
d) Mnozina hustych rozmiestneni D(M, N) je hranica konvexného mnohouholnika (M, N),
¢ize D(M, N) = bdl(M, N).
Dokaz opat’ iba naznacime.
a) Nech A, B su mnoziny vrcholov uvazovanych konvexnych mnohouholnikov. Podla
(4.1) plati I(M, N) = I(cA, cB) = cl(A, B). Rovnost’ (3.7) dava, Ze I(A, B) je konetna
nekolinearna mnozina, preto jej konvexny obal, teda I(M, N), je konvexny mnohouholnik.
b) Z inklazii intM < M a intN < N prostrednictvom tvrdenia 3.1dostaneme, Ze
I(M, N) o I(intM, intN).

Z vyroku (3.8) preto vyplyva intl(M, N) o I(intM, intN). Tato inklazia plati pre 'ubovolné
mnoziny. Dokaz obratenej inklizie vyzaduje vyuzit S$pecifické vlastnosti konvexnych
mnozin.
c¢) Tvrdenie vyplyva z vety 3.1 a z Casti b).
d) Da sa ukazat’, Ze inkluzia D(M, N) o bdI(M, N) plati vo v§eobecnosti, obratenia inkluzia
znova vyzaduje vyuzit Specifické vlastnosti konvexnych mnozin. O

Je zname, ze kazdy mnohouholnik M mozno vyjadrit' ako zjednotenie vzajomne sa
neprekryvajucich konvexnych mnohouholnikov My, ..., My, pricom kazdy z nich sa pretina
so zjednotenim predchadzajicich. (Ide vlastne o predcasne ukonceny proces triangulacie
mnohouholnika postupnym vkladanim vnitornych uhloprie¢ok.) Stru¢ne hovorime, ze
mnohouholnik M je geometricky rozlozeny na nadvézujiuce konvexné mnohouholniky.

Tvrdenie 4.1 Nech M, N st Tubovol'né mnohouholniky anech M =M; U ... U My,
N =N; U ... U N; su ich geometrické rozklady na nadvédzujuce konvexné mnohouholniky.
Potom mnozina I(intM, intN) je zjednotenim vnutier konvexnych mnohouholnikov
I(Mi, N, i=1,..k, j=1,..,1, ktoré na seba nadvézuji v lexikografickom usporiadani. [
Pripomenime znamy spdsob vyjadrenia hranice zjednotenia dvoch otvorenych
mnozin A, B
bd(A U B) = (bdA\B) U (bdB \ A)
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Tvrdenie 4.1 spolu svetou 4.1 teraz davaju navod na konStrukciu mnoZiny hustych
rozmiestneni D(M, N) pre mnohouholniky 'ubovol'ného tvaru:

Algoritmus 4.1 [2]
1. Vytvorit geometrické rozklady M =M;u ... UM, N =N;uU ... UN, na
nadvézujuce konvexné mnohouholniky.
2. Skonstruovat’ konvexné mnohouholniky 1(My, Ny), ..., I(My, N)) a zoradit’ ich podl'a
lexikografického poradia dvojic indexov.
3. DIM,N) =9
4. P:=¢
5. for (i,j) = (1,1),...,(k,1) begin
D(M, N) := (D(M, N) \intl(M;, N;)) w (bdI(M;, N;) \ P)
P=PuU intI(Mi, NJ)
end for

Pozndmka. P je zjednotenie vnutier uz spracovanych konvexnych mnohouholnikov
(M, Nj).

Najcitlivejsim miestom algoritmu 4.1 je v cykle prebiehajiica obnova mnoziny
D(M, N). Sposobuje, ze mnozina D(M, N) hustych rozmiestneni mnohouholnikov
lubovolného tvaru ma pomerne komplikovani Struktiru. Mo6Zzu v nej vystupovat
jednoduché uzavreté aj neuzavreté lomené Ciary, pripadne aj konecny pocet bodov.
Navyse, opisany vypocet niektorych ¢asti mnoziny D(M, N) moézZze byt kvoli netplnej
strojovej aritmetike znacne nestabilny.

Veta 4.2 o struktire mnoziny D(M, N) pre mnohouholniky, [2]:
Pre Tubovolné mnohouholniky M, N existuji také celé ¢isla k, I, m, 0 < k<1< m, ze
mnozina D(M, N) sklada z navzajom réznych jednoduchych uzavretych lomenych Ciar
Lo,..., Ly, z navzajom réznych jednoduchych neuzavretych lomenych ¢iar Ly,,..., Ly a z
navzajom roéznych bodov p, ..., Pm:

DM, N) =L, v(L; U... L) vullkn .. L) U{ Py oo Py (4.2)

Pritom plati

(i)  Kazdé dve rozne lomené Ciary Lj a Lj, 0 <1, j <1, maji spolo¢ny najviac jeden bod.

(if)  VSetky lomené Ciary Ly, ..., L lezia v mnohouholniku K uréenom lomenou ¢iarou L,
a ani jedna z lomenych ¢iar Ly, ..., Ly nepretina vnitro Ziadneho z mnohouholnikov
Ky, ..., K ur¢enych lomenymi ¢iarami Ly, ..., Ly.

(iii) VSetky body pju,..., Pm lezia vnutri mnohouholnika K, aziadny z nich nelezi
V niektorom mnohouholniku Kjy, ..., K ani na niektorej lomenej ¢iare Ly, ..., L. O

Priklad 4.1 V priklade 3.1e (obr. 1) je k=0, =m =1, teda D(M, N) = Lo U L;. Uzavreta
lomena Ciara L, je hranica obdiznika Ky =1(M, N) a neuzavretd lomena &iara L, je tsecka
U. Izolované body mnozina D(M, N) neobsahuje.

Poznamka 4.2 a) Lomené &iary Ly, ..., Ly resp. Lg, ..., Ly resp. body pi.4,..., Pm NEMusia
vzdy existovat. Stane sa tak pre k=0 resp. pre | =k resp. pre m =I. Naproti tomu,
jednoducha uzavreta lomena &iara Ly existuje vZdy. Urcuje mnohouholnik, v ktorom je
obsiahnuta cela mnozina D(M, N).

b) Lomenu ciaru L, mozno skonstruovat’ kinematickym spdésobom, pri ktorom sa

pohyblivy mnohouholnik M ,kiZe* pozdiz pevného mnohouholnika N a lomena ¢&iara L,
vznika ako draha referenéného bodu o; pozri [2].
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c) Je teda prirodzena otazka, pre ktoré mnohouholniky M, N plati D(M, N) = L,. Vtedy
algoritmus z ¢asti a) vyprodukuje celt mnozinu D(M, N). Jednoducha odpoved’ je: Ked’ st
oba mnohouholniky konvexné. Zial, v redlnych aplikaciach je tento pripad pomerne
zriedkavy. Nast’astie, podmienke vyhovuju aj hviezdicovité a monotonne mnohouholniky.
d) Pre konstrukciu celej mnoziny D(M, N) odkazujeme na algoritmus 4.1 alebo na
dizerta¢nu pracu [13].

Pripomefime, Ze mnohouholnik je Aviezdicovity vzhladom na bod s, ak s kazdym
svojim bodom obsahuje usecku, ktora ho spaja s bodom s. Ak st vSetky vnutorné body
kazdej takej usecky vniatornymi bodmi mnohouholnika, hovorime o ostrej hviezdicovitosti.
Mnohouholnik je hviezdicovity resp. ostro hviezdicovity, ak je hviezdicovity resp. ostro
hviezdicovity vzh'adom na niektory svoj bod.

Je zrejmé, Ze kazdy mnohouholnik je konvexny prave vtedy, ked’ je hviezdicovity
vzhl'adom na kazdy svoj bod.

Veta 4.3 [5] Nech M, N su hviezdicovité mnohouholniky, pricom jeden nich je ostro
hviezdicovity. Potom I(M, N) je ostro hviezdicovity mnohouholnik a mnoZzina hustych
rozmiestneni D(M, N) je jeho hranica. (|

Lomena ¢iara je monotonna vzhladom na smer priamky H, ak kolmé priemety jej
vrcholov tvoria monotoénnu postupnost’ bodov na priamke. Smer priamky H povazujeme za
horizontalny, smer nan kolmy za vertikalny. Mnohouholnik je monotonny vzhladom na
smer priamky H, ak sa jeho hrani¢na lomena ¢iara sklada z dvoch monoténnych lomenych
¢iar.

Veta 4.4 [3], [6] Nech M, N st monoténne mnohouholniky vzhl'adom na smer priamky H.
Potom I(M, N) je mnohouholnik monotéonny vzhladom na smer priamky H a mnozina
hustych rozmiestneni D(M, N) je jeho hranica. a

Priamka resp. usec¢ka kolma na priamku H je vertikdina priamka resp. tisecka. Da sa
dokazat, ze mnohouholnik je monotéonny prave vtedy, ked kazda vertikdlna priamka
pretina jeho hranicu v najviac dvoch bodoch.

Kvéli jednoduchsiemu vyjadrovaniu v dalSom uz nebudeme zdoéraznovat smer
monotonnosti.

Zial', nie kazdy konvexny mnohouholnik je monoténny. Monoténny je iba vtedy, ked’
ziadna jeho strana nie je vertikdlna. To nas vedie k slabSej podmienke monoténnosti [15],
[6]:

Mnohouholnik je vertikalovo monotonny, ak kazda priamka obsahujtica jeho vnitorny
bod pretina hranicu mnohouholnika v najviac dvoch (a teda v prave dvoch) bodoch.

Hranica vertikdlovo monoténneho mnohouholnika pozostava z dvoch monotéonnych
lomenych ¢iar a z najviac dvoch vertikalnych tseciek. Je zrejmé, Ze mnohouholnik je
konvexny prave vtedy, ked’ je vertikdlovo monotonny vzhl'adom na kazdy smer.

Vetu 4.4 mozno vyslovit’ v trochu silnejsej podobe.

Veta 4.5 Nech M, N su vertikdlovo monotéonne mnohouholniky vzhladom na smer
priamky H. Potom aj I(M, N) je vertikdlovo monotéonny mnohouholnik vzhl'adom na smer
priamky H a mnozina hustych rozmiestneni D(M, N) je jeho hranica. a

Poznamka 4.3 Podstatnou ¢astou tvrdeni viet tejto kapitoly je, Ze vo vSetkych Styroch
pripadoch je mnozina (M, N) mnohouholnik a mnozina hustych rozmiestneni D(M, N) je
jeho hranica. To znamena, ze D(M, N) je jednoducha lomena Ciara Lo, a teda kinematicky
algoritmus konstrukcie Ciary Lo Z poznamky 4.2b vyprodukuje celt mnozinu D(M, N).
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Konvexnost’, hviezdicovitost ¢i monoténnost mnoziny [(M, N) je ztohto hl'adiska
druhorada.
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JENSENOVA NEROVNOST AKO DOLEZITY MATEMATICKY NASTROJ A
UCINNY PROSTRIEDOK PRE DOKAZOVANIE NEROVNOSTI

JENSEN’S INEQUALITY AS AN IMPORTANT MATHEMATICAL TOOL AND
FOR EFFECTIVE PROOVING CLASSICAL INEQUALITIES

JOZEF FULIER

ABSTRAKT. V prispevku su z hladiska pripravy buducich ucitelov matematiky prezentované
zdakladné pojmy a suvislosti teorie konvexnych funkcii: podmienky konvexnosti, nutné
podmienky a postacujiice podmienky pre konvexnost (resp. rydzu konvexnost funkcie). V clanku
sa zdoraznuje, zZe potencial vyucovania konvexnych funkcii (najmd v suvislosti s Jensenovou
nerovnostou) nie je dostatocne vyuzity a tejto problematike by mala byt venovana vdcsia
pozornost. Su uvedené dva varianty Jensenovej nerovnosti, vrdtane jej fyzikdlnej
a geometrickej interpretdacie. Vyuzitim Jensenovej nerovnosti su dokdazané dolezité klasické
nerovnosti (AG-nerovnost, HG-nerovnost, Cauchyho — Schwarzova nerovnost, Holderova
a Minkowského nerovnost).

KrUCOVE SLOVA: konvexnd (rydzo konvexnd)funkcia, konkdvna (rydzo konkdvna) funkcia,
konvexna mnozina, podmienky konvexnosti, Jensenova nerovnost, klasické nerovnosti

ABSTRACT. The contribution in terms of training of future mathematics teachers presented the
basic concepts and background theory of convex functions: convexity conditions, necessary
conditions and sufficient conditions for convex (or strictly convex) functions. The article
emphasizes that the potential for learning convex functions (particularly in relation to the
Jensen's inequality) is not sufficiently exploited, and this issue should be given greater
attention. There are two variants of the Jensen inequality, including its physical and
geometrical interpretation. Using the Jensen inequality is proved important classical
inequalities (AG-inequality, HG-inequality, Cauchy-Schwarz inequality, Holder and Minkowski
inequality).

KEey WORDS: convex (strictly convex) function, concave (strictly concave) function, convex set
convexity condition, Jensen's inequality, classical inequalities.

CLASSIFICATION: D59, D89, 149

Uvod

V aplikéciach, pri rieSeni matematickych problémov i v dokazoch matematickych viet
sa velmi Casto vyuzivaju nerovnosti. V niektorych pripadoch je pouzitie nerovnosti
unifikujucim prvkom pri rieSeni celej triedy problémov (takymto jednotiacim prvkom
moze byt sustavné vyuzivanie zndmej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom, ktort mézeme napriklad vyuzit' pri rieSeni jednoduchych extremalnych tloh
na elementarnej Grovni - bez vyuzitia derivacii). Vediet' najst a nasledne dokazovat’
potrebné nerovnosti patri k vel'kému umeniu, pretoZe nerovnosti s vel'mi ré6znorodé a ich
dokazy si spravidla vyzaduju rozli¢né techniky a pristupy, Casto prenikava intuiciu
a nemalo tvorivosti. Z uvedeného dévodu je dobré mat’ prehl’ad o ddlezitych nerovnostiach
aoich sposoboch dokazovania. O tejto problematike bol vydany uz cely rad
Specializovanych knih, spomenme napriklad monografiu (Beckenbach & Bellman, 1961),
v ktorych je mozné najst’ skutoéne réznorodé nerovnosti. Z odborného i pedagogického
hladiska je zaujimavé ¢i aspon tie najdolezitejSie nerovnosti nie je mozné odvodit’ ¢i
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dokazat’ vyuzitim ¢o ,,najmenSicho mnozstva“ elementarnych (alebo aspofi primerane
jednoduchych) matematickych nastrojov. Je vhodné si uvedomit, ze jednym z motorov
rozvoja matematiky je proces zovseobecnenia, ktory spravidla spoéiva v postupnom
zaclenovani izolovanych poznatkov do vSeobecnejSej formy, z ktorej tieto partikularne
pripady bezprostredne alebo sprostredkovane vyplyvaji. Prirodzene asi tazko moZeme
ocakavat, Ze sa nam podari odvodit’ akusi super-nerovnost, ktora by zahriiovala vsetky (¢i
temer vSetky) alebo aspon vyznamné skupiny dolezitych nerovnosti, pricom by bola naviac
dostatoéne jednoducha, aby mohla byt vyucovana (a azda i dokazovana) uz na strednej
Skole, pripadne v bakalarskom stupni vysokoskolského stadia matematiky. V d’alSom
pojedname o jednej nerovnosti, ktord si mozno pomenovanie super-nerovnost zaslizi.
Ukazeme si pristup, ktory V teorii nerovnosti, urcite nepatri k nezndmym, ale rozhodne
k malo vyuzivanym. Ukazeme, Ze tento pristup si zasluhuje nasu pozornost, a to nielen
z aspektu vyucovania zakladného kurzu matematickej analyzy na vysokej $kole (napriklad
Vv priprave uéitelov matematiky), ale svojou jednoduchostou a kompaktnost'ou aj z aspektu
vyu€ovania matematiky na strednej $kole. lde o klasicka Jensenovu nerovnost spolu s jej
dolezitymi aplikaciami.

Konvexné a konkavne funkcie, podmienky konvexnosti, konvexné mnoZiny

Uvazujme na intervale | = [0,0) dve funkcie f:f(x) =x2, g:g(x) =+x. Tieto
funkcie maju na intervale J vel'a zhodnych vlastnosti: obe su spojité, rasttice, kladné a majt
derivacie Tubovolného radu. Ich grafy sa vSak predsa len dost odlisuju: funkcia f
zrychluje svoj rast, ¢o sa prejavuje na jej grafe tym, ze sa (s rastom argumentu) zakrivuje
nahor, naopak funkcia g spomaluje svoj rast, o sa prejavuje na jej grafe tym, ze sa
zakrivuje nadol. Zakladnu odlisnost’ tychto dvoch grafov mozeme lahko identifikovat’ na
grafoch restrikcii tychto funkcii vzhladom na interval [0,1]. Totiz grafy tychto dvoch
funkcii maji dva priese¢niky, body A = (0,0),B = (1,1). V intervale [0,1] graf funkcie
f (resp. graf funkcie g) lezi (s vynimkou bodov 4, B) cely pod ( resp. cely nad) priamkou
AB spéjajicej prieseéniky A, B uvedenych grafov. Tento fakt mozeme interpretovat’ i tak,
ze body A, B grafu danej rasticej funkcie mézu byt’ spojené tromi zakladnymi sposobmi:
bud’ tseckou AB, alebo krivkou leZiacou celou (az na koncové body A, B) pod useckou
AB, alebo krivkou leziacou nad touto viseckou’.

T T T T T
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Obr. 1 Grafy konvexnej funkcie f(x) = x> a grafy konkdavnej funkcie g(x) = \x

! Analogické situacie nastanu i V pripade, ak dva body grafu spajame krivkami, ktoré su grafmi klesajucich funkcii.
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O takychto funkciach hovorime, zZe maju rozliénu vypuklost. Presnejsie, funkcia f sa
nazyva konvexnou (obsirnejsie: rydzo konvexnou) funkciou afunkcia g sa nazyva
konkavnou (rydzo konkdvnou) funkciou v intervale J.

Poznamenajme, Zze samotny pojem konvexna funkcia a aj prislusna pamétova stopa
v mysliach Studentov su viazané najmd na operativnu ¢innost’ pri zostrojovani naértkov
Casti grafu funkcie na intervale, v ktorom je funkcia rydzo konvexna: dva body grafu
funkcie, ktora je rydzo konvexna na istom intervale, spojime suvislou rydzo konvexnou
krivkou, ktora sa vel'mi silne podoba na cast’ paraboly otvorenej smerom nahor (alebo na
Cast’ paraboly otvorenej smerom nadol, pri rydzo konkdvnej funkcii). Zaujimavé je, Ze
Studenti uznavaju fakt, ze z hl'adiska konstrukcie dostato¢ne verného nacrtku grafu funkcie
je urcite dolezité ¢i je funkcia v danom intervale rydzo konvexna, alebo rydzo konkavna.
Avsak, ak pouziji neutralnu polohu (teda prislusné body jednoducho spoja use¢kou) sami
to nepovazuju (a Casto ani ich ucitelia) za tak vaznu chybu, ¢o by nejak znehodnocovalo
cely nacrtok grafu funkcie. Je teda tento pojem uplne neddlezity? Pokusime sa dat’
odpoved’ na tato otazku. Ukazeme, Zze konvexnost’ funkcie je v mnohych aspektoch velmi
dolezity pojem, ktory si urcite zaslizi nasu pozornost’.

Poznamenajme, Ze pojmy konvexnost a konkdvnost funkcie zaviedol dansky matematik
Johan Ludwig Jensen (1859-1925), ktory sa o vyzname tychto pojmov vyjadril takto: Zda
sa mi, Zze pojem konvexnej funkcie je rovnako dolezity, ako pojem funkcie nezapornej alebo
funkcie rastucej. Ak saVvtomto nemylim, tento pojem by mal ndjst svoje miesto v
elementadrnych textoch venovanych teorii realnych funkcii.”

V zakladnom kurze matematickej analyzy vo vysokoskolskej priprave buduacich
ucitelov (v minulosti dokonca aj vV matematike stredoskolskej) sa definuje pojem
konvexnosti a konkavnosti pre funkciu jednej premennej napriklad takto:

Definicia 1. Hovorime, Ze funkcia f je konvexna na intervale ] € D(f), ak plati
VXx1,X,Xy E]J: X< x<xp, = f(x)sf(x1)+w0c—x1). Q)
2741

Vyrok dany vztahom (1) budeme nazyvat’ podmienkou konvexnosti funkcie f
v intervale J.
Geometricky vyznam podmienky konvexnosti (1); na kazdom intervale [x;,x,] C J vSetky
body grafu restrikcie funkcie f vzhladom na interval [xq,x,]| lezZia pod alebo na spojnici
krajnych bodov tohto grafu, tj. bod A = (x, f(x)) nelezi nad uiseckou spijajucou body
A = (x1»f(x1))» Ay = (xzjf(xz))-
Definiciu funkcie konkdavnej, resp. rydzo konvexnej, resp. rydzo konkavnej na intervale |
dostaneme, ak vo vzt'ahu (1) znak nerovnosti < postupne nahradime znakmi nerovnosti
>, <, >. Prislusné vyroky (so zmenou vysSie spominané¢ho znaku nerovnosti) nazyvame
podmienkou konkavnosti, resp. podmienkou rydzej konvexnosti, resp. podmienkou rydzej
konkavnosti. Je zrejmé, ze funkcia f je konkavna, resp. rydzo konkavna na intervale J,
prave vtedy, ak funkcia (—f) je konvexna (resp. rydzo konvexna) na intervale J. Preto
staci pozornost’ venovat iba konvexnym, resp. rydzo konvexnym funkciam.

Sformulujme niekol’ko d’al§ich tvarov podmienok konvexnosti, ktoré su ekvivalentné
s podmienkou konvexnosti (1).
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a)

b)

d)
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Lahko nahliadneme, Ze rovnicu priamky uréenej bodmi A;, A,, tj. linearnu funkciu
y=f(x)+ w (x — x1) moZeme jednoduchou upravou pretransformovat’ na
2711
tzv. Lagrangeov interpolacny polynom zndmy z numerickej matematiky, ktory ma tvar
X, —x X —
y=—"—"/f(1) +—f(x2)
X2 — X1 X2
Preto podmienku konvexnosti (1) mdZeme zapisat’ aj V tvare

VXL xx €] 1< x<x o fQSEfO)+ o fG). ()
Ak v predchadzajicej nerovnosti nahradime f(x) = f(x).1=f (x)%txxl)
Xy —
dostaneme d’alsiu ekvivalentni podmienku konvexnosti
VXA Xy €)i a1 < x<x, = [DTED _[e2)=fC) 3)

X—x1 X2 —X
Geometricky vyznam podmienky konvexnosti (3): smernica priamky A, A nie je vicsia
ako smernica priamky AA, .

Bezprostredne je tiez mozné overit, ze vyrok dany vztahom (1) mdézeme vyuzitim
vlastnosti determinantu prepisat’ do nasledovného symetrického tvaru
Vxq,Xx,X, €] X1 < x<xp, =
1 1 1 1 X1 f(xl)
X1 x x2 |=|11 x fx)|=o0. 4)
f(xl) f(x) f(xz) 1 X2 f(xz)

Geometricky vyznam podmienky konvexnosti (4):

absolutna hodnota determinantu vo vztahu (4) urcuje obsah trojuholnika s vrcholmi

Ay = (x1,f(x1)), A= (x, f(x)), A = (x,,f(x2)), priom spominany determinant
je kladny prave vtedy, ak vrcholy neleZia na jednej priamke a cesta vrcholmi
trojuholnika A;, A, A, Vv postupnosti A, - A - A; — A; je orientovana proti chodu
hodinovych ruciciek.

Vel'mi uzito¢ny tvar podmienky konvexnosti funkcie f dostaneme nasledovne.
Zvol'me 'ubovolne, ale pevne body xq,x,x, €] také, ze x; < x < x,. Potom
kazdy vnatorny bod x € [xq,x,] je mozné jednoznatne zapisat’ v tvare

x = x1 +/12(x2 —x;), kde 1, =" ¢ (0,1). Ak oznac¢ime A; :=1—A1,, teda
A=

X = Alxl + Azxz, kde 1;,4, € (0,1), A, + A, =1.
To v8ak znamena, Ze podmienku konvexnosti (2) mo6zeme prepisat’ do nasledovného
tvaru
(Vxl,xz E], X1 < xZ)(V/’{l,AZ (S (0, 1), /11 + Az = 1)
faxy + Aax3) < A1f (1) + A2 (x2)

xz) mozeme jednoznacne vyjadrit’ v tvare
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Ak predpokladame, 7e pre x4,x, € J plati obratena nerovnost’ t.j. ak x, < x;, potom
vnutorny bod x intervalu [x,,x;] moZno tieZ jednoznalne =zapisat’ v tvare
X = Ayx1 + A,x,, kde 44,4, € (0,1), A4 + A, = 1. Zopakovanim predchadzajuceho
postupu dospejeme Kk tej istej nerovnosti

fQaxg + A3x2) < A1f (x1) + A2 (x2).
Tento fakt ndm umoznuje zapisat’ podmienku konvexnosti pre l'ubovolné x;,x, € ],
pri¢om staci iba predpokladat’, aby x; # x,. Dokonca mézeme vynechat aj podmienku
X1 # X, pretoze pre konvexné funkcie posledna nerovnost’ zostane v platnosti aj
V pripade x; = x,.
Tym dostaneme d’alsiu podmienku konvexnosti v tvare

(vxl,xz E])(Vll,lz € (0, 1), ).1 + Az = 1)
f(A1x1 + A2x2) < A1 f(x1) + A2f (x2).  (5)

Poznamka 1. Vyuzitim podmienky konvexnosti (5) mézeme okamzite zaviest’ definiciu
konvexnej funkcie aj pre pripad funkcie n —premennych, t.j. funkcie f:J — R, kde ] ¢ R",
pri¢om vo vSeobecnosti netreba ziadat’, aby mnozina J bola intervalom v R", ale sta¢i aby
] € R™ bola konvexnou mnozZinou?. Toto su¢asne napoveda, ktort z podmienok (1) az (5)
je vyhodné vziat’ za definiciu konkavnej funkcie.

Je vhodné pripomentt’ si, Ze s pojmom konvexnosti sa oboznamujl uz ziaci zakladnej
a strednej Skoly, ked” hovoria o konvexnych uhloch, konvexnych mnohouholnikoch,
konvexnych telesach. Pojem konvexnej mnoziny patri k zakladnym pojmom geometrie
i matematickej analyzy. Spravidla sa tento pojem definuje takto:

Definicia 2. Mnozinu D € R" nazyvame konvexnou mnozinou, ak s l'ubovolnymi bodmi
A, B € D patri do mnoziny D cela usecka spojujiica uvedené body. Algebricky zapisané: ak
pre kazdé A,B € Dakazdé A € [0,1] plati A A+ (1 —A)B € D.

Ak kazda z uvazovanych useciek AB lez cela (s moznou vynimkou krajnych bodov
A, B) vo vmutri D, nazyva sa mnozina D rydzo konvexnou.

Obr. 2. Konvexnd a nekonvexnd mnozina v R?

Ako vsak stvisi pojem konvexnej funkcie s pojmom konvexna mnozina? Tento fakt,
nebyva $tudentom celkom jasny. Jednou z moznosti, ako im mozeme ukazat suvislost
medzi pojmami konvexnd funkcia - konvexnd mnozina je, Ze definujeme tzv. nadgraf
(epigraf) danej funkcie. Na chvilu zvolime trochu vseobecnejsie hladisko a pojem
nadgrafu zavedieme pre l'ubovolnu funkciu viacerych premennych.

2 Konvexna podmnozina /| © R? obsahujtca aspoii dva body je interval.
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Definicia 3. Nech f:D — R, kde D c R™. Nadgrafom (epigrafom) funkcie f rozumieme
mnozinu Gy = {(x,y) e R": x € D, f(x) <y}

Lahko nahliadneme, Ze k tomu, aby nadgraf funkcie f bol konvexnou mnozinou je
nevyhnutné, aby aj definicny obor funkcie f bol konvexnou mnozZinou. Preto nas iste
neprekvapi, ze tento predpoklad sa objavuje v predpokladoch kazdej vety, ktora nam dava
nutnu a postacujiicu podmienku k tomu, aby funkcia f bola konvexna na mnozine D.

i :
4l
2L
e : ) : :
-1.5"1.0 -0.5 0.5 1. 1.5
N0 05 |05 197
.-"-'- L L L L
i 1.5-1.0-0.5 0.5 10 1.5
Obr. 3 Nadgraf rydzo konvexnej funkcie Nadgraf rydzo konkdvnej funkcie
T s T
f:y=1—5cosx,xe[— 5 E] g:y=5cosx,x€[— E'E]

Veta 1. Nech D c R" je konvexna mnozina a nech f: D — R. Funkcia f je konvexnd
na mnozine D vtedy alen vtedy, ak jej nadgraf, t.j. mnozina Gf je konvexnou
mnozinou.
Dokaz. 1.=). Predpokladajme, Zze funkcia f je konvexnd na mnozine D c R",
dokazeme Ze jej nadgraf G je konvexnou mnoZzinou. Nech (xy1,y1), (x2,¥;) € G anech
A € [0, 1]. Potom plati

A0y, y1) + (1 =D (xz,y2) = (Axg + (1 = Dxz, Ay, + (1= Dy, ).
Z konvexnosti funkcie a definicie nadgrafu dostaneme
A1+ A =Dy, ZAf (x1) + (1 =D f (xz) = f(Ax + (1 — Dxy), teda
A(x1,¥1) + (1 = A)(xz,¥2) € Gy, Co znamena nadgraf Gy funkcie f je konvexni
mnozina.
2.&). Nech x,x,eD a A€[0,1]. Potom (xy,f(x)), (x2, f(x2)) € G ateda
ACer, f () + (1= D) (o2, f(x2)) = (A + (1 = Dx, Af Cer) + (1= Df(x2)) € G-
Toto vSak podl'a definicie nadgrafu znamena, ze

Af (1) + (X =Df (x2) = f(Ax; + (1 = Dxy),
teda funkcia f je konvexna.

V pripade funkcie jednej, prip. dvoch premennych je mozné doplnit’ uvedené tivahy
geometrickou interpretaciou prostrednictvom (modelov) grafov konvexnych resp.
konkavnych funkcii na konvexnej mnozine D.

Konkrétne na Obr. 4a je graf rydzo konvexnej funkcie f: f(x,y) = x? + y? definovanej
na konvexnej mnozine D = R? a na Obr. 4b je znizorneny graf funkcie
g:g(x,y) = —x?—y?% ktord je rvdzo konkavna na (konvexnej) mnozine
D =[-8,5] x [-8,3].
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Co sa tyka smeru zovSeobeciiovania nasich Givah o konvexnosti funkcie pre funkcie
viacerych premennych, tento smer (napriek tomu, Ze je d6lezity) nebudeme d’alej rozvijat,
pretoze pre naSu, v podstate informativnu uroven vykladu, sta¢i vyuzit podmienky
konvexnosti platné pre funkciu jednej premennej. Plati totiz nasledovna veta.

Veta 2. Funkcia f:D — R, kde D c R", je konvexna mnozina, je konvexnou funkciou
vtedy a len vtedy, ak zlozena funkcia jednej premennej g: g(t) = f(x + tv) je konvexnd
(vzhladom na premennt t) pre vSetky pripustné x € D,v € R™.

il
l

l
'é‘f‘""m

Obr. 4a: Graf rydzo konvexnej funkcie dvoch Obr. 4b: Graf rydzo konkavnej funkcie dvoch
premennych f: f(x,y) = x2 + y? premennych g: g(x,y) = —x? — y?

Nutné podmienky, postacujice podmienky pre konvexnost’ funkcie

V zakladnych kurzoch matematickej analyzy, v snahe dostat’ sa rychle k aplikaciam, je
venovana hlavna pozornost’ najma postacujucim podmienkam pre konvexnost, resp. rydzu
konvexnost’ funkcie, ktoré st viazané najma na existenciu derivacie prvého a druhého radu
danej funkcie. Menej pozornosti je venované nutnym podmienkam pre konvexnost’ funkcie.
Vzhladom na to, Zze nadgraf konvexnej funkcie na intervale J je konvexnou mnozinou,
ktora je nevyhnutne i suvislou mnoZinou, da sa ocakavat, ze kazd4 konvexnd funkcia musi
byt nevyhnutne spojitou funkciou v kazdom vnatornom bode intervalu J. Vzhl'adom na
nerovnosti v podmienke konvexnosti danej vztahom (3), diferencné podiely vystupujuce v
tejto nerovnosti vykazuji isty druh monotoénnosti a st ohrani¢ené, ¢o znamena, Ze ich
jednostranné limity, ktoré st jednostrannymi derivaciami funkcie f existujii v kazdom
vnutornom bode intervalu J. PresnejSie, to mdzeme sformulovat’ do nasledovnej vety
takto:

Veta 4. Nech funkcia f je konvexna na intervale J. Potom v kazdom vnutornom bode x,
intervalu J funkcia f:
(@) je spojita,
(b) ma konecné obe jednostranné derivdcie, pricom f',(x¢) = f'_(x,) a plati
(Vx €],x < xo): (f (x) = f(x0) + f'—(x0) (x = o),
(Vx € ],x > x0): (f (x) = f(x0) + [+ (x0) (x — xo).
(c) Mnozina bodov z intervalu J, v ktorych funkcia f nie je diferencovatelna, je
najviac spocitatelna. Ak funkcia je diferencovatelna v kazdom bode intervalu

27



JOZEF FULIER

(a,b) c J, potom derivacia f~ funkcie f neklesajiica na (a,b), resp. rastica na
(a, b), ak funkcia f je rydzo konvexnd.

Poznamenajme, Ze konvexna funkcia nemusi byt spojitd v Krajnych bodoch intervalu:
staéi vziat' napriklad funkciu f: f(x) =2+ sgnx,x €[—1,0], ktora je konvexnou
funkciou, ale zjavne nie je spojita v bode x = 0.

Ak k zékladnym predpokladom kladenych na danu funkciu f, pridame predpoklad
existenciu prvej derivacie, ¢i dokonca druhej derivacie v celom J, dostaneme vel'mi
jednoduché postacujuce podmienky pre konvexnost, resp. rydzu konvexnost danej
funkcie f.

Veta 5. Nech funkcia f je diferencovatel'na na intervale (a, b). Potom nasledujuce tvrdenia
su ekvivalentné:

(@) funkcia f je rydzo konvexna;

(b)  funkcia f' je rastica;

(c) prelubovolné x, € (a,b) plati

(Vx € (a,b),x # x¢): (f (x) > f(x0) + f'(x0)(x — x0) (6)

(t.j. nech pre kazdy bod x, € (a,b) plati, body grafu funkcie f prislachajuce bodom

X # x, lezia nad doty¢nicou ku grafu funkcie f v bode x; ).

Veta 6. Nech funkcia f je dvakrat diferencovatel'na na intervale (a, b). Funkcia f je rydzo
konvexna (resp. rydzo konkavna) na intervale (a,b), vtedy alen vtedy, ak f''(x) =0
(resp. f"'(x) < 0) pre vsetky x € (a,b) a ked’ neexistuje podinterval I intervalu (a, b),
v ktorom by £’ = 0. Specialne, ak f"'(x) > 0 pre vietky x € (a,b), tak funkcia f je rydzo
konvexna na intervale (a, b).

Jensenova nerovnost’

Ukazme si eSte dve ekvivalentné podmienky konvexnosti, ktoré formalne zov§eobecnuju
podmienku konvexnosti (5) (samozrejme, Ze nie obsahovo, pretoze to budu opét
podmienky konvexnosti, ktoré su ekvivalentné s podmienkami predchadzajicimi). Tieto
podmienky konvexnosti, vzhladom na ich §iroké moznosti vyuzitia pri odvodzovani
do6lezitych nerovnosti, sformulujeme explicitne do matematickych viet a obe budeme
nazyvat’ Jensenovou nerovnostou.

Veta 7 (Jensenova nerovnost 1). Nech n € N,n > 2. Ak funkcia f je konvexna na
intervale J, potom pre kazdé x;, x5, ...,x, €J apre l'ubovolné kladné ¢isla A4,1,,...,4,
s vlastnost'ou Y;j-; A; = 1 plati

fA1xq + Aaxz + -+ Apxy) < A1 f(xq) + A2 f (x2) + -+ A f (%) (7
Ak funkcia f je rydzo konvexnd na intervale J, potom za vyS§ie uvedenych predpokladov
plati nerovnost’ (7), pricom rovnost v uvedenom vztahu nastane len v pripade, ak plati
X1 = Xp =" = Xp.

Doékaz. Tvrdenie l'ahko dokazeme matematickou indukciou vzhladom na n. Vyuzitie
indukéného predpokladu je zrejmé z nasledovnej schémy:

Predpokladajme, Ze tvrdenie vety plati pre nejaké n =k = 2,potom pre n=k + 1
apre A,41 <1 (opatnom pripade, nemame ¢o dokazovat) plati
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R 2)= Fentirs + (= A Thoa 75— ) < AprafCtin) +
+ (= Ae)f (S l—x; ).

1-Ak+1

Vyuzitim indukéného predpokladu a toho, ze

A o1 1-2
¥ ’ k L= Lkt
JF1Qgeyr 1- Akﬂ =Y T Thn 1, dostaneme

(1= Def (B 75— ) < (1= Aewd) (e 72— £ () = Bhoa 4, £,
Veta 8 (Jensenova nerovnost I). Nech neN,n> 2. Ak funkcia f je konvexna na

intervale J, potom pre kazdé x;, x,,...,x, €] apre l'ubovolné kladné ¢isla ay,ay, ..., a,
plati vztah

fomtmtn) < S0 fG) + 20 flg) + ot i fO). ()

Ak funkcia f je rydzo konvexna na lntervale J, potom za vyssie uvedenych predpokladov
plati nerovnost’ (8), pricom rovnost vuvedenom vztahu nastane len v pripade, ak
plati x; = x, =+ = x,.

Dékaz. Tvrdenie vety 8 bezprostredne vyplyva z vety 7, vktorej kladieme

@
Aj = o, pricom zrejme Y7 1 4; = 1.
k=1%

Fyzikilny vyznam Jensenovej nerovnosti

Vlastnost’ konvexnych (resp. rydzo konvexnych) funkcii v tvare Jensenovej nerovnosti
II ma velmi zaujimavu (a velmi prirodzentl) fyzikdlnu interpreticiu o polohe faZiska®
(hmotného stredu, barycentra) sustavy hmotnych bodov, ktora je pochopitelna aj pre
ziakov strednych skol. Zopakujme si niektoré fakty.

V prvom rade, pod taziskom dvoch hmotnych bodov A, B S hmotnostami m,, mg
budeme rozumiet’ taky bod T, ze pre velkosti |AT|, |BT| Gseciek AT, BT plati lATll ZB :
A
Toto je znama podmienka rovnovdahy na pake (pozri Obr.5a). Kartezidnske sturadnice
taziska T je mozné vyjadrit’ pomocou suradnic bodov 4, B vel'mi jednoduchymi vzt'ahmi:
_ MapXxptmpXp _ Myyat+tmpyp
Xr = ma+mg 7T T mutmp
A B A B
Tito definiciu lahko zov§eobecnime aj na urcenie raZiska (hmotného stredu) troch bodov.

Ur¢ime ho ako hmotny stred taziska prvych dvoch bodov a tretieho bodu. Vo vSeobecnosti
tazisko n-bodov A; = (x1,¥1), 45 = (x3,¥3), ..., A = (X, V) S hmotnostami
mq, m,, ..., My, uréime ako t'azisko bodov 44, A4,, ..., A,_1 abodu A4,,.

8 Tazisko (hmotny stred) je posobisko tiazovej sily posobiace na teleso. V skutognosti je medzi pojmami fazisko a hmotny
stred principialny rozdiel. TaZisko zavadzame ako pdsobisko vyslednice tiazovych sil pdsobiacich na jednotlivé Zasti telesa
V tiazovom poli (mdzeme tiez povedat’, Ze je to bod, voci ktorému je vysledny moment posobiacich tiazovych sil nulovy).
Pojem taziska teda straca vyznam v beztiazovom stave. Hmotny stred je bod, ktory je pevne uréeny tvarom telesa a
rozlozenim hustoty. Nezavisi na pritomnosti vonkajSicho silového pol'a. V homogénnom tiazovom poli (napr. v tesnej
blizkosti zemského povrchu) oba pojmy splyvajii a vel'mi Casto sa pouzivaju ako synonyma. V nehomogénnom tiazovom
poli je viak nutné oba pojmy rozlisoval. Tazisko homogénneho geometrického pravidelného telesa leZi v jeho geometrickom
strede (v geometrickom tazisku).Tazisko telesa leZi v priese¢niku taznic pri postupnom zaveseni telesa v najmenej dvoch
roznych bodoch.
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Jednoduchym vypoctom sa da ukazat’, Ze stradnice takto uréeného taZiska T hmotnych
bodov A, A, ..., A, nezavisi od poradia tychto bodov a plati:

_ m1X1+m2x2+"'+mnxn

X
T mytmy+otmy, 7T

_ My y1+tmyysttmyyn
my+my+-tm,

Lema. Nech U je dany konvexny utvar, v ktoromlezi sustava hmotnych bodov
A, Ay, ..., Ay S hmotnostami mq, m,, ..., my,. Potom aj faZisko (hmotny stred) T tejto
sustavy bodov lezi v utvare U.

Dékaz. Pre n = 2 tvrdenie lemy zrejme plati. Totiz tazisko T dvoch bodov z konvexného
utvaru leZi na tsecke spojujtcej tieto body, a tato cela lezi v konvexnom utvare U, teda aj
T eU.

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n = k, dokaZeme, Ze plati aj pre n = k + 1. To vSak
plati, pretoze podl'a predpokladu tazisko Ty bodov Ay, A,, ..., Ax € U lezi v Gtvare U. To
v8ak znamena, ze tazisko T bodov A4, A4,, ..., Axsq1 je taziskom dvoch bodov Ty, Aj,q €
U, preto tiez lezi v utvare U.

PrepiSme tento zdkon statiky do matematickej re¢i. Pre jednoduchost’ predpokladajme,
ze body A4, 4, ..., Ay, ktorych x — ové suradnice su po rade x;, X5, ..., X,, lezia na grafe
konvexnej funkcie y = f(x), ¢ize Ay = (xx, f(xx)), k = 1,2,...,n. Ak uvazime, Ze body
Ay, A,, ..., Ay lezia v nadgrafe funkcie f, ktory je podla predpokladu konvexnou mnoZinou,
tak y - ova suradnica yr taziska T tvaru U nie je mensia ako hodnota funkcie f v bode

+ 4+ . - r
Xp = m’;n;"mx+ '_.+m";""n ,tj. f(x7) < yr (pozri Obr. 5b). Teda plati

f (mlxl +myx; + o0+ mnxn> < myf(x1) + maf(x2) + -+ muf(xn)
my +my + -+ my N my +my+ -+ my
o je Jensenova nerovnost typu Il.

)

Poznamenajme, ze na tulohy typu: ndjst’ taZisko sustavy danych hmotnych bodov,
mozeme pretransformovat’ aj vela inych uloh zredlneho Zivota. Konkrétne moze ist
i 0 takuto wulohu optimalizacného typu:

Uloha. Pre n dedin sa md postavit spolocnd §kola. V prvej dedine Zije ky deti $kolského
veku, v druhej dedine Zije k, deti an-tej dedine Zije k, deti Skolského veku. Aku
geograficku polohu je potrebné zvolit' pre vystavbu novej skoly, aby celkova doba, ktoru
potrebuju vietky deti k dochadzke do skoly bola ¢o najmensia?

Tato tlohu mozeme rieSit’ experimentdlne ajej rieSenie je velmi presvedCivé. Pre
priblizné vyrieSenie tejto ulohy totiz staci poloZzit’ na stdl dostato¢ne podrobntl geograficka
mapu oblasti, v ktorej sa nachadzaju vSetky spominané dediny, potom previtat’ v stole
otvory* v miestach, kde sa nachadzaji dediny, spustit’ tymito otvormi n povrazov

* Prirodzene daj sa zvolit’ i menej destruktivne metody.
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Obr. 5a. Rovnoviha Obr. 5h. Tazisko (1) bodov Obr. 5¢. Urcenie tazZiska sustavy
na pdke bodov 44, 4,, 4, hmotnych bodov

(zhotovenych z ¢o najlahsicho materialu, napriklad zo silénového vlakna), ktorych horné
konce zviazeme uzlom a K spodnym koncom priviazeme v prisluSnom poradi zavazia
S hmotnostami kq,k,, .., k, vo vhodnych hmotnostnych jednotkach (napriklad
Vv dekagramoch, aby sme mohli zanedbat’ vplyv hmotnosti jednotlivych povrazov).
Riesenie sa ndm objavi priamo pred o¢ami. Skola ma byt’ postavena na tom geografickom
mieste, kde sa po vzniknutej rovnovahe objavi uzol. Na Obr. 5¢ je znazornené rieSenie
uvedenej ulohy pre n =3, k; =50, k, =70, k3 =90, ktoré je uvedené v knihe
(Steinhaus, 1953).

Vyuzitie Jensenovej nerovnosti

Jensenovu  nerovnost sformulovani pre l'ubovolni konvexnu (resp. konkévnu)
funkciu mozno povazovat" za zakladnt v klasickej teorii nerovnosti. VoI'bou konkrétnych
konvexnych (resp. konkavnych) funkcii z nej mozno ziskat’ viaceré dblezité nerovnosti.
Poznamenajme, ze V roku 1906 dansky matematik J. L. Jensen uverejnil v ¢asopise Acta
Mathematica ¢lanok, v ktorom sa zaoberal Cauchyho dokazom tzv. AG — nerovnosti,
ktora slavny franctizsky matematik L. A. Cauchy (1789 -1857) dokazoval tzv. spitnou
indukciou. Pripomenime si, ze AG — nerovnost je dolezity vztah medzi aritmetickym
a geometrickym priemerom so Sirokym vyuzitim V rozli¢nych oblastiach matematiky.

Priklad 1 (AG - nerovnost’).  Dokazte, ze plati: Pre lubovolné nezdaporné Cisla
X1, X3, ..., Xp plati

X1+ x4+ o+ xy,

X1 Xy i Xy < -

Pritom rovnost nastane vtedy a len vtedy, ak x; = x5 =...= Xp.

Dokaz. Jensen v spominanom ¢lanku urobil pri dokazovani A-G nerovnosti taktito tivahu.

Ak aspon jedno z ¢isel x4, x5, ..., x, je nula, A-G nerovnost je trivialne splnena. MézZeme
preto predpokladat, ze vSetky tieto Cisla su kladné. Vzhladom na to, ze funkcia
f:f(x) = —Inx je klesajuca, tak logaritmovanim A-G nerovnosti dostaneme nerovnost’
s nou ekvivalentnu (pozor znak nerovnosti sa zmeni na obrateny)
Xy +x+ . +x —Inx; —Inx, —...— Inx
gt n 1 2 n 9)
n n

Tuto nerovnost’ je mozné prepisat’ do tvaru
f(xl + x,+ ...+xn) < flxy) + fle)+ oo +f (xn)
n - n '
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Jensen analyzou Cauchyho dokazu zistil Ze tato nerovnost’ je mozné odvodit’ s vyuzitim

jediného predpokladu o funkcii f:

pre 'ubovol'né dve ¢isla x4, x, patriace intervalu J plati
PRt LS )

)

Poznamenajme, ze tato nerovnost je historicky prvym znamym Specidlnym tvarom
. - 1 . Iy o/ /. L)

Jensenovej nerovnosti (pren =2, 4 =1, = E)' Funkcie spliajice tato nerovnost’ dnes
oznacujeme nazvom J-konvexné funkcie. Této podmienka je slabSou podmienkou
v porovnani s podmienkami konvexnosti (1) az (8). Da sa v8ak dokazat nasledovné
tvrdenie:

Kazda J-konvexnd funkcia na intervale ], ktord je spojitd na intervale J, je konvexnou
Sfunkciou (v zmysle definicie 1) na tomto intervale.

Vzhladom na to, ze funkcia f:f(x) = —Inx je J-konvexna a aj spojita na (0,00), tak
je konvexna v zmysle definicie 1. Tato skuto¢nost’ mézeme Standardne overit’, priamo
pomocou znamienka druhej derivacie funkcie f. Skuto¢ne, pre kazdé x € (0,0) plati
f"(x)=(—Inx)" = % > 0, preto funkcia f je rydzo konvexna na intervale (0, ), ¢o

znamena, ze plati nerovnost’ (9) ateda plati aj AG — nerovnost, ktora je Siou
ekvivalentna.

Poznamka 1 (GH-nerovnost’). Ak v AG - nerovnosti nahradime x;, > 0 vyrazom xi pre
k

k=1,2,..,n dostaneme nerovnost

n
n X1 X2 vii X = 1 1 1’
onitnt Ty,
ktora vyjadruje nerovnost’ medzi geometrickym a harmonickym priemerom kladnych ¢isel
X1, X9, ..., Xn a preto ju niekedy nazyvame GH-nerovnostou.

Priklad 2 (Nerovnost medzi vaZenym mocninnym avaZenym geometrickym
priemerom). Dokazte, ze plati: Pre lubovolné nezdaporné cisla x4, x5, ..., %, & lubovolné
kladné redlne ¢islo p, pre lubovolné kladné Cisla Ay, 25, ..., Ay S viastnostou Y- A; =1
plati

1
> A A A
(A2 + Apxl + o+ AxR)P = xhxp? X (10)
Pritom rovnost nastane vtedy a len vtedy, ak x; = x5 =...= Xp.
Dokaz. Ak niektoré z ¢isel x4, x5, ..., %, sa rovnd nule, nerovnost’ zrejme plati. Mézeme

preto predpokladat, Zze kazdé z uvedenych cisel je kladné. Logaritmovanim vztahu (10)
a vyuzitim monotonnosti logaritmickej funkcie dostaneme s fiou ekvivalentnii nerovnost’

1
Eln(/lle + A%y + ot Apxh) =1In (xfl.xgz x,'}”),

ktort jednoduchymi ekvivalentnymi Gpravami prevedieme na nerovnost’
In(Ax] + x5 + o4+ 2,xh) =2 Inxd + 2, Inxb + .+ 2, Inxh.

® Tito podmienka sa objavila pri sledovani Cauchyho dokazu spétnej indukcie, ktory spocival v troch krokoch: najprv sa
dokazala A-G nerovnost' pre n = 2, potom pre vietky ¢&isla n = 2%, k € N a az v poslednom kroku pre zvy$né prirodzené
&isla. Specialne sa dokazovalo, Ze ak uvedena nerovnost’ plati pre nejaké n € N, potom plati aj pre Pubovolné prirodzené m,
2<m<n
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Posledna nerovnost’ je ekvivalentna s Jensenovou nerovnostou pre funkciu
f:f(x) = —InxP, ktora je rydzo konvexna na intervale (0, ), pretoze v tomto intervale

pre funkciu f plati f"(x) = % > 0. Toto uz dokazuje platnost’ nerovnosti (10).

. , : : " 1
Poznamka 2. Ak v dokazanej nerovnosti polozime 1, = A, = ...= 1, = ~a p= 1
dostaneme AG-nerovnost a pre p = 2 dostaneme znamu nerovnost’ medzi kvadratickym
priemerom a geometrickym priemerom nezapornych &isel x4, X3, ..., xp).

Priklad 3 (Nerovnosti medzi mocninnymi priemermi). Dokazte, ze plati: Pre lubovolné
kladné cisla x4, x5, ..., x, alubovolnée p > q > 0 plati

Pl + xP 44 xP afxd T4 1
x; +x; + +xn> X, +x, et xy

n n

p
Doékaz. Vzhladom na to, ze s > 1, funkcia f:f(u) =ua je rydzo konvexna na

intervale (0,). Aplikaciou Jensenovej nerovnosti pre Ilubovolné kladné C¢isla

Uy, Uy, ..., Uy, @volbou A4 =4, = ... =4, :% dostaneme
p p p
p
(u1 + Uyt ..., +un)6 - ul/q + uz/q + ot un/q
n - n

B . . 1 , «
Umocnenim poslednej nerovnosti s exponentom - a dosadenim za u; = x,‘j pre vSetky

k =1,2,..,n dostaneme pozadovanu nerovnost’.

Priklad 4 (Cauchyho — Schwarzova nerovnost’). Dokazte, Zze plati: Pre [ubovolné
kladné cisla aq,a,, ..., a,, by, by, ..., by, plati
(a? + a% + -+ aZ)(b? + b3 + -+ b2) = (a;by + azb, + -+ + anby)?.

Dékaz. Funkcia f: f(x) = x? je rydzo konvexnd na (—oo, ). Napi§me pre tito funkciu
Jensenovu nerovnost 11
2
<a1x1 +ayxy + o+ anxn> a;(x1)*  ap(xy)? a; (xp)?
Odtial’ mame
(1% + azx, + o+ apxy)? < (g xf + ayx2 + -+ ay x2) X0oq ap.

v a v ,
Polozenim @), = b2, x) = b—" pre k = 1,2, ...,n dostaneme pozadovanu nerovnost’.
k

B (ak > O)

Priklad 5 (Hoélderova nerovnost’). Dokazte, ze plati: Nech p,q su lubovolné kladné

¢isla s vlastnostou % + % =1. Potom pre lubovolné  kladné  cisla
aq,0ay, .., Ay, by, by, ..., b, plati nerovnost
n n % n (11
Z apby < <Z ag) (Z bg)
k=1 k=1 k=1
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Dokaz. Tahko nahliadneme, Ze p > 1, preto funkcia f: f(x) = xP je rydzo konvexna na
(0,0). Podobne ako v predchadzajicom priklade napiSme pre tato funkciu Jensenovu
nerovnost Il

P
+ gt 14 p p . 1
<a1x1 0;7;21 - “n"") < ;}1;(_?0)::{ ;if_’?{ik + -4 % (ay > 0), odkial’ dostaneme
) ) ) op1 1
n p [/ p
X1 + Apxy + o+ apxy < Zak Zakx,f :
k=1 k=1

fve v -1 v o, -
Ak uvazime, Ze pT =gq, polozenim a; = bg, X = b,i a pre k=1,2,..,n,

dostaneme pozadovani nerovnost’.

Priklad 6 (Minkowského® nerovnost’). Dokazte, ze plati:  Pre [lubovolné kladné
¢islaaq,ay, ..., a,, bq,by, ..., by, plati nerovnost

Naraz. can+3biby. o by < Y(ay +by).(az +by). ... .(an +by).

Dékaz. Pri dokaze tejto nerovnosti vyuzijeme funkciu f:f(x) =In(1+e%),
X € (—o0, ). Lahko overime, Ze tato funkcia je rydzo konvexna na intervale (—oo,0),

X
pretoze f''(x) = (1fex)2 >0, pre vSetky x € (—o0,). Aplikovanim Jensenovej
- oy 1 9. L4
nerovnosti Il, pricom a4 = a, = ... =a, = - dostaneme pre l'ubovolné xq,x,,...,x,

nerovnost’

s L.\ ol
ln(1+e k=1 7 ")Szgln(1+e"k).

Vyuzitim zékladnych vlastnosti logaritmickej funkcie a naslednym odlogaritmovanim

ziskanej nerovnice dostaneme
no 1 1 1 1
1+ 2=t 7% < (14 e*1)n. (1 + e¥2)n.... (1 + e n)n,

. b . . ,
Zvolenim xj, = lna—k pre k =1,2,...,n po jednoduchej tprave dostaneme nerovnost
k

1 1 1
byyn by\n bp\n by by bn
1+ e]n(al) .eln(az) : ....eln(an) < i (1 + ea1> <1 + ea2> e <1 + ean>,
zktorej po jednoduchej uprave a po vynasobeni ziskanej nerovnosti vztahom

Yaq.a,. .. .a, dostaneme pozadovani nerovnost.

Na zaver tejto Casti uved’me este rieSenie jednej peknej extremalnej ulohy.

Priklad 7. Dokazte, Ze zo vSetkych konvexnych n —uholnikov (n € N,n = 3) vpisanych
do danej kruznice ma pravidelny n-uholnik najvacsi obsah.

Dokaz. Nechn € N,n > 3 T'ubovolne, ale pevne zvolené. Nech do kruznice so stredom S
a polomerom r je vpisany konvexny n-uholnik. Vzhl'adom na to, ze hl'adame n-uholnik
S maximalnym obsahom, bez straty vSeobecnosti mézeme predpokladat’, Ze stred kruznice

6 Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), Otto Ludwig Holder (1859-1937) a Hermann Minkowski (1864 — 1909) boli
vyznamni nemecki matematici
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S je vnatornym bodom daného n-uholnika. V opa¢nom
pripade je totiz mozné zostrojit vpisany n-uholnik
S va¢sim obsahom, pri¢om stred kruznice S je uz jeho
vnutornym bodom. Z Obr. 6 lahko nahliadneme, Ze
kazdy takyto n-uholnik sa skladd z n rovnoramennych
trojuholnikov, ktoré majt v strede S danej kruznice
spoloény vrchol. Ozna¢me jednotlivé stredové uhly (st
uhlami oproti zékladniam v jednotlivych

Obr. 6. Konvexny n-uholnik

rovnoramennych trojuholnikov), postupne symbolmi: a4, @y, ..., ay.

Zrejme a; +ay + -+ a, = 2w, pricom ai € (0,7),prek =1,2,...,n. Dokaz bude

ukonceny, ak dokdzeme, ze n-uholnik S maximalnym obsahom je taky, pre ktory plati
=0y = = ay.

Mozno overit, ze obsah P, rovnoramenného trojuholnika, ktory prislucha stredovému uhlu

a sa rovna hodnote 51‘2 sin ay, preto pre obsah P celého vpisaného n-uholnika plati
P=Yr_P 2%7‘2 Yn_ sinay. Lahko overime, Ze funkcia f:f(x) = —%rz sinx
je vintervale | = (0, ) rydzo konvexnd, preto pre tato funkciu plati Jensenova nerovnost
f(al +ay;+--+ “n) < flay) + faz) + -+ fay)
n - n
priCom rovnost’ nastane vtedy a len vtedy, ak a; = a, = - = «a,,.
To vSak znamena, ze pre obsah P Tl'ubovolného vpisaného n-uholnika plati nerovnost’
a;taz+-tay 1 - . 2T
(—) = rnsin—, preto
vzdy plati P < %rzn sin 27”, priCom rovnost nastane vtedy a len vtedy, ak

,a € (0,m),prek =1,2,...,n,

1 . . . 1 .
P =-r?(sina; +sina, + ..+ sina,) < -r?nsin
2 n 2

2n - CoL , f s,
Ay =@y = =0ap =—. To je naozaj mozné a nastane prave vtedy, ak prislusny vpisany

n-uholnik je pravidelny.

Zaver

Ukézali sme, ze Jensenova nerovnost' je skutoCne uzitoénym, ucinnym a najmé
vysoko efektivnym nastrojom pre dokazovani klasickych nerovnosti, na ktorych st
zalozené dokazy dolezitych viet, resp. s ich vyuzitim je mozné skracovat’ rieSenia rdéznych,
najmé extremalnych uloh (a to dokonca bez pouzitia derivacii). O vyzname konvexnosti
funkcie svedci fakt, Ze pri rieSeni extremalnych problémov s ¢asto s uspechom vyuzivané
tvrdenie, v ktorej predpoklad konvexnosti funkcie (vo vSeobecnosti funkcie n -
premennych) je velmi dolezity. Sved¢i otom napriklad nasledovné tvrdenie, ktoré
zovseobecnuje zname tvrdenie z jednorozmerného pripadu, na pripad 'ubovolnej dimenzie
n (dokaz je mozné najst’ napriklad v praci (Dosly, 2005) ¢i (Borwein & Lewis, 2000)):
Nech f:D — R je konvexna funkcia na konvexnej mnozine D ¢ R™. Potom lubovolné
lokalne minimum funkcie f je aj globdlnym minimom tejto funkcie. MnozZina bodov,
V ktorych funkcia f nadobuda svoje minimum je konvexnou mnozinou. V pripade, Ze
funkcia f je na mnozine rydzo konvexnd, tak tdato mnozZina nanajvys jednoprvkova. Ak
funkcia f je naviac diferencovatelnd na mnozine D a x, € D je jej stacionarnym bodom,
potom bod x, je bodom globdlneho minima.

Azda i toto dokumentuje, 7e konvexnost' funkcie je naozaj doblezitou vlastnostou
funkcie a urcite stoji za to, aby sa fou Studenti blizSie zaoberali uz v uvodnych partiach
matematickej analyzy. Bliz§ie oboznamenie sa s vlastnostami konvexnych funkcii, spolu s
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matematickej analyzy. Bliz§ie oboznamenie sa s vlastnostami konvexnych funkcii, spolu s
vyuzitim Jensenovej nerovnosti pri odvodzovani klasickych nerovnosti, sa méze stat
vhodnou propedeutikou pre $tidium konvexnej analyzy.
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ROZVIJANIE PRIESTOROVEJ PREDSTAVIVOSTI PROSTREDNICTVOM
MANIPULACIE S ARCHIMEDOVSKYMI TELESAMI

DEVELOPMENT OF SPATIAL IMAGINATION BY USING MANIPULATIVES
WITH ARCHIMEDEAN SOLIDS

EVA BARCIKOVA

ABSTRAKT. V prispevku poukazujeme na pouZitie archimedovskych telies vo vyucovani
stereometrie ako aj planimetrie. Zaoberdme sa principom priestorovej manipuldcie a virtudlnej
vizualizdcie ako doélezitej vyucovacej metédy zameranej na rozvoj priestorovej predstavivosti.
Prezentujeme jeden z moznych postupov skladania modelov tychto telies s pouzitim stavebnice
Polydron. Prostrednictvom navrhnutych manipulacnych aktivit chceme sustredit pozornost na
tri sposoby ziskania archimedovskych telies z platonskych mnohostenov.

KrUCOVE SLOVA: archimedovské telesa, stavebnica Polydron, manipulacné aktivity
v geometrii.

ABSTRACT. In the article we pointed on using Archimedean solids in teaching of space
geometry as well as in plane geometry. The contribution deals with the principle of spatial
manipulation and virtual visualization, as an important teaching method aimed at promoting
development of spatial imagination. We present one possible guidelines of how to build models
of these solids by using the construction set, Polydron. Through these manipulating activities
we want to focus on three possible ways of obtaining archimedean solids.

KEey WoRrbs: Archimedean solids, construction set Polydron, manipulating geometry activities

CLASSIFICATION: D45, G45

Archimedovské telesa

Vo vSeobecnosti za archimedovské teleso povazujeme taky konvexny mnohosten,
ktorého steny st pravidelné mnohouholniky réznych typov, ktorych hrany maji rovnaka
dizku. pric¢om kazdy vrchol inciduje s pravidelnymi mnohouholnikmi vietkych typov a tie
su "usporiadané" okolo kazdého vrcholu rovnakym sposobom.

Medzi archimedovské radime tieto telesa:

zrezany velky zrezany dodekahedron zrezany oktahedron
Stvorsten rombikosahedron
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zrezana kocka zrezany ikosahedron kubooktahedron maly
rombokubooktahedron

otupena kocka ikosadodekahedron maly otupeny dodekahedron
romboikosahedron

velky rombikoboktahedron

Pomenované st podl'a Archimeda (287 — 212 pred n. 1.), ktory ich Studoval a popisal
13. Predpoklada sa, ze ich zostrojil z piatich pravidelnych mnohostenov. O Archimedovej
praci sa vSak dozvedame sprostredkovane z diela iného matematika — Alexandrijského
encyklopedistu  Pappa Mathematikai synagogai. V  obdobi renesancie boli
,»Znovuobjavené“ avenovali sa im tak matematici, ako aj umelci (napr. dielo Luca
Pacioliho ilustrované Leonardom Da Vincim, Albrecht Diirrer.). Teoriu polopravidelnych
mnohostenov rozvijal okrem inych aj Johannes Kepler (1571 - 1630), ktory pomenoval 13
archimedovskych telies a urcil vzorce pre vypocet ich obsahov a objemov. Definoval tiez
prismy a antiprismy. Vo svojom diele Harmonices mundi Kepler popisuje zostrojenie
archimedovskych telies osekanim platonsky telies a uvadza tiez dokaz existencie prave 13
polopravidelnych mnohostenov. Az v 20. storo¢i bol objaveny tzv. archimedovsko-
aSkinezeovsky mmnohosten, ktory sa Casto oznacuje ako 14. archimedovské teleso. Vo
svojich pracach sa im venovali okrem inych aj Coxeter H.S.M.[4] Cromwell
P. R.[2]a iny. Z domacich autorov napriklad Jucovi¢ E. [3], v ktorého diele mozno najst’
odvodenie rovnic vrcholovych postupnosti polopravidelnych konvexnych mnohostenov.
Podrobnejsie odvodenie tychto rovnic uvadza M. Konradova v ¢lanku Archimedovskeé
mnohosteny veselo i vdzne [12].

KonsStrukcia archimedovskych telies

Podla Herdona vznikli Archimedovské telesa jednym z tychto 4 sposobov, ktoré spolu

oznacujeme ako orezanie :

1. vrcholy pravidelnych mnohostenov zrezal rovinami rozpolujicimi vSetky hrany
veduce k jednotlivym vrcholom
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2. reznymi rovinami odt’al z hrdn menSie Casti ako polovice tak, aby vznikli pravidelné
mnohouholniky

3. odsekol hrany platonskeho telesa rovinou rovnobeznou s hranou, odtinajicou na
ostatnych hranach rovnaké Casti

4. do steny pravidelného mnohostena umiestnil ststredny pravidelny mnohouholnik,
podobny pévodnému a pooto¢eny o uréity uhol k hranam pévodnej steny — vrcholy
tychto mnohouholnikov pospédjal a zvys$né Casti odstranil.

Dalsie mozné sposoby vzniku archimedovskych telies st tzv. roz§iremie a otupenie
platonskych, resp. archimedovskych telies. Pri tychto postupoch z pdvodného telesa
neodstraitujeme ziadne Casti, ale pridaivame d’alSie steny.

Praca so Studentmi

Konstrukciu archimedovskych telies spomenutymi tromi spdsobmi (orezanim,
roz§irenim a otupenim) sme demonstrovali na kocke s vyuzitim stavebnice Polydron na
workshope pre Studentov a doktorandov. Workshop sa uskuto¢nil v ramci letnej Skoly
doktorandov a zucastnilo sa ho 14 doktorandov a 7 §tudentov. Ulohy nasledovali za sebou
tak aby Studenti v jednoduchej néslednosti sami pochopili jednotlivé spésoby vzniku
archimedovskych telies. Ked’Ze i$lo o buducich ucitel'ov matematiky boli tilohy volené ako
inSpirdcia pre vyucovanie geometriec. Samostatnej praci Studentov predchadzalo
uvedenie nieckol’kych zakladnych pojmov ako vrcholova postupnost’ a zadefinovanie
konvexného polopravidelného mnohostena. Taktiez sme uviedli dokaz, ze pocet stien
incidujicich s jednym vrcholom moéze byt 3, 4 alebo 5. Po stru¢nom uvode do
problematiky dostali Studenti postupne tri ilohy, ktoré riesili v skupinkach (vacsinou po 3).
Ulohy riesili skladanim stavebnice Polydron, pri¢om mali k dispozicii len niektoré diely
stavebnice — malé Stvorce, pravouhlé a rovnostranné trojuholniky. Zaroven mohli cely ¢as
vyuzivat dynamickd vizualizaciu modelu telesa prostrednictvom softvéru Poly 1.12.

Prva uloha bola pre Studentov najtazSia, avSak zaroven najlepSie preverila ich
geometrické poznatky a priestorova predstavivost. Pri tejto tlohe mali moznost si
uvedomit’ rozdiely v pouziti didaktickej stavebnice a softvéru, vyznam ich pouzitia na
vyucovani ako aj vyznam zaradenia archimedovskych telies do vyucovania matematiky.

Uloha: Navrhnite ako vytvorit' kocku z Polydronu tak, aby ju bolo mozné orezanim’
vrcholov previest’ na kubooktahedron.

Obrazok 1: Zndzornenie kubooktahedronu a rezu na jednej stene kocky

Uloha sa zda byt’ jednoducha av$ak prepona pravouhlého trojuholnika ma réznu dizku ako
strana Stvorca, CiZe tieto dva diely pri rieSeni nemohli spolu pouZit’.

" Jednotlivé diely stavebnice museli zostat’ zachované.
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Obrazok 2

Po tomto zisteni pokraCovali v skladani vacSinou spojenim S§tvorca s rovnostrannym
trojuholnikom. Cast’ $tudentov si svoj omyl uvedomila az v momente, ked zlozili celé
teleso, ktoré vsSak nebolo kockou. Nasledne sa niektori snazili poskladat’ Stvorec
Z rovnostrannych trojuholnikov. Vhodnymi otazkami boli vedeni k zamysleniu sa nad
vlastnostami rovnostranného trojuholnika a Stvorca.

Obrazok 3

Studenti, ktori si uvedomili, Ze maju pouzit pravouhlé trojuholniky pokradovali jednym

Z nasledovnych postupov:

e Vvprvom kroku vytvorili ,,rohy* kocky z troch pravouhlych trojuholnikov, ktoré budu
orezavat’ a nasledne hl'adali Stvorcovu stenu prisluchajicu kubooktahedronu.

e Snazili sa poskladat’ Stvorec zpravouhlych trojuholnikov s Vvpisanym mensim
Stvorcom tak ako znazoriuje obrazok rezu jednej steny kocky.

Obrazok 4

V tomto bode vécsinou dospeli k d’alsej prekazke, ked sa snazili mensi Stvorec zlozit
z dvoch pravouhlych trojuholnikov. Takto zloZzeny Stvorec ma stranu rovnako dlha ako
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odvesna pouzitého trojuholnika ateda K nemu nemohli pripojit dalsie pravouhlé
trojuholniky (spéjali by odvesnu s preponou). Studenti si tak pri manipulacii so
stavebnicou zopakovali aj vedomosti 0 pravouhlom trojuholniku.

Potom, ako prekonali tieto problémy podarilo sa im vyhovujici model kocky
poskladat’.

Dalsie ulohy boli zostrojit kubooktahedron z kocky bez toho, aby z nej ¢okolvek
odstranili. RieSenim bolo nahradenie hran kocky rovnostrannymi trojuholnikmi. Pri rieSeni
danej tlohy bolo dolezité uvedomit’ si, ze steny archimedovskych telies su pravidelné
mnohouholniky.

Nésledne boli Studenti vyzvani, aby skiimali pridavanim modelov Stvorcov
a trojuholnikov ré6zne moznosti zostrojenia archimedovského telesa. Vdaka tymto iloham
pochopili proces rozsirenia a otupenia.

Ked’ze mali k dispozicii vizualizaciu telesa prostrednictvom Poly 1.12., s tlohami uz
Studenti nemali problémy. Rozsirenie a otupenie povazovali za jednoduchsi spdsob vzniku
archimedovského telesa ako procesu orezavania vrcholov.Na zaver workshopu mohli
Studenti vyjadrit’ svoj nazor na aktivity ako aj samotné pouzitie archimedovskych telies na
hodinach matematiky.

Z nazorov Studentov vyplyva, Ze tieto aktivity rozvijaju :

» priestorova predstavivost,

> Kkreativitu,

» ,,predstavu o plasti telesa®,

» schopnost’ predstavit’ si teleso z réznych stran®,
» logické myslenie a jemn(l motoriku.

Skladanie archimedovskych telies ma podla nich vyznam pri opakovani uciva
geometrie.

Dalsi postreh z priebehu workshopu je , Ze konstrukcia modelov archimedovskych
telies pouzitim manipuldcie so stavebnicou Polydron ma u Studentov vacsi ohlas ako
vizualizacia prostrednictvom programu Poly 1.12.

Zaver

Hoci archimedovské telesa nie st bezne zavadzané do vyucovania matematiky, praca
so Studentmi ukazala ich Siroké uplatnenie. Pri skladani modelov arieSeni uloh
0 archimedovskych telesach s pouzitim réznych didaktickych stavebnic, ¢i modelov sa
u ziakov rozvijaju kognitivne a motorické schopnosti. Ziaci si zdroven zopakuju poznatky
0 platonskych telesach, ale aj rovinnych utvaroch (trojuholnik, Stvorec, pravidelné
mnohouholniky). Studenti si po¢as workshopu mali moZnost vyski$at manipulaéné
aktivity ako ziaci a zhodnotit' ich ako buduci ucitelia. Vdaka tymto réznym uhlom
pohladu sa domnievame, ze si lepSie uvedomia vyznam didaktickych pomocok
a manipula¢nych aktivit na hodinach geometrie.
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STR}JK'I:URALNi VLASTNOSTI JISTYCH GRUP PROSTORU RESEM
LINEARNICH HOMOGENNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC TRETiHO
RADU

STRUCTURAL PROPERTIES OF CERTAIN GROUPS OF SOLUTION SPACES
OF THIRD ORDER LINEAR HOMOGENEOUS DIFFERENTIAL EQUATIONS

JAROSLAV BERANEK, JAN CHVALINA

ABSTRAKT. V teorii linedrnich diferencidlnich rovnic je uzitecny postup pri zobecnéni vysledkii
pro rovnice druhého Fadu na pripad rovnic n-tého radu zaloZen na vyreseni problému pro
rovnice trettho 7adu. UZitim jedno-jednoznacné korespodence mezi homogennimi
diferencialnimi rovnicemi a jejich prostory reSeni jsou ziskany informace o grupach prostorii
reSeni, konkrétné je zodpovezena otazka FeSitelnosti grupy prostori FeSeni linedrnich
homogennich diferencialnich rovnic a priblizeny nékteré jeji dalsi vlastnosti.

KLICOVA SLOVA: Diferencialni rovnice, prostory reSeni homogennich diferencidlnich rovnic,
Fesitelnd grupa.

ABSTRACT. In the theory of linear differential equations there is the useful method for the
generalization of the results for the second-order equations to the case of the n-th order
equations, which is based on the solution of the problem for the third-order equations. Using a
one-to-one correspondence between homogeneous differential equations and their solution
spaces there is obtained the information about the solution spaces groups, specifically there is
answered the question of solvability of solution spaces group of linear homogeneous
differential equations, and there are expounded some of their other properties.

Key Worps: Differential equation, solution spaces of homogeneous differential equations,
solvable group.

CLASSIFICATION: 20G07, 20F16, 47E05, 175, H45.

Dtlezitym ukolem soucasného matematického vzdélavani na vysokych Skolach je
orientovat studenty na vzajemné vztahy riznych matematickych teorii za ucelem hlubsiho
pochopeni souvislosti mezi nimi. Tento pfispévek je zaméfen na vztah latky z oblasti
matematické analyzy a teorie algebraickych struktur, konkrétné vztah obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic tfetiho fadu a jejich prostori feseni s teorii grup. Poznamenejme, ze
vztahy odvozené pii studiu prostorti feSeni diferencialnich rovnic tfetiho fadu jsou
nesmirng uzitecné pti odvozovani analogickych vztahti pro prostory feseni diferencialnich
rovnic fadu n-tého. Dale je nutno zdiraznit, ze piispévek uzce navazuje na problematiku
studovanou v ¢lancich [2 - 7]. V Givodu ¢lanku [5] je uvedena motivace a zasazeni této
problematiky, ktera svymi koteny sahd az ke Galoisové teorii feSitelnosti algebraickych
rovnic a moderni teorii rozsitovani téles, do obecnéjsiho teoretického ramce.

Prezentovany ptispévek obsahuje dikaz feSitelnosti (v Galoisové smyslu) jisté grupy
prostort feSeni linearnich homogennich diferencialnich rovnic tfetiho fadu. Je podstatné
vyuzit hlavni vysledek ¢lanku [6], ktery, v navaznosti na teorii fad grup, poskytuje dikaz
resitelnosti jisté grupy linearnich diferencialnich operatord tvoficich levé strany linearnich
homogennich diferencialnich rovnic ttetiho fadu.
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Piipomenime standardné pouZivané oznaleni: Je-li H normalni podgrupa grupy G
(nazyvand také invariantni podgrupa nebo normalni délitel), piSeme H<G. Dale,
posloupnost podgrup H; (i=0, 1, ..., n) grupy G takova, ze

l=Hy<H;«..<aH,4<H,=G ()

(symbol 1 oznacuje jednotkovou podgrupu grupy G), se nazyva subnormalni fada grupy G
a prislusné podilové grupy H; /Hi_y (i = 1, 2, ..., n) se nazyvaji faktory dané tady. Jsou-li
vSechny faktory fady (S) komutativni, nazyva se tato fada feSitelna. Grupa se nazyva
fesitelnd, jestlize ma alespon jednu fesitelnou subnormalni fadu (viz napt. [8, 9, 11]). Pii
praktickém ovéfovani feSitelnosti je v nékterych piipadech cesta k dukazu feSitelnosti
zakladni grupy rychlejs$i ovéfenim stabilizace fetézce komutantli (na wrovni trividlni
podgrupy) nez prostfednictvim pracného ovéfovani komutativity faktord existujici
subnormalni fady podgrup, o niz se dokazuje, Ze je fesitelna.

Piipomenme, ze podgrupa G’ grupy G generovana mnozinou komutatora [a, b] =
a'b™ab viech dvojic prvki [a, b] € G x G se nazyva komutant grupy G. Komutant G’
grupy G ’se nazyva druhy komutant grupy G. Obvyklé ozna&eni je také G'= G, G"'= G@,
atd. Obecnd G™Y = (GM)”. Komutant G™ se také nazyva n-ta derivace grupy G a fetézec
komutantl grupy G

G=G"5G6" 56" 5.

je také nazyvan derivovany fetézec grupy G.

Tvrzeni: ([15, Véta 10.31, s.172]). Bud’ G grupa. Tyto podminky jsou ekvivalentni:
(i) Grupa G je resitelna.

(ii) Existuje celé kladné cislo n s viastnosti G"=1.

(iii) Existuje resitelnd subnormalni rada grupy G.

V pomérn¢ rozsahlé literatuie 1ze nalézt mnozstvi klasickych vysledki o fesitelnych
grupach. Pfipomenme alesponn znamou vétu Feita-Thompsona nazyvanou také véta o
lichém tadu, ktera tika, ze kazda konecna grupa lichého fadu je tesitelna.

Pouzity pojmovy aparat je pievzat z monografii [1, 8, 9, 10, 11, 12, 15] a praci
[3 — 7]. Mnozinu v8ech redlnych ¢isel budeme znacit R; pod oznacenim C(J) budeme
rozumét komutativni okruh vSech spojitych realnych funkci na otevieném intervalu J& R
s obvyklym s¢itanim a nasobenim funkci (nevylucujeme piipad J = R). Okruh vSech
spojitych realnych funkci na otevieném intervalu J, které maji ve vSech bodech x € J
v8echny (spojité) derivace az do fadu n vcetné pro né&jaké ptirozené ¢islo n, budeme
oznaovat C"(J).

Necht je dana mnozina diferencidlnich rovnic tfetiho fadu

Y+ P (X)Y" + Py (X)Y + po(X)y =0,y € C¥Q). 1)

Mnozinu vsech diferencialnich rovnic (1), v nichz po, p1, p2 € C(J), po(X)= 0, xe J,
ozna&ime v souladu s [12 - 14] As(J). Dale oznagime lg identicky operator na C3(J), tj. lgy

=y pro kazdou funkci ye C*{J), a polozime D = di' tedy Dy(x) = y’(x) pro kazdou
X

funkci y e C*(J) . Necht pro trojici funkci p; € C(J), i = 1, 2, 3, oznaduje L(po,p1.P2)
diferencialni operator
L(Po,p1,Pz) = D* + pa(x) D + ps(x)D + po(x) Iy .

V tomto oznaceni ma rovnice (1) tvar L(po, p1, P2) Y = 0.
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Vénujme nyni pozornost analyze soustavy VAs(J), vSech tiirozmérnych linearnich
prostort feseni linearnich homogennich diferencialnich rovnic tietiho fadu

2
m k a—
y"(x)+ 2 p(x)y(x) = 0,y C(J).
k=0
Levou stranu rovnice lze oznacit uzitim linearniho diferencialniho operatoru

L(po(X), p2(X), p2(x)) jako obraz funkce y e C3(J) symbolem

L(Po(X), P1(X), p2(X)) Y(X).
Uzijeme-li vektorové funkce P (X) = (po(X), p1(X), p2(X)), Dy(X) = (y(x), y’ (X), y" (X)), pii
oznaceni L(po(X), p1(X), p2(X)) = L( P (X)), 1ze zapsat vySe uvedenou diferencialni rovnici

(uzitim skaldrniho soucinu vektorovych funkci) ve tvaru

L(P 00) Y09 = y"(x)+(B(x).Dy(x)), y € C*(J).
fesitelnosti grupy linearnich diferencialnich operatorti tietiho fadu a nasledné grupy
prostort feseni pfislusnych rovnic) v plné obecnosti.
V navaznosti na [3 - 7] nyni uvazujme mnozinu diferencialnich operatorti
LAs(J)2 = {L(Po(X), P1(X), P2(X)); Pk € C(J), p2(x) =0, x € J}.
Definujeme-1i binarni operaci o, : LA3(J), x LA3(J), = LA3(J), predpisem
L(Po(X), P1(X), P2(X)) °2 L(Go(X), 0u(X), Q=(X)) =

= L(p2(X)qo(X) + po(X), P2(X)01(X) + p1(X), p2(X)g2(X)), x € J.

obdrzime - [7], a také jako disledek dfive publikovanych uvah, ze (LA3(J)z°,) je
nekomutativni grupa s neutralnim prvkem L(0, O, 1),

(zde obraz L(0;0;1) y(x) = y" (X)+ y" (X) pro kazdou funkci ye C*(J)).

Inverzni prvek k operatoru L(po(X), p1(X), p2(X)) = L( p (X)) je operator

4 _ Po(X) _Pu(x) 1
L™ (po(X), p1(X), p2 =L- o ’ .
(Po(X), P1(X), P2(X)) ( p,(x) p,(X) p2(X)j

Vskutku

~ o — 1 Po(X)  pu(x) 1 _
L o, L =L o, L| — ,— , =
(B0 =2l () =L(P ) o [ - pZ(X)J

_ L(_M+ (0, PO pz(x)J Lo
P2(x) P2(X) P2(Xx)

Podobné¢ obdrzime neutralni prvek ze soucinu uvazovanych operatorti v opa¢ném potadi.

V dalSim textu budeme stru¢né psat py misto px(x). Plati ovs§em py € C(J), prok =0,1,2,
p; #0 na celém intervalu J. Oznacme

chA3(J)2 = {L(po, P1, r), Po, P1 € C(J)}, r e R, r ¢0},
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L1 As(J)2 = {L(Po, P1, 1); Po, P1 € C(I)}-

Z obecné teorie linearnich diferencidlnich rovnic a jejich transformaci (monografie F.
Neumana a dalsi prace tohoto autora) je znama existence jedno-jednoznacné korespodence
mezi mnozinou LA3(J) vSech linearnich diferencialnich operatort tietiho fadu a systémem
VA3(J) vSech prostoru feSeni pfislusnych linearnich homogennich diferencialnich rovnic
@ LA3(J) — VA3(J). K definici jedno-jednozna¢ného zobrazeni @ podrobnéji uved’me:
Pro kazdy diferencialni operator L(po, p1, P2) € LAs(J) vybereme libovolné bazi {¢1, ¢, @3}
prostoru V vsSech feSeni diferencidlni rovnice L(po, p1, P2)y = 0. Tento prostor oznaéime

V(@1 @2,¢3). Oznacime-li dale & systém vsech takto vybranych — pevné zvolenych — bazi
prostorti feSeni rovnic

2
y"()+ Y P ()Y (x) =0,
k=0

ti. L(Po, P1, P2)y = 0, a pro kazdy operator L(Po, P, P2) € LAs(J) poloZime @ (L(Po, P1. P2))
= V(1,02 ), {1, 0, 93} €8, obdrzime jedno-jednoznacéné zobrazeni @: LA3(J) — VA;(J).
Uvazujeme pouze vySe uvedené omezeni, spocivajici v pozadavku riznosti od nuly
koeficientti u druhych derivaci na celém intervalu J. Zde pozadavek p(x) =0 pro x € J je
ekvivalentni s podminkou

P1(X) @,(X) @3(X)
detl pl(X) @4(x) pi(X)|#0,x €3

pr(x) @5(x) @5(x)
nebot’ tento determinant vydéleny Wronskianem baze {¢y, @, ¢} tvoii koeficient (az na
znaménko) u druhé derivace funkce Yy(X) V pfislusné diferencialni rovnici. Necht
V(oL @, 03), V(ya,va, ) € VAs(J) jsou libovolné zvolené prostory feSeni linedrnich
diferencidlnich rovnic

P11 @ @3 Y Vi Wy W3 Y

det q)::-! q)i q):r): yn = O ! det V/:IL/ l/li l//:/%r yn = O '
P11 9 @93 Y Vi Y, w3 Y
A wi vy w3 y"

tedy rovnic L(po, P1, P2) ¥ = 0, L(Qo, 41, G2) ¥ = 0.
Pak L(po, P1, P2) = @ (V1,02 9)), L(do, G1, G2) = @ (V(y1, vz, y3)). Nyni pro zvolenou
libovolnou dvojici prostort V(¢1, ¢, @3), V(ywa, va, 13) € VA3(J) polozime
V(1,2 03) - V(y, v, ) = V(n, 0z, @5)
kde V(1 @2, @3) = @ (L(Po, P1, P2) o5 L(Go, 01, G2)).-
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V ¢lanku [3] je pro obecny piipad rovnic n—tého fadu a tedy n-rozmérnych prostort
feSeni dokazana véta, ktera fika, ze grupoid VA3(J) vyse definovany je nekomutativni
grupa.

V praci [7] je dokazana véta 4, ktera tika, ze pro libovolny otevieny interval J < R
grupa (LAs3(J),o,) linearnich diferencialnich operatorti tfetiho fadu je feSitelna, tj.
{L(0,0,1)} = G”’c G’c G = LA;(J) je fetézec komutantdi grupy LAg(J), piesn&ji G’,
G’ jsou prvni a druha derivace grupy LA3(J). Odtud a z vySe provedené uvahy pak
bezprostifedné vyplyva tato véta:

Véta 1: Bud’ J c R otevieny interval, VA3(J) = ®(LA3(J)). Grupa (VA3(J), - ) prostort
feSeni linearnich diferencialnich rovnic tfetiho fadu je fesitelna.

Nyni se zaméfme na prostory feSeni diferencialnich rovnic, které obdrzime konkrétni
volbou nékterych koeficienti — funkci v obecni diferencialni rovnici tfetiho ftadu.
Konkrétn¢, uvazujme o diferencialnich rovnicich tietiho fadu

y"+y"+a(x)y" + p(x)y =0, y"+y"+ p(x)y =0,
y"+y"+p(x)y=0,p, q € CJ), dale pak p(x) =1, q(x) =1.
Oznacme mnoziny piislusnych diferencidlnich operatori tretiho fadu takto:
L1 As(d). ={L(p. q,1); p.a € C)}, q =0},
Go(J) ={L(0, p. 1); pe C(}, G1(J) ={L(p, 0, 1); pe CQ)}-
Uvazujeme-li na téchto mnoZinach restrikci vySe definované binarni operace na LA3(J).,
obdrzime vztahy popsané v nize uvedené vété. Poznamenejme je$té, ze jedniCkou grupy
(LA3(J)2, ) -a v8ech jejich podgrup - je operator L(0, O, 1) a @ -obrazem tohoto operatoru
je prostor v8ech feSeni diferencialni rovnice y"+y" =0, tedy
VL, x, e *)={fif(x)=cy+cx+C3e7%;¢,CC3 eR}=@(L(O, 0, 1)).

Oznat¢me Gy (J), G11(J) nekoneéné cyklické grupy {L(0, m,1); me Z}, {L(k, 0, 1); k € Z} v
daném poradi. O nékterych vztazich zminenych podgrup grupy (LAs(J)2,0,) vypovida
nasledujici véta:
Véta 2: Necht'J c R je otevieny interval. Grupoidy (L1As(J)2,°5,), (Go(J),25), (G1(J),°,),
(Go1(J), 05), (G11(9), o5 ) jsou komutativni podgrupy grupy (LAs(J),, 0, ), pro které plati:
1° (LiAsd)a, 05) 2(CWA)+) x (CEA),+) = (CQ)x CQ),+),

(G(9),22) =(Z:+) =(Gu(l),°2).
2" (Gnu(d),22) < (Go(d),o2) < (LiAs(d)2,02) < (LAYW)z o2),

(Gu(d)02) < (Gi(J),02) < (LaAs(d)2i o).
3° Podgrupa (L1As(J)2, 0, ) grupy (LAs(J)a, o, ) je direktnim soucinem grup (Go(J), 5),

(G1(3), 22).
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Diikaz: 1° Pro libovolnou dvojici operatorti L(po, p1, 1), L(Go, Gz, 1) € LiAg(J), plati
L(Po, P2, 1) 25 L(Go, A1, 1) = L(Go+ Po, Gu+ P1, 1) = L(Po+Co, Pr +01, 1) =
L(@o, Gu, 1) o5 L(Po, P, 1), tedy (LiAs(d)zi05) =(CQ),+) x (C(J).+) = (CJ)x CQ),+).
Specialni volbou koeficienti po(X) =0, p1(X) =1, go(X) =1, g1(X) =0 pak obdrzime druhé
tvrzeni, nebot’
LO,m,1) o, L(O,n,1)=LO, m+n,1),

L(m,0,1) o, L(n,0,1)=L({m+n,0,1), kdem,n e Z.

2° Necht L(po, p1, P2) € LA3(J); je libovolny operator, L(qo, G1,1) € L1As(J),. Potom

_ 1
L™ (Po, P1, P2) oo L(do, G1,2) o, L(Po, P1, P2) = L(—&,—&,—J o, L(Po +0o, P1+Qs, P2)
P, P, P2
— L(_ Po + Py + o =z P+ P +0; ’lj: L(q—o,&,lj e LiAs(J),, tedy
P2 P, P, P

L™ (o, P1, P2) °5 L1iAs(d)2 o5 L(Po, P1, P2) = LiAs(d)z, takze (LiAs(d)z ;) je normalni
(tj. invariantni) podgrupa grupy (LAs(J), o, ). Jelikoz dalsi podgrupy uvedené ve formulaci
tvrzeni 2° jsou komutativni, vztahy uvedené ve 2° jsou platné.

3% Plati Go(J) N Gy(J) = {L(0, 0, 1)}. Déle pro libovolné operatory L(0, p,1) € Go(J),
L(9,0,1) € G,(J) plati L(O, p,1) o, L(9,0,1) = L(q, p, 1) = L(q, 0,1)o, L(O, p, 1). Tedy

Go(J) 05 G1(J) = G1(J) 0, Go(J) =L1A3(J),, takze grupa (L1A3(J)2, o5 ) je direktnim soucinem
podgrup Go(J), G1(J) grupy (LAs(J)z2, °,). =

Déle oznacime Vi As(J): = @ (L1 As(J)2), Wo As(J) = @ (Go(J)), W1 As(J) = @ (G1(J)),
Wo1 As(J) = @ (Gni(J)), W11 As(J) = @ (Gi(J)). Vzhledem k existenci izomorfismu
@: (LA3(I)2,05)—> (VAs(J)2 )

obdrzime vétu:
Véta 3: Necht' J < R je oteviceny interval. Grupy (VAs3(J), 2, (V1 As(J), -), (Wo As(J),),
(W1 Az(9), ), (Wor As(d), 9), (W11 A3(J), o) maji tyto viastnosti:
17 (Vi A(d), ) =(CQ)xCQ),+),
(Wor AsQ), ) =(Z,+) =(Wu AsQ), ).
2° (Wor As(d), ) < (WoAs(d), ) < (V1As(3), ) < (VAsQ), ),
(W11 A3(J), ) < (W1As(J), ) < (ViAJ)2, ).
3° Podgrupa (V1As(J), -) grupy (VAsQ), -) je direktnim soucinem grup (WoAs(J), ),
(W1A3(9), ).
V teorii obyCejnych linearnich diferencialnich rovnic n-tého fadu pii zobecnovani

vysledkil ziskanych pro rovnice druhého fadu na rovnice n-tého fadu nékdy dochazi
k situaci, ze pfimé zobecnéni nékterych tvrzeni o rovnicich druhého fadu na ptipad rovnic
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n-tého tadu neni zcela jasné a nazorné. UZiteCnym mezikrokem se pak ukazuje pristup pres
rovnice tfetiho fadu, ktery vyjasiiuje moznost zobecnéni tvrzeni pro rovnice n-tého tadu.
Tento postup tedy neni samoucelny, nybrz uzite¢ny pro lepsi nazornost; v tom — mimo jiné
— také spociva motivace a vyznam tohoto ptispévku.

Na zavér ptipomenme — jak jiz bylo u¢inéno v ptispévku [5], ze rozsahla literatura je
vénovana algebraické teorii linearnich diferencialnich rovnic (jejiz podstatna cast se
nazyva Galoisova teorie linearnich diferencidlnich rovnic) — pfipominame alesponi tituly
publikaci [16, 17, 18], v nichZ Ize nalézt odkazy na dals$i bohatou literaturu. Mimo jiné,
s vyuzitim diferencidlnich okruhii atéles nulové charakteristiky jsou konstruovany
algoritmy poskytujici Liouvillova feSeni linearnich diferencidlnich rovnic (tj. feSeni
vytvafena z racionalnich funkci algebraickymi operacemi s uzitim exponencialni funkce
a integrace). Moderni algoritmy pro vypocet Liouvillovych feSeni jsou zalozeny na
diferencialni Galoisové teorii. V tomto pfispévku prezentované vysledky jsou zaméfeny
pone€kud jinym smérem a tudiz nejsou obsazeny mezi konkrétnimi disledky zminéné
algebraické teorie diferencialnich rovnic. Podstatny piinos k soucasnosti algebraické teorie
diferencialnich rovnic nalezi profesoru Michaelu Singerovi a jeho védecké skole, srv. [16,
17, 18].
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OVEROVANIE A DOKAZOVANIE PLANIMETRICKYCH VIET
VERIFICATION AND PROVING PLANE GEOMETRY THEOREMS

MARTIN BILLICH

ABSTRAKT. Overovanie, dokazovanie a objavovanie matematickych viet ma svoje miesto v
procese moderného matematického vzdelavania na vsetkych typoch $kol. V prispevku sa
zaoberdme moznostou aplikacie metody obsahu v overovani a dokazovani konstrukénych
geometrickych viet. Zakladné principy tejto metody budu prezentované na niekolkych
prikladoch elementdrnej geometrie.

KrUCOVE SLOVA: dokazovanie viet, metoda obsahu, geometrické konstrukcie

ABSTRACT. The process of verification, proving, and discovering theorems is important in
modern mathematics education at schools of all types and levels. In this paper, possible
approach how to use the area method in verification and proving some constructive geometric
statements is discussed. The basic principles of this method will be illustrated through
examples from elementary geometry.

KEeY WOoRDS: theorem proving, area method, geometric constructions

CLASSIFICATION: E50, G40

1. Uvod

Predpokladat, Ze dokazovanie v matematike patri medzi oblibené Cinnosti na naSich
Skolach, je dozaista odvazne a pre mnohych nepredstavitel'né. Treba vSak pripomenut’, ze
bez pochopenia pojmu dokaz a zakladnych principov matematického dokazovania su
Studenti ukrateni o vyznamny atribut matematiky, ktory odliSuje matematiku od ostatnych
vednych odborov [6]. Z formalneho hladiska, pod pojmom dokaz rozumieme proces
overovania platnosti istého tvrdenia V tvare konecnej postupnosti formul, na zaklade
logickych zakonov, pomocou definicii, axiém a uz znamych a dokazanych viet. Vzhl'adom
na to, Ze dolezitost systematického budovania matematickej logiky, resp. logiky
vSeobecne, sa vo vzdelavacom procese uz na strednych Skolach castokrat podcenuje,
netreba zabudat’ na délezitost’ vyberu vhodnych spdsobov, metdéd a foriem prace, ktoré
mozu prispiet’ k rozvijaniu ziakovho logického myslenia, schopnosti komunikovat a
argumentovat’ pri rieSeni rdéznych matematickych problémov. Dokaz v matematike je
v tomto smere nositel'om istej presnosti, ktorej uroven rozvijania determinuje pristup
ucitela a jeho primerany déraz ako na formalnu, tak i na vecnu stranku dokazov.

V tomto prispevku uvedieme zakladné principy metody obsahu, ako jednej zo
syntetickych metod na dokazovanie istej skupiny geometrickych viet. Konkrétne sa
zameriame na tzv. konstrukéné geometrické tvrdenia (vid’ [5]). Dokazy tvrdeni tohto typu
mozno povazovat za ,zrozumiteIné“ Vtom zmysle, ze kazdy ich krok ma jasnu
geometrickil interpretaciu. Nami uvedené priklady dokazov geometrickych viet
Z elementarnej geometrie prezentuju jednoduchy algoritmus, ktory sa stal v poslednom
obdobi zakladom pre pracu viacerych systémov automatického dokazovania
matematickych viet.
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2. Zakladné pojmy metody obsahu

Hlavnou myslienkou metody obsahu, zaloZenej na principoch priameho dokazu, je
vyjadrenie predpokladov dokazovaného tvrdenia pomocou zakladnej mnoziny danych
bodov a mnoziny konstrukcii, ktorych vysledkom st ,,nové body - zavislé geometrické
utvary [5]. Dokazovanu vlastnost’ zapiSeme v tvare rovnosti dvoch vyrazov, ktoré obsahujt
vopred definované geometrické veli¢iny (bez viazanosti na suradnicovy systém). Dalej
nasleduje postupna elimindcia skor zostrojenych bodov, priCcom postupujeme v opacnom
poradi, ako boli tieto body zostrojené. Na eliminaciu premennych parametrov, ktoré
obsahuju zavislé geometrické Utvary, pouZzivame v§eobecne platné pomocné tvrdenia, tzv.
eliminacné lemy. Vysledkom takéhoto algoritmu je vztah (rovnost) dvoch vyrazov
zahfiajucich iba vol'né body (resp. geometrické utvary). Ak sa vyrazy na oboch stranach
rovnaju, tak dokazovana vlastnost’ plati. V opacnom pripade je tvrdenie nepravdivé
a nemozno ho povazovat’ za matematicku vetu.

Zékladné pojmy (geometrické veli¢iny) metdody obsahu sa: pomer orientovanych
vzdialenosti, obsah orientovaného trojuholnika a pytagorejsky rozdiel [5].

Definicia 1. Pre $tvoricu kolinearnych bodov 4, B, C, D (C # D) je pomer orientovanych

useciek AB, CD realne &islo %, kde ||AB]| je (podl'a [6]) orientovand vzdialenost bodov
A, B, tj.plati: ||AB|| = —||BA]|.

Definicia 2. Obsah orientovaného trojuholnika ABC je obsah daného trojuholnika, ktory
je kladny alebo zaporny, v zavislosti od jeho orientacie v rovine, t.j. je kladny, ak
postupujeme od vrcholu A do B a C v kladnom smere (proti smeru hodinovych ruci¢iek);
V opa¢nom pripade je tento obsah zaporny. Oznacenie podl'a [6] je |ABC||.

Poznamka. Predchadzajuci pojem mozno rozsirit’ aj na degenerovany trojuholnik, ktorého
vrcholy st navzajom kolinearne body a jeho obsah je rovny 0.

Definicia 3. Nech su dané tri body A, B, C. Pytagorejskym rozdielom trojice bodov A, B
a C nazveme realne Cislo
Pagc = 1ABII* + IICBII? — [IACII? .

V tabul’ke 1 uvadzame aspon niektoré vztahy medzi geometrickymi Gtvarmi a K nim
zodpovedajlice vyjadrenia pomocou vyssie definovanych geometrickych veli¢in.

Vzt'ah medzi Gtvarmi Formalizacia
Body A a B st totozné Piga=0
Body A, B a C st kolinedrne [IABC|| =0
AB je rovnobezné s CD [JACD]| = ||BCD||
AB je kolmé na CD Pscp = Pgep
Usecky AB a CD st zhodné Paga = Pcpc
Tabulka 1.

52



OVEROVANIE A DOKAZOVANIE PLANIMETRICKYCH VIET

Z definicie pomeru orientovanych vzdialenosti a obsahu orientovaného trojuholnika
vyplyvaju nasledujuce vlastnosti:
(V1) Pre trojicu kolinearnych bodov 4, B, C (A # B) plati:
IACI _ 1ICAll _ |ICAll IAC]| IAC]|
(i) —— = =— (i) —==0A=C
IABIl —  1IABIl ~— [IBAll IBAIl IAB]|

(V2) Pre dva navzajom rozne body A, B a realne Cislo r existuje jediny bod P, Ze body
A, B, P su kolinearne a plati:

o AP _ ) 4Pl IIPBIl _
I14B]l 1481 " 4Bl
(V3) lIABC|| = |ICAB|| = ||BCA|| = —||BAC|| = —||CBA|| = —||ACB||. Ak A,B,C su

nekolinearne body, tak ||ABC|| # 0.
(V4) Pre kazdu Stvoricu bodov 4, B, C, D roviny plati:
IABC|| = IABD|| + [|ADC|| + ||DBC]|.

(V5) Nech A,B,C su kolinearne body, pricom ||AB|| = r||AC]|| (r € R). Potom pre
kazdy bod P plati: ||PAB|| = r||PAC]|.

Tieto vlastnosti mozno overit’ aj Vv prostredi programu GeoGebra vytvorenim novych
nastrojov ,,pomer orientovanych vzdialenosti a ,,0bsah orientovaného trojuholnika“. Na
obrazku 1 je naértnuta jedna z moznych konfiguracii bodov 4, B, C,D a prislusne obsahy
orientovanych trojuholnikov (a ich stcet), z ktorych vyplyva vlastnost’ (V4). Ak by sme pri
formulacii tejto vlastnosti nepouzili pojem obsahu orientovaného trojuholnika, museli by
sme vo vSeobecnosti skimat’ sedem moznych vzajomnych poléh bodu D vzhl'adom na
trojicu bodov 4, B, C, ktoré st (nie nutne) vrcholmi trojuholnika.

|ABD| = 5.59
|ADC|| = 4.36 | | ABC|| = 7.08
| DBC|| = —2.87

5.59 +4.36 + —2.87 = 7.08

Obrazok 1: Overenie ||ABC|| = ||ABD|| + ||ADC]| + ||DBC]|| v programe GeoGebra.

V nadvéznosti na vymedzenie predchadzajucich zékladnych pojmov mozno definovat
aj obsah orientovaného Stvoruholnika ABCD, ako aj pytagorejsky rozdiel $tvorice bodov
A, B, C, D nasledovne [5]:

(a) lIABCD|| = [|ABC|| + [|ACD||
(b) Pagep = Pagp — Pcpp = IIAB|I* + lICD|? — ||BC||* — ||IDAJI* .
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Medzi zékladné pomocné tvrdenia metdédy obsahu, ktoré budeme neskor potrebovat),
patria nasledujtce eliminacné lemy (podrobnejsie v [2], [5]).

Lema 1. Nech M je prieseénik dvojice navzajom réznobeznych priamok AB a PQ, priCom
M # Q. Potom plati:

IPMI| _ IPAB|| [lPM]| _ IIPABII llQM]| _ |[QAB|
leMIl - 1IQABII” lIPQIl  IIPAQBII" 1IPQIl  IIPAQBI’

Lema 2. Nech M je bod priamky PQ, pri¢om ||PM|| = r||PQ|| (r € R). Potom pre kazda
dvojicu bodov A, B plati:
IMAB|| = r||QAB|| + (1 — r)||PABI|. (EL1)

3. Metoda obsahu v prikladoch

V tvode tejto Casti si mdzeme na znamej vete 0 strednej priecke trojuholnika ukazat’,
ako demonstrovat’ metodu obsahu v dokazoch niektorych viet elementarnej geometrie. Pre
tento Ucel budeme v dokazoch pouzivat’ jazyk typicky pre automatické dokazovanie.

Priklad 1. Dany je trojuholnik ABC. Nech body A; a Bj su stredy stran BC a AC v danom
poradi. Dokazte, ze priamka A; B; je rovnobezna so stranou AB daného trojuholnika.

1

Dékaz. Konstrukcia bodov A, B; vyplyva priamo s vlastnosti (V2) bodu (i) pre r = >

Tvrdenie vety v tvare A;B; | AB vyjadrime V jazyku metody obsahu ako
lA1B,All = ||A1 B, Bll. 1)

NaSou ulohou je teraz eliminovat body A;, By vo vztahu (1), priCom postupujeme
v opa¢nom poradi, ako boli tieto body zostrojené. Pre eliminaciu bodu B; podla lemy 2
(P=A,Q=CM=B,,A=A[B],B = A,) dostivame:

1 1 1
141 B, All = [IB1AA; || = 5 IICAAL ]l + 3 I|AAAL ]| = S ICAA, I,
141 B1BIl = [1B1BA, || = S ICBA, || + 5 |ABA, .
Vzt'ah (1) teraz nadobuda tvar

ICAA; || = [[CBA1 || + ||ABA4]I.

Dalej nasleduje eliminacia bodu A;, ked’ podl'a lemy 2 mame:
ICAA Il = 1A,CAll = S ICCAIl + 3 1BCAl = 5 IBCAI,
ICBA; Il = 114,CBIl = 5 ICCBI| +5 IBCBI| = 0,
IABA; || = 14, 4BI| = 5 ICABI| + 3 IBAB|| =  ICABI|,

a vztah (1) ma tvar
1 1
L\Bcall = L [icAB].

Ked'ze plati ||BCA|| = ||CAB]|, tak tvrdenie vety je dokazané.
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Nasledujaca tloha 0 tazniciach (resp. tazisku) 'ubovolného trojuholnika patri medzi
zakladné dokazové planimetrické ulohy.

Priklad 2. Dokazte, ze taznice trojuholnika sa pretinaju v jednom bode, ktory deli kazda
z taznic v pomere 2: 1.

Konstrukcia. Dané st tri navzajom rozne nekolinearne body A4, B, C (trojuholnik ABC),
pomocou ktorych zostrojime vSetky ostatné body, a to stredy A, B, stran BC, AC daného
trojuholnika a priese¢nik T jeho taznic AA; a BB;.

AT
=2
|74
BT _
78]
Obrazok 2: Tazisko trojuholnika (v programe GeoGebra)
Nasou ulohou je dokazat
llATIl
=2 2
ITA]l )

Dékaz. Na eliminaciu bodov A;, B; a T na l'avej strane vzt'ahu (2) pouzijeme obe pomocné
lemy z predchadzajicej Casti. Postupne dostavame:

”AT” = — ”AT” = — ”ABBlll (eliminécia bodu T)

IT A4l |4, Tl |41 BB ||
IABB, || = ||B,AB|| = %lIAABll + §||CAB|| = §||CAB|| (eliminécia bodu B;)
14,BB,|| = —||B,BA|| = — (%HCBAI Il + %llABAlll) (elimincia bodu B;)
ICBA, Il = 1A,CBIl = SIIBCBI| +IICCB]| = 0 (eliminacia bodu 4,)
IABA, || = |A;AB|| = JIICAB|| + S||BAB|| = J||CAB]| (eliminacia bodu 4,)

Vzt'ah (2) mdzeme teraz upravit’ na tvar
B lica| )
—(IICBAL Il + 311ABA4I)

B 2lICAB|| 3
—(0+11|ICABI)
2=2

Tymto sme dokazali, ze bod T deli taznicu AA; v pomere 2:1. Analogicka vlastnost’ sa
dokaze aj pre taznicu BB;. Vzhl'adom na skuto¢nost, Ze predchadzajlici postup mozno
uplatnit’ pre kazdl dvojicu taznic trojuholnika ABC a ich priesecnik T, tak dostavame, Ze
bodom T prechadzaju vSetky jeho t'aznice, ¢o bolo treba dokézat'.
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4. Zaver

Metodu obsahu mozno povazovat’ za jednu zo zaujimavych metod Skolskej geometrie,
pricom v sicasnosti je Uispesna aj Vv oblasti automatického dokazovania planimetrickych
viet. Prave rozvoj modernych informacnych technoldgii doviedol dékaz do Stadia, ked’
jeho spravnost’ mozno overit’ aj pomocou pocitaca. Na tento Gcel existuje viacero systémov
automatického dokazovania, ktoré v sebe zahfiiaju ako analytické, tak aj syntetické
metddy. Dokazovanie algebrickymi metddami (Wuova metoda, Buchbergerova metoda
[2]) st povazované vo vSeobecnosti za velmi efektivne, avSak nimi ziskané dokazy
malokedy odrazaju geometricki podstatu problému. Na druhej strane, pocitacové
programy zaloZené na syntetickych metodach (metéda obsahu [3], [5]), umoziuju vytvarat
»zrozumitelné* dokazy istej skupiny geometrickych viet. Ani v tomto pripade vSak
nemusia byt syntetické dokazy stru¢né a prehl'adné, co je nutné zohl'adnit’ pri ich vyuziti
vo vyucovani na roznych typoch $kol. Aj ked’ v tomto prispevku sme uviedli iba dva
priklady vyuztia metdédy obsahu, pozorny Ccitatel’ si iste uvedomil, Ze uvedené postupy
mozno jednoducho uplatnit’ aj na d’alSie tlohy z elementédrnej geometrie.
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NEMA PiSANA KOMUNIKACIA V PODOBE PLAGATU
SILENT WRITTEN COMMUNICATION IN THE POSTER FORM
KRISTINA CAFIKOVA, JOZEF FULIER

ABSTRAKT. V prispevku popisujeme ukdzku vyucovacej metody Nemd pisand komunikdcia
realizovanej na hodine diskrétnej matematiky a kombinatoriky. Hlavnd myslienka metédy spociva
V Studentskych reakciach na impulz ,, Kombinatorika je cast matematiky, ktord...". Reakcie mohli mat
podobu napisanej myslienky, definicie alebo vety, pripadne nakreslenych obrdzkov a pod. Kazdy
Student pouzival inu farbu pera, ¢o nam umoznovalo sledovat prdacu jednotlivych Studentov.

KrUCOVE SLOVA: hemd pisand komunikdcia, plagat, kombinatorika.

ABSTRACT. Our contribution describes an example of using the teaching method Silent written
communication during the lessons Discrete mathematics and Combinatorics. The main idea of the
method consists of the students” responses to the impulse "Combinatorics is the part of mathematics,
which ...”. Responses take the form of written ideas, definitions or sentences, or drawn images and so
on. Each student used a different color of pen, allowing us to monitor the work of individual students.

KEY WORDS: silent written communication, poster, combinatorics.

CLASSIFICATION: D45, K24

Uvod

V poslednom storo¢i vyucovaci proces presiel vel’kymi zmenami. Uéebné osnovy boli
prispdsobené k potrebam spolo¢nosti. Napriek tomu, Ze ucivo bolo zjednodusené a rozsah
hodin urcenych na vyuCovanie matematiky bol zniZzeny, negativny postoj zZiakov voci
matematike sa nezmenil. Predmet matematika patri medzi najmenej obl'ibené vyuéovacie
predmety Casto uz na prvom stupni zakladnych $kol, a tento vztah sa zhorSuje az po
Stadium na vysokych skolach. Pri¢inou tohto stavu moézu byt zastarané tradi¢né
vyuCovacie metody. Preto je potrebné implementovat’ nové metdédy do vyucovacieho
procesu, ktorymi by sme mohli vzbudit' zaujem ziakov o samostatné rieSenie problémov
a zéroven aj rozvijat’ ich argumentacné schopnosti. Jednou takou metddou je Nema pisana
komunikacia.

Nema pisana komunikacia

Nema pisana komunikacia (z nemeckého nazvu stumme Schreibgesprdch, preklad
autori) pochadza z Nemecka. Tato vyucovacia metdda sa da efektivne vyuzivat' v roznych
fazach vyuCovacieho procesu. V naSej ukazke popisujeme jej aplikaciu v diagnostickej
faze.

Ziaci pracuju v $tvor- az patélennych skupinach. Vietky skupiny dostanu plagat
formatu napriklad Al alebo A2, na ktorom je napisany impulz. Impulz mdze byt citat,
otazka, zaGiatok vety, kresba, naért atd’. Ziaci musia reagovat’ na impulz. Reakcie mozu
mat’ podobu napisanej myslienky, definicie alebo vety, pripadne nakreslenych obrazkov
apod. PoCas prace mdze hrat ticha a prijemna hudba. Najdolezitej$ia charakteristicka
vlastnost’ tejto metddy je memd spoluprdca Ziakov. To znamend, ze ziaci sa nemdzu
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rozpravat’ medzi sebou ani v ramci skupiny, mézu komunikovat’ iba pisomnou formou na
pridelenom papieri. Takto su Ziaci printiteni vyjadrit' svoje myslienky. Ucitel’ je v role
pozorovatela. Po ukonceni prace v skupinach nasleduje slovna diskusia najskoér v ramci
jednotlivych skupin, potom medzi skupinami navzajom a nakoniec medzi skupinami a
ucitel'om.

Priebeh vyucovacej hodiny v ramci Nemej pisanej komunikacie formou plagatu

Prvy krok - Priprava

Tento krok je najdolezitej§i a zdroven aj najnaroCnejsi pre ucitela. On musi vybrat’
spravny impulz pre svojich Ziakov, ktori potom budi musiet’ na impulz reagovat. Pri
vybere impulzu si ucitel’ musi dokladne premysliet’ vSetky mozné stratégie rieSenia.

Ucitel pomaha aj pri vytvarani skupin. Kazdej skupine d& papier s rovnakym
impulzom a informuje ich o pravidlach tejto metody. Ziaci si musia uvedomif, Ze
komunikacia v ramci skupiny moze prebiehat’ len pisomnou formou na papieri, na ktorom
je napisany aj samotny impulz. Nemo6zu Gstne komunikovat’ nielen so spoluziakmi v triede,
ale ani s u¢itefom. Ziaci st vopred oboznameni o ¢asovom limite pre vykonanie préce.

Druhy krok — Pisanie reakcii ziakov na plagat

Ziaci si pozra impulz a napisu vietko, ¢o im v savislosti s impulzom napadne. Mézu
nakreslit’ obrazky alebo aj napisat’ otazky. Kazdy ziak vidi vSetko, ¢o na plagat napiSu jeho
spoluziaci v skupine. Mézu pisomne odpovedat’ na polozené otazky alebo zareagovat na
iné napisané¢ myslienky. Na plagate sa moze uskutocnit’ aj rozhovor. Moze sa stat, ze
niektory Ziak skupiny povazuje uz pred tym vyjadrenti myslienku za nedokoncent, preto
pokracuje v rozvijani spoluziakovej myslienke.

Tato vyucovacia metdda poskytuje ziakom uréiti volnost’ pri reakciach na impulz.
Vyjadria aj také myslienky, ktoré by slovne, oCakavajuc netspech, nevyslovili. Maju ¢as
premysliet’ si vSetko, ¢o napiSu na papier. Odporica sa, aby kazdy ziak v ramci jednej
skupiny pisal perom roznej farby. Potom ucitel’ vie identifikovat’ vykon jednotlivych
ziakov a sledovat’ ich myslienkovy postup aj po ukonceni prace. Z tohto dovodu postacuje,
ak ucitel’ sleduje pracu svojich Ziakov z jedného pevného miesta v triede. Do prace ziakov
vSak nesmie zasahovat’ ziadnym spOsobom. Jeho hlavnou ulohou v tejto faze je
zabezpetit, aby sa Ziaci nerozpravali. DiZku tohto kroku musi uréit ugitel podla
narocnosti impulzu.

Treti krok - Diskusia a hodnotenie prace Ziakov

Po skonceni prace skupin sa vyvesia plagaty na dobre viditeI'né miesto v triede. Vsetci
maji moznost” pozriet’ si pracu jednotlivych skupin. Uskutoéni sa verbalny rozhovor
0 jednotlivych rieSeniach. Ziaci sa moézu priamo opytat’ ucitela na uréité nejasnosti,
S ktorymi sa stretli pocas prace alebo diskusie. Uc¢itel ma moznost’ problematické ucivo
eSte raz vysvetlit’ pred celou triedou, alebo vyzve ziakov, aby si ho vysvetlili navzajom.

Vyhody a nevyhody nemej pisanej komunikacie
Vyhody: v pokojné a tiché prostredie pocas prace;
v’ lepsia koncentracia Ziakov je podporend tichym prostredim;
v’ Ziaci si mozu sami uréit’ stratégiu prace;
v’ podporovanie spoluprace a komunikacie v skupine - myslienka jedného
ziaka mdze vyvolat’ d’alsiu dobrti myslienku iného Ziaka;
v/ v tom istom ¢ase mdze napisat’ svoje myslienky viacero Ziakov;
v rozvijaji sa komunikaéné zruénosti a schopnost’ porozumenia;
v’ pocas prace Ziakov je uditel’ v role pozorovatela.
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Nevyhody:

x ednotlivi 2iaci m(")iu ovplyvflovat’ neverbélne ostatnych ¢lenov v skupine
niektorym ziakom pisomné vyjadrenie myshenok trva dlhsie, ako ich vyslovenie;
ucitel’ musi pri vytvarani skupin dbat’ o to, aby boli rovnocenné;
moze sa stat’, ze sa do prace nezapoja vsetci ziaci,
niektori ziaci mozu znervozniet, ked zistia, Ze ich pracu ostatny ziaci v skupine
ostro sledujti;

x  vel'mi naro¢na priprava pre ucitel’a.

X X X %

Ukazka a vysledky vyuZitia Nemej pisanej komunikacie formou plagatu v praxi

Metoda bola vysktsana na dvoch vyucCovacich hodinach na UKF v Nitre ako
opakovanie celku kombinatorika. Jedna hodina (diskrétna matematika) bola so Studentmi
ucitel'stva informatiky adruha hodina (kombinatorika) so Studentmi ucitel'stva
matematiky. Uvedeni metodu sme vyuzili vo vyuCovacom procese na konci semestra,
s cielom preopakovat’ pred kontrolnou pisomnou pracou zdkladné pojmy, vztahy a
suvislosti.

Mozeme konstatovat, ze metdda Studentov zaujala a vicSina Studentov sa aktivne
zapojila, pri dodrziavani predpisanych pravidiel, do prace.

Priebeh jednotlivych hodin

Priprava
Ako impulz sme zvolili nedokonéenu vetu ,,Kombinatorika je oblast matematiky,

ktord...” (Obr. 1). Ziaci mohli dopisat’ alebo dokreslit’ vietko, ¢o im v stvislosti s danym
zaCiatkom vety napadlo.
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Obrazok 1: Impulz napisany na papieri

Pisanie reakcii §tudentov na impulz

Studenti pracovali v skupinich — na hodine diskrétnej matematiky 7 $tudentov a na
hodine kombinatoriky 4 tudenti. Studentom sme rozdali pera réznych farieb, aby sme
mohli sledovat’, ktory zo Studentov bol najaktivnejsi a aky bol priebeh celej neverbalnej
komunikacie.

Vzajomné dopliiovanie myslienok je zobrazené na obr. 2 (je to Cast’ plagatu z hodiny
kombinatorika).

Na jednotlivych plagatoch si mézeme v§imnut’, Ze Studenti na oboch hodinach mali
podobné myslienky, ale inak ich zapisali (Obr. 3a, 3b).

Studenti mali k dispozicii 30 minuat na pisanie svojich myslienok.
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Obrazok 2: Vzajomné dopliovanie myslienok

\df

414 A ‘H ‘ ‘I_“\ ;,,
(’ 43 » 1 % \ R\ ;
2 e D
45*) 051 o

Obrazok 3a: Pascalov trojuholnik podl'a jednej zo skupin
na hodine kombinatoriky

Diskusia

e g

Obrazok 3b: Pascalov trojuholnik
napisany inou skupinou na hodine
diskrétnej matematiky

Po ukonceni prace sme so Studentmi diskutovali o napisanych myslienkach, vztahoch
ainych poznamkach. Studenti sa nam priznali, 7e niektoré svoje myslienky nevedeli
zapisat. Nasli sa Studenti, ktori sa priznali, Ze spociatku mali trému zapisat’ myslienku,
pretoze ,,Co ak je to ndhodou zle*. Treba priznat, ze sa nasli aj taki Studenti, ktori pre
pobavenie svojich spoluziakov napisali aj niekol’ko nevhodnych, s témou nesuvisiacich,

poznamok.

Findlnym produktom kazdej, takto vedenej vyucovacej hodiny bol plagat (Obr. 4

a Obr. 5).
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Obr. 4: Ukazka plagatu z hodiny Kombinatorika
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Obr. 5: Ukazka plagatu z hodiny Diskrétna matematika

Vzhl'adom na to, Ze Studenti, ktori vysktsSali nemu pisani komunikéaciu, st buduci
ucitelia, povazovali sme za dolezité poznat’ ich nazor na tiito metddu. Prezentované nazory
je mozné zaclenit’ do nasledovnej schémy.

Nazory Studentov a pedagégov na tito metodu

Pozitiva podl'a Studentov
v" vyu€ovaciu metodu povazovali za zaujimavi;
v’ ucitel mdze jednoducho zistit’ nedostatky Ziakov;
v’ Ziaci sa musia struéne a odborne vyjadrovat’;
V' Ziaci su novou metodou motivovani.
Negativa podl'a Studentov
% dominantni ziaci mézu potlacat’ aktivitu zvysnych;
x  su ziaci, ktori sa pisomnou formou tazko vyjadruju;
% prostrednictvom pouzitia vyucovacej metddy sa Ziaci rychlejsSie naucia opisovat’ na
pisomkach.

Po vyskusani tejto metody sme aj my, pedagdégovia, spisali pozorovania z hodin.
Pozitivne aspekty metody:
v’ aj po ukonceni prace mozeme sledovat’ aktivitu Studentov, ked’ze pouzivali pera
roznych farieb;
v’ Tahko sa daju identifikovat’ problematické Casti u¢iva alebo tie, ktoré Studenti
najskor zabudaju;
v je to inovujlca a motivujliica vyucovacia metoda, ktora by si buduci uditelia cheeli
vyskusat’ aj v pedagogickej praxi.
Negativne aspekty metody:
% priprava ucCitela je narocnejSia, kedze musi dopredu vediet vSetky mozné
myslienkové stratégie rieSenia;
x medzi Studentmi sa naSli aj taki, ktorym pisomna komunikécia robila nemalé
problémy;
x niektori Studenti ¢asto zabudali na to, Ze musia pracovat’ bez jediného slova
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Zaver

Mozno konstatovat’, ze nema pisana komunikdcia sa osved¢ila (najmi svojou
neobvyklostou a inakostou). Pozitivna spétna vizba, ktord sme ziskali, je pre nas
ucitelov matematiky. Vtedy je totiz Sanca, Ze sa tato metdda dostane aj na naSe zakladné
a stredné Skoly. Predpokladame, Ze tato neobvykla forma vyucovacieho procesu moéze
prebudit’ zaujem ziakov o matematiku atym zefektiviiovat vyucovaci proces
v matematike.
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O INTEGRALOCH IRACIONALNYCH FUNKCIi
ABOUT THE INTEGRALS OF IRRATIONAL FUNCTIONS

MICHAELA KLEPANCOVA — MAREK VARGA

ABSTRAKT. Eulerove substitucie predstavujii  najvSeobecnejsiu  metodu, umoznujucu
transformovat’ integraly iraciondlnych funkcii na integraly raciondlnych funkcii, ktoré vo
vicsine pripadov vieme vypocitat aplikdciou zndamych postupov. V prispevku poukdzeme na
moznost geometrickej interpretdcie uvazovanej situdacie, na zaklade ktorej odvodime aj tvar
Jjednotlivych Eulerovych substitucii.

KrUCOVE SLOVA: Integraly iraciondlnych funkcii, kuzelosecky, Eulerove substiticie.

ABSTRACT. Euler’s substitutions represent a general method allowing to transform the
integrals of irrational functions to the integrals of rational function which we can solve in many
cases by using known techniques. In the contribution we point at the possibility of a geometric
interpretation of the situation under consideration and based on that we derive the form of
Euler’s substitutions.

Key WORDS: Integral of irrational functions, the curves, Euler’s substitutions.

CLASSIFICATION: |15
Uvod
V avode do integrilneho poctu sa dozvedame, ze ak pre vietky xe(a;b) plati

F'(x)=f(x), potom funkciu F nazyvame primitivnou funkciou k funkcii f na intervale

(a;b). Dalej vieme, ze pre I'ubovolnu konstantu ¢ plati (C), =0. Preto ak je F
primitivnou funkciou, potom urcite aj funkcia G(x)=F(x)+c, kde ceR, je
primitivnou funkciou k funkcii f na intervale (a; b). Mnozinu vSetkych primitivnych

funkcii potom nazyvame neur¢ity integral a oznacujeme | f (x)dx.

Otazka integrovania je neporovnatelne narocnejSia ako derivovanie funkcii. Na
vypocet neurcitych integralov existuju najroznejSie postupy. K zédkladnym vSak radime
metddu uUpravy integrandu, substitucni metodu a metédu per partes. Samotny postup
Vv jednotlivych pripadoch, ¢i vhodny tvar substiticie potom zavisi od toho, ¢i sa venujeme
problematike vypoctu neurcitych integralov racionalnych, iracionalnych, goniometrickych,
transcendentnych funkcii, ¢i trebars binomickym integralom.

Vzhladom na to, Ze existujii rozne metody (rozklad na parcialne zlomky, dopiianie na
Stvorec atd’.), ktorymi je mozné vypocitat’ neurcity integral mnohych racionalnych funkecii,
snazime sa aj integraly iracionalnych, goniometrickych ¢i transcendentnych funkcii
vhodnou substituciou pretransformovat’ na integraly racionalnych funkeii.
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Eulerove substitucie

V dalsich riadkoch sa budeme venovat’ postupom pri vypocte integralov iracionalnych
funkcii, konkrétne integralom tvaru IiR(x Vax? +bx+ C)dx , kde a#0, b?-4ac=0,

R jeracionalna funkcia premennych X a y, priom y= ax? +bx+c.

Za univerzalnu metodu pri vypocte integralov iracionalnych funkcii tvaru
I i}%(x,x/axz +bx+ c)dx povazujeme Eulerove substitiicie. RozliSujeme pri tom tri
pripady:

(E 1) ak a>0, pouZijeme substiticiu Jax? +bx+c =+t ++fax;

(E2) ak ¢>0, polozime +ax®+bx+c=+xt++c;

(E3) . ax® +bx+c=a(x—a)(x—B)
Vax® +bx+c =2t(x—a) resp. vax? +bx+c =£t(x—B) -

Ak sa pozrieme trebars na prvu zuvedenych substitucii (E1), po umocneni by

(t.j. existuju dva rézne realne korene), potom

z rovnosti vypadli na oboch stranach kvadratické ¢leny ax® azo zostavajucich scitancov,

kde sa x nachadza uz len linearne, premennti X I'ahko vyjadrime.

Cize substiticie st zvolené tak, aby bolo mozné pomerne jednoducho vyjadrit premenna x

ako raciondlnu funkciu premennej t, (tj. x=r(t), kde r je nejaka racionalna funkei.

Konkrétne vyjadrenim premennej X zrovnosti (E1l), (E2), (E3) v danom poradi
t? —c b—2tJc at? —ap

——= X=——, X=——.

b-2tJa a-t t?-a

Pomocou substitiicie X= r(t) nasledne vyjadrime aj samotni druhti odmocninu

dostavame X =

kvadratického trojélena  vax?+bx+c, ako idiferencial dx. Povodny integrél
_[ ER(X, Jax? +bX+C)dx tak po substitiicii prejde na integral raciondlnej funkcie

premennej t, ktory dokazeme vyriesit pomocou zndmych postupov.
Ako vsak dospiet’ k jednotlivym tvarom uvedenych Eulerovych substitacii?

Parametrizacia krivky
Viimnime si, ze ak a=0, b%®-4ac=0, rovnicou Yy>=ax’>+bx+c (resp.
. b .
y =+ax? +bx +C) je uréena kuzelosecka so stredom S [m,O] , m= %3 (pripadne jej
a

Cast’). Vzhladom na to, Ze a=#0, uvaZovanou kuzeloseckou je kruznica, elipsa, ¢i
hyperbola. No kuZzelosecky ako krivky druhého stupiia mdézu byt parametrizované

raciondlnymi funkciami. To znamend, ze stradnice bodov K[X,y] uvazovanych

“ Konkrétna vol'ba kombinacie znamienok ,,+ resp. ,,— je vo vietkych pripadoch Pubovolna.
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kuzelosetiek mozeme vyjadritf vtvare x=r(t), y=r,(t), kde teJ afunkcie r(t),
r, (t) su racionalne funkcie premennej t.

N4jst parametrické vyjadrenia kuzeloseCiek, atak sa presvedCit o pravdivosti
predchadzajuceho tvrdenia, je mozné réznymi sposobmi. Pre jednoduchost’ uvazujme

najskor kuzelosecky so stredom v bode S[0,0], ¢i este lepSie — zoberme najskor
kruznicu k:x%+y? =r?. Pri jej parametrizicii mozeme postupovat’ takto: zvolme jeden
z priese¢nikov kruznice Kk sosou o,, napriklad bod XO[—I’,O]. Priamka x=-r je
doty¢nicou kruznice k v bode X, (pozriobr.1).

joy

y=t(x+r)

[z, y]

Obrazok 1: Parametrizacia kruznice.

Kazda d'al$ia priamka p prechadzajuca bodom X, ma rovnicu Y =t(X+ r) , kde
parameter t je smernicou tejto priamky. Priamka p je uz samozrejme se¢nicou kruznice
k a pretne kruznicu Kk VeSte jednom bode X [X, y] , pre ktorého suradnice plati
X2 + [t(x + r)]2 =r2. RieSenim tejto kvadratickej rovnice s neznamou X a parametrom t,
t? -1
t2+1

ako sa l'ahko presved¢ime, st Cisla x =-r a x,=- r. Pre prislusné y — ové

stradnice prieseCnikov dostdvame Yy; =0 resp. Yy, =-— r. Vzhladom na popisana

2 +1
t2—1r_ 2t
t2+1 "t2+41

t bude nadobudat’ vSetky hodnoty z intervalu (—00, 00), bod X opise celt kruznicu k;

situdciu pre suradnice bodu X zrejme plati X {— r} . Navyse, ak parameter

pochopitelne s vynimkou bodu X, ktory nezodpoveda Ziadnej hodnote parametra t.

Zopakujeme, ze velky vyznam pre nds ma fakt, Ze obe suradnice bodu X ziskané
parametrizaciou krivky s dané racionadlnymi funkciami (premennej t). Uplne podobny
proces by sme mohli zopakovat’ ¢i uz s elipsou alebo hyperbolou. v d’alsich riadkoch vsak
vyuzijeme uz zovseobecnené uvahy.
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Uvedenym spOosobom moZeme teda najst parametrické vyjadrenie l'ubovolnej
kuzel'oseCky urcenej rovnicou y2 =ax® +bx+ c, kde a#0, b?>-4ac=#0. Zvolme na
nej lubovolny bod Xo[xo,yo], pre ktoré¢ho suradnice zrejme plati
¥ =axg +bxo +c (*). Bodom X, zostrojime se¢nicu p danej krivky, ktorej rovnica

ma tvar Y —Y, =t(X— Xo) , kde t je smernica priamky p. Uvedena se¢nica samozrejme

pretina naSu krivku veSte jednom bode X [X, y] , pricom  musi
platit [ t(x—Xy )+ Yq :'2 —ax? +bx+c. Vyuzijic vztah (%) dostavame
2y0t(x—xo)+t2(x—xo)2=a(x2—X§)+b(x—XO), odkial  po Uprave mame

2ypt +t% (X=X ) =a(x+%, ) +b.
To znamena, Ze stradnica X (a teda aj y) sa da vyjadrit’ ako raciondlna funkcia
premennej t. NavySe zmenou hodnét parametra t mozno opisat’ celt uvazovanu krivku.

. . v . J4 2 b 2
Odtial je uZ potom zrejmé, Ze rovnost ax’+bx+c= [t(x — X )+ y0] resp.
vax? +bx+c=t(x—X)+Yy, uréuje ti substiticiu, ktora umozije racionalizovat
integrand Vv integraloch tvaru IiR(x, Jax? +bx+c ) dx. Zapis

vax® +bx+c=t(x—x%)+y, resp. ~ax®+bx+c-y,=t(x—%) teda predstavuje
vseobecny tvar Eulerovych substiticii. Ako sa dostaneme k jednotlivym Eulerovym
substitiiciam potom zavisi uz len od $pecidlnej vol'by stradnic bodu X, [XO, yo] vo vysSie

uvedenom vzt'ahu.
Eulerove substitiicie geometricky

V d’'alsom musime zacat’ tvahami o defini¢cnom obore funkcie f:y= Vax? +bx +c.
Predovietkym, podmienkou b?—4ac=0 sme vyligili pripad dvojnasobného korefia

polynomu ax® +bx+c . Potom, aby bola funkcia f vobec niekde definovand, musi nastat’
jeden z pripadov:

() a<0 asacasne ¢>0;"

(I a>0.

Zacnime pripadom (I). Ak su splnené uvedené podmienky, z vah v poznamke pod
Ciarou vyplyva, Ze na$ kvadraticky troj¢len ma dva rozne redlne Kkorene, t.j.

ax* +bx+c=a(x-a)(x-p),  kde a,feR.  Vtomto pripade je funkciou

y=vax’ +bx+c urdena &ast elipsy alebo kruznice so stredom v bode S[m,O],
b

m=——.
2a

" Ak by a<0, akvadraticky trojélen by nemal Ziadny realny koren, tj. b?—4ac <0, tak by
muselo platit' aj €<0. AvSak potom by cela parabola lezala pod osou 0,, z ¢oho by vyplyvalo

D(f)=0.
66



O INTEGRALOCH IRACIONALNYCH FUNKCI{

pri  uvedenom spbsobe parametrizacie tejto  krivky, t.j. Vv rovnosti

\/ax +bx+c— y0—+t X Xo) zvolime za bod XO[XO,yO] niektory z jej priesecnikov
sosou o,, tj. Xo[a,O] resp. )?O[,B,O], dostavame x/ax2+bx+c=it(x—a), resp.

Jax? +bx+c = +t(x— ), ¢o je tvar tretej Eulerovej substitacie (E3).
Zostaiime uvazovat’ situaciu (I), sustred'me sa vSak na kladnt hodnotu koeficientu c.
Nasa krivka totiz pretina v dvoch bodoch i os oy, konkrétne v priese¢nikoch Y, [O, Je ]

resp. \70 [0, —\/6 ] . Ak teda pri parametrizécii krivky urcenej rovnicou y2 =ax® +bx+c
zvolime za bod X, [XO, yo] nicktory z uvedenych priesecnikov s osou o, dostdvame
Jax? +bx+c =+tx++Jc, Eize tvar Eulerovej substiticie (E2).

Na pripad (II), ktory by si zaslizil podrobnejsi popis, sa pozrieme len v kratkosti. Je
zrejmé, 7e asymptotami hyperboly y®=ax?+bx+c, pri<om a>0, s priamky

yzi\/a(x+2£j. Potom kazdd priamka, rovnobeznd s niektorou zasymptot, t.j.
a

y= i\/a(x + ZEJ +2z, kde z#0, pretne uvazovanu hyperbolu prave v jednom bode
a

X [X, y]. Ak z bude postupne nadobtdat’ vSetky nenulové hodnoty, bod X [X, y] opise

R . . . b . :
celtl krivku. Po roznadsobeni a oreznaCeni hodnoty t=+—=+2z modzeme rovnicu

2\a

priamky y= iﬁ(x + ZEJ +7 napisat vitvare y=+ax+t. To viak znamena, Ze
a

substiticia  vax? +bx+c¢ =+y/ax+t umoznuje racionalizovat’ integrand v integraloch
tvaru I S}{(x,\/axz +bX+C)dX pricom a>0. Podarilo sa nam teda odvodit’ aj prva

Eulerovu substituciu (E1).
Priklad. Aspon jedno pouzitie Eulerovych substitiicii si mdzeme ukazat na vypocte

1
dx
VX2 +c
Zrejme a=1>0, asymptotami hyperboly y*—x?=c st priamky y=+Xx, priamky
S nimi rovnobeZzné maju rovnice y=+x+t, kde teR. Pre substiticiu zvol'me verziu

konkrétneho integralu, napr. vypocitajme I

2
- c
tztc, dx =—=dt anapokon x?+c=—

\/X2 +C=—-X+t. Potom dostavame X= 5 .
2t 2t

Vyuzitim tychto faktov mame

1 1
I dx=J.—dt:In|t+c|=In‘x+\/x2+c‘+c; kde ceR.
VX2 +c t
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Zaver

NajvseobecnejSou metddou na vypocet integralov iraciondlnych funkcii su Eulerove
substitucie. Na samotné hl'adanie primitivnych funkcii nam postac¢i poznat’ ich tvar,
pripadne si ich algebraicky odvodime, ak vieme, ¢o nimi sledujeme. V ¢lanku sa
zameriavame na geometrické vysvetlenie tychto formul vécSinou znamych len

z matematickej analyzy.
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OBJAVNE EDUKACNE STBATEGIE PRI VYUCOVANI MATEMATIKY
S VYUZITIM INTERDISCIPLINARITY

INQUIRY BASED LEARNING IN TEACHING MATHEMATICS WITH USING
THE INTERDISCIPLINARY RELATIONS

LYDIA KONTROVA, IVANA POBOCIKOVA

ABSTRAKT. Objavné edukacné stratégie predstavuju matematiku ako ucinny nastroj popisujici
zdkonitosti a rieSenia problémov V inych vednych disciplinach, a prezentuju ju nielen ako
abstraktmu a exaktnu vedu, ale aj ako vedu aplikovatelnu a uzitocnu pre kazZdodennu prax.
Uplatiiovanie metody objavného vyucovania v procese vyucby matematiky je vhodnym
prostriedkom na rozvijanie interdisciplindrnych vizieb a integrovaného vyucovania. Clénok
na dvoch prikladoch poukazuje na moznosti uplatiiovania tejto metody.

KrUCOVE SLOVA: objavné vyucovanie, interdisciplinarita, integrované vyucovanie

ABSTRACT. Inquiry based learning introduces mathematics as an efficient tool for describing
laws and solutions of problems in various branches of science and presents it not only as an
abstract and exact science, but also as a useful science applicable for everyday practice. Use of
this method in the process of teaching mathematics allows us to develop interdisciplinary bonds
and integrated education. This article shows two examples of how it is possible to apply this
method.

KEey WoRDS: inquiry based learning, relationships between objects, integrated Learning.

CLASSIFICATION: A30.

Uvod

Prebiehajiica reforma Skolstva v Slovenskej republike priniesla aj do vyucovania
matematiky viaceré zmeny. Tieto premeny sa tykaji jednak obsahu, ale tieZ metdd,
foriem a organizacie matematického vzdelavania a vyuovania. Coraz vagsi doraz sa
kladie na rozvoj klaCovych matematickych kompetencii Studenta, pricom za prvorady
vzdelavaci ciel sa povazuje schopnost’ S$tudentov pouzivat a aplikovat’ relevantné
matematické tisudky, pojmy a vztahy pri rieSeni problémov kazdodenného Zzivota.

Rozvoj spominanych kompetencii mdze podporit predovsetkym akcentovanie
vyuzivania medzi predmetnych vztahov vo vyucovani: aplikovanie preberanych
matematickych pojmov a vztahov pri rieSeni konkrétnych problémov predovsetkym
Vv prirodnych, technickych, ekonomickych a spoloc¢enskych vedach. Prekonavanie izolacie
jednotlivych vyu€ovacich predmetov umozituje ukézat’ matematiku ako ucinny nastroj
popisujlci zakonitosti a rieSenia problémov v inych vyucovacich predmetoch.

Druhou kI'i¢ovou tlohou ucitela matematiky je podat’ matematiku atraktivnym
sposobom. Matematika je vtedy zaujimava, ak zivi naSu predstavivost, vynachadzavost,
tvorivost’ a odpoveda na otazky, ktoré vyplynuli z konkrétnych zivotnych potrieb alebo
sktisenosti. Uvadzané atributy spiia tzv. objavné vyudovanie, ktoré umoziuje uéiacim sa
aktivne participovat’ pri objavovani rieSeni skutocnych problémov z praxe.

Studenti pri rieSeni problému v ramci objavného vyuovania zapajaju  Siroku $kalu
aktivit, akymi su zjednoduSovanie a  Struktirovanie komplexnych  problémov,
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systematické pozorovanie, meranie, vytvaranie grafickych a numerickych modelov,
formulovanie definicii, triedenie udajov, tvorba usudkov, stanovenie predpokladov a
hypotéz, kontrolovanie premennych, experimentovanie, vizualizacia, objavovanie
vzt'ahov, prepojeni a vzajomntl komunikaciu.

Cielom objavného vyucovania je simulovat matematickym modelom problém
z oblasti inej vednej discipliny a nasledne tento problém riesit. Studenti ziskavajii cenné
kompetencie, matematickd gramotnost v zmysle schopnosti rieSit vhodne zvolenymi
matematickymi tsudkami konkrétne problémy praxe sa zvySuje. Rocard [5] uvadza, ze
objavné vyucovanie zvySuje zaujem o matematiku v kontexte s prirodnymi vedami.

Matematika v biologii alebo biolégia v matematike?

V nasom c¢lanku uvadzame dva priklady aplikovania met6dy objavného vyucovania
pri rieSeni Gloh z bioldgie. Pri rieSeni oboch uvedenych problémov predchadza vytvoreniu
matematického modelu etapa vyhladavania atriedenia informacii a adajov z oblasti
botaniky. Téato aktivna Cinnost Studentov vyusti do formulovania a nasledného
overovania hypotézy nastrojmi matematickej Statistiky. InSpiraciu pre prva ulohu sme
ziskali zo zdroja [4].

Priklad 1. Je zname, ze listy na strome, ktoré rasta na obvode koruny, maju ¢asto
mensiu listova plochu ako listy, ktoré rasta vo vnatri koruny. Aby sa porovnala velrkost
listovej plochy istého druhu stromu, vybralo sa nahodne n = 10 listov z obvodu koruny a
m = 10 listov z vnutra koruny.

Na meranie plochy listov sa pouzila bodova metoda. Na kazdy list sa polozila félia s
mriezkou pravidelne rozmiestnenych bodov 0,5 cm x 0,5 cm. Spoéital sa pocet bodov k;,

ktoré celé lezia na liste a pocet bodov K, , ktorych ¢ast’ lezi na liste (Obrazok 1). Kazdy
bod, ktory cely lezi na liste znamena 0,25cm? listovej plochy. Celkova listova plocha je
rovna (k; +0,5k,).0,25 cm?® .Vysledky merani st v tabulke 1.

Da sa tvrdit, Ze slnecné Ziarenie nema vplyv na velkost’ listovej plochy?

Listy z obvodu Poradie Listy z vnttra Poradie

koruny X, Ri; koruny v, R,
42 3 56 13
45 4,5 62 16
77 20 68 18
41 2 76 19
48 7,5 55 12
60 15 58 14
53 10,5 48 75
40 1 53 10,5
47 6 63 17
45 4,5 52 9

Tabul'ka 1.
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m

Obrazok 1.

Riesenie.
Zvolime hladinu vyznamnosti a =0,05.

Pretoze mame maly rozsah vyberov anepozname rozdelenie pravdepodobnosti,
pouZijeme na test hypotézy neparametricky Wilcoxonov-Mann-Whitneyov test. Testujeme
hypotézu

H, : Oba vybery pochadzaji z toho isté¢ho rozdelenia pravdepodobnosti, proti

H, : Oba vybery nepochadzaju z toho ist¢ho rozdelenia pravdepodobnosti.

Vsetky namerané hodnoty usporiadame podla velkosti a priradime im poradie. Vysledky
a ich poradia su v tabul'ke. Odtlal’ smtame poradia pre prvy a pre druhy vyber

T, = ZRlI 74, T, ZR2|_136

Potom

n(n+1) m(m+1)

U, =nm+ -T,=8L U,=nm+ -T,=19.

Kritickd  hodnota je W(a)=W(0,05)=23. Hodnota testovacej Statistiky je
min(U,,U,) =19 <23 hypotézu H, zamietame.

Na zéklade ziskanych vysledkov sa da tvrdit’ na hladine vyznamnosti «« =0,05, Ze

slnecné ziarenie ma vplyv na vel'kost’ listovej plochy.

Priklad 2. Zaujima nas vzfah medzi diZkou stebla (cm) vybranej odrody p3enice
a velkostou klasu (cm) skimanej odrody pSenice. Na poli bolo nahodne vybranych 25
rastlin, u ktorych boli odmerané dizky oboch znakov. Vysledky merani sii zaznamenané
v tabul’ke 2. D4 sa tvrdit, Ze diZka stebla pSenice a velkost klasku st zavislé javy?

rastlina diZka stebla | velkost’ klasu
1 105 5,6
2 103 6,2
3 101 4,8
4 107 6,5
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5 103 54
6 102 5
7 104 5,6
8 103 6
9 102 4,9
10 106 6,3
11 105 5,2
12 101 4,9
13 103 53
14 107 6,6
15 106 6,4
16 102 5
17 100 4,9
18 100 5
19 106 6
20 105 4,9
21 105 4,8
22 101 5,2
23 105 4,8
24 101 51
25 101 5
Tabulka 2.

Riesenie. Zavislost’ medzi diZkou stebla vybranej odrody p3enice a velkostou jej klasku
na zéklade ziskanych udajov znazornime korelacnym grafom.

Zavislost medzi dizkou stebla a velkostou
klasu vybranej odrody pSenice
P ~
E», 6 - s
) ] - ~
k= 5 e ! L] z
34
{=H
3
&2
“
Z 0
% 98 100 102 104 106 108
= dizka stebla (cm)
Graf 1.
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Pozorovanymi znakmi st znaky X, Y, kde X oznaéuje diZku stebla vybranej odrody p3enice
a Y velkost klasu pSenice. Budeme predpokladat, ze mndhodny vektor (X,Y) ma
dvojrozmerné normalne rozdelenie s korelacnym Pearsonovym Koeficientom p.
Vypocitame hodnotu vyberového koeficientu koreldcie r zo vztahu

(% - XNy - )

i=1

Dostavame r = 0,66.

Po vypocitani vyberového koeficientu korelacie, ktory poukazuje na pomerne silny
stupen zavislosti medzi pozorovanymi znakmi sme si polozili otdzku, ¢ije mozné ziskané
vysledky zovSeobecnit pre cely zdkladny subor.

Odpoved’ ziskame realizovanim testu vyznamnosti koeficientu korelacie r.

Na hladine vyznamnosti a = 0,01 budeme testovat’, &i je zavislost medzi dizkou stebla

vybranej odrody psSenice a velkostou jej klasu Statisticky vyznamna.

Testovany problém bude mat’ nasledujuci tvar:

Ho: p= 0 proti Hy: p# 0.

Nulova hypotéza H, vyjadruje, Ze pozorované znaky X, Y st nezavislé a alternativna
hypotéza H; vyjadruje, Ze medzi pozorovanymi X,Y znakmi existuje signifikantna
Statisticka zavislost.

Ako testovacie kritérium pouZzijeme Statistiku:

t:; n-2,

Vi1-r?
ktora ma za platnosti testovanej hypotézy H, Studentovo t - rozdelenie o(n — 2)
stupiioch volnosti. Hypotézu zamietame na hladine vyznamnosti «a , ak |t| >1, (n - 2),

kdet,, (n - 2), st kritické hodnoty Studentovho t - rozdelenia o n — 2 stuptioch volnosti.
V opac¢nom pripade, t.].
ak |t| <t, (n — 2), hypotézu Hy nemézeme zamietnut’, ¢o znamena, ze korelacia nie je

Statisticky vyznamna.
Dostavame

r 0,66
t=———=+n-2= \/ =4,21.
V1-r? v1-04

Ziskanu hodnotu porovname s tabul’kovou hodnotou tg0;.23 = 2,81.
Zamietame na hladine vyznamnosti & = 0,01 nulova hypotézu. To znamena, Ze medzi
pozorovanymi znakmi X, Y existuje $tatisticky vyznamna zavislost. CiZe so vzrastajiicou
diZkou stebla pienice zviciuje sa aj velkost’ jej klasku.

Zaver

Obe vyssie uvadzané ulohy maju znaky problému, ktory je mozné rieSit’ vV ramci
objavného vyuCovania matematiky. Studenti sa pocas jeho riefenia oboznamuju
s problematikou z oblasti botaniky, je moZné realizovat’ aj meranie diZky stebla a klaskov
pSenice v teréne v ramci d’alSieho vyucovacieho predmetu. Registrujeme, Ze pri objavnom
vyucovani sa dostavaji do popredia okrem interdisciplinarity tiez prvky integrovaného
vyucovanie, ktoré akcentuje komplexny rozvoj osobnosti Studenta. Takyto spOsob
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vyucovania matematiky je pre Studentov atraktivny a predovsetkym ukazuje matematiku
V inom svetle; nie len ako svet abstraktnych pojmov, definicii a viet ale predovsetkym ako
uzitoény nastroj na rieSenie problémov z praxe.
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ROZVIJANIE TVORIVOSTI MATEMATICKY NADANYCH STUDENTOV
V DIGITALNOM PROSTREDI

CREATIVITY DEVELOPMENT OF GIFTED AND TALENTED STUDENTS IN
DIGITAL ENVIROMENT

LiLLA KORENOVA

ABSTRAKT. Pre matematicky nadanych Studentov je typicky zrychleny rozvoj kognitivnych
schopnosti, ktoré mézeme rozvijat pomocou vhodnej motivicie k tvorivosti vo vhodnom
didaktickom prostredi. Dalsie typické charakteristiky nadanych studentov sii zvedavost, radost
z objavovania, schopnost klast nevsedné otazky a dobrd schopnost argumentovat. Preto je
konStruktivisticky pristup vo vyucovani velmi vhodnym ndstrojom pre rozvoj kreativity
matematicky nadanych Studentov. V prispevku uvadzame niekolko prikladov vyucby
matematiky touto metodou v digitalnom prostredi.

KrUCOVE SLOVA: kreativita, IKT, konstruktivizmus, GeoGebra

ABSTRACT. Accelerated cognitive growth is typical for gifted and talented students, which can
be developed under sufficient motivation and creativity using proper didactic environment.
Other typical characteristics of gifted students involve curiosity, joy from discovering, asking
uncommon questions and a good ability to argue. Therefore a constructivist approach in
teaching is very appropriate for developing the creativity of mathematically gifted students. In
this contribution we present several examples of teaching mathematics in a digital enviroment.

KEeY WoRDS: creativity, ICT, constructivist approach, GeoGebra

CLASSIFICATION: U54, U53
Uvod

Co je to tvorivost’? Aky je rozdiel medzi inteligenciou a tvorivostou?

Problematika tvorivosti je mimoriadne zlozitd, komplikovand, nedostato¢ne
preskimana. V sucasnosti existuje niekolko sto definicii tvorivosti, nazyvanej aj
kreativita. Jedna z najznamejSich definicii je od Torrance, ktory kreativitu popisuje ako
vznik nieCoho nového, ako proces formovania myslienok alebo hypotéz, testovania
hypotéz a komunikacie vysledkov. Kreativny proces potom podl'a neho Usti v nie¢o nové,
dovtedy nevytvorené. Na zaklade poprednych svetovych odbornikov opisuje Turek
niekol’ko axiom o tvorivosti. Z nich vyberame pre nas doleziti axiomu: Tvorivost, tvorivé
schopnosti, tvorivé myslenie je mozné rozvijat, formovat’, trénovat, t. j. je mozné ich
zvySovat’. [9]

Rozdiel medzi tvorivostou a inteligenciou je najmd v tom, Ze inteligencia je
intelektova schopnost’ zakladajtica sa na konvergentnom mysleni, ktora signalizuje kvalitu
orientacie v problémovych situdciach, vo vybere vhodného rieSenia a v miere preukazanej
pruznosti a lahkosti v zmene zamerania. Naproti tomu tvorivost je proces, ktorého
zlozkami su aj medzery a nedostatky v poznavani, senzibilita k chybajucim prvkom,
proces odhalovania problémov a hladania novych originalnych postupov, vytvarania,
overovania a hodnotenia hypotéz.
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Ako pri inteligencii, tak aj pri tvorivosti ide o intelektovii ¢innost’. Inteligencia a
tvorivost’ vsak nie su totozné. VSeobecne vsak plati, ze vysokd inteligencia sa moze spajat
s niZSou uroviou tvorivosti, ale vysoka troven tvorivosti myslenia sa nevyskytuje s vel'mi
nizkou trovinou inteligencie.

Co je nadanie (matematické)?

S pojmom tvorivych schopnosti sa viazu pojmy nadanie a talent. Nadpriemerna troven
schopnosti jednotlivca prejavujica sa v urcitej oblasti I'udskej tvorivosti je nazyvana
nadanim alebo talentom k vykondvaniu urcitej Cinnosti. Najmé psycholégovia sa dlhu
dobu zaoberaju Struktirou nadania - hl'adanim faktorov, ktoré samotné nadanie vytvaraju a
ovplyviiuju. Prisli na to, Ze nadanie nie je len subor vysokych schopnosti, ale aj inych
vlastnosti osobnosti. Tak vznikol Renzulliho trojprstencovy model nadania, ktory
zobrazuje nadanie ako prienik vysokych schopnosti, tvorivosti a motivacie (snahy,
zanietenia). [6]

Renzulli vypracoval model talentu na zaklade rozboru désledkov vyplyvajucich z toho,
7e v praxi bola rozhodujicim kritériom pre vyber talentovanych hodnota 1Q. Vy¢lenil
v iom tri zakladné skupiny charakteristik osobnosti a talent chape ako interakciu medzi
nimi (obrazok 1)

vysoke / brorivost
schopnosti |

motivAcia
nadanie
—

Obrazok 1

Pre ucitela vyplyva , Ze mdéze ovplyviiovat motivaciou kreativitu a zaangazovanost’
Studentov. Tym pomaha rozvoju talent Ziakov.

Vieme, Ze tvorivost’ sa da rozvijat! Dalej vieme, Ze pomocou motivacie sa zvysuje
zaangazovanost’ Studentov a to pomaha rozvoju jeho talentu. Tieto tvrdenia platia aj pre
matematicky nadanych Studentov.

Ako motivovat’ ku kreativnej ¢innosti? Preco konStruktivisticky pristup k vyucovaniu?

Pre Ziakov je digitalny svet v su¢asnosti vel'mi prirodzeny. VS$etci pracuju s internetom,
pouzivaju mobily, pocitace, notebook, tablet, rézne softvéry, ziju vo svete IKT. Digitalne
prostredie vo vyucovani (aj matematiky) je pre studentov vel'mi motivujuce.

Teoéria konStruktivistického poznavania a ucenia sa, ktori vypracoval $vajCiarsky
psycholég Jean Piaget, vychadza z predpokladu, Ze ziak v aktivnej interakcii s prostredim
postupne konstruuje svoj vnutorny systém poznania. Proces ucenia sa by mal prebiehat’ v
podnetnom vzdelavacom prostredi, ktoré inSpiruje ziakov k badaniu. [4]

V ramci pedagogického konStruktivizmu existuje viac koncepcii  vyuCovacieho
procesu zamerané na rozvoj tvorivosti. Z nich st najznamejsSie problémové vyucovanie a
projektové vyucovanie. Obe tieto koncepcie mézu v sebe zahfiiat’ vyuovacie metody ako
heuristicka metdda, vyskumna metdda, metdda riadeného skiimania, a d’alSie.
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Takymto podnetnym prostredim je digitalne prostredie, vyuzivanie IKT, pocitacov,
tabletov, interaktivnej tabule, softvérov a pod. Digitalne prostredie je ziakom blizke, je ich
beznou realitou. Riadené skimanie alebo vyskumni metédu mézeme vhodne vyuzivat
v digitdlnom prostredi, ako je napriklad ucebna s interaktivnou tabul'ou, vybavena
pocitacmi alebo tabletmi pre kazdého Ziaka.

O pozitivach aj negativach vyuzivania interaktivnej tabule piSe podrobnejsie Edita
Partova [5] a Katarina Zilkova [11]

Vhodnym podnetnym digitdlnym vzdeldvacim prostredim pre vSetky metody
konstruktivistického pristupu je otvoreny softvér GeoGebra. O vyuzivani softvéru
GeoGebra pisu Jan Guncaga [2], Péter Kortesi [3] a Emilia Velikova [10].

V prispevku prezentujeme softvér GeoGebra ako nastroj pre podnetné digitdlne
prostredie riadeného skiimania ziakov. V takomto digitalnom prostredi mozeme rozvijat
kreativitu Ziakov. Ziaci maja moZnost’ vytvarat hypotézy, overovat, riesit’ nové problémy.
MoézZeme rozvijat’ ich zvedavost’, tendenciu pytat’ sa, nezavislost' v mysleni, pozorovaciu
schopnost’. Pri prezentécii vysledkov badania sa rozvija aj ich sebavedomie, asertivita. To
vSetko moze napomoct’ k rozvijaniu kreativity Ziakov.

Uvadzame niekol’ko nametov pre riadené skiimanie Studentov zdkladnych a strednych
$kol v prostredi GeoGebra. Namety metodik su vytvorené ako sucast’ pripravy budicich
ucitelov v oblasti didaktiky digitdlneho vyucovania matematiky v predmete ,,Didakticky
softvér vo vyuCovani matematiky* (http://elearn.ematik.fmph.uniba.sk/), ako aj v ramci
Nérodného projektu ,,Modernizacia vzdeldvacieho procesu na strednych Skolach®
https://www.modernizaciavzdelavania.sk/) , kde sme navrhli a odskusali niekol'’ko nametov
konstruktivistického poznéavania v prostredi GeoGebra.

Niekol’ko nametov na vyucovanie

Obvodové a stredové uhly

Pri tejto ukazke sme pouzili metdédou riadeného skumania obohateni o rozmer
digitalneho prostredia GeoGebry. Studentom postupne predostrieme problémy, ktoré riesia
pomocou predpripravenych pracovnych listov v softvéri GeoGebra. Najprv Studenti
pracuju s uhlami v trojuholniku ktory je vpisany do cifernika hodin. Postupnymi otazkami
objavuju hypotézu, Ze obvodovy uhol (pri Cislici na hodinach) je dvojnasobok stredového
uhla (v strede hodin) Hypotézu si overuju len experimentovanim v GeoGebre.

Uloha 1 pre ziakov: Uréte vnatorné uhly trojuholnikov, vpisanych do cifernika hodin.
Postupne vytvarajte rozne takéto trojuholniky. Mozné rieSenie ziakov je na obrazku 2.

Obrazok 2
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Uloha 2 pre Ziakov: Na kruznici si zvol'te kruznicovy oblik Pubovolnej dizky. Zapisujte si
postupne do tabulky udaje: dizka kruZnicového oblilka, velkost obvodového uhla (pri
vrchole V) a velkost’ stredového uhla (pri S). Zistite, aky vztah plati medzi stredovym
uhlom a obvodovym uhlom. Stvisi velkost oblika s obvodovym uhlom? Premiestnite bod

V do bodu X aodvodte vztah medzi obvodovym a stredovym uhlom. Mozné rieSenia
ziakov st na obrazku 3 a 4.

2 GeoGebea (2)

Sibor Upravy Vzhiad Perspektivity Nastavenia Nastroje Okno Napoveda

NME N ERNEEEEE R

o Premiestnenie
LEc-H- @~ ~~

Obrazok 3 Obrazok 4

Uloha 3 pre Ziakov: Na kruZnici si zvol'te kruznicovy oblak T'ubovolnej dizky. Bod M je
vonkaj$i bod kruznice (zvol'te rozne umiestnenia) abod N je vnutorny bod kruznice.
Zapisujte si postupne do tabulky udaje: dizka oblika, niekolko k nemu prisluchajicich
udajov uhla BVC, BMC, BNC. Zistite ¢i ide o nejak(l zavislost. Svoje tvrdenie
oddvodnite. Mozné rieSenie Ziakov je na obrazku 5.

[ GeoGebra (2)

Subor Upravy Vzhiad Perspektivity Nastavenia Nastroje Okno Napoveda

5  S 5Y [57  S  E

L#er

Obrazok 5
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KonS$trukéné lohy rieSené pomocou zhodnych zobrazeni

Konstrukéné ulohy vo vyucovani témy zhodné zobrazenia vyzaduji vysSiu mieru
abstrakcie asi pomerne naroéné na ¢as a presnost. Studenti pomocou dynamického
softvéru GeoGebra mdzu experimentovat’, simulovat’ vSetky potrebné konstrukcie. V danej
téme sme pouzili konstruktivisticky pristup - riadené skimanie.

Uloha 1 pre ziakov: N4jdi na internete fotografiu zaujimavého mesta a rieky. Néjdi na
rieke Sirky d miesto, kde postavime most v smere kolmom na tok rieky tak, aby cesta z
miesta A do miesta B bola ¢o najkratSia. Mozné rieSenie ziakov je na obrazku 6.

T GeoGeda

Stbor Upravy Vzhiad Perspektivy Nastavenia Nastroje Okno Napoveca

’A‘ e ,',’ D ‘\17' '-," ‘/:, :‘: ) 'i‘, :‘r’e’:v'\:slmnealemvyma{emeomeklm(es() r

dakresha & [Tavua o)

LE e |—& 8 c D |
.

847 m 346 1364

Vstup. Q

Obrazok 6

Uloha 2 pre ziakov: Zahony kvetin v zamockom parku maju tvar kruznic k a 1 a lezia na
opacnej strane hlavného chodnika - priamky p (v opaénych polrovinach s hrani¢nou
priamkou p). Zahradnik chce vyznacit' chodnicek tvaru rovnostranného trojuholnika tak,
aby konce chodnicka boli na okraji zdhonov a hlavného chodnika. Matematicky model
tejto ulohy sa da napisat’: zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC tak, aby bod A lezal na
kruznici k, bod B na kruznici | a bod C na priamke p. Mozné rieSenie Ziakov je na obrazku
7. Okrem precvicenia vyuZzitia zhodnych zobrazeni dava dynamicky softvér GeoGebra
ziakom aj moznost’ skimania rieSitel'nosti tllohy a naslednej diskusie.

w2, | Ponpe
“51L55°.) Premesinenie alebo vnatenie cbekov (Esc)

SO
LHe-

Obrazok 7
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Uloha 3 pre ziakov: Najdite na internete zaujimavé zahony kvetin a formulujte podobnu
ulohu pre zahradnika ako v predchadzajucej ulohe. Rieste a overte rieSenie v GeoGebre.
Formulujte postup pre zahradnika. Mozné rieSenie Ziakov je na obrazku 8.

Dor Upravy Vzhiad Perspeklivy Nastavenia Nastroje Okno N

T 1 poveca
DA AR RICIC) €I TR 2] e s omone oo
Her

Obrazok 8

Archimedova kvadratira paraboly

Vyuzitim Archimedovej kvadratury paraboly vo vyuCovani matematiky na strednej
Skole popisal Jan Guncaga vo svojej publikacii [1].

Tento vyborny napad chceme doplnit’ vyuZitim softvéru GeoGebra. Studenti simuluju
badanie podla FEudoxovej exhaustacnej metddy, ale pomoc dostavaju napriklad
V automatizacii niektorych procesov. Mozu si totiz vytvorit Nastroj (Tools), ktorym
vytvoria trojuholnik nad danou useCkou vpisany parabole. Pomocou nastroja Tabulka
postupne vytvaraji sumu obsahov tychto trojuholnikov, ¢im sa priblizuji hodnote obsahu
oblasti ohrani¢enej parabolou a priamkou. Na podnet ucitela mézu tito hodnotu porovnat’
a hodnotou 4/3 obsahu trojuholnika vpisaného do tejto oblasti.

Po tomto dynamickom badani je vhodné, aby sa Studenti zoznamili aj s dokazom
prostrednictvom suctu nekone¢ného geometrického radu. Tento dokaz tu neuvadzame,
lebo je vSeobecne znamy. Mozné rieSenia ziakov st na obrazku 9.

€2 GesGetra.

| Sibor Upravy Vaniag Perspekiivy Nastavensa Nastrore Okno Napoveda

~ 1l Pohyb
[ Yl ol 2 ] 2o o onstoi s e

I

Obrazok 9
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Zaver

Podl'a nasho nazoru je konStruktivistickd metéda vyuCovania vel'mi vhodnd na

rozvijanie kreativity nadanych ziakov. Vyuzitie digitalnych technologii, ako napriklad
open-source softvér GeoGebra umozni ziakom experimentovat’, vytvarat a overovat
hypotézy a tak rozvijat’ ich tvorivost. Tieto metody ale vyzaduju aj kreativnych ucitelov.
Len kreativny ucitel’ moze efektivne rozvijat’ kreativitu svojich Ziakov.
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NIEKTORE SUCTOVE VZORCE VO VYUCOVANI MATEMATIKY
SOME SUM FORMULAS IN MATHEMATICAL EDUCATION

LUKAS LEDNICKY

ABSTRAKT. V tomto prispevku sa zaoberame niektorymi suctovymi vzorcami, ich odvodenim,
ako aj dokazom s vyuZitim geometrickej interpretdcie daného suctu. Uvdadzame S$tyri ulohy
spolu s riesenim, ktoré by mali poméct Ziakom vytvorit si ucelenejsie poznatky z matematiky.

KrUCOVE SLOVA: Suctoveé vzorce, geometricka interpretacia, matematicka indukcia.

ABSTRACT. In this paper we deal with some sum formulas, their derivation and proof, using
geometric interpretation of the sum. Here are four tasks and their procedure of solutions that
would help students develop a more comprehensive knowledge of mathematics.

Key WoRbDs: Sum formulas, geometric interpretation, mathematical induction.

CLASSIFICATION: D14

Uvod

So suétami ¢lenov postupnosti sa Ziaci stretdvaju pri ucive o postupnostiach na
gymnaziu. Specialne sa venuju aritmetickej a geometrickej postupnosti. S niektorymi
suctami cClenov postupnosti prirodzenych c¢isel sa vSak mozu stretniit’ aj pri ucive
0 matematickej indukcii. Tam st im predlozené vzorce na sucet vSetkych prirodzenych
¢isel od 1 po n, alebo sicet prvych n Stvorcov. Tieto maju nasledne dokazat’ pomocou
matematickej indukcie. V tomto prispevku chceme ukazat, ako je mozné tieto vztahy
odvodit’ a aj dokazat’ bez pouzitia matematickej indukcie. Takto chceme Ziakom objavnym
sposobom ukéazat, ako sa daju tieto a d’alsie podobné vztahy odvodit’ a dokazat’. Ulohou
ziakov bude skamat’ jednotlivé sucty, vytvorit’ ich vizualizaciu, vytvorit’ hypotézu, ktoru
budii musiet’ nasledne dokdzat. Pri dokaze sa budeme snazit' vyuZzivat geometricku
interpretaciu danych suctov.

Niektoré suctové vzorce a ich odvodenie

V dnesnej dobe je Casto kritizované, Ze sa Ziakom predkladaju hotové poznatky miesto
toho, aby si ich svojou vlastnou aktivitou vytvorili. V ucive o matematickej indukcii ziaci
dokazuju stétové vzorce, o ktorych nevedia ¢asto takmer ni¢ navySe ako napriklad spdsob
ako ich odvodit alebo historické pozadie odvodenia danych stcétov. Podl'a nasho nazoru je
pre ziakov obohacujuce, ak dostani moznost’ na hodine ziskat’ takéto poznatky.

Teraz uvedieme niekolko tloh aj s postupom ich rieSenia, ktoré veda k odvodeniu
a dokazaniu niektorych suctovych vzorcov objavnym sposobom.

Uloha 1: Ndjdite vzorec na vypocet siic¢tu prvych n prirodzenych cisel.

Na tvod mozeme zZiakom pre nazornost’ predviest’ jeden konkrétny sti¢et pre zvolené n.
Potom ich vyzveme, aby navrhli postup, ako n4jst’ nejaky vzorec na vypocet tohto suctu
pre 'ubovolné n. NajvhodnejSie st navrhy, ktoré vedu k postupnému urcovaniu hodnot
tohto suétu pre rézne hodnoty n, na zaklade ktorych mézeme vytvorit’ hypotézu. Stcasne
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od ziakov ziadame, aby navrhli vhodnti reprezentaciu tohto stétu obrazkom. Existuje
niekol’ko moznosti, ktoré ziaci mézu navrhnit’ (usecky s dizkami 1 cm, 2 cm, ... vytvoria
jednu tsecku; rovnaké geometrické objekty usporiadat’ do vhodného tvaru; a pod.). Tu
mobzeme ziakom polozit' otazku, ktory névrh je najvhodnejSie pouzit? Geometricka
interpretacia prostrednictvom useCiek je analdgiou k postupnému pripocitavaniu Cisel.
Lepsie je pouzit’ usporiadanie nejakych geometrickych utvarov (kruhy, Stvorce, a iné) do
vhodnych zoskupeni alebo tvarov, napriklad do trojuholnika (vid obrazok 1).

Obrazok 1

Kazdy z tychto trojuholnikov je mozné doplnit’ rovnakym trojuholnikom na obdiZnik.
Tuto skuto¢nost’ musia Ziaci objavit’, aby mohli sformulovat’ potrebni hypotézu. Spravna
hypotéza je
n(n+1)

2

Tento postup je istou obmenou postupu, ktory objavil Karl Friedrich Gauss (1777 —
1855) pri hladani suctu ¢isel od 1 do 100. S¢itanim prvého a posledného cisla, druhého
a predposledného ¢isla, atd” ziskame vzdy rovnaky sucet n+1. Tychto dvojic je vSak

1+2+3+...+n=

. . , N
polovica z celkového poctu séitavanych Eisel. Celkovy sucet je potom rovny E(n +1). Pre

neparne N je potrebné uvazit, ze prostredné c¢islo nebude mozné scitat’ s d’alSim Cislom.
V takomto pripade je mozno eSte vhodnej$§im postupom pripocitat k danému saétu
rovnaky sucet, ale v opa¢nom poradi. Takto vytvorime dvojice, ktorych sucet je n+1 aich
pocet je n. Potom hladany stcet je rovny polovici zo sucinu n(n +1). Tento postup
modzeme zapisat® takto:
2s=(1+2+3+..+4n)+(n+(n-1)+(n-2)+...+1)=
=@1+n)+(2+n-1)+@+n-2)+...(n+1)=n(n+1)
Okrem spominanej hypotézy je moZné, Ze Ziaci navrhni aj niektoré iné. Ak
interpretuju dany sucet ako obsah pravouhlého trojuholnika s odvesnami dizky n, tak
vytvoria hypotézu
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n2
1+2+3+...+n=?.

Pouzitim zvolenej geometrickej interpretacie hypotézu aj dokazeme.

Uloha 2: Ndjdite siicet prvych n parnych prirodzenych cisel.

Pouzijeme analogicky postup ako v predchadzajicej ulohe. Rozdiel nastane az pri
geometrickej interpretacii danych suctov. Ak zvolime podobnt interpreticiu ako
v predchadzajicej ulohe, tak vznikne pravouhly trojuholnik, ktorého odvesny tvori n a 2n
zvolenych objektov. Znova je mozné kazdy z tychto trojuholnikov doplnit’ rovnakym
trojuholnikom na obdiZnik so stranami n a 2n+2. Iny spdsob usporiadania mozeme vidiet
na obrazku 2. Kazdy lichobeznik na obrazku je mozné rozdelit’ na 2 zhodné trojuholniky,
ktoré spolu vytvaraju obdiznik so stranami n a n+1.

Obrazok 2

Obidva postupy vedu k spravnej hypotéze
2+4+6+...+2n=n(n+1)

Platnost’ tejto hypotézy dokazeme opét’ prostrednictvom tvahy a zvolenej geometrickej
interpretacie.

Uloha 3: Ndjdite sicet prvych n nepdarnych prirodzenych cisel.

V tejto ulohe bude opdt’ postup analogicky s postupmi v oboch predchadzajicich
ulohach. Rozdiel znova nastdva pri zvoleni vhodnej geometrickej interpretacie.
Geometrické interpretacie z oboch predchadzajucich tloh sa daju pouzit’ aj tu. Okrem nich
je mozné pouzit' eSte ndzornejsi spdsob. Po vypocitani niekol’kych suctov pre zvolené
hodnoty n zistime, ze vysledkom je vzdy druhd mocnina poctu scitavanych cisel.
Jednotlivé neparne dCisla, reprezentované danym poctom zvolenych geometrickych
objektov, skusime rozmiestnit’ tak, aby tvorili Stvorec. Na obrazku vidime toto
usporiadanie. Potom uz l'ahko vytvorime hypotézu

1+3+5+...+(2n-1)=n’

ktoru nasledne dokazeme.
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Obrazok 3

Uloha 4: Ndjdite siicet tretich mocnin prvych n prirodzenych cisel.

Zagnime znova vypoéitanim niekol’kych suétov. Ziaci z vysledkov by mali zistit, Ze
sucet je vzdy druhou mocninou nejakého prirodzeného Cisla. Na zistenie, ako toto
prirodzené Cislo zavisi od zvoleného poctu s¢itavanych tretich mocnin pouzijeme vhodné
usporiadanie zvolenych objektov. Mdzeme pouzit StvorCeky papiera alebo moézu ziaci
priamo kreslit’ na papier. Musia potrebny pocet Stvorcekov usporiadat’ do tvaru Stvorca.
DiZka strana tohto $tvorca sa rovna suétu prvych n prirodzenych &isel. S vyuZitim tohto
faktu a poznatku z prvej tlohy Ziaci vytvoria hypotézu

2
P+2°+3+...4+n°=(1+2+3+...+n) :{n(nTvtl)}

Dokaz hypotézy vykoname uvahou s vyuzitim opisanej geometrickej interpretacie.

Obrazok 4

Poznamka 1:

Vo vyssie uvedenych postupoch sa hovori o usporiadani geometrickych objektov do
tvaru trojuholnika, lichobeznika, obdiznika a §tvorca. V pripade ak n je rovné 1, tieto tvary
nemusia vzniknit. Tento pripad moézeme chéapat’ napriklad ako pravouhly trojuholnik
s odvesnami dizky 1.
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Poznamka 2:

Vo vyssie uvedenych postupoch sme uviedli, ze dokaz vykoname ivahou s vyuzitim
zvolenej geometrickej interpretdcie. Mnohi matematici takyto spdsob ,,dokazu®
neuznavaju. Na druhej strane su vSak matematici, ktori ho akceptujii. Podl'a ndSho ndzoru
je tento spdsob dokazovania pre potreby skolskej praxe prijatel'ny.

Zaver

VysSie uvedené ulohy a postupy ich rieSenia by mali podporit implementaciu
objavného vyucovania na hodinach matematiky. Pri rieSeni tychto uloh Ziaci musia
uplatnit’ r6zne procesy objavného vyucovania, ako napriklad vizualizaciu, tvorbu hypotéz,
experimentovanie. Tieto ulohy je mozné zaradit' do u¢iva o matematickej indukcii, ktora
vSak uz nie je povinnym ucivom predmetu matematika na gymnéziach. Predlozené
postupy sa mozu vyuzit' na odvodenie danych suctovych vzorcov aich dékaz sa moze
vykonat matematickou indukciou. Takto mozu ziaci ziskat’ ucelenej$i obraz o tvorbe
matematickych poznatkov a ich dokazovani.
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EDUCATIONAL LEVELS
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ABSTRACT. The subject of this paper are selected issues concerning some non-standard method
of solving mathematical tasks. The method of crushing tasks (presented in the paper) is a way
of working on the task which involves modifying the text of the task (providing more or less
data, replacing the data, transforming the task, introducing new associations, etc.). The
method can be used at every level of education.
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CLASSIFICATION: AMS 97C30, C74.

Introduction

Mathematical knowledge and skills have been playing a more and more important role
in our daily lives. At the same time, solving tasks is the essence of mathematics understood
as a field of human activity. One of the possible ways of looking at mathematics is that
from the perspective of mathematical tasks. We can say that creating and solving problems
is the major goal of mathematics at every stage of mathematics education. With the goal in
mind to prepare students, in the course of the educational process, to living in the
surrounding reality, one should emphasize the tasks which allow the pursuit of general
objectives of mathematical instruction, i.e. those developing skills and attitudes necessary
to a modern person, regardless of his or her field of activity. This goal may be reached by
suggesting the strategy of crushing to the students.

The method of crushing tasks is a way of working on the task which involves
modifying the text of the task (providing more or less data, replacing the data,
transforming the task, introducing new associations, etc.). The name of the method is
adopted from the French pedagogues A. Kaufmann, M. Fustier, A. Drevet. The researchers
assume that deep immersion in the past and present inhibits the development of the future.
And in fact, it is necessary to make room in the mind for new objects that do not exist yet
but are about to come to being. We must, therefore, crush the existing objects to create new
ones in their place (Hanisz, 1990).

The starting point in this method is the base task. "This is a task which is complex,
open, and never contains questions” (Nowik, 2011). Themes underlying the task must be
close to the student and somehow related to the interests of the person working on the task.
The crushing method can be applied in different versions. J. Hanisz offers five versions of
this method (1990).

Version 1. Forming questions to the base task given by the teacher (What can be
calculated?)

Step 1. Familiarizing students with the text of the base task;

Step 2. Forming questions to the base task (What can be calculated using the text and data
of the base task?);

Step 3. Verifying the questions proposed by the students (If and how to calculate the
unknown contained in the question?);
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Step 4. Modifying the text of the base task (Select any question. Compose a word problem
that fits it. Solve the problem).

Version I1. Composing the mathematical formula fitting the base task given by the teacher
(What will you calculate with this formula?)

Version I11. Elaborating coded schemes for solving the base task.

Version 1V. Modifying the base task given by the teacher according to the question: What
would happen if...?

Version V. Posing questions and adding new data to the base task given by the teacher
(see Jabtonska, 2011).

These versions of the crushing method do not exhaust all possibilities. Teachers and
students can modify them or create new versions of the crushing method.

The first part of the paper presents a small piece of the research results. The second
part presents a problem which can be considered at various levels of education.

Discussion of the research

Students were placed in a situation which was unusual for them. It was suggested that
they would work on nonstandard tasks. The research methodology was based on the
analysis of the solutions presented by the students. Additional research material included
the students’ responses to the questions attached to the tasks. The research group consisted
of 35 fourth-grade students of a Krakow primary school (eleven-year-olds) divided into
five groups. All of them were students with average results in science.

The main aim of the study was to identify students' skills in solving and composing
word problems. The research attempted to diagnose the fluency (i.e. Does the student stop
at forming a single question, or is he or she capable of forming a series of questions?) and
flexibility (i.e. Does the student change the direction of thinking, move from one thinking
track to another as new relationships in the base task appear to him?) of the participants’
way of thinking. The study also aimed at answering the following questions. Are the tasks
and questions created by the students original? Are the tasks and questions properly built
in terms of language and mathematical construction?

Analyzing the results of the research, attention was paid to whether the students,
answering the question of the given task, were using the tasks solved previously. The
guestionnaire contained a few math problems. In this paper, one selected problem is
presented and discussed. It is the following task.

Janek bought 7 pencils at PLN 2 in a shop, and Kasia bought 5
notebooks at PLN 4 each.
Compose as many questions as you can to the base task.

The number of questions composed by each student ranged between two and fourteen.
There were 241 questions composed by the students altogether (on average one student
composed approximately seven questions). The students were very creative in the process
of forming questions and justifying that a question could or could not be answered.
Schemes of solving individual tasks were laid out (see step two of problem solving by
Polya (1975)). When the students concluded that the task could not be solved, the
appropriate data were provided. The participants of the study were very active and willing
to participate in the discussion. They presented accurate arguments to convince the others
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of their reasons. The participants created various questions as well as formed questions
which indicated deep analysis of the task’s text. The questions proposed by the children
were divided into groups. Below are selected groups with sample questions specific for
each group in brackets:

1. Questions related to Janek (e.g. How much did Janek pay?)

2. Questions related to Kasia (e.g. How many items did Kasia buy?)

3. Questions related to Kasia and Janek (e.g. How much did they pay together? Who
paid more?)

4. Questions related to other objects present in the task (How much was the
notebook?)

Several questions formed by the students contained additional information, such as the
amount of money the children (or one child) had (What would be the change of Janek if he
had PLN 20?).

Analyzing the results, we can state that in almost all tested students (except two) fluent
and flexible thinking was well developed. Students with average learning results do not
stop at composing one or two questions, easily creating whole series of them. This may
indicate that they notice more and more new relationships in the base task. Therefore, they
move from one track of thinking to another. As for the linguistic and mathematical
correctness of the tasks composed by the students, it can be concluded that, in spite of
numerous language mistakes, mathematical errors occurred rarely.

Within the study, the students had to solve some of their own tasks. For most of them
this did not pose major difficulties. The analysis shows that most students (60%) were not
able to use their previous knowledge (use the solutions of the previous tasks). They
completed all calculations each time from the beginning.

The sailor method

In the next part of the paper a (real) situation is presented, which can serve as a starting
point to crush non-standard tasks at different levels of mathematical education.

Let us consider a commonly used procedure to draw one person from a group
of n people, called the sailor method. The participants stand in a row and
simultaneously hold up at least one finger of their right hand. Then all the
fingers shown are added up and the participants are counted up to this
number, as in the counting-out game. The person on whom the sum has been
reached is the selected one.

This is not a math task; it is rather a description of a certain real situation. Several
guestions arise here.

It is a fair selection? l.e. Are each person’s odds of being selected equal?

Do the odds of selecting a person depend on the order in which participants have been
lined up?

Will the odds of selecting a particular person change if we start the counting from someone
else?

These are the first questions that can be formulated on the basis of the considered
problem. Searching answers leads us to the way of finding the general solution by setting
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variables, solving the simpler cases first, and then generalizing the procedure in order to
obtain general results.

Assume that the participants are arranged in a row and the person from whom the
counting will begin has been determined. Thus, the set of people has been ordered. It can
therefore be assumed that each person has an assigned number, signifying his or her place
in the counting line. It seems natural to assume that the participants extend fingers
randomly , independently from each other. These assumptions allow mathematization.
Adopting them, we turn the situation into an experiment. The problem is general, so we
can start with the simplest situation when two people are involved in the selection. Let us
find the answer to the question: Is the selection of one out of two people using the sailor
method fair?

All equally likely cases of holding up fingers by two people are presented in the table.
The header row contains possible numbers of fingers extended by the first person, whereas
the header column contains possible numbers of fingers extended by the second person.
The fields on the crossing of line i and column j contain the sum i + j of fingers held up by
both people, if the first has extended i fingers and the second j fingers, (i €{1,2,3,4,5} and
j €{1,2,3,4,5}).

1[12[3]4]5
1123|4516
21314(5]6]7
314|5(6]7]|8
415(6]7]18(9
5]67[8]9]10

Consider two events: A - the first person is selected, and B - the second person is
selected. Out of the 25 equally probable results,12 correspond to event A, and 13 results to
event B, so the second person is more likely to be selected. Hence, the selection is not fair.
Let us consider another question: Is the selection of one out three people by means of the
sailor method fair?

We can proceed in the same manner as before. We present all equally likely cases of
extending fingers by three people (125 cases) in a three-dimensional table. In this
interpretation, a set of outcomes of the experiment consists of 125 smaller cubes forming
together one big cube.

It is easy to conclude that the selection is not fair in this case either. The third person in
the counting line is less likely than either of the remaining two (the difference of the odds
is 1/125).

Let us now ask the question if a number n exists with which the selection by means of
the sailor method is fair?

We can conduct the following reasoning.

When selecting one out of n people, the set of outcomes of extending fingers consists
of all n-member sequences whose members belong to the set {1,2,3,4,5}. Each outcome is
equally likely. There are 5" outcomes altogether.

A necessary condition of a fair selection is that n is a natural power of 5. This implies that
when n is not a power of 5, the selection with the sailor method is not fair.
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The above reasoning leads to the following questions:
Is the selection out of five people fair?
Is the selection out of 25, 125, 625, ... people fair?

What can be said about the fairness of the selection when the participants can hold up from
0 (fist) to 5 fingers?

What can be said about the fairness of the selection when the participants can hold up from
1 to 2 fingers?

What can be said about the fairness of the selection when the participants can indicate a
natural number from the set {1,2, ..., k}?

Answering each of the above questions requires formulating and solving the relevant
probabilistic task. For this purpose, it is necessary to translate the non-mathematical
problem into the language of mathematics, to construct the appropriate probabilistic model,
to perform the relevant calculations and interpret the obtained numerical results. Finding
answers to the questions and thus solving the subsequent tasks is a method of finding the
problem’s solution which leads from the consideration of specific cases to obtaining
certain general results. Crushing of the tasks may take here several forms.

Conclusion

In conclusion it is worth noting that in mathematical education, the important students’
activity of composing questions and problems should be considered. Such tasks allow
students to learn more about the structure of the problem and allow them to develop
mathematical activity, including creative activity.
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INTERDISCIPLINARY TEACHING OF MATHEMATICS AND SCIENCE
IN SLOVAKIA -PILOT STUDY

JANKA MELUSOVA, JAN SUNDERLIK, SONA CERETKOVA

ABSTRAKT. V prispevku sa zaoberame vysledkami pilotnej Studie zameranej na pracu ucitelov
po prijati Statneho vzdelavacieho programu so zameranim na interdiciplindrne vyucovanie. Na
zdaklade prdac Nikitina (2006) a Chevallard (2002, 2004) hladdame v slovenskych triedach
hlavné prekdazky a naopak, podmienky, ktoré moézZu pomdct rozsireniu interdisciplindrneho
vyucovania matematiky a prirodovednych predmetov do slovenskych $kol.

KrUCOVE SLOVA: interdisciplinarne vyucovanie, prdaca ucitelov

ABSTRACT. In the article we present results of the pilot study interpreting teachers practice
within the new school settings using interdisciplinary teaching. Based on Nikitina (2006), and
Chevallard (2002, 2004) we define main limitation and concerns in Slovak classroom as well
as formulate some possible approaches which can help broader integration of interdisciplinary
teaching of mathematics and science in Slovakia.

KEey WoRbs: interdisciplinary teaching, in-service teachers’ practice

CLASSIFICATION: M13

1 Introduction

The word interdisciplinary means integrating two or more disciplines. On the very
beginning there was no separation into scientific fields at all. The growing human
knowledge caused the rising of separate research/knowledge fields. But the complexity of
the word and society required particular cooperation. There are plenty of examples in the
history where the development in one discipline was caused by development of another
mathematical discipline and vice versa. In contrast with the complexity of the word is the
simplistic way of understanding the word as is dealt by media. Even people who conceive
the reality as something complex sometimes accept simplistic arguments (Garcia & Abril,
2009). In the effort to grow up and educate critical and active citizens, the complex
thinking should be introduced to schools. Interdisciplinary teaching is not new idea. It was
one of the concepts of Progressive Education Movement in USA in late 1920’s (Vars,
1969). In 1949 Tyler listed integration of subjects as one of criteria for effective
organization of school.

2 Theoretical considerations

Integrating of two or more disciplines can be done in three main approaches according
the level of cooperation of teachers (Spelt et al., 2009): multi-disciplinary teaching,
interdisciplinary teaching and integrating curricula. Within multi-disciplinary teaching
there is one shared topic, but the teachers do not cooperate. Within interdisciplinary is one
shared topic taught by several teachers across different subjects, but the teachers
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collaborate. Students’ knowledge from one discipline is enriched by other one. Integrated
curricula are presented by one teacher in one subject.

Nikitina (2006) divided successful strategies of interdisciplinary teaching into three
groups: (1) contextualizing, (2) conceptualizing and (3) problem-centering.

The first of the strategies, contextualizing, sets the discipline content in the broader
context of history, ethics, society, culture or personal experience. Typical example of this
approach is the history of mathematics which sets the discovery in the matter of time. Main
advantage of contextualizing strategy is offering the student to gain the theoretical,
methodological, epistemological and historical connections among disciplines, to make
mathematics and science more accessible. But, we have to be careful while implementing,
because it is not aimed to turn the mathematics classroom into philosophical debate.

The second defined strategy is conceptualizing. Conceptualizing means to identify the
core concepts which are central for two or more disciplines (e.g. linearity, exponential
growth). This strategy aims to understand essential natural laws which are valid without
human intervention. It proceeds from the empirical data to more general knowledge.
Instead rather philosophical issues characteristic for contextualizing, the conceptualizing
connections need strong standard of verification, replication and mathematical expression.
These links in practice usually need particular effort, they are not intuitive, students usually
do not see the connections. The role of the teacher in this kind of approach is really crucial.

The last described strategy is problem-centering, it is pragmatic,

real-life oriented pedagogy. In order to solve (usually) ill-structured

Civilisation problems, the concepts, processes and ideas from different disciplines

' ’ have to be used. In contrast with previous two strategies, its aim is not
to build coherence between different ideas, but to create tangible
outcome or product. The epistemological goal of this strategy is not
so much to advance the knowledge, but to use tools of different
School disciplines to “fight” with the difficult problem. Disciplines here are
used precisely, but only particular parts necessary for attaching the

problem. Students in problem-centering classes may acquire specific

Society

_ Pedagogy disciplinary knowledge, but classes like this should be supplemented
_ by broader context and content to obtain the consistent and personally
Discipline meaningful knowledge of each discipline.

Each of the three strategies has its own advantages and

i disadvantages, strength and weak points. Sticking on one of them is

Domain almost impossible, but by combining them, students can get coherent

"~ E— knowledge and sense of the world. In the hand of good teachers the

reasonable combination of the strategies can be really powerful tool
to provide meaningful and exiting nature for the classroom work.

In the effort to follow and understand the process of
Theme implementation of interdisciplinary teaching in Slovak schools we
. used the framework based in the Anthropological Theory of Didactics
by Chevallard (1999) where good summary of its main constrict and
evolution can be found in Bosh and Gascén (2006). Main tool for our
analysis will be the levels of determination proposed by Chevallard
Fi (2002, 2004) in an attempt to categorise where this restrictions and

igure 1 Levels . . .
of determination constraints are coming fr_om (see Figure 1).
(Bosh & Gascon, We can divide this hierarchy in two parts: lower and upper levels.
2006) Upper levels are characterized by the policy makers and the

Sector

Questions
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organization of the education civilization — society — school — pedagogy. These levels
influence what kind of mathematics and how it should be taught in schools. Then the lower
levels discipline — domain — sector — theme — question represents the concrete situation
how the different topics are taught.

3 The study

Within the European project COMPASS (www.compass-project.eu) were prepared
several materials for interdisciplinary teaching at secondary schools. They also contain
inquiry-based pedagogy with usage of ICT. The primary strategy for integrating disciplines
was problem-centering, but the initial problem was set in the context of European society
and particular contents in disciplines were stressed (see Figure 2).

Holistic
problem
I

I T 1} T 1

Discipline Discipline Discipline Discipline

Solution

Figure 2 Model of integrating strategy used in project COMPASS

Research questions

What kind of limitation and constrains do the teachers stress in our educational system
that prevent interdisciplinary teaching in mathematics and science from being widely
incorporate in daily class conditions?

What kind of conditions could help integration of interdisciplinary teaching in
mathematics and science at schools in Slovakia?

Methods and data collection

In our pilot study we have two teachers using one of developed materials “Food” in
their teaching. The first teacher is specialist in math and physic and second teacher has
specialization chemistry and biology. For the first teacher we used pseudonym “Peter*. He
is experienced teacher and very active in projects and other activities. For the second
teacher we used pseudonym “Olga“. She is a beginning teacher. Both of them teach at one
of the best secondary schools in town, with mostly gifted and talented students. The
lessons were thought in grade 8th (13 — 14 years old students). They spent nine lessons
together with the materials. One introductory lesson, then physic lesson, two biology
lessons, two chemistry lessons, two mathematics lessons and preparation of lunch menu
for one week.

For data collection we used semi-structured group interview where both teachers had
the opportunity to express their opinion and raise new topic. For data analysis we used
proposed theoretical framework and focused on the upper levels.
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3 Findings

According to theoretical framework we analysed semi-structured group interview with
two teachers that experienced the interdisciplinary teaching within new approach that was
problem-centered. Our main purpose was to understand the real situation in concrete
school based on the teachers’ beliefs and opinions, that can served as a key points for
further investigation. This down-up approach help us identify main teachers complains and
the usage of the material. Based on the identification of constraints we also offer few
possible conditions that could help.

Society level

As the main constrains teachers see how the curriculum is set up. But on the other hand
the current legislative supports students centered pedagogies and interdisciplinary
teaching. “In the educational process it should be emphasized that there are no
barriers/boarders between the science subjects and discovering of nature is possible only
by the coordinated collaboration of all science fields using mathematics and ICT tools”
(Hauser 2008).

The teachers still remain into old settings where the curriculum maps did not change
from the time when the topics to teach were centrally given. Even thou Peter and Olga
liked the idea, they were very skeptical about the practical usage of materials like this and
project based learning in general. They see our school system very rigid as Peter
mentioned ,,our school system is 150 years old and we cannot change it so easily”.

School level

Peter felt that the school does not support the interdisciplinary teaching and mentioned
several limitations to the hinder the implementation in his case. Similar but less explicit are
also Olga’s believes. Because of implementation of the interdisciplinary material they
needed to change current curriculum map and consequently they were in time shortage
with other topics. For the question if they could adapt their curriculum maps at the
beginning of the school year they were less skeptical, but saw it as one approach how it
could be done.

On the other hand, they saw the obstacle of school culture, where it should be more
supported by other teachers too. They explicitly expressed that ,we need to have one
curriculum map in the school year, but if there are three other teacher teaching in the
same year it is not easy to change the plan.”

Pedagogy level

Both teachers expressed that they did not change their teaching and the lessons were
mostly transmisive teaching with interactive questioning. The intended pedagogy wasn’t
suitable for problem-centered education. The reason for this approach was that Peter
thought that 14 years old students are not prepared for inquiry teaching and they are not
used to look up for information by themselves. On the other side we observed that both
teachers implemented several methods for active learning, but they were not aware of
them. Possible explanation is that the implemented material design forced the teachers to
use more student-centered pedagogies.

Discipline level

Within the level of discipline we focused on the three different strategies as mentioned
in (Nikitina, 2006). Peter presented that he spontaneously built the problems into the
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context of every day eating habits of students and was able to adapt the existing material
quite easily.

For Peter and Olga the content of discipline was at the first place. They firstly needed
to give students all prescribed information and then stress connection between the
disciplines. For example pupils got information about saccharides, lipids and proteins and
their role in human organism in biology lesson. Afterwards they worked with the concept
of macronutrients again, in the chemistry lesson, where they learnt about the structure of
saccharides, lipids and proteins and conducted several experiments.

In lesson plans we can see strong beliefs that students need wider overview that the
problem-centered teaching offers. Advantage is that Olga and Peter are used to teach
content and they are specialist in their area. On the other side, problem-centering caused
the need for teachers to implement new, student-centered pedagogy, teaching strategies
that are usually missing in Slovak schools.

4 Discussion and conclusions

Both teachers see interdisciplinary teaching as motivating for students but cannot see
its normal usage in practice even thou they mentioned positive effect on students. In the
pilot study teachers stressed two main limitations that prevent interdisciplinary teaching
from being widely incorporate in daily class conditions: rigid curricular maps and pupils
not prepared for inquiry-based learning. As mentioned in the findings, Peter expressed the
opinion that his students were not able to work within inquiry based environment. It is in
contradiction with research (Brown & Coles, 2008) which shown that 14 years old students
were able to work like that and even more their intrinsic motivation to participate in
mathematics was higher. We assume that this opinion is caused by lack of experience with
student-centered pedagogy. However, design of materials helped both teachers in
implementation of methods of active learning and at the end they were surprised by good
work of students.

Curriculum concern is connected with the school culture that was another limitation
influencing the implementation of interdisciplinary materials. The limitation comes from
different views of several teachers within the one year used to teach common content. The
new demand of competences arrived after the reform act in 2008 that increased the level of
teachers’ out-of-the-classroom work. To this situation arose another new competence of
interdisciplinary planning of curriculum maps which requires also new way of professional
communication between the science and math department.

Slovak teachers are good educated in content of their school subject but they are not
experienced in development of common pupils’ competencies within several subjects.
Well-designed materials can support teachers in development of competences and teachers
can prevent existence of blind spots in the disciplinary breadth (Nikitina, 2006) that can
bring problem-centering strategy.

The teachers are influenced by their previous beliefs and experience from previous
teaching. It is difficult to change their way of work in short period of time. That gives us a
reason for longitudinal professional development of in-service teachers that would be
focused on interdisciplinary teaching and student centered pedagogies.
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PROGRAM IN MATHEMATICS AT THE GYMNASIUM
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ABSTRAKT. V Skolskom roku 2008/2009 bola uvedend do zdkladnych a strednych skol
reforma obsahu vzdeldvania vo forme Stitneho vzdeldvacieho programu, ktory
obsahuje len zékladné poznatky, ktoré by mal Ziak vediet. Statny vzdeldvaci program si
Jednotlivé Skoly rozpracovali do Skolskych vzdelavacich programov, ktoré maju
zohladnovat cielové poziadavky na poznatky potrebné pre vykonanie maturitnej skusky.
Obsah SVP je vyrazne minimalizovany a bez absolvovania volitelného predmetu Ziak
nemoze uspiet na maturitnej skuske. V ramci volitelnych predmetov t.j. pocas dvoch
Skolskych rokov je zvladnutie uciva velmi narocné a ako priprava na stidium na VS
nedostatocné.

KreOCovE SLOVA: Stdtny vzdeldvaci program, Skolsky vzdeldvaci program,
stredoskolské vzdelavanie, ucebné osnovy pre povinny predmet, ucebné osnovy pre
volitelné predmety

ABSTRACT. In school year 2008/2009 was introduced reform of curricula into
primary and secondary schools in the form of State Education Program that includes
only the basic knowledge that a student should know. Requirements of the target
knowledge, required for the implementation of school-leaving examinations of State
Education Program, were elaborated by individual schools into School Education
Programs. The content of the State Education Program is significantly minimized and
without completion of elective course student can not succeed in school-leaving exam.
During the elective course, that is to say within two school years, it is very difficult to
deal with the curriculum. It is also insufficient as a preparation for studies at
university.

Key WoOoRbDs: State Education Program, School Education Program, secondary
education, curricula for mandatory course, curricula for elective courses

CLASSIFICATION: D74, G44.
1 Uvod

Gymnazia poskytuju v§eobecné stredoskolské vzdelanie pre pripravu na vysoku
skolu. Zavaznym dokumentom je Statny vzdelavaci program (SVP) pre gymnazia v
Slovenskej republike, ISCED 3A - vyssie sekundarne vzdelavanie. Podla tohto
dokumentu sa vzdelavaji Ziaci gymnazii so Stvorro¢nym Stadiom a Ziaci 5. az 8.
roénika gymnézii s osemroénym $tadiom. Statny vzdelavaci program stanovuje
povinné vyucovacie predmety, ktoré su zaclenené do jednotlivych vzdelavacich
oblasti. Kazda stredna $kola si v stlade so SVP vypracovava skolsky vzdelavaci
program, v ktorom vyuzitim vol'nych - disponibilnych hodin urcuje charakter svojho
Studijného programu. Okrem vyucovacich predmetov st zavedené prierezové témy,
ktoré sa prelinaju vSetkymi vzdeldvacimi oblastami. Vzdeldvacie oblasti si okruhy,
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do ktorych patri problematika vyclenena z obsahu celkového vzdelavania a z
formulovania kI'a¢ovych kompetencii. [1]

2 Statny vzdelavaci program pre gymnazia (ISCED 3A)

Statny vzdelavaci program pre gymnézia (vyssie sekundarne vzdelavanie) bol
schvaleny na gremialnej porade ministra Skolstva, vedy, vyskumu a Sportu SR dna
19.6.2008.

Az do roku 2011 boli presne stanovené tematické celky, ktoré sa maju preberat
Vv jednotlivych ro¢nikoch a nebolo mozné robit’ Upravy a presuvanie tematickych
celkov vramci ro¢nikov. Umoznenim prestivania tematickych celkov medzi
ro¢nikmi sa ale moZze stat’, Ze ziak pri prestupe z jednej Skoly na druht, ma niektoré
uivo uZ prebraté a niektoré nema prebraté vobec. V SVP sa uvadza, 7e zosuladenie
vedomosti pri prestupe ziaka zabezpeci prijimajuca Skola. AvSak, ak je tychto
rozdielov v jednotlivych predmetoch vela, je pre Ziaka vel'mi naro¢né tieto rozdiely
zvladnut’.

2.1 Profil absolventa

Je zalozeny na kl'acovych spdsobilostiach, ktoré sa rozvijaji a su rozvijané na
sociokultarnych obsahoch najmd stucasného vedného (a technického) vzdelavania.
Predstavuje vSeobecnu vzdelanost’ (ako komplex znalosti a vedomosti, schopnosti,
hodnotovych postojov, osobnych ¢it a inych dispozicii), ktoré jednotlivcovi
umozituji poznavat, konat,, hodnotit’ a dorozumievat’ sa i porozumiet’ si. Umoznuja
mu uspeSné zaclenenie sa do pracovnych a mimopracovnych spolocenskych
Struktar. Nadvdzuju na spdsobilosti ziskané v priebehu predchadzajucich stupiiov,
najma nizSieho sekundarneho vzdelavania.

Sposobilosti sa formuju na zaklade osobnej praktickej Cinnosti a skusenosti a
zaroven su uplatnitelné v Zivotnej praxi. Nevyjadruju trvaly stav, ale menia svoju
kvalitu a hodnotu pocas celého zivota. Nezastaravaju ako vedomosti, ale maji
potencidlnu vlastnost neustdle sa rozvijat (a preto mdézu byt zakladom
celozivotného ucenia sa a osobnej flexibility). St vysledkom a désledkom nielen
formalneho — skolského vzdelavania, ale aj neinstitucionalneho vzdelavania. [1]

2.2 Vykonovy standard

Jednozna¢ne urcuje rozsah Zziakovych vedomosti so zameranim na schopnost
vyuzivat ziskané vedomosti v praktickom Zzivote, spajat’ a vyuzivat’ nadobudnuté
vedomosti pri formulovani hypotéz a intuitivne ich hodnotit, pracovat’
s jednoduchymi navodmi, odbornymi textami (vyuzivanie poznatkov z internetu
a aktivne vyuzivanie IKT).

2.3 Standard kompetencii

Jednotlivé kIi¢ové kompetencie (sposobilosti) sa navzajom prelinaji, prepajaji
a maju aj nadpredmetovy programovy charakter. Ziskavaju sa ako produkt
celkového procesu vzdelavania a sebavzdelavania, t.j. kompletného vzdelavacieho
programu a d’alSich rozvijajucich aktivit, ktoré v ramci $koly prebiehaju.
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Ide o kompetencie :

kompetencia uplatiovat’ zdklad matematického myslenia a zakladné schopnosti
poznavat’ v oblasti vedy a techniky

kompetencia riesit’ problémy

kompetencia v oblasti informaénych a komunika¢nych technologii

kompetencie k celoZivotnému uceniu sa — udit’ sa udit’

socialne komunika¢né kompetencie

kompetencie socialne a personalne

kompetencie pracovné - kompetencie smerujtce k iniciativnosti a podnikavosti
kompetencie obcianske

kompetencie vnimat’ a chapat’ kultiru a vyjadrovat’ sa nastrojmi kultiry [1]

VVVVVVVY 'V

3 Ramcovy uéebny plan

Ramcovy ucebny plan obsahuje stanoveny pocet hodin pre jednotlivé predmety
a pre matematiku. V tabulke 1 uvadzame tento plan do roku 2008.

Rocnik 1. 2. 3. 4, spolu
Pocet hod. 4 4 3 3 14
MAT/tyz.

V kazdom ro¢niku bolo mozné 1 hodinu tyzdenne delit

Tabulka 1: Ramcovy uc¢ebny plan pre 4-ro¢né v§eobecné §tidium do roku 2008

Kazda trieda so Specidlnym zameranim mala vypracovany svoj ramcovy ucebny
plan a nie je mozné ich vSetky uviest’.

V tabulke 2 uvadzame rdmcovy ucebny plan pre matematiku od Skolského roku
2008/20009.

N
N
w
IN

Roénik spolu

=

Pocet hod. 4 3 3 11

MAT/tYz.

Pocet
disponibilnych
hodin pre vsetky
predmety v ro¢niku

4 4 7 15 30

Tabul’ka 2: Ramcovy ucebny plan pre 4-ro¢né studium od $kolského roku 2008/2009

Disponibilné hodiny sa mézu rozdelit’ v ramci jednotlivych ro¢nikov na :

- hodiny na posilnenie jednotlivych vyucovacich predmetov

- umoznit Ziakom zvolit’ si volitelné premety z ponuky Skolského vzdelavacieho
programu (SkVP)

4 Obsah vzdelavania

Obsah vzdelavania je jednozna¢ne uréeny - predpisanymi uc¢ebnymi osnovami,
ktoré v SVP boli zjednodusené a bolo stanovené zakladné ucivo, ktoré musi ovladat’
kazdy Ziak.
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V 3.a4. ro¢niku by sa Ziaci vramci SVP mali uz orientovat’ a $pecializovat
prostrednictvom volitelnych predmetov na tie, ktoré chct v budtcnosti Studovat’ na
vysokej skole.

4.1 Ucebné osnovy

Takzvana ,stard koncepcia“ mala tematické celky rozdelené v jednotlivych
ro¢nikoch nasledovne:

1L.roénik (132 hodin)

Uvod do stidia matematiky

Funkcie rovnice a nerovnice I.

Planimetria I.

Kombinatorika

Teoria cisel

Rozsirujuce ucivo

2. ro¢nik (132 hodin)

Funkcie rovnice a nerovnice Il.

Planimetria Il.

Stereometria I.

Rozsirujuce ucivo

3. ro¢nik (99 hodin)

Stereometria I1.

Analyticka geometria

Rozsirujuce ucivo

4. ro¢nik ( 90 hodin)

Funkcie, rovnice a nerovnice lll.- uvod do infinitezimalneho poctu (limita funkcie,
diferencidlny a integralny pocet)

Statistika a pravdepodobnost

Rozsirujuce ucivo

UcCivo sa preberalo $piralovite a po stru¢nom zopakovani sa ucivo vo vySSom
ro¢niku rozsirilo o nové poznatky, precviéilo a utvrdilo.

V' SVP boli uéebné osnovy usporiadané nasledovne:

L.rocnik (132 hodin)

Cisla, premennd a poctové vykony s cislami

Vztahy, funkcie, tabulky, diagramy

Geometria a meranie (Zakladné rovinné ttvary, meranie, rovnobezné premietanie,
Hranaté telesd —povrch a objem)

Kombinatorika, pravdepodobnost a Statistika (Organizacia suboru, Kombinatorika)
Logika, dovodenie, dokazy (vyrokova logika)

2. roc¢nik (99 hodin)

Cisla, premennd a poctové vykony s cislami (nepresné &isla)

Vztahy, funkcie, tabulky, diagramy  (linearna a exponencialna zavislost, iné
funkcie)

Geometria a meranie (Rezy kocky , Oblé telesa, ich povrch a objem, Cavalieriho
princip)

104



POZNATKY Z UPLATNOVANIA SVP V MATEMATIKE NA GYMNAZIU

Kombinatorika, pravdepodobnost' a statistika (Sanca a porovnavanie Sanci,
pravdepodobnost’ a niektoré jej vlastnosti vyuzitie v praxi
Logika, dovodenie, dokazy ( zaklady usudzovania, dokaz priamy a sporom)

3. rocnik (99 hodin)
Geometria a meranie
Kombinatorika a pravdepodobnost, statistika ($tatistika)

4. roénik (30 hodin)
Kombinatorika, pravdepodobnost, Statistika (Statistika vyberového stiboru)

Vychodiskovy dokument pre upravy SVP na strankach SPU je platny k 1.3.2011.

Od sk. roku 2011/12 je mozné prestuvanie tematickych celkov medzi roénikmi —
tato uprava plati od 1. 9. 2011. Ako uz bolo uvedené, pri prestupe ziakov medzi
Skolami to Ziakovi moZze sposobit’ urcité problémy pri dobrati uciva

4.2 Stav uéebnic

K SVP je potrebné vydat’ nové udebnice, s ktorymi je potrebné pracovat na
vyucCovacich hodindch — aktivne uplatiovat’ citanie matematickych textov s
porozumenim, ale aj na pracu doma — na precvi¢ovanie a utvrdzovanie uéiva. Pre SS
su zatial’ vydané len ucebnice pre 1. ro¢nik 1. a 2. ¢ast’, ucebnice pre 2. ro¢nik 1. a 2.
Cast’, pre vyssie rocniky ucebnice nie si vydané. V sucasnosti aj nad’alej pouzivame
staré ucebnice, ktoré vSak uplne nevyhovuji z dévodu, Ze Glohy s zoradené podla
predchadzajucich osnov a ucitel’ musi premyslene vyuzivat priklady, aby sa nestalo,
ze pri rieSeni chyba neprebraty matematicky aparat. Zbierky uloh na precvicovanie
zatial' eSte vydané neboli, preto ucitelia materialy pre Ziakov rozmnozuji, alebo
vyuzivaju zverejiiovanie Uloh prostrednictvom internetu, ¢o je velmi cCasovo
narocné, pricom Skolska reforma uz prebieha piaty skolsky rok.

5 Skolské vzdelavacie programy (SkVP)

Jednotlivé $koly si vypracovali svoje SkVP, kde &ast’ disponibilnych hodin
podl'a vlastného uvazenia pridali jednotlivym predmetom v ramci ro¢nika ako tzv.
rozSirujice hodiny, alebo ich ponechali ako volitelné predmety v jednotlivych
ro¢nikoch. V tabul’ke 3 st uvedené nahodne vybrané skoly a ich hodinova dotacia na
posilnenie predmetu matematika(*).

Skola/roénik Predmet |1.| 2. [3.]4.| spolu
Gymnazium Malacky [3] Matematika | 4 3 311 11
Gymnazium, Konstantinova 2, Matematika | 4 |3+ 1*| 3 |1 | 11+ 1*
Presov [6]

Gymnazium M Bela, Zvolen [5] Matematika | 4 3 3|1 11
Gymnazium, Golianova 68, Nitra [4] | Matematika | 4 | 3+1* | 3 | 1 | 11+ 1*

Tabul’ka 3: Prehl'ad o pridelenych disponibilnych hodinach matematiky na niektorych
gymnaziach

SkVP su zverejiiované na Skolskych webovych strankach, aby sa verejnost’

a predovSetkym rodi¢ia dozvedeli o profilacii danej $koly a moznosti ziskania
vedomosti.
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Ak 7Ziak v8ak chce ist maturovat z matematiky musi zvladnut ,,Cielové
poziadavky na vedomosti a zru¢nosti maturantov z matematiky®, ktoré boli
schvalené SPU Bratislava na prechodné obdobie 2012 — 2016, nakolko Ziaci
Studuji podla SVP, ale este aj podla ,starej koncepcie“ v 6. - 8. roéniku
osemro¢ného Stidia. Samozrejme vedomosti ziskané na hodindch matematiky,
vramci SVP, nie st postadujuce na absolvovanie maturity, a preto si ich nutne
musia doplnit’ vramci volitelnych hodin. Vacsina $kol voli cestu volitelnych
predmetov v 3. a 4. ro¢niku. Ked’ sa predpoklada, ze ziak uz priblizne vie, na akej
vysokej skole by chcel studovat’.

5.1 Cielové poziadavky na vedomosti a zruénosti maturantov z matematiky
Cielové poziadavky od predchadzajicich skolskych rokov nie su odlisné, a preto
v ramci volitelnych predmetov je potrebné doplnit’ aspon nasledovné tematické

celky:

Logika a mnoZinova matematika — je potrebné doplnit’ ¢ast mnoZinova
matematika

Cisla, premenné a vyrazy — upravy algebraickych vyrazov, uréovat’ defini¢ny obor
vyrazu, ¢iselné obory a zakladné zakony platné pre zdkladné matematické operacie,
zavedenie intervalu a praca s intervalmi, absolitna hodnota

Rovnice a nerovnice — rieSenie rovnic anerovnic s absolitnou hodnotou,
goniometrickych, logaritmickych, exponencidlnych rovnic, rieSenie sustav dvoch
rovnic o 2 neznamych (bolo Gplne zo ZS posunuté na SS), ale aj troch rovnic s tromi
neznamymi, nakolko to potom chyba pri rieSeni uloh v analytickej geometrii
(pouzitie suradnicovej sustavy Vv priestore).

Funkcie — zlozena funkcia ajej graf — vlastnosti, linearna lomena funkcia,
postupnosti, praca s mocninami aodmocninami, v ramci goniometrie vyjadrenie
uhla v stupniovej a oblukovej miere, praca s jednotkovou kruznicou, vztahy medzi
goniometrickymi funkciami — iprava goniometrickych vyrazov

Analyticka geometria v rovine (nie je obsiahnuta v zakladnych osnovach) — vektor,
vel'kost’ vektora, uhol dvoch vektorov, skalarny stéin dvoch vektorov, analytické
vyjadrenie priamky vrovine — parametrické vyjadrenie, vSeobecna rovnica,
normalovy vektor, smernicovy tvar, vzdialenost’ dvoch bodov, vzdialenost’ bodu od
priamky, uhol dvoch priamok, analytické vyjadrenie kruznice, rieSenie vzajomnych
poloh priamky a kruznice (rieSenie sustavy kvadratickej a linearnej rovnice)

5.2 U¢ebné osnovy pre volite’'né predmety

Uvedené tematické celky bolo potrebné spracovat’ do osnov SkVP pre volitelné
predmety. Nakol'ko rozsah uciva je Siroky, odporuca sa ziakom, volit’ si voliteIné
predmety tak, aby v 3. a 4. ro¢niku na seba nadvézovali. Nie je mozné uviest’ celu
paletu moznych volitelnych predmetov a ich naplne.
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Nahodnou vol'bou uvadzame niektoré sSkoly, ktoré maju svoje voliteIné predmety
uverejnené na svojich webovych strankach, napriklad:

Gymndzium, ul. 1. maja, Malacky
3. ro¢nik : Cvi€enia z matematiky 2 h/tyz.
4. ro¢nik : Cvicenia z matematiky 3 h/tyz. [3]

Gymndzium Mateja Bela, Zvolen
3. ro¢nik : Cvi€enia z matematiky 2 h/tyz.
4. ro¢nik : Cvi€enia z matematiky 2 h/tyz. [5]

Gymnazium, Golianova 68, Nitra

3. ro¢nik: RozSirujuca matematika 2 h/tyz.
Cvicenia z matematiky 1 h/tyz.

4. ro¢nik: RozSirujuca matematika 4 h/tyz.
Cvicenia z matematiky 1 h/tyz.
Deskriptivna geometria 2 h/tyz.
Seminar z matematiky 2 h/tyz. [4]

Gymnazium, Konstantinova 2, PreSov

3. ro¢nik: Seminar z matematiky 2 h/tyz.

4. ro¢nik : Cvi€enia z matematiky 2 h/tyz.
Matematika 4 h/tyz. [6]

Kazda skola ma vypracované a schvalené osnovy podla navrhu predmetovej
komisie.

Zaver

Kazda skola ma podla uvazenia zvolené volitelné predmety tak, aby svojim
SkVP prilakala ¢o najviac Ziakov a o najlepsie pripravila Ziakov na absolvovanie
maturitnej skusky. Ucivo by malo byt v osnovach volitelnych predmetov
spracované tak, aby sa stihlo prebrat, precvicit' ako aj utvrdit’ a to je tiloha vel'mi
narocna.

SVP znevyhodnil &asovii dotaciu prirodovednych predmetov. Napr.
v matematike poklesol pocet hodin 0 22 % v zakladnom — povinnom pocte hodin,
pri¢om niektoré tematické celky zo ZS st presunuté do uciva SS a st zavedené nové
tematické celky do udiva SS. Ziaci sice ziskajii zru¢nosti vo vyhl'adavani poznatkov,
napr. poznatky z finan¢nej matematiky, ktoré sa vSak neustale menia a su $pecificky
regulované. Velka pozornost sa venuje tematickym celkom Kombinatorika
a Statistika aich vyuzitiu v praxi. Zaroven zaviedol nové predmety, ktoré su
orientované spolo¢enskovedne aich poznatky by bolo mozné ziskat' aj
prostrednictvom beznych medialnych prostriedkov. Ziaci nemaju pri  uréenom
zakladnom ucive moznost’ ziskat' poznatky z infinitezimalneho poctu, ktoré tvoria
zaklad §tudia na technickych a prirodovedne zameranych vysokych skolach.
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MOTIVACE NADANYCH STUpENTﬁ PROSTREDNICTVYM
MARKOVOVYCH RETEZU

MOTIVATION OF GIFTED STUDENTS USING THE CHAINS OF MARKOF

JIRINA NOVOTNA

ABSTRAKT. Prezentujeme priklad z genetiky, jeho i matematické modely a FeSeni uzitim
Markovovych retezii. Matematické prosivedky veSeni jsou zvoleny tak, aby je byli schopni
akceptovat matematicky nadani studenti strednich Skol v ramci rozsirovani uciva s vyuzitim
mezipredmétovych vztahii.

KrUCOVE SLOVA: nadani studenti, motivace, Markovovy Fetézy, matematické modely

ABSTRACT. Three mathematical models of a genetic problem and its solving by the chains of
Markof are presented as an example of special education of gifted students. In the compliance
with it mathematics is chosen to be easy to understand for such gifted students of secondary
schools in framework of the curriculum development by using of interdisciplinary relations.

KEey WoRDs: gifted studetns, motivation, chains of Markof, matematical models

CLASSIFICATION: D55.

Uvod — matematika a nadani zaci

Matematika (z fec. pabnuatikog (mathematikos) znamena milujici poznani; uadnua
(mdthema) zna¢i védu, védéni, poznani), matematika je tedy véda, zabyvajici se z
formalniho hlediska kvantitou, strukturou, prostorem a zménou. Mezi jinymi védami se
vyznaCuje nejvy$si mirou abstrakce a ptesnosti. Dle Olejare [4] se bez matematiky
neobejde zadna védecka disciplina, matematické poznatky, zvlasté pak logika, tvoti pozadi
kazdé¢ vedy.

Zakony matematické statistiky, aplikované na soubory s velkym poctem prvkd, jsou
neuprosné: meéfené veli¢iny jsou zpravidla symetricky rozlozeny kolem jisté stiedni
hodnoty, charakteristické pro nejvétsi pocéet prvku, jedna se o Gaussovo ¢i normalni
rozlozeni pravdépodobnosti. Nejinak je tomu i v pfipadé naseho zajmu o nadani populace
74kt napt. vcelé CR. Kromé& zaki zaostavajicich (na jednom konci spektra) se zde
vyskytuji 1 zaci nadprimérné¢ nadani na opacném konci spektra. Zda se, ze pro
matematické, pifirodovédné a technické nadani symetrie neplati a Ze je mnohem vice
zakl, pro které jsou tyto obory velmi obtizné nez téch, ktefi maji pro né nadani,. Ve
skute¢nosti v8ak vic jak polovina téchto talentll ziistane neodhalena. Navic podle
poslednich vyzkumil se dokonce stava, ze i kdyz se talent ditéte pro matematiku projevi,
tak se snim dal nepracuje! Nelze tvrdit, Zze nadprimérnym studentim je poskytovano
specialni vzdélani, které by rozvijelo jejich vrozeny potencial atak dochazi ke ztraté
talentd a nasledné k nevy¢islitelnym §kodam ve véd¢, technice, uméni, apod.

Pfi analyze souCasnych teorii nadani [1] zjistime, Ze téméf vzdy se v nich nachazi
silny motivaéni prvek. Nadany jedinec je silné vnitiné motivovan, nejéastéji v podobé
z4jmu o danou oblast. Tento zdjem je tésné spjat s nadanim, ma vsak svoji historii. Zajem
musi byt v ¢loveku podnicen a rozvijen a zde je prave nezastupitelna role nejen uciteld, ale
i rodicu.
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V nasledujici kapitole prezentujeme motivac¢ni ulohu pro nadané studenty stfednich
skol, jde o rozsifujici pristup, o mezioborovou integraci, na rozdil od akcelera¢niho
pfistupu k nadanym jedincm. Struktury — stromové diagramy, se kterymi se pii feSeni
ulohy pracuje, jsou vlastné polosvazy a zde by byla dal$i moznost rozsifeni matematickych
poznatkidl smérem k teorii matematickych struktur.

Pied feSenim ulohy doporucujeme kratkou zminku o G. J. Mendelovi (1822-1884),
sveétoznamém zakladateli genetiky. Kdyby si byval G. J. Mendel nezapsal navic v dobé
svych univerzitnich studii pfednaSky z matematiky, ackoliv studoval fyziku a pfirodopis,
tézko by se setkal se spisem Ettingshausenovym: Die combinatorische Analysis, v némz
nasel matematické modely pro svoji praci. Na zaklad¢ vlastnich pfedbéznych pokusi a
kombinatorickych tvah dospél Mendel k této domnénce: Zjisti-li se pocet riznych forem,
které se vyskytuji v potomstvu k¥izencl a stanovi-li se numerické vztahy mezi nimi, pak
bude mozno porozumét procesiim spojenym s pienosem znaki z rodi¢ii na potomky.
K{tiZeni fazoli — FeSena uloha

Kiizime fazole s cervenymi a bilymi kvéty. Charakteristicky znak barvy kvéth je
uréovan dvojici gend, znichz kazdy mutze byt jednoho ze dvou typl, které oznadime
pismeny G — Cervenokvétost a g — bilokvétost. U jedince se mohou vyskytovat tyto dva
typy geni vtomto uspofadani — GG; (Gg; gG); které jsou geneticky totozné; a gg.
Kombinace GG a Gg jsou navenek barevné nerozpoznatelné. Tomuto piipadu fikame, Ze
gen G dominuje nad genem g.

Kazdy potomek zdédi po jednom genu od jednoho rodi¢e. Existuji tedy tii typy
potomkt: Dominantni D s geny GG, hybridni H sgeny Gg a recesivni R s geny gg.
Otazkou je, s jakou pravdépodobnosti dostaneme potomka dominantniho, hybridniho ¢i
recesivniho po mnohokrat opakovaném kiizeni s riznymi jedinci nezavisle na genetickém
charakteru ptivodniho jedince.

Pfi kiizeni jedinch nastavaji tyto piipady (¢islo nad Sipkou udava pravdépodobnost

prislusné genové kombinace):
1

DxD————= D
D
1
DxR S - %
1
HxH AR
1
RxR—————R %
H
D
]
R
DxH Y
b HxR

%
H

1. Probiha proces postupného ktizeni, kde zaéneme s jedincem neznamého
genetického charakteru a zkiizime ho s hybridem. Jejich potomka dale
s hybridem, atd.
Diagram prechodu:

112
172 114 ® 1/4 1/2
e
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Dllo
2 2
p_yll 11
4 2 4
11
0 - =
R 2 2
D H R

Strom, jehoz kofenem je dominantni jedinec, vypada takto:

Vypocet pravdépodobnostniho vektoru po n-tém kiizeni: p,= poP", kde p, =(=,=,=).

11
3'3

Wik

Soucin poP" aproximujeme pevnym vektorem W=(X, Yy, z) matice P.
Plati:

o

(X! Y, Z) = (X! Y, Z) ’

O DNlEL N

NI, NI NP
N[~ M|
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Ziskame soustavu tfi rovnic o tfech neznamych a k této soustavé piidame nasledujici
- 111
rovnici: x+y+z = 1. Po vyfeSeni obdrzime vektor : w= (ZE : Z) .

Budeme-li opakované kiizit fazole nezavisle na genetickém charakteru ptivodniho jedince,

1
ziskame s pravdépodobnosti P(D) = Z potomka dominantniho, potomka hybridniho

1 1
s pravdépodobnosti P(H) = E a potomka recesivniho s pravdépodobnosti P(R) = Z .

2. Kdyz jedince neznamého genetického charakteru zk#izime s jedincem dominantnim ¢i
recesivnim, pijde opét o Markoviv fetézec, ale matice pfechodu bude mit jiny tvar.
A) K¥iZeni s jedincem dominantnim.

Matice piechodu:
D 1 0O
P=H 11 0
R 2 2
0 1 0
D H R
Ptechodovy diagram ma tvar:
1/2
1
(3= 1/2 Q 1 .
D H R

Strom odpovidajici této matici by se sestrojil obdobné jako v pfedchozim ptipadé.
Plati:

1 0 O
1 1
Xy, 2)=(x,vy,2)-|= = O
(y)(y)22
0 1 0
Ze soustavy rovnic:
1
X=X+—
2y
y—1y+z
2
z=0
l=x+y+z
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ziskame vektor w = (1,0,0). Po opakovaném ki¥izeni né&jakého jedince s jedincem
dominantnim bude potomek s pravdépodobnosti P(D) = 1 dominantni jedinec. Jedna se o
absorbujici Markoviiv fetézec.

B) Ktizenim jedincem recesivnim.
Piechodova matice:

o
I
U I O

O o o
T O N[ -
) ~ N, O

Ptechodovy diagram:

1/2

Plati rovnost:

0

(X’ y!Z) :(X, y,Z)- 0
0

Po vyfeSeni ptislusné soustavy tii linearnich rovnic o tfech neznamych obdrzime vektor
w= (0,0,1). Opét jde o absorbujici Markovuv fetézec. Pravdépodobnost toho, Ze potomci
budou recesivniho typu, je P (R) =1.

O Nk -
R N O

Zavér/diskuse

Domnivame se, Ze matematické modely pouzité pifi feSeni pfedchozi tlohy jsou
pfiméfené myslenkovému potencidlu nadanych zakt. Stromové diagramy sice nejsou
vV nasi republice zafazené do povinného matematického uciva, ale z vyzkumi uved'me
napf. J. Pithonskou [5] vyplyva, Ze jsou je schopni pochopit i Zaci na 1. stupni zakladni
ekonomickych skolach byla bézné probirdna. Z vlastni zkusenosti z prace s nadanymi zaky
vim, Ze jsou nejen schopni prakticky zvladnout algoritmus nasobeni matic , ale dokonce ho
i naprogramovat v Pascalu. Poznatek, Ze soucin poP" 1ze aproximovat pevnym vektorem w
prislusné stochastické matice P, sice studenti musi pfijmout bez dikazu, ale mozna, Ze je
vyprovokuje k hledani odpovédi na otazku: Pro¢ a za jakych podminek je tato aproximace
mozna?

Reseni tulohy bylo vyzkouSeno vramci matematického seminafe na gymnaziu
Slovanské namésti v Brn€. Vyucujici piekvapil velky motivaéni naboj historické zminky
0J. G. Mendelovi, dvé studentky navrhli, Ze si pfipravi o ném projekt. Uloha podnitila
zajem studentd nejen o matematiku, ale i o genetiku. Pfi feSeni ulohy si studenti dobie
uvédomili, ze bez matematiky nelze feSit problémy z mnoha oblasti lidské Cinnosti a Ze
matematika ma ucinné prostiedky nejen pii feSeni, ale i pfi formulaci problémt. Mohli
také porovnavat efektivitu a vypovédni hodnotu t#i prezentovanych modeli. Mame
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piipravenou sérii péti uloh , jejichZ feSeni vede na Markovovy fetézy, vzhledem k rozsahu
¢lanku ji prezentujeme jednou z uloh.

Bylo by dobré¢, kdyby si nejen studenti, ale i tviirci skolskych vzdélavacich dokumentt
uvédomili, Ze bez matematiky by nikdy nebyla moznd napt. elektrifikace, radiové a
televizni ptenosy, nikdy by nevznikly pocitace, lod¢, rakety a kosmické lodé, v 1ékarstvi
by neexistovaly moderni vySetfovaci metody jako RTG, EKG, EEG, pocitacova
tomografie, atd. Vzdyt’ vyznam matematiky si uvédomoval i J. A. Komensky, ktery téméef
pred Ctyfmi stoletimi prohlasil: ,,Bez matematiky nemiize clovék nic délati, ani dila Bozi
studovati, ani dila tvoriti‘.
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ROZNE PRISTUPY K TVORBE GEOMETRICKYCH ULOH
VARIOUS APPROACHES TO CREATION OF THE GEOMETRICAL TASKS

GABRIELA PAVLOVICOVA, LUCIA RUMANOVA

ABSTRAKT. V prispevku sa zameriame na tvorivost z pohladu tvorby a vyuZitia obrazového
materidlu pri rieSent wloh s cielom ich vizualizacie ako aj vyuzitia prostriedkov IKT. Uvadzame
ukadzky tvorby réznych matematickych vuloh vychadzajucich z jedného obrazka.

KrUCOVE SLOVA: obrdzok, geometricka uloha, vizualizacia, tvorba uloh

ABSTRACT. In this paper we focus on creativity in terms of creation and use illustrative
material in solutions of the tasks, to their visualization and using of ICT. There are some
examples of various mathematical problems based on one picture.

KEeY WORDS: picture, geometrical task, visualization, creation of tasks

CLASSIFICATION: D43, G13

Uvod

Uloha ugitel’a je vo vychovno-vzdelavacom procese nezastupitena. Jednou z kompetencii,
ktoré by mal kazdy ucitel’ mat’, je i schopnost’ pripravovat’ a tvorit’ vlastny u¢ebny material
primerane urovni a vedomostiam Ziakov. Na tato tvorbu s potrebné nie len odborné
vedomosti a schopnosti, ale aj tvorivost, ako schopnost’ pracovat’ s roznym Studijnym
materialom s cielom obohatit’ vyucovanie vlastnym kreativnym pristupom. Vel'ky vyznam
ma v tomto procese aj vyuzitie tvorivosti Ziakov, ktori moézu byt aktivne zapojeni do
vyucovacieho procesu s cielom zvysit’ ich motivaciu k Studiu matematiky a zaroven aj ich
matematické schopnosti. Ako uvadza Petty (2008), tvoriva praca je dolezita pre ucitela
vSetkych odborov z troch hlavnych dévodov:

. Rozvija u ziakov schopnost’ premyslat’ tvorivym spdsobom.
. ZvySuje motivaciu ziakov. Tvorivost uspokojuje hlbokti 'udski potrebu nieco

vytvarat abyt za to oceneny. Tvorivda praca moze uspokojovat potrebu
sebarealizacie i potrebu uznania, na ktori kladie déraz Maslowova hierarchia
Pudskych potrieb.

. Prostrednictvom sebavyjadrenia déva prilezitost skimat’ pocity a osvojovat’ si
zrucnosti.

V Skolskom vyucovani sa pod rozvojom tvorivosti chape predovsetkym formativny
vplyv na Zziaka, jeho vnltorny rozvoj, rozvoj jeho dispozicii, predpokladov na tvorivi
¢innost. Tvorivé vyuCovanie vyzaduje, aby uclitel’ vytvaral a uplatitoval v jednotlivych
predmetoch také ulohy, ktoré ziakom umoznia volnejsie vyuzivat' osvojené poznatky,
pouzivat’ ich v novych kontextoch a pri rieSeni novych, neznamych problémov. Rozvoj
osobnosti Ziaka vo vyucovani je mozné zabezpeCit’ prostrednictvom ucebnych tloh, ktoré
ho motivujl, rozvijaji jeho tvorivost a hodnotové myslenie, ktoré okrem poznatkov
obsahuju i formativne prvky rozvijajuce osobnost’ (LokSova, 1., 1999).

My sa zameriame na tvorivost’ z pohl'adu tvorby a vyuzitia obrazového materialu pri
rieSeni uloh s cielom ich vizualizacie ako aj vyuzitia prostriedkov IKT.
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Podla Maresa (2007) ma ucenie z obrazového materialu svoj zaklad v spracovani
vizualnych informécii. Informacie obsiahnuté v obraze su vnimané oddelene. Obraz moze
byt rozkladany na jednotlivé prvky, ktoré sa spéjaji do urcitych skupin, identifikuji sa
jednotlivé vzt'ahy medzi nimi. Z pohl'adu psychologickych aspektov je dolezité, aby
obrazové prostriedky vyvolali uuciacich sa adekvatne predstavy o znazornenych
objektoch, dejoch ¢i procesoch.

Pracou s obrazovym materidlom sa buduje a rozvija aj vizudlna gramotnost, ¢im tento
materidl plni pri uceni sa rézne funkcie. Mares (2007) udava tieto funkcie obrazového
materialu:
dekorativna — obrazok vecne nesuvisi s ostatnym textom;
reprezentujica - obrazok je vyjadrenim textu;
organizujlica — obrazok usporaduva uz existujuce vedomosti a predstavy;
interpretujiica — ul'ahcuje Ziakom pochopenie uciva;
transformujica — ovplyviluje sposob ucenia sa Ziaka spracovavat’ informacie;
afektivno - motivacna — obrazok prebudza u ziaka zdujem o ucivo, ozivuje jeho
ucenie;

o koncentrovanie pozornosti — usmeriiuje pozornost’ na podstatné veci a orientovanie
sa Vv probléme;
. kognitivno- regulacna — podporuje poznavaci proces.

Z réznych definicii vizualnej gramotnosti, ktoré su oficialne uznavané Medzinarodnou
asociaciou pre vizualnu gramotnost IVLA (International Visual Literacy Association)
uvadzame definiciu jej zakladatela Johna Debesa (1969), ktory ako prvy pouzil termin
»Visual Literacy: Vizudlna gramotnost sa vztahuje na skupinu zrakovych schopnosti,
ktoré si clovek mozZe rozvijat' pozeranim a sucasne integrovanim dalsich zmyslovych
vnemov. Rozvoj tychto kompetencii je zdasadny pre normdalne ludské ucenie sa. Tieto
schopnosti umoznuju vizudlne gramotnému cloveku rozozndvat a interpretovat’ viditelné
pohyby, objekty, symboly, prirodné alebo umelo vyrobené, s ktorymi sa stretava vo svojom
okoli. Vdaka pouZitiu tychto schopnosti je clovek schopny porozumiet a teSit' sa
Z majstrovského diela vizudlnej komunikacie. (dostupné na http:
/lwwwe.ivla.org/org_what_vis_lit.htm)

Tvorba geometrickych tiloh vychadzajicich z obrazka

Budovanie a rozvoj geometrickych predstav je uz od utleho veku spojeny s prostredim,
v ktorom dieta vyrasta. Na ziskavanie trvalych a neformalnych vedomosti Ziakov vo
vyucovacom procese je potrebné zachovavat spojitost novych poznatkov s realnym
zivotom. To moézeme realizovat aj rieSenim matematickych aplika¢nych uloh, ktoré
rozvijaju u ziakov samostatnost’, aktivitu a tvorivost’ uz od najnizsich ro¢nikov zékladne;j
Skoly. Riesenim aplika¢nych tloh by sa Ziaci mali naucit’ formulovat’ problémy, vediet
ziskavat’ informacie potrebné k ich rieSeniu, vediet’ ich rieSit v suvislostiach a napokon
vediet’ sformulovat’ nazory a zavery tychto rieSeni.

Dalej uvadzame ukazky tvorby réznych matematickych tloh vychadzajucich z jedného
obrazka. Moéze nim byt obrazok trojuholnika bezny v Skolskej praxi alebo fotografia,
Vv ktorej sa priamo trojuholnik nenachddza ale moZeme ho dotvorit’ a vyuZzit’ pri tvorbe
zadania 0loh. Uvedené tlohy maju charakter otvorenych neparametrickych tuloh, ktoré
mobze ucitel sam modifikovat' primerane veku a matematickym schopnostiam Ziakov.
Riesenie geometrickych uloh je vhodné vizualizovat' aj vyuzitim prostriedkov IKT, my
sme konkrétne vyuzili softvér GeoGebra.
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Standardné alohy
A

B

Obrazok 1

Aplikacné ulohy

Dany je pravouhly trojuholnik ABC
s dlzkou strany b ako na obrazku 1.
e Vypocitajte vel'kosti vnutornych uhlov

trojuholnika ABC.

e Vypoditajte dizky stran BC, AB

trojuholnika ABC.

-m Stip na obrazku je na méle pri jazierku a slizi
: na uchytenie lodiek.

Obrazok 2

Riesenie aplika¢nych tuloh vyuZitim GeoGebry

Obrazok 3

Aky vysoky méze byt stip, ak by sme
poznali dizku jeho tiefia?

Aka bude diZka lana, ktoré upevnime cez
oka na stipe a do dosiek na moéle, priom
lano so stipom zviera P'ubovolny uhol?
Medzi stip a jeho tiefi natiahneme lano
tak, aby vytvorili trojuholnik. Aké dizky
stran a velkosti vnutornych uhlov bude
mat’ takto vytvoreny trojuholnik?

Molo tvaru obdiznika so stranami a, b je
pokryté drevenymi latkami v dvoch
radoch, ako je to na obrazku. Aky
priblizne je rozmer jednej drevenej latky
na mole, ak jedna latka tvori priemerne 3%
z plochy tohto moéla?

Stip na obrazku je postaveny na moéle pri

rybniku a sluzi na prichytenie lode.

Medzi stip a jeho tieri natiahneme lano

tak, aby vytvorili trojuholnik.

e Ako zavisi dizka lana od diZky tiefia
stipu? Kedy mé tien maximalnu
a kedy miniméalnu dizku?

e Ako zavisi dizka lana od jeho
uchytenia na stipe?

Pri rieseni prvej alohy pouZijeme vlastnost, 7e dizka tiefia zavisi od dopadu slne¢ného
svetla na stlp. S vyuzitim softvéru GeoGebra moZeme danu situaciu prezentovat’ pohybom
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bodu S po kruznici, ktorej polomer je vzdialenost medzi SInkom a Zemou. Situacia na
obrazku 4 je modelom, v ktorom zanedbame polohu tiefia a zameriame sa na jeho diZzku.
To nam umozni simulovat’ trojrozmerny jav v rovine, pricom polomer Zeme a Slnka
zanedbame.

T s Tools

8 input * v o v Command. v

Obréazok 4: Zavislost’ tiefia stipu od polohy sinka

V druhej ulohe dizka lana zavisi od jeho umiestnenie na stipe. V GeoGebre moézeme menit’
dizku lana pohybom bodu X na tiseke AB (X je bod, v ktorom je upevnené lano na stipe a
tise¢ka AB predstavuje dany stip). Ak umiestnime bod X do bodu B, dostaneme maximalnu
diZku lana. Umiestnenim bodu X do bodu A sa dizka lana rovna dizke tiena.

# input * =+ @ =~ Command

Obrazok 5: Dizka lana v zavislosti od jeho umiestnenie na stipe
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Vyuzitim moznosti pouzitého softvéru mézeme uvedené rieSenia uloh prezentovat
Vv dynamickom prostredi. Ziaci tak mo6zu konkrétnu situaciu vnimat’ ,,v pohybe® a skimat’
pozadované vztahy a vlastnosti objektov. UcCitel’ si moZze pripravit’ takéto ulohy aj formou
apletov.

Zaver

V tomto prispevku sme chceli poukazat’ na r6zne moznosti tvorby matematickych tloh
s cielom zvySenia motivacie a tvorivosti ziakov na hodinach matematiky. Jednym
Zzmoznym spOsobov ako ziskat obrazovy materidl, konkrétne fotografie objektov
z redlneho zivota, je zapojit ziakov do aktivit v ramci netradi¢nej formy vyucovania.
Hladanie matematiky v rdéznych podobach v naSom okoli, predstavuje aktivitu, ktoru
mobzeme realizovat’ so ziakmi napriklad vramci nejakého projektu, ako uvadzaju
Vidermanova a Melusova (2011), Svecova a Rumanova (2012). Nasim ciefom nebolo
prezentovat’ a analyzovat’ rieSenia uvedenych tloh, skor poukazat na moznosti vyuZitia
obrazového materidlu a prostriedkov IKT ako nametov pre pracu ulitelov so zdmerom
rozvoja matematickych kompetencii ziakov.
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AKTIVIZUJICI C,INNOSTI P,RI ROZVOJI K()MBINATORICKEHO MYSLENI
ZAKU PRVNIHO STUPNE ZAKLADNI SKOLY

STIMULATING ACTIVITIES FOR DEVELOPMENT OF COMBINATORY
THINKING OF FIRST-GRADE PUPILS

JANA PRIHONSKA, LUCIE VILIMOVSKA

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva problematikou rozvoje kombinatorického mysleni Zaki
prvntho stupné zdkladni Skoly. Jsou uvedeny ukdzky aktivizujicich ¢innosti s ohledem na rozvoj
riiznorodych resitelskych strategii Zakii.

KeUCOVE SLOVA: kombinatorika, kombinatorické mysleni, resitelské strategie, aktivizujici
cinnosti

ABSTRACT. In the ccontribution, the development of combinatorial thinking of pupils of
elementary school is discussed. Examples of stimulating activities for developing combinatorial
thinking are given. We mainly focus on the development of various solving strategies of
students in combinatorial problems solving.

KEey WORDS: combinatorics, combinatorial thinking, solving strategies, stimulating activities
CLASSIFICATION: A60, B50, C70, D40, K20

Uvod

Matematické vzdélavani by mélo vést zaky k vytvofeni si pozitivniho vztahu
k matematice. Hlavni ulohou $kolské matematiky je naucit fesit zaky problémové ulohy,
divergentni ulohy a ulohy zaméfené na aplikaci. Pojeti matematiky na prvnim stupni
zakladni Skoly se odviji od Skolnich vzdélavacich programi kazdé ze zakladnich skol a
bezpochyby také souvisi s piistupem kazdého ucitele matematiky. Obecné je vsak
ovlivnéno oc¢ekavanymi vystupy a u¢ivem danym RVP ZV. Zde je definovéno také cilové
zaméfeni oblasti Matematika a jeji aplikace. Pro tuto oblast jsou definovany klicové
kompetence, které jsou rozvijeny mimo jiné feSenim kombinatorickych problému jako
prostiedku k rozvoji logického mysleni.

Ulohy pro rozvoj kombinatorického mysleni souvisi nejvice s tematickymi okruhy
Nestandardni aplikacni tlohy a problémy a Zavislosti, vztahy a prace s daty. V zakladnim
vzdélavani je tato oblast zaloZena zejména na aktivnich Cinnostech, jez jsou typické pro
praci s matematickymi objekty a pro uZziti matematiky v realnych situacich. Poskytuje
védomosti a dovednosti potfebné pro prakticky zivot a napomahd tak k ziskdvani
matematické gramotnosti. (Fuchs aj. 2006, s. 7.)

Béhem feseni kombinatorickych problémt zaci na prvnim stupni hledaji mozné
postupy a fesitelské strategie, které pti jinych, resp. béznych ulohach vétSinou nevyuzivaji.
Uspésnost feseni kombinatorickych tloh neni primarné zavisla na osvojenych algoritmech
a pocetnich operacich, a mize tak pfinést pocit uspéchu a naplnéni i zadkim jindy
neldspéSnym.
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1 Aktivizace 74kt na prvnim stupni ZS

Na prvnim stupni by mél ucitel zejména respektovat pfirozené potieby zaki. Z divodu
kratkodobé pozornosti a soustfedénosti zakt prvniho stupné je nutné béhem vyuky
obméiovat organizacni formy i vyuc€ovaci metody a volit zejména takové, které maji na
zaky aktivizujici vliv. Velky diraz by mél ucitel klast na motivaci a pozitivni pfistup k
zaktim. Nejen v hodinach matematiky by mél zapojovat zajimava témata a podporovat
pfirozenou hravost a spontdnnost déti. Mél by citlivé pracovat s chybami zakli a dat jim
prostor pro hledani vlastnich postupli a experimentovani

Aktivizujici Cinnosti zvysSuji obvykle zdjem zakl o probiranou tematiku. Souvislost
mezi aktivizujicimi ¢innostmi a motivaci je zfejma. LokSova; Loksa (1999, s. 10) uvadi,
ze: ,,Motivace ma dynamizujici, aktivizujici a usmeérnujici funkci.* Dal$Sim z ptinosi
aktivizujicich ¢innosti je rozvoj kooperace. Nejde pouze o kooperaci mezi zaky, ale také
mezi zaky a ucitelem. Aktivizujici metody, podobné¢ jako ostatni vyucovaci metody,
muzeme délit dle riznych hledisek (Kotrba; Lacina 2007, s. 81 — 141):

» podle narocnosti ptipravy (Casu, materiali, pomicek)
» podle ¢asové naro¢nosti samotného pribéhu ve vyuce
» podle ucelu a cilt pouziti ve vyuce (diagnostické, opakovaci, motivaéni, vykladové,
k odreagovani)
» podle zatazeni do kategorii
hry (napft. didaktické, soutéze, interakéni, neinterakéni hry)
e problémové ulohy (napt. metody heuristické, m. cerné skiiiky, ulohy na
predvidani, atd.)
o diskusni metody (napft. brainstorming, brainwriting, fet€zova diskuse, m. Philips
66, m. cilenych otdzek, atd.)
o situa¢ni metody (rozborové, m. konfliktnich situaci, m. incidentu, m. postupného
seznamovani s pripadem, atd.)
o inscena¢ni metody (strukturni, nestrukturni, mnohostranné hrani roli)
o specialni metody (m. icebreakers, projektova vyuka, atd.)

Je na uditeli, aby zvazil, jaké aktivizujici metody jsou pro danou skupinu zakt vhodné a
realizovatelné.

1.1 Aktivizace Zaku p¥i rozvoji kombinatorického mysleni

Kombinatorika hraje v rozvoji matematického mysleni vyraznou roli. Jeji vyznam je
zejména v rozvoji logického mysleni a obecnych kombinacnich schopnosti, v neposledni
fad¢ ji lze povazovat za zaklad pro nasledné fteSeni ruznych pravdépodobnostnich
problémii. Pfi feSeni kombinatorickych tiloh na prvnim stupni ZS vyuZzivame réiznych
metod, které se opiraji o zdkovské aktivity vyplyvajici z pouzité fesitelské strategie:

pokus (experiment) — nahodny ¢i systematicky
kresleni obrazku (s vyuzitim barev)

kresleni diagramu (napft. stromového)

vyuziti tabulky

uziti grafu (napft. uzlového)

Vypis moznosti

logicka uvaha

vyuziti matematického ptikladu (popt. vzorce)

VVVVVVYY
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Pii zapojovani kombinatorickych problémd do vyuky na 1. stupni by méli ucitelé
postupovat nasledujicim zptisobem (Balint In Scholtzova 2003, s. 5):

1. Zaci hledaji nejprve jednu, potom nékolik moznosti. Ugitel si tak ovéii, zda pochopili
zadani a védi, co maji hledat.

2. Zaci hledaji co nejvice riiznych moznosti fedeni ulohy.

3. Zaci hledaji viechny moznosti feseni. M&li by si byt jisti, Ze nasli viechny moZnosti — to
je mozné tehdy, pokud objevi urcity poradek/systém v hledani moznosti.

4. Zaci nemusi najit (resp. vypsat) vechny moznosti, ale méli by nalézt uréity systém, na
jehoz zaklad¢ usoudi, jaké bude pokraCovani a kolik bude feSeni.

5. Neni tfeba, aby Zaci vyjmenovali/vypsali vSechny ptipady, nebot’ dle analyzy podminek
zvladnou vypocitat vS§echny moznosti.

Na prvnim stupni s zaky nejvice pracujeme na bodech 1. — 3. Je ziejmé, ze ucitel by mél
vést zaky k organizaci své prace (nejen v matematice) a k hledani urcitého systému feseni.
Zaci pii feSeni kombinatorickych uloh postupuji od konkrétniho zachycovani skuteénosti
ke zjednoduSovani feseni (resp. grafického zaznamu), coz souvisi pravé i s rozvojem
systematicnosti. Pokud Zaci naleznou urcity systém, pak svlj zdznam zjednodusuji,
zrychluji a obvykle naleznou i vice moZznosti feSeni.

Utitelé by s kombinatorikou na prvnim stupni ZS méli zagit prostfednictvim manipulativni
¢innosti déti. K tomu velmi dobie poslouzi napt. barevné kostky, obrazky, pastelky, aj. Je
vhodné vyuzit i osvédéenych her, jako napf. Logic, Tangramy, Clové&e, nezlob se,
Scrabble. Velkou oblibu jisté Zaci najdou v hledani cest z bludist’ a labyrintd (at’ uz v téch
na papite, ¢i v opravdovych).

2 Ukazky problémii a aktivit pro Zaky
Ukazka &.1 — CLOVECE NEZLOB SE

Klarka s Vojtou hraji hru Clovéce, nezlob se. Vojtovi se moc nedaii, ale Kldarcina
posledni figurka je uz jen 5 policek od domecku. Hodila tedy poprvé (to se jeste do
domecku nedostala), pak hral Vojta. Poslednim hodem Klarka zvitézila — jeji figurka se
dostala do domecku. Co padlo Klarce na kostkdch béhem téchto dvou hodii? Zkus najit
v§echny moznosti.

R W

Obrazek 1

Cil: propedeutika pojmu kombinace (rizné kombinace dvou hodt, které vedou k posunuti
o pét policek)

Motivace: tematika (oblibena hra)
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Metody:
» prace ve dvojicich: experimentovani s kostkami, hledani kombinaci dvou hodd
vedoucich k posunuti o pét poli¢ek, zaznamenani moznosti
» spolecna kontrola (zeptame se vSech na pocet moznosti, poté je vypiSeme a
porovname)

Pomiicky: kostka pro kazdou dvojici, nakres situace pro kazdou dvojici

Reéeni:

Uvaha: Klarka je pét policek pred ,,domeckem*. Po dvou hodech zvitézi. Co mize byt na
kostce prfi téchto dvou hodech?

1+4 6 + 5 (poprvé ,prehodila“ pocet poli, takze
4+1 zustala na misté, druhym hodem se dostala
2+3 rovnou do ,,domecku)

3+2

Odpovéd’: Klarce mohlo na kostkach padnout pét riiznych kombinaci.

Zaznam z pribéhu FeSeni Zaku

Zaci fesili Gilohu ve dvojicich. Dostali liste¢ek s obrazkem situace. Nejprve byli
dotazani, zda uhodnou, co je to za situaci, popiipad¢ za hru. VétSina zakt se hlasila a
spravné odpovédéli, e se jedna o Clovéde, nezlob se. AZ poté jim bylo preéteno zadani a
mohli za¢it fesit. Kazda dvojice dostala k dispozici jednu hraci kostku. Zéci ptisli vétsinou
velmi rychle na moznosti, kdy na kostce padlo: 1 + 4,4 + 1, 2 + 3, 3 + 2. V tomto
okamziku jim bylo sdéleno, ze to jesté nejsou vSechny moznosti - piiblizn¢€ polovina zakt
prisla na moznosti 6 + 5 a 5 + 6, z nichz druha moznost je zbyte¢na (pokud hodi Klarka 5,
tak zvitézi a jiz nepotiebuje dal hazet). Zaci jesté pfisli na jednu moznost: pii prvnim hodu
spadne Klarce kostka na zem (tedy hod je neplatny), dale hazi Vojta, poté Klarka hodi
znovu a padne ji pravé pozadovana 5. Vétsina zakl zapisovala moznosti pomoci prikladi.
U dvou divek se objevilo kresleni horni stény kostky s ¢islem, které padlo (viz obr. 2).

0 @@DD & 0
29 73 I

% — z
AR 5
() Sl

Obrazek 2

Rychlym dvojicim byl zadan dal$i tkol: Zjistéte, kolik ruznych kombinaci muZe
padnout na dvou kostkich. Zaci vétSinou zalali s vypisovanim vsech moznych
kombinaci. Pouze u dvou chlapeckych dvojic se objevilo feseni 6 - 6 = 36. Dale byl ptiklad
zapsan na tabuli a bylo vysvétleno vSem Zzakiim, co vyjadiuji dvé Sestky (jedna se o Sest
moznosti na kazdé kostce).
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Ukazka ¢.2 - MOTYLI KRIDLA

Kolika zpiisoby lze vybarvit motyla na obrazku, pokud miizes pouZit jen Cervenou a
Zlutou barvu? Barvy mohou byt usporadany jakkoliv.

Cil: propedeutika pojmu variace, rozvoj orientace v rovin¢ (pravé — levé, horni — dolni
ktidlo)

Motivace: matematika bez ¢isel — hra s barvami

Metody: samostatné vybarvovani — porovnani ve skupince, spoleéné shrnuti (Ize vyuzit
barevné papiry, vystiihat si Ctyfi ¢ervena a Ctyfi zluta kiidla a sklddat mozné variace, poté
nam kiidla mohou poslouzit k vyzdobé¢ tiidy (motylci na oknech)

Pomiicky: pastelky, popt. barevné papiry, nlizky, lze vytvofit pracovni list

s natis§ténym motylem (obr. 3), resp. nékolika stejnymi motyly

Obrazek 3

Ukazka &3 — ZVIRECI DZUNGLE - dramatizace

Jednou se zvirata v dzungli rozhodla, Ze vyslou delegaci ke krdli zvirat, aby zjistila, co je
nového. Chtéla jich vyrazit spousta: 4 pstrosi, 2 tygri, 2 pavouci, 3 berusky, 2 Zirafy a slon.
Zvédava opice potrebovala zjistit, kdo vSechno se delegace zucastni, proto se schovala ve
krovi a sledovala, kdo kolem ni projde. Videéla viak jenom nohy.

A) Kolik by opice vidéla projit nohou, pokud by za lvem vyrazila uplné vSechna zvirata?

B) Kdo se mohl ucastnit delegace, pokud opice vidéla 12 nohou? Najdi co nejvice moznosti.
C) Kdo se mohl ucastnit delegace, pokud by opice vidéla projit nohy v tomto poradi: 6
nohou stejného druhu, 4 nohy stejného druhu, 8 nohou stejného druhu?

D) Mohla by se spolu ve skutecnosti sejit vSechna tato zvirata?

Cil: uvédomeni si poradi u usporadani, nacvik systematicnosti, tvofeni rdznych skupin
zvitat s ohledem na pocet nohou (A, B, C) a s ohledem na potadi (C); rozvoj tvotivosti,
mezipiedmétové vztahy (propojeni matematiky s ptirodovédou), rozvoj kritického mysleni
(bod D)

Motivace: zvifeci tematika, masky, tvorba zvifecich ptikladl
Metody:

» zdramatizovana delegace s vyuzitim zvifecich masek; nesmime zapomenout:
nékterym zvifatim nutno ,,pfidat™ koncetiny (pavouk, beruska), vyrobime je piedem z
puncochaci nebo pruht latky a piehodime zakim pies zada).

» skupinova prace (body B, C): vyuzijeme nastiithané nakopirované obrazky zvitat, zaci
pomoci nich sestavuji (popf. lepi) zvifeci priklady (napf. 2 pStrosi + pavouk = 12
nohou)

» ftizena diskuse (bod D) — vyuZiti ucebnice (popt. encyklopedie, mapy, ¢i internetu) s
informacemi o jednotlivych zvitatech, zaci maji odpoveédét na otazku, zda se mohou
zminovana zvirata skutecn¢ sejit. Musi tedy zvazit, zda ziji ve stejném prostiedi a zda
néjaké ze zvifat neni potravou pro ostatni
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Pomiicky: masky jednotlivych zvifat (¢elenky, Satky/kusy latek, masky, zobaky, koncetiny
z puncochaci ¢i latky), kopie s obrazky zvitat pro kazdou skupinku, nizky, lepidlo, volné
papiry pro lepeni piikladt, ucebnice (encyklopedie, internet, mapa) s informacemi o
jednotlivych zvifatech (misto vyskytu a potraval!)

Zavér

Kombinatorika ma nezastupitelnou roli pro rozvoj logického mysleni. Obecné kombina¢ni
schopnosti muzeme povazovat za jedny ze zakladnich pro celkovou matematickou
gramotnost zdka. Na zikladni Skole se s kombinatorikou viceméné vice setkavaji pouze
zaci navstévujici Skoly s rozsifenou vyukou matematiky. Rizné kombinatorické ulohy se
vSak vyskytuji ¢asto v matematickych olympiadach a dalSich soutézich. Je proto tieba
rozvoji kombinatorického mysleni vénovat ndlezitou pozornost jiz od 1utlého veku.
Aktivizujici ¢innosti, které jsou jen kratce nastinény v piispévku, jsou velice dulezité pro
motivaci zakl k feSeni praktickych problémi a uvédoméni si aplikace matematickych
poznatkll v redlném Zzivote.
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EXAMPLES OF GEOGEBRA COUPLED WITH AN INTERACTIVE
WHITEBOARD TO ACHIEVE FRESH APPROACHES IN TEACHING
MATHEMATICS

TADEUSZ RATUSINSKI

ABSTRAKT. V poslednych rokoch sa spolu s technologickym pokrokom objavili nové moznosti a
poziadavky, ktoré suvisia s vyucovacim procesom. V Cclanku wuvedieme priklady novych
pristupov vo vyucovani matematiky, pricom sa zameriame na pouzitie GeoGebry s kombindciou
interaktivnej tabule vo vyucovacom procese.

KrUCOVE SLOVA:didaktika matematiky, matematika vyukové, informacné a komunikacné
technologie, nové technologie, GeoGebra, interaktivnu tabulu.

ABSTRACT. With the great technological advances of recent years appeared in both new
opportunities and new requirements related to the teaching-learning process. The article will
shown examples of possible new approaches to teaching math offered combination use
GeoGebra with interactive whiteboard in the classroom.

Key Worps: Didactics of mathematics, mathematics teaching, ICT, new technology,
GeoGebra, interactive whiteboard.

CLASSIFICATION: D40, U50, Q64

Introduction

With the great technological advances of recent years both new opportunities and new
requirements related to the teaching-learning process have appeared. You can see that
around the world, including Poland, teachers and other educational enthusiasts are
enhancing the efficiency of the educational process, as well as increasing student
involvement, and the use of activity aids which often introduce additional building on the
achievements of ICT. Extending the teaching arsenal of modern technology, however,
imposes new approaches to teaching and it is becoming necessary to update the process.
The way this transformation occurs, however, will depend on the means of teaching.

Interactive Whiteboard - an intuitive way to control your computer

An Interactive Whiteboard is one of many educational media which is becoming
increasingly popular in Polish schools. The directors of many institutions are attempting to
have their classrooms fitted with such technology.

In practice, the interactive whiteboard is a device that (usually) resembles a large white
board, and which allows interoperability through its connection to a computer and
multimedia projector. You can compare it to a big screen that responds to touch. Thus, you
can treat it as a device for input and output in an easy and intuitive way with the use of a
computer. It gives you control of all the programs running on the computer using only a
pen [1]. The user of an interactive whiteboard can, in addition to the computer screen,
display any content (such as MS Word files, MS PowerPoint, web pages, photos, videos,
etc.) and also use it to handle any running program. An Interactive Whiteboard also
includes other functions including the possibility of taking notes, writing the curriculum,
etc., but these aspects have been deliberately omitted in this article.
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GeoGebra - a universal tool

Among a group of mathematics' teachers belonging to the enthusiasts T1, free software
IS gaining increasing popularity. One such project is the program GeoGebra [2], which can
be applied to various areas of science such as mathematics, physics, geography or
economics. GeoGebra is a mathematical tool for interactive presentation and examination
of issues connected to geometry, algebra, analysis and statistics. It is designed for both
teachers and students. It is therefore a kind of DGS combined with CAS. Characteristic for
this project is that all objects identified in the program (such as curves, equations,
functions, tables, sets of points, etc.) and their properties, are closely related. It gives a
unique opportunity not only to look at an object from the perspective of the various
branches of mathematics (eg, the circle as a geometric object on a plane set of points
satisfying a certain property, the equation of a circle, etc.) but also the possibility of linking
and the free passage from one property to other in terms of algebraic and geometric
analysis. Such an approach allows the automatic adaptation to the needs of the problem or
issue under consideration in every aspect, no matter what the nature of the object was
imposed on it during its definition at the beginning. This is a very valuable opportunity that
good teachers can use in their lessons.

New and interesting possibilities arise when the teacher, engaged in the teaching
process, combines the comprehensive capabilities of a computer program such as
GeoGebra with an easy system for use with an interactive whiteboard.

Interactive help

The teacher, in order to fully realize the objectives which are pursued in the teaching of
mathematics, cannot skip any of its basic components, namely: the development of
mathematical concepts, solving problems, conducting mathematical reasoning, creating
mathematical language [3]. In each of them we can find a place for ICT.
Below are examples of lessons aimed at developing a new mathematical concept,
exploration properties and relationships of mathematical objects, analyzing problems in a
given situation, solution and interpretation tasks (especially tasks requiring high precision
design), implementation and interpretation of the claims and their leadership and
development of mathematical language.

The experiment was based on a number of lessons conducted on the basis of interactive
materials - work-sheets prepared in the form of GeoGebra files. Dynamic interactive
teaching aids presented: definitions, theorems, proofs, tasks, applications of the theorems,
the study of property and structures. Topics focused on the properties of plane figures.
Students who participated in the experiment are from high school classes (16 years old).
The main emphasis of this class is on mathematics, physical and information technology.
During the operation, the daily use of information technology is in the broad sense of the
word. The resource use - e-learning platform or Internet - as well as graphing calculators
and various computer programs, which for these students is as natural as traditional
classroom drawing on paper, supported the task.

Introduction of new concepts (definitions)

Students traditionally encounter definitions on paper, where they read verbal notation,
formal language, and sometimes even analyze a drawing illustrating one of many
situations. Materials created in the GeoGebra program depict an innovative look at existing
solutions. During the experiment conducted with the students, a unique method for
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introducing new concepts was met. This interpretation allowed the student to pay special
attention to all the conditions required by a mathematical object. Simultaneous interactive
geometric interpretation allows you to see many cases in a short time using any
combination of the conditions of the object (Fig. 1). This ensures that the TI pupil will
have many examples of objects etc. which will help them understand and learn more
comprehensively than if they were to base all their knowledge on a couple of 2D examples
from a book.

¥ Definition ¥ Definition
The height of the triangle routed ¥ the vertex s I a line segment The height of the triangle routed I the vertex Is I a line segmen
whose one end is the vertex and the second Is ™ the o

projection of the vertex of whose ona.end is the vertex and the second is ¥ the o

I™ the straight line passing through the remaining two vertices of the triangle. W the straight line passing through the remaining twa w

Figure 1 - Interactive definition of a triangle

That which is important in the case of interactive definition can also be a color, it is
thanks to this that the student can relate the verbal condition included in the definition of a
mathematical object or its property. Individual parts of this definition focus on showing the
essential features of that object. The student can read the definition and actively participate
in its creation.

In the opinion of students, a phrase which has been repeated many times is: this
definition is "alive". There is only one opinion, but clearly you can see and extract the
features necessary and sufficient for the designate as a given concept. Students emphasized
that this approach affects the images which shape the concept and thus facilitates the
search for counter-examples of the solution and its special cases.

Studying the concepts of ownership

Another aspect of the use of drawing as a dynamic interactive teaching aid is to study
the properties of mathematical concepts. When students are faced with a problem they
have to decide whether a given situation has met the definition, which often creates
considerable dilemma when diagnosing the presented case. For example, there might be a
problem in the construction of a particular type of triangle, e.g. an obtuse triangle (Fig. 2).
Interactive help allows for easier imaging and makes suggestions for choosing arguments.
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[V Definitiorr .
The height of the triangle routed W the vertex is ¥ a line segment
whose one end is the vertex and the second is ¥ the orthogonal proje_énon of the vertex of

™ the straight line passing through the remaining two vertices of the triangle

Figure 2 - Interactive definition of triangle - special case

In addition to resolving whether a situation is an example or perhaps a counter-
example it is important to also study the properties of the observed objects and
relationships in mathematics. One of the situations which were presented during the
experiment was to investigate the position of the triangle, the orthocentre, depending on its

type (Fig. 3).

Figure 3 - Orthocenter of triangle - interactive simulation

Performed in the same way, lessons could be realized as an individual task, with
discussion of the simulation, or otherwise. This stage of the definition introduced a
combination, allowing the properties of newly-discovered objects to be found as well as
preparing the groundwork for the formulation of new theorems resulting in a good field for
problem-solving (this particular problem).

Students recognized this part of the experiment as most "active" and "creative". The
ease with which they interacted with and manipulated the prepared materials meant that in
a short time they were able to analyze a wide range of diverse examples, and to make
classifications and formulate observations. A variety of examples facilitated students in
gaining their arguments during the discussion, which was a great help.
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Discovering and refining statements

This step may be preceded by a number of tasks (provoking) leading to the formulation
of hypotheses. Formulating conclusions and making disciplines, however, can be
problematic.

A new approach may help to refer matters when formulating proposals and claims. For
example, the gradual introduction of further elements as assumptions and dependencies
allow the observation of pertinent observations leading to the placing of hypothesis (Fig.
4).

Bisector ¥ non-zero segment is ¥ set of all points

plane [¥ equally spaced from the ends of this section

Bisector [V non-zero segment '
L
L]
[ ]
—9
Theorem provides the foundation for non-zero segment :
258~ @ 258
° .

Figure 4 - Interaction and the discovery of theorems

Working in this way, the teacher takes care of the formal language in which
observations are formulated as comprehensive and containing vocabulary of factual
correctness. Furthermore, the teacher ensures that all necessary conditions have been
included in the proposal, and draws attention to special cases. As with the definitions, the
students were very enthusiastic about this new "theoretical" approach, which in most cases
tied to the "rule with books." Here each of the formulated theorems allowed the
observation of all the conditions and assumptions in specific instances. Many of the
students emphasized that they preferred watching what happens to the object of
mathematical analysis when such conditions are not met as assumptions. Didactic 'spoiling’
can lead to better awareness of the need for some assumptions or the essence of certain
dependencies.

Theorem

Do not forget the necessity of proving hypotheses. How can | make the proof easier to
understand? Interactive teaching aids utilized in the GeoGebra program allow the student
to be led step by step through a formalized proof and encourages the student, at the same
time, to actively participate. The traditional paper-pupil method immediately reveals the
course of the whole proof. The solution proposed by applications in the program
encourages students to analyze each step while focusing his attention on the current
situation and the relationships presented in a given time. Another attractive aspect is that
the evidence of situation drawings is not bound. When finding proof using interactive
teaching aids it is possible to check many different combinations of "set" objects without
losing the evidential reasoning (Fig. 5).
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I~ Definition

[ Definition

™ Construction

¥ Theorem
Nan-zero segment bisectar is the set of all paints
aqually distant from the plane of the end o this episods.

¢ is the set of all points.

seg
equally distant from the plane of the end of this episode

¥ Proat
Let F be the non-zero perpendicular bisector of segment A8

¥ Proof

Let F be the non-zero perpendicular bisector of segment AB

[ By definition, the perpendicular

S(8)=B. 5,(B

Henca, | AF | =| BF | Thi

segment AB is equidistant ind B \
% Consider now a point G such that | AG | = | 8G | A

¥ By definiton, the perpendicular bisector of that o

S,(A)=B. §,(B)=A, S,(F)=F
This means that every point of the perpendicular bisector
istant from A and B

We must show that G € k We must show that G € k

11G ¢ kis segment 7 AG (of BG) intersect a simpie k at the point G 1 G ¢ kis segment ¥ AG (or BG) intersect a simple k at the point G

B ™ Then, on the basis of the triangle inequallty we woulkd have: Al

Figure 5 - Multi-stage interactive proof

Retaining evidence in such a way self-motivates students through the application of
command executed in the program. An example of such student activity may be evidence
that the length of the segment joining the sides of the harness means is equal to the
arithmetic mean length of the base (Fig. 6).

EF=ED+DC+CF

cta k

dk e
er— E=(3.3) F=(5.5) EF=EA+AB+BF

—
—s AB+DC
Adding the sides we get EF= 2
Because ABJ||DC,then EF||AB
Because AB || DC and vectors IB’ and Et?have the same senses, then

Because the ordinates of E and F are identical, then EF || AB.

a+c d k k - a+c-d
EF=\( 2 PG r=i— 1

D Gk Because ¢ -d = b, then

ERl= Iﬁ!’l* =] atk
[EF|l=—5 —==5

EF=——

A s
B

Figure 6 - Examples of evidence made spontaneously by students using GeoGebra

Students used the tools learned in the GeoGebra class. It replaced the tools with a piece
of paper. Enrolled in the formal proof of the theorem, they made, on that occasion, an
interactive drawing. In this way, an interactive document was created showing proof of the
case, which an observer can change in any way. One student said, "Such a form 1 like,
because the proof is formal, but made for a particular case. However, | can modify this
case and see what will change. The proof, however, remains true in every case." This
observation is particularly valuable, since many teachers have probably encountered
situations where after the formal proof of a theorem in the general case the student was still
not convinced of its truth for a particular case.

Conclusions and observations

Based on our experiment we can hypothesize that the transfer of knowledge using
information technology in the broad sense of the term facilitates the assimilation of new
knowledge, compared to traditional forms of communication. Consistent application of
ICT as part of the learning process (in class) and learning/studying (eg at school, at home)
meant that the students observed in class believe that a figure is not evidence, as well as
simulation and testing of dozens of examples of the problem is not sufficient enough
compared to recognition of the real observations. But it must be remembered that the group
taking part in the experiment cannot be regarded as average. These are people who
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definitely declare a positive attitude to ICT. The test performed indicated that these
students would be happy to use the tool, not only for a deeper penetration of the
substantive material but also as a tool for keeping notes, saving illustrations, discovering
the logic, or observing his/her own conduct or progress. Constant use of skillfully-selected
ICT changes the form of reasoning presented by the student or the solution. Students in
this class reached for interactive visualization in the form of a file such as GeoGebra, as
others have reached for drawings. However, it is a very valuable didactic instilling
awareness that the ICT process of reasoning cannot be concluded that formal proof is
required, whether it is the administration's argument or a counterexample. Students derive
great help from the constant presence of modern technology in the classroom in the
reinforcement of this approach.
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ABSTRAKT. Cielom tohto clanku je poukdzat na teériu odpovedi na polozky IRT a pouZzit ju pri
spracovani vysledkov vystupného testu projektu KEGA 3/7001/09 v Skolskom roku 2009/2010.

Krucove sLovA: IRT, SG model, ndrocnost wlohy, schopnosti

ABSTRACT. The aim of this paper is to mention the Item Response Theory and to use this theory
for the treatment of the KEGA 3/7001/09 project outcoming test results from the school year
2009/2010.

KEey WoRbDs: IRT, SG model, item extremity, ability
CLASSIFICATION: MESC B10

1. Uvod

Tento c¢lanok nadvdzuje na ¢lanok [6], Vv ktorom boli klasickou teodriou testov
spracované vysledky vystupného testu pre 5. ro¢nik zdkladnej Skoly vypracovaného
vramci projektu KEGA 3/7001/09 snazvom ZvySovanie klucovych matematickych
kompetencii — alternativne ucebné programy z matematiky pre zdkladné skoly v zmysle
cielov nového Statneho vzdelavacieho programu avzmysle zvySovania matematickej
gramotnosti podla dopadov PISA. Pripominame, Ze projekt pokracuje projektom KEGA
015 UKF - 4/2012 a ciel'om tychto projektov je vypracovat’ a experimentalne overit’ nové,
dopliiujice ucebné materidly vo forme problémovych uloh zameranych na rieSenie
problémov stéasného, bezného Zivota pre 5. — 9. ro¢nik ZS. Vysledky vstupného testu
projektu obsahuje ¢lanok [5], a vysledky vystupného testu pre 6. ro¢nik su spracované
v ¢lanku [3].

Novou tedriou testov pouzitou v tomto ¢lanku, nazyvanou teéria odpovedi na polozky
(Item Response Theory - IRT), odhadujeme charakteristické a informaéné krivky pre
jednotlivé ulohy vystupného testu pre 5. roénik ZS, iroven matematickych kompetencii
pre kazdého ziaka, porovname tuto uroven pre experimentalne a kontrolné skoly, a tiez pre
skupiny 8kl pri rozklade vzhl'adom na skupinu a vyucovaci jazyk. Najprv vSak Citatel'ovi
priblizime podstatu IRT a predpoklady jej pouzitia. Tedria odpovedi na polozky bola
pouzita napr. v ¢lanku [7] s vyuZitim balika 1tm programu R uvedeného v [4], a pouziva
sa tiez pri spracovani vysledkov testov PISA. Podrobnej$ie informacie o IRT mozno ziskat’

v [1], [8], [9], [10].

2. Podstata a predpoklady pouzitia IRT

Klasicka tedria testov je zamerand na deskriptivne charakteristiky skore testu, na
vypocet reliability testu, postudenie validity testu, korelacie medzi polozkami. Tedria
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odpovedi na polozky je moderna teodria testov (v porovnani s klasickou tedriou testov),
ktora je vel'mi popularna, pretoze pomocou nej mozno zistit’ vlastnosti poloziek a celého
testu, ktoré klasicka teodria neposkytuje. Ma vsak silnejsie predpoklady pouzitia. Prvym
predpokladom je existencia spolo¢ného faktora (latentnej premennej, schopnosti - ability)
vysvetlujuceho korelacie poloziek. Tento predpoklad nikdy nie je presne splneny, ale malé
porusenia tohto predpokladu nespdsobuji vel'ké rozdiely. Staci, ked pre tdaje existuje
jeden dominantny prvy faktor. Druhym predpokladom je, Ze vztah medzi pozorovanymi
odpoved’ami a latentnou premennou ma Specificki formu. Krivka zndzorfiujuca tento
vztah sa nazyva charakteristickd krivka polozky oznaCovana ako ICC. Latentna
charakteristika sa oznacuje @ a predpoklada sa, Ze ma normované rozdelenie, teda strednti
hodnotu 0 asmerodajni odchylku 1. Charakteristickd krivka je najcastejSie grafom
logistickej funkcie. Na odhad logistickej funkcie sa v pripade testov s dichotomistickymi
odpoved’ami (1 a0) pouziva trojparametricky logisticky model (niekedy menej alebo
viacparametricky) tvaru
P(v,=1l6=t)=c + LG .
1+exp(-17a (t-b))

Je to model pravdepodobnosti, Ze osoba s uroviiou latentnej premennej t odpovie na
polozku ispravne (vyberie odpoved’ 1). Parameter b; sa nazyva parameter naro¢nosti
(obtaznosti) i-tej polozky, & je diskriminany parameter a C; je parameter hadania. Pre
dobry odhad parametrov charakteristickej krivky st potrebné udaje velkého rozsahu.
Najdolezitej$im parametrom je parameter naro¢nosti b;. V bode b; ma krivka inflexny bod.

Je to bod na osi x, pricom, ak ¢; = 0, osoba so schopnost'ou &= b; si vyberie danti odpoved’
s pravdepodobnostou 0,5. Cim je parameter b; vi¢§i, tym je polozka naroénejsia.
Naroc¢nost’ polozky a schopnost’ — ability su na tej istej Skale. Parameter diskriminacie a je
tym Vvacsi, ¢im je krivka strmsia, teda ¢im polozka lepSie rozliSuje. Polozky s malym
diskrimina¢nym parametrom slabo rozliSuju medzi osobami s réznou tGroviiou schopnosti
amali by sa ztestu vylu¢it. Parameter C; sa pouziva vtedy, ked st v teste polozky
s vyberom odpovede. Je to pravdepodobnost’, Ze osoba so Ziadnou schopnostou vyberie
dant odpoved’. Vyhodou IRT modelu je invariancia parametrov, o znamena, Ze parametre
nezavisia od vyberu vzorky z populacie. Namiesto reliability v klasickej teorii testov sa
VIRT pouziva informacia. Kazdd polozka testu prispieva urcitou informaciou do
informacie testu. Tato informacia polozky zavisi od parametrov a a b polozky, informacia
testu je rovna suctu informacii poloziek. Uvedeny trojparametricky model sa pouZziva na
reprezentaciu kognitivnych testov. Okrem tohto modelu sa pouzivaju aj d’alsie modely.

3. Aplikacia IRT na vystupny test pre 5. roénik ZS

Vystupny test pre 5. roénik ZS bol pouzity ako vyskumny nastroj projektu KEGA
3/7001/09. Metddou vyskumu bol experiment, Skoly zapojené do vyskumu boli ndhodne
rozdelené na experimentélne a kontrolné. Vyskumnu vzorku tvori 877 ziakov 5. ro¢nika
zakladnych $kol zo Styroch okresov Nitrianskeho kraja. Niektoré Skoly su Skoly s
vyuCovacim jazykom madarskym. Test obsahoval 6 tloh (poloziek) obsahujucich
niekol’ko poduloh. Vsetky ulohy boli otvorené a boli bodované. Za kazda zo 6 poloziek
ziak mohol ziskat’ 0 — 5 bodov.
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Najprv sme overili splnenie predpokladov pouzitia IRT. Vypocitali sme korelaéni
maticu poloziek testu a zistili sme, Ze vSetky korelacie su vyznamné. Metodou faktorovej
analyzy sme nasli jeden dominantny faktor vysvetl'ujuci 49,9% celkovej variability. Tento
faktor nazveme matematické kompetencie.

Na spracovanie uvedeného testu je vhodné pouzit’ Samejima’s Graded Response (SGR)
Model ([2]), ¢o je polytomicky IRT model, ktory predpoklada, ze kody (skore, body)
odpovedi na polozky st usporiadané. V tomto modeli sa pravdepodobnost’ vyberu k-tej
odpovede (zisku k bodov) v i-tej polozke (za i-tu ulohu) poéita podl'a vzorca

1 1
P(v,=k|0=t)= - ,
( ) L+exp(-L7a (t-by, )) 1+exp(-L7a(t-b,.))
kde a; je parameter diskriminacie, o ktorom sa predpoklada, ze je rovnaky pre kazdy vyber
odpovede na i-tu polozku, bjx je parameter naroc¢nosti k-tej odpovede na i-tu polozku,
pricom b, <b, <b,,, k=12...s, b

1,8;+1 =

oo, S je pocet odpovedi na i-tu

polozku.

Na odhad parametrov modelu sme pouzili volne Siritelny program eirt, ktory tvori
doplnok do Excelu. V tomto programe sme odhadli parametre charakteristickych kriviek
odpovedi na polozky (ziskanych bodov) - OCC, uvedené su v tabul’ke 1. NajlepSie medzi
ziakmi rozliSuje uloha Kolko dut vyrobili (a; = 2,193), nasledujt tlohy Domy a ich cisla,
Navsteva divadla a Gulcky, anajmenej rozliSujucimi tlohami st Stavba a PoZicoviia
bicyklov. Ak by sme naro¢nost’ tiloh posudzovali podl'a parametra b; s, tak najnaro¢nejSimi
ulohami st ulohy Gulécky (bss = 1,720) a Pozicovia bicyklov (bys = 1,565). Menej
naroénymi su ulohy Kolko daut vyrobili (bys = 0,485) a Domy a ich cisla (bss = 0,435).
Najmenej naroénymi ulohami st Stavba (bss = 0,223) a Navsteva divadla (bgs = -0,067).
Nakreslili sme tiez grafy OCC pre jednotlivé poéty bodov ziskané za tlohy. Uroven
matematickych kompetencii je zndzornena na tej istej $kale (v intervale [-4, 4]) ako
naroc¢nost. Ako ukazku uvadzame grafy OCC pre ulohu Gulécky (obrazokl) a Navsteva
divadla (obrazok 2). V pripade Glohy Gul'6¢ky (obrazok 1) ziak s uroviiou matematickych
kompetencii pod -1,079 najpravdepodobnejsie ziska 0 bodov, ziak s Groviiou
matematickych kompetencii nad -1,079 a pod -0,825 najpravdepodobnejsie ziska 1 bod,
ziak s Groviilou matematickych kompetencii nad -0,825 a pod 0,444 najpravdepodobnejsie
ziska 2 body, ziak s urovitou matematickych kompetencii nad 1,206 najpravdepodobnejsie
ziska 5 bodov. OCC pre ostatné ulohy, okrem Ndvsteva divadla, vyzeraji podobne. Z
charakteristickych kriviek ulohy Navsteva divadla (obrazok 2) je vidiet', Ze na celej Skale
latentnej premennej je najpravdepodobnejsie ziskat' 0 bodov — ulohu nevyriesit’ resp. 5
bodov — dlohu vyriesit'. Ostatné po¢ty bodov maju relativne malé pravdepodobnosti, ¢o
naznacuje, ze uvedenu ulohu by bolo vhodné prekoédovat’ na dichotomick(l premennu (0 -
nespravna odpoved’, 1 — spravna odpoved).

Testova informacna krivka je zobrazena na obrazku 3, celkova informacia testu je
rovna 21,26, informacia v intervale [-4, 4] je rovna 20.92 (98.41%). Testové informacné
krivky indikuju, ze ulohy Kolko dut vyrobili, Domy aich cisla a Gulocky poskytuju
najviac informacie (postupne 4,99, 4,53 a4,44). Menej informacie sa ziska zuloh
Pozicoviia bicyklov (2,73), Stavba (2,45) a Navsteva divadla (2,12). Vypolet mnoZstva
informacie sme urobili v programe R. Z predchadzajuceho vyplyva, Ze najmenej vhodnou
ulohou testu je loha Navsteva divadla.
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Dix
a 0 1 2 3 4 5
Kolko aut vyrobili... 2,193 -1,354 -1,006 -0,384 0,011 0,309 0,485
Pozicoviia bicyklov 1,230 -1,545 -1,200 -0,355 0,699 1,409 1,565
Stavba 1,278 -1,964 -1,709 -1,059 -0,434 0,009 0,223
Gulocky 1642 | -1509 | -1,191 | -0249 | 0673 1,390 1,720
Domy a ich ¢isla 1,880 -1,929 -1,576 -1,053 -0,493 0,166 0,435
Navteva divadla 1695 | -0515 | -0490 | -0402 | -0239 | -0,102 | -0067

Tabulka 1: Odhad parametrov charakteristickych kriviek odpovedi

1 OCC of item 'Gul'6cky’
0,9 1
0,8 1
0,7 1
0,6
205 1
EOA h
0,3 1
(@] il
N
0.1 1

0 ; . :
3873 1,873 0,127 2,127
z
|—o0—1 2 3—4—9q

Obrazok 1: OCC pre Gulocky

OCC of item 'Navsteva divadla’

1
0,9
0,8 1
0,7 -
0,6 1

205 1

! 0,4 1

20,3 1

& 0,2 1
0,1 1

0 T T

-3873 -1,873 0,127 2,127

Z

[ —0 —1 2 3 —— 4 — 5]
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Obrazok 3:Testova informac¢na funkcia Obrazok 4: Polozkové informac¢né funkcie

Délezitym vysledkom IRT je odhad matematickych kompetencii Zziakov. Pre
vybranych Sest’ ziakov je odhad matematickych kompetencii uvedeny v tabulke 2. Tu si
mdzeme vSimnut, Ze ziaci s rovnakou uroviiou matematickych kompetencii (0,144) maju
rozdielne skore testu (18, 20) a traja Ziaci, ktori maja rovnaké skore testu maju rozdielnu
troveii matematickych kompetencii. Ziak &islo 552 s troviiou matematickych kompetencii
0,554 ziskal 20 bodov, pricom nevyriesil len najlah$iu tlohu Navsteva divadla a ziak ¢islo
457 s uroviou matematickych kompetencii 0,021 ziskal tiez 20 bodov, pricom za najtazsiu
ulohu ziskal len jeden bod. Teda aj ziaci s vel'mi r6znou urovilou matematickych
kompetencii mozu ziskat’ rovnaky pocet bodov.

viak | skupina | VJ | Ul | U2 | U3 | U4 | U5 | U6 Skére mat.kompetencie
516 E SJ 2 2 1 3 5 5 18 0,144
633 E SJ 1 2 5 2 5 5 20 0,144
112 K SJ 5 5 5 3 5 5 28 1,307
423 E MJ 5 5 2 5 5 5 27 1,409
552 E SJ 5 2 5 3 5 0 20 0,554
457 E MJ 4 3 5 1 2 5 20 0,021
Tabul’ka 2

Vypocitané matematické kompetencie ziakov vyznamne koreluju s bodovym hodnotenim
uloh. Spearmanove koeficienty korelacie obsahuje tabul’ka 3.

Spearman Rank Order Correlations (mat.kompetencie) MD pairwise
Variable deleted Marked correlations are signi ficant at p <,05000

Kolko aut | PoziGoviia | Stavba Gul'6¢ky Domya | Navsteva

vyrobili ... | bicyklov ich ¢isla | divadla
matematické | 4 gqq 0,596 0,596 0,736 0,756 0,672
kompetencie

Tabulka 3: Korelacie matematickych kompetencii ziakov a bodového hodnotenia uloh.

Aritmeticky priemer matematickych kompetencii je pre kontrolna skupinu rovny -0,166,
pre experimentalnu skupinu je rovny 0,172, smerodajné odchylky sa 0,913 a 0,852.
Rozdiel priemerov je vyznamny (p-hodnota = 0,00000). Pri rozklade $kdl vzhladom na
skupinu a vyucovaci jazyk zistime, Ze najvysSie priemerné kompetencie (0,179) dosiahli
ziaci experimentalnych §kol s vyu€ovacim jazykom mad’arskym, nasleduju experimentalne
Skoly s vyucovacim jazykom slovenskym (0,169), kontrolné §koly s vyucovacim jazykom
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slovenskym (0,038), kontrolné $koly slovensko-mad’arské (-0,052) a kontrolné Skoly
S vyuCovacim jazykom madarskym (-0,53). Vyznamny rozdiel v priemernych
matematickych kompetenciach je len medzi Skolami kontrolnej skupiny s vyucovacim
jazykom madarskym a ostanymi Skolami. Tento vysledok je zhodny s vysledkom
ziskanym klasickou teoriou testov v [6]. Matematické kompetencie ziakov pri rozklade na
vsetky skupiny zobrazuju kategorizované skatul'ové grafy na obrazku 5.

Categ. Box & Whisker Plot: mat.kompetencie
0,4

I

-0,2

mat.kompetencie

0,4

-0,6

0 Mean

MJ SJ SMJ MJ SJ smy O MeantSE
T Mean+1,96*SE

-0,8

skupina: K skupina: E
\'A

Obrazok 5: Kategorizované Skatul'ové grafy

4. Zaver

Pri hodnoteni vystupného testu projektu KEGA 3/7001/09 metédami IRT sme zistili,
7e vietky ulohy si priblizne rovnakej naro¢nosti. Ziadalo by sa, aby naro¢nost’ tloh testu
mala vacSiu variabilitu. Najmenej vhodnou tulohou je tloha Navsteva divadla, ktora
poskytuje najmenej informacii a je nevhodne bodovana. Pri d’alSom pouziti tohto testu by
ju bolo treba vhodne wupravit. Najnaro¢nej$imi tulohami su ulohy z oblasti
pravdepodobnost’ (Gul6cky) a z oblasti logika (Pozicovia bicyklov).
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ANALYZA ZIACKYCH RIESENI ULOHY Z MATEMATICKEJ OLYMPIADY

THE ANALYSIS OF PUPILS’ SOLUTIONS OF THE TASK FROM
MATHEMATICAL OLYMPIAD

MIROSLAVA SOVICOVA, SONA CERETKOVA

ABSTRAKT. V prispevku sa zaoberame analyzou pisomnych rieseni Ziakov, ktori sa zucastnili
krajského kola kategérie C Matematickej olympiady v roku 2012. Ziacke rieSenia vybranej
ulohy analyzujeme na zdklade a priori analyzy moznych rieseni tejto ulohy. Uloha patri do
kategorie izolovanych problémov. Je vhodné podobné probléemy predstavit' aj Ziakom, ktori nie
su rieSitelmi Matematickej olympiady. V prispevku uvedieme vybrané podobné problémy.

KrUCOVE SLOVA: a priori analyza, Ziacke rieSenia, izolované problémy, Matematickd
olympiada

ABSTRACT. In the contribution, we deal with the analysis of written solutions of pupils who
attended the county round of C category in Mathematics Olympiad in 2012. We analyse pupils'
solutions of a chosen task on the basis of a priori analysis of its possible solutions. The task
belongs to the category of isolated problems. It is suitable to introduce similar problems also to
pupils who do not attend Mathematical Olympiad. We offer more problems from this category
in the contribution.

KEeY WORDS: a priori analysis, pupils’ solutions, isolated problems, Mathematical Olympiad

CLASSIFICATION: D54

Uvod

Matematicka olympiada je sutaz ziakov zakladnych a strednych $kol, ktora vyhlasuje
Ministerstvo Skolstva, vedy, vyskumu a Sportu SR v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olympiady. V Skolskom roku
2011/2012 bol zorganizovany uz 61. roénik Matematickej olympiady. Sutaz ma viacero
kategorii, v prispevku sa orientujeme na krajské kolo kategorie C. Tato kategéria je urcena
pre ziakov strednych $koél, ktorym zostavaji do maturity viac ako 3 roky, t.j. pre prvakov
Stvorroénych gymnazii a kvintanov z osemro¢nych gymnazii.

Krajské kolo Matematickej olympiady kategorie C sa konalo v utorok, 17. aprila 2012.
V Nitrianskom kraji sa krajského kola kategérie C zucastnilo spolu 42 ziakov zo 16
strednych $ko6l. Zadanie obsahovalo $tyri alohy, kazda z tychto uloh patri do kategérie
izolovanych problémov. V nasom prispevku sa zameriavame na analyzu ziackych rieseni
jednej z uloh.

Teoretické vychodiska

Izolovany problém je taka tiloha na urcitom stupni vzdelavania v matematike, ktora je
pre ziaka netradi¢nou tlohou svojim zadanim, ale najmé postupom rieSenia, jeho rieSenie
si vyZaduje matematické skimanie. PocCiato¢na situdcia je v zadani izolovaného problému
presne popisand, cesta k ciel'u nie je znama (t.j. je otvorend) a ani ciel, ktory ma Ziak
dosiahnut), nie je presne dany alebo nie je dany vobec (t.. ciel’ je otvoreny) [1]. Pojmom
izolovany problém zvycCajne oznacujeme ulohu, ktorej rieSenie nie je na prvy pohl'ad, resp.
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po prvom preéitani, z dovtedy ziskanych vedomosti v matematike zrejmé. Ziak sa predtym
s podobnou alebo analogickou tlohou nestretol. Nedokaze okamzite najst’ postup rieSenia.
Dokaze vsak problém analyzovat, nacrtnit’ rieSenie Ciastkovych uloh, ktoré si rieSenie
izolovaného problému vyzaduje a neskor, ,,vyskladat™ rieSenie izolovaného problému ako
celku. Typickymi prikladmi izolovanych problémov su tlohy matematickych sutazi,
najma ulohy Matematickej olympiady [2].

Metody

Na analyzu riesitel'ského postupu ziakov, ktori sa zic€astnili krajského kola kategorie C
Matematickej olympiady v Nitre, sme zo zadania vybrali Glohu ¢.1:

Pre vsSetky redlne Cisla x,y,z také, Ze x<y<z  dokdite nerovnost
x2—y2+22>(x—y+2)>.

V ramci pripravy na analyzu ziackych rieSeni ulohy z Matematickej olympiady sme
eSte pred samotnou analyzou a nahliadnutim do Ziackych rieSeni urobili a priori analyzu
predpokladaného postupu rieSenia tlohy ziakmi a urCili premenné a priori analyzy
(Tab. 1) [3].

Premenné analyzy predpokladaného postupu rieSenia ilohy

P.1 | Ziak overil nerovnost’ pre konkrétne trojice &isel.

P.2 | Ziak ovlada vzorec pre druhii mocninu trojélena.

P.3 | Ziak upravil pravu stranu roznasobenim.

P.4 | Ziak spravne pouzil ekvivalentné ipravy pre nerovnosti.

P.5 | Ziak spravne pouzil vynimanie pred zatvorku.

P.6 | Ziak dokazal rozhodnut, & rozdiel dvoch premennych bude kladné alebo zaporné &islo.

P.7 | Ziak vedel rozhodniit, & sugin dvoch vyrazov v zatvorkach bude kladné alebo zaporné &islo.

P.8 | Ziak dokazal posudit, &i prava, resp. Pavé strana upravena na siéin spiiia predpoklad.

P.9 |Ziak dokazal povodnu nerovnost’ tak, Zze dokazal nerovnost s iou ekvivalentni.

P.10 | Ziak uviedol v rieseni, ze ak dokaze ekvivalentnii nerovnost’, dokaze aj nerovnost’ pdvodn.

Tabul’ka 1: Premenné a priori analyzy.

Podla tychto premennych predpokladaného postupu rieSenia boli nasledne
analyzované rieSenia Ziakov.

Diskusia

Zo 42 ziakov, ktori sa krajského kola kategorie C zcastnili, ulohu ¢.1 aspon zacalo
riesit’ 39 ziakov. Maximalny pocet bodov, ktori mohli ziaci za rieSenie ulohy ziskat’, bolo
6 bodov. Body ziaci ziskavaju nielen za spravne rieSenie, ale tiez za postup pri rieSeni
a dovodenie. Viac ako polovica bodov bola za rieSenie tlohy udelend Strnastim ziakom,
z toho trinast’ ziakov ziskalo za rieSenie tlohy plny pocet bodov, ateda tlohu spravne
vyriesili az do konca.

Pri rieSeni si védcSina ziakov zvolila rovnaky postup, aky sme predpokladali v a priori
analyze rieSenia danej tulohy. Iny postup rieSenia Si zvolilo dvanast Ziakov, ale len
v troch pripadoch bol tento postup spravny a ziak platnost’ nerovnosti dokézal. V ostatnych
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deviatich pripadoch Ziaci nespravne wupravili vyraz na pravej strane nerovnosti,
resp. pouzili pri svojom rieSeni neekvivalentné upravy, a teda nerovnost’, ktori na konci
rieSenia dostali a ktorej platnost’ mala potvrdit’ platnost’ pévodnej nerovnosti, nebola s
povodnou nerovnost'ou zo zadania tlohy ekvivalentna.

Nasledujici graf (Graf 1) znazorfiuje =zastupenie premennych vyplyvajucich
z pisomnych rieseni Ziakov. Ak sa v ziackom rieSeni nachadzal udaj charakterizovany
jednotlivymi premennymi a jeho pouzitie bolo spravne, premennu Sme pri konkrétnom
rieSeni oznadili ,,Ano a spravne. Ak sa sice udaj v rieSeni nachadzal, ale jeho pouzitie
bolo nespravne, premenni sme oznacili LAno a nespravne. Ak premenna v rieSeni
zastupena nebola, oznacili sme ju ako ,,Nie*.

100%
90% 1 — = = M
80% 1 — = = M
70% 1 — = = O F
60% — 1 — = = M
50% 4 1 - =
40% o .
30% -
20%
10%
0%
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HAno asprdvne HAnoanespravne ENie

Graf 1: Zastupenie premennych a priori analyzy v pisomnych rieSeniach Ziakov.

Zgrafu (Graf 1) je zrejmé, ze dvanast ziakov vrieSeni Ulohy overilo platnost
nerovnosti pre konkrétne zvolené usporiadané trojice Cisel, ostatni ziaci sa pokusili
nerovnost’ dokédzat’ hned’ pre vSeobecne zvolené usporiadané trojice realnych cisel x,y, z.
Z analyzy ziackych rieSeni tiez vyplynulo, Zze osem ziakov bolo schopnych riesit' tuto
ulohu len numericky, ateda po overeni platnosti nerovnosti len pre niektoré vybrané
usporiadané trojice Cisel x, y, z d’alej v rieSeni nepokracovali.

V prvom kroku vSeobecného dokazu nerovnosti (premenné P.2 a P.3) Ziaci vyraz
napravej strane nerovnosti cCastejSie upravovali jeho rozpisanim na dve zatvorky
a naslednym roznasobenim (osemnast’ Ziakov) ako pouzitim vzorca pre druhii mocninu
troj¢lena (desat’ ziakov, z toho jeden Ziak pouzil vzorec nespravne). Ddvodom mohlo byt
napriklad to, ze vzorec pre druhti mocninu trojélena nepoznaju, resp. mali obavy, ze sa pri
uprave spaméti podl'a vzorca mozu pomylit’.

Zudajov dalej vyplyva, ze vicsina Ziakov, ktori vo svojom rieSeni upravovali obe
strany nerovnosti pouzitim ekvivalentnych Uprav (premenna P.4), vybrané ekvivalentné
tGpravy pouzila spravne. Ziaden zo Ziakov, ktori pri iprave nerovnosti pouzili vynimanie
pred zatvorku (premenna P.5), pri uprave neurobil chybu.
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V Casti rieSenia, ked’ Ziaci upravili nerovnost’ do tvaru, v ktorom na jednej strane
nerovnosti mali ¢islo 0 a na druhej strane vyraz upraveny na sucin, bolo délezitym krokom
vediet’ rozhodnut, ¢i rozdiel dvoch premennych, resp. sucin dvoch vyrazov v zatvorkach
bude kladné alebo zaporné ¢islo (premenné P.6 a P.7). Tento krok bol problémovy len pre
jedného ziaka, ostatni ziaci (trindsti pri premennej P.6, desiati pri premennej P.7)
S rozhodnutim, ¢i pdjde o kladné alebo zaporné Cislo, problém nemali.

V zaverecnej faze rieSenia mali ziaci posudit’, ¢i prava, resp. 'ava strana nerovnosti
upravena na suéin spiiia predpoklad zo zadania ulohy (premenné P.8). Piatim z dvadsiatich
ziakov robilo toto rozhodnutie problém, ¢o mohlo byt u niektorych z nich spdsobené aj
tym, ze nesprdvnymi Upravami dostali nerovnost’ v tvare, ktord nebola ekvivalentna
S povodnou nerovnost'ou zo zadania.

Ako sme uz uviedli, spravny dokaz nerovnosti uviedlo trinast’ ziakov, ktori platnost’
povodne] nerovnosti dokazali tak, ze dokazali platnost’ nerovnosti s nou ekvivalentnej
(premenna P.9). Iba jedenast’ Ziakov tato skuto¢nost’ vo svojom rieSeni aj slovne opisalo
(premennd P.10). Vzhl'adom na to, ze ide o krajské kolo matematickej stitaze, ktorého sa
zuCastnuji vybrani Zziaci, vitazi Skolskych a obvodnych ko6l Matematickej olympiady,
mdbzeme tento vysledok povazovat’ len za uspokojivy.

Podobné izolované problémy

Uloha z krajského kola kategorie C Matematickej olympiady nie je vo svojej podstate
zlozitd. Zahifia jednoduché ekvivalentné upravy, upravu na saéin a menej naro¢né
myslienkové operacie. Ziakom pri jej rieSeni vSak nesta¢i mechanicky ovladat’ upravu
vyrazov a ekvivalentné upravy nerovnosti. Uloha si vyZaduje matematické skumanie
a dovodenie, ktoré je nutné rozvijat' u vSetkych zZiakov, nielen u tych, ktori su rieSitel'mi
Matematickej olympiady.

Z toho dovodu ponukame dalSie izolované problémy, ktoré st svojou povahou
podobné ulohe z Matematickej olympiady.

Problém 1: Nech x, y, z su kladné redlne cisla, pre ktoré plati xy + yz + zx = 1. Ukdzte,
Ze plati nerovnost:

x+y+22\/3.

Problém 2: Dokdzte, Ze pre realne cisla x, y, z plati nerovnost

x y z\2 x* y? z?
44l <« 4
(2+3+6)_2+3+6

Kedy nastane rovnost?

Problém 3: Nech x, y, z su kladné redlne cisla vyhovujuce rovnici x + y + z = 1. Dokdzte,
Ze
xy(x +y)? +yz(y + 2)? + zx(z + x)? = 4xyz.

Kazdy z tychto problémov ma aspoi tri metody rieSenia [2], preto je vhodné pouZivat
ich pocas vyuCovacich hodin matematiky pre vsSetkych ziakov na rozvoj ich logického
myslenia, tvorivosti, predstavivosti, kritického myslenia a dovodenia. Su vSak velmi
napomocné aj pocas seminarov a cvi¢eni z matematiky, alebo vramci pripravy na
Matematickt olympiddu, a to najma kvoli moznosti predstavit’ ziakom heuristické stratégie
a rozne nerovnosti, ktoré si beznym nastrojom pri rieSeni izolovanych problémov, ako
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napriklad Cauchyho nerovnost, Jensenova nerovnost, ¢&i vztah aritmetického
a geometrického priemeru.

Zaver

Na dosahovanie vynimo¢nych vysledkov nielen vo vyuCovani, ale aj v rdéznych
matematickych sutaziach, ani zd’aleka nepostacuju kvalitné ucebnice a pasivny pristup
ziakov k vyudovaniu. Ziaci potrebuju samostatne budovat’ svoje poznatky, a to skimanim
problému, jeho analyzou, kladenim otazok, analyzou svojich zisteni a diskusiou o nich so
svojimi spoluziakmi a s uéitePom. Ziaci musia budovat svoje poznatky aktivnym
pristupom k uéeniu sa a neustalym dopliianim svojich vedomosti a zru¢nosti o rozne nové
matematické metody, stratégie, techniky a nastroje na rieSenie problémov. Tie su
pre Ziakov nevyhnutné nielen pocas vyucovacich hodin matematiky, ale aj v realnom
Zivote. Ziaci tiez musia vediet svoje rieSenia prezentovat, a to jasne a zrozumitelne,
podlozit’ ich logickymi argumentmi a vhodne reagovat’ na kritické poznamky spoluziakov
¢i ucitela. Preto sa domnievame, ze je vhodné zaradovat izolované problémy do
vyucovania matematiky.

Zarad’ovanie izolovanych problémov anasledna analyza ziackych rieSeni tychto
problémov je pre uditela dolezitou informaciou o Grovni poznatkov ziakov aj o ich
schopnosti komplexne zhodnotit’ a vyriesit' zadany problém. Analyza Ziackych rieSeni tiloh
z Matematickej olympiady ¢i inych matematickych sitazi moze tiez vyznamne prispiet
k hodnoteniu urovne vzdelania v oblasti matematiky v danom regione ¢i na celom
Slovensku.
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APLIKACIE DIFERENCIALNYCH 130VN1’C NA RIESENIE ULOH V
DYNAMIKE STAVEBNYCH KONSTRUKCII

APPLICATIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS IN SOLVING PROBLEMS
OF STRUCTURAL DYNAMICS

DARINA STACHOVA

ABSTRAKT. Prispevok sa venuje rieseniu problémov vypoctov viastnych hodnét vypoctovych
modelov vozidla. Vlastné frekvencie a vilastné hodnoty su povazované za zakladné ciselné
charakteristiky definujiice dynamicku individualitu kazdého dynamického systému. Ked
pozname tieto charakteristiky, mozeme predpovedat spravanie sa dynamického systému pri
rozlicnom budeni. Viastné hodnoty sa zvycéajne uréuju bez ohladu na tlmenie systému. V tomto
pripade su viastné hodnoty redlne Cisla. V pripade, Ze berieme do uvahy tlmenie, viastné
hodnoty su komplexné Cisla a vypocty su komplikovanejsie.

KrUCOVE SLOVA: aplikdcie, dynamicky systém, viastné hodnoty dynamického systému

ABSTRACT. This paper is dedicated to the solution of the problems of calculation of natural
values of some computing model of vehicle. Natural frequencies and natural modes are the
basic dynamical characteristics defining the dynamical individuality of a dynamical system.
When we know these characteristics we can prognosticate the behaviour of the dynamical
system under various excitation. Natural values are usually calculated without consideration
the damping of the system. In this case the natural values are real numbers. In the case when
the damping is taken into consideration the natural values are complex numbers and
calculation is more complicated.

KEey WoRbs: applications, dynamical system, natural values of a dynamical system

CLASSIFICATION: M55

1 Uvod

Vlastné hodnoty — vlastné frekvencie a tvary vlastného kmitania sii povaZzované za
zakladné Ciselné charakteristiky definujiice dynamicku individualitu kazdého dynamického
systému [1], [2]. Ich vypocet je nedelitelnou stcastou kazdej komplexnej dynamickej
analyzy. Utlm velkej vacSiny stavebnych a dopravnych konstrukcii je relativne maly
(podkriticky Utlm), preto cela sucasna tedria kmitania takychto systémov bola budovana
tak, aby sa pri analyze kmitania mohlo pracovat’ s vlastnymi hodnotami ziskanymi za
predpokladu, Ze tlmenie je malé a mézeme ho zanedbat. Skutocnost, ze pri vypocte
vlastnych hodnot dynamického systému sa vo vel'kej véacsine pripadov tlmenie neberie do
uvahy ma aj inu priinu — matematické problémy spojené sich analyzou. Pri analyze
vlastnych hodndt netimeného systému st tieto hodnoty redlne ¢isla. Ich vypocet a grafické
zobrazenie nepredstavuje dnes ziadny problém. Vlastné hodnoty tlmeného systému su
komplexné Cisla. Ich vypocet z matematického hladiska je zlozitej$i a nastava tiez problém
s grafickou interpretaciou ziskanych vysledkov. Prekladany prispevok na konkrétnom
priklade vypoctového modelu vozidla dokumentuje vypocet vlastnych hodndt za
predpokladu, ze tlmenie sa zanedbava iza predpokladu, Ze tlmenie sa berie do uvahy
v skutoénych hodnotach. Poukazuje na matematické stranky obidvoch rieseni a na
moznosti grafickej interpretacie. Porovnavaji sa navzajom ziskané vysledky a potvrdzuje
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sa opravnenost’ zanedbania tlmenia pri analyze vlastnych hodnét takéhoto dynamického
systému.

2 Pouzity vypoc¢tovy model vozidla
Predmetom analyzy je tzv. Stvrtinovy model vozidla, zobrazeny na obrazku 1. Tento
vypoctovy model reprezentuje polovicu jednej napravy vozidla.

mj

ki by

ks _'T' b,

h(x)

Obrazok 1: Vypoétovy model vozidla

Ak praca sily nezavisi na trajektorii, ale len na pociatoénom a koncovom bode
trajektorie, nazyvame tito silu konzervativnou. Prikladom konzervativnych sil s sila
tiazova a sila gravitacna. V pripade, ze praca sily zavisi na trajektérii, hovorime o silach
nekonzervativnych resp. disipativnych. Prikladom disipativnych sil je sila trenia a sila
odporu prostredia. Zo zakona zachovania mechanickej energie vyplyva, Ze sucet kinetickej
a potencialnej energiec hmotného bodu je rovnaky v kazdom mieste konzervativneho
silového pola. Je zrejmé, ze praca nekonzervativnych sil po uzavretej trajektorii je na
rozdiel od prace konzervativnych sil r6zna od nuly. Zakon zachovania mechanickej energie
je $pecialnym pripadom zdkona zachovania energie, ktory sa vztahuje na vsetky druhy
energie. V pripade disipativnych sil akymi s napr. trecie sily, ¢ast’ mechanickej energie sa
meni na tepelni energiu, avsak celkova energia sa zachovava.

Takze rovnica disipativnych tlmiacich sil je

{2 f=—1plo} =20 ], 1} (1)

Po aplikacii Bettiho vety ziskame pohybové rovnice tvaru:

[l )+ [pJiv}+ [ fiv = {0} @

t. j. dostaneme systém rovnic:

my, +b1(‘>1 _‘>2)+kl(vl _Vz): 0
myv, —by(V, =V, )+ by — k(v =v,)+ Ky, =0 3)
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Ako modelovy priklad pouzijeme ¢iselné charakteristiky zodpovedajiuce nakladnému
automobilu Tatra T148.

m, =25141379kg m, =440kg
k, =197965N-m" k, =1200000N-m™
b =114236kg-s" b, =13734 kg-s

3 Vlastné hodnoty timeného systému
Riesenie systému (3) hfadame v tvare {v}= {vg( j)} e, kde {v2( j)} je vlastny vektor
prisluchajtci k vlastnému ¢islu 4. Charakteristickd rovnica ma tvar:
(172 + b A+ im 2 + (b, +by)A+ky + k)~ (B A+, F =0, @)
ktort Gpravami prevedieme na rovnicu:

/14+(b1+bz+ﬁ}13+[k1+k2 +ﬂ+ bb, J;tz+(b1kz + b,k j/1+ kik, -0 (5)

m, m m, m mm, mm, mm, mm,

Téato charakteristicka bikvadraticka rovnica ma S$tyri komplexné korene ana ich
urcenie sme pouzili niekol’ko substitucii a rad Giprav, pomocou ktorych sme mohli rieSenia
rovnice vyjadrit’ v tvare:

2
%,2,3,4:_1(M+ﬂJil\/l[M+ﬂj —[kl+k2 +ﬁ+ bb, J-i—yi

4\ m, m 204\ m, m, m, m,  mm,
(’Hbubljy_z(’%kubz’ﬂJ
m, m, mm, mm,
2
Lhth, (b _[hthk k& Bbb ),
4\ m, m, m, m,  mm,

kde y je realne rieSenie kubickej rezolventy.

(6)

0| =

F

Vyjadrenie korefiov A charakteristickej rovnice (4) je uz aj tak v tvare (6) znaéne
objemné, preto pre zjednodusSenie zapisu Yy zjednodusene zapiSeme aj rovnicu (5) v tvare:

B +al +a, P +ad+a,=0 7

Potom rezolventa vystupujica pri hl'adani rieSenia (4) je v tvare

y3 _azyz + (a1a3 —4a0)y + (4a2a0 - alz - a32ao)= 0 (8)
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Jej realne rieSenie ma tvar (9):

1

2 2
3 - 3 dr — 4 ajaz —4ay ——a;
y=3 _l{zﬂ _M +4daya, — a12 — agaoj + {_1[2‘12 _M+ daya, —a12 _agaol} +[3}

27 3 27 3 3

3
+ 1243 a (aa —4a, ) 1243 a (aa —4a, ) ’ @a; —4ay ;a§
2 2\¢143 0 2 2 2 2\¢193 0 2 2
3——| —=— +4dayag —ai —azay |~ || -=| —=— +4ayay —ai —aja, +|—
[27 3 2o 3 Oj [27 3 2o 3 OJ 3

Metdédami znamymi z rieSeni systémov diferencidlnych rovnic nasledne urcime
fundamentalny systém rieSeni a vytvorime vSeobecné rieSenie systému (3). V. modelovom
priklade dosadime do (4) resp. do (5) uvedené ¢iselné charakteristiky m, ,,b,, a k.

Zuvedeného je zrejmé, ze rieSitel takejto ulohy nevysta¢i tak povediac s perom
a papierom. Dalej je mozné pokracovat’ s pouZitim vypoctovej techniky. Program Maple
sice problém vyriesi vo vSeobecnom tvare, ale je pre bezné pouzitie neprakticky, pretoze
mé dizku 579 stran po 26 riadkov.

Numerické rieSenia charakteristickej rovnice je mozné ziskat' aj s pouzitim programu
MATHEMATICA®:

A, =-1,70156£8150% a 4, , =—151124+53,5682% (10)

Ak vysledky (10) aplikujeme d’alej na systém (3), dospejeme ku koneénym rieSeniam,

t. j. k vyjadreniu timenych kmitov v tvare:

{v}={zlo }e“ = {:1} (12)

kde v/ su stradnice vlastného vektora prisliichajuceho ku korefiu A charakteristickej
rovnice (4). Ku koretiu 4 | ,=—1,70156£8,1501 je priradeny vlastny vektor

vlo(l) 3 1785270592+9310348236i 12)
vg(l) B 188068361+2337193607i

a ku korenu /13,4 =-15,1124%53,5682i patri vlastny vektor
vf'(z) _ 253269874+6119416895i 13)
vg(z) —-6614932116—-3458669145i

Takze rieSenie systému (3) ma tvar:
vy = 198139 (0.991266' %' 12¥ cos8,1 50T +0,008734" 7015 ¢0s53,5682 +
+0,284867%" > 5in 8,150 — 0,00938%"7°"*% sin 53,5682 ) +
+e 108 (0,001302@15’1 124 008,150 1 —0,001302"7°"%% c0s53,5682 +
+0,003016">"**sin8,150 & —0,00078%"7"'* sin 53,5682 ) +
+e 108 (— 0,000624" "% 08,1501 +0,000624"7°"%% c0s53,5682 +
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+0,125992' ¥ 5in 8,150 —0,00034%"7°1% 5in 53,5682 )+
+e7 198139, (0,06307%' %12 0s8,150 ¥ — 0,0630%"7"* cos53,.5682 —
~0,500496' ¥ 5in 8,150 1 +0,06035%"7""* 5in 53,568 ),

v, = e*‘678‘39c3(0,1523 19211 058,150 —0,15231%" 7% c0s53,5682 —
—0,020327%"""**5in 8,150 —0,035040%"7°'*% 5in 53,5682 ) +
+e '8 (0,0074406315’1 124 00s8,150 1 —0,0074406" %1% c0s 53,5682 +
+0,0172346" > 5in 8,150 I —0,004484%"7°1%% 5in 53,5682 ) +
£, (0,000357%' %1124 cos8150 & — 0,000357%" "% c0s53,5682 +
+0,000333%' > 5in 8,150 1 +0,0185274"7°1% sin 53,5682 ) +
+e 198139, (£0,0212864'12% cos8.150 1 +1,0212% 701 05535682 —
~0,0720829' > 5in 8,150 +0,2984 k""" *% 5in 53,5682 ),

4 Vlastné hodnoty timeného systému

Vypocet vlastnych hodndt netlmeného systému sa da zapisat’ v maticovom tvare
a transformovat’ na problém vlastnych ¢isel matic

[l - )} + ] 40y =0} (14)
Frekven¢na rovnica v tvare (15) sa ndsobenim zl'ava inverznou maticou [m]z)l upravi
na Specialny problém vlastnych ¢isel

(]t [l )b =10} (15)
(i (-0 bl T, -y = 0} )
(oY e -[£], ) b = o} a7)

Vlastné frekvencie sa vypocitaju ako vlastné Cisla matice [D]_1 a tvary vlastného

kmitania su vlastné vektory tejto matice. Pre analyzovany dynamicky systém su Ciselné
vysledky nasledovné:

9,8969587
@) = 8,20663 radls = {”(U}:{’ }

ry| 14318543
fiy| [+0,2531170
) =56,46755 radls = | ' = .
re)] | -9.9967960

Zaver

Vlastné hodnoty st dolezité Ciselné charakteristiky definujiice dynamické vlastnosti
kazdého dynamického systému. Z praktickych doévodov sa vycisl'uju pre netlmeny
dynamicky systém. Vypocet vlastnych hodnét tlmeného systému je z matematického
hradiska naroény uz aj pre systém s 2° volnosti, ako je mozné vidiet' z hore uvedeného
textu. Problém je aj s grafickou interpretaciou vysledkov. Horeuvedené vysledky
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umoznuji pre konkrétny priklad urobit’ vzajomné porovnanie vlastnych frekvencii
tlmeného a netlmeného systému. Netlmeny systém ma hodnoty vlastnych frekvencii

@) = 8,20663 rad’s, @p) = 56,46755 rad/s.
Pre tlmeny systém dostavame vysledky v tvare

A 1= Ay =—1,70156+8,1501i amodul |4, = 8,3285
As 4 =Xz =—151124+535682 amodul |4, = 55,6591.

Tlmenie znizuje hodnoty vlastnych frekvencii

@,y = Ay -1 = 8,1501 rad/s, Wy0) = Az 1 = 53,5682 rad/s.

V prvom vlastnom tvare kmitaju hmoty netlmeného systému vo faze, priCom vychylka
hornej hmoty je vicsia ako vychylka dolnej hmoty. V druhom vlastnom tvare kmitaji
hmoty v protifaze, pricom vychylka dolnej hmoty je vécsia ako vychylka hornej hmoty.
Zobrazit’ tvary kmitania pre tlmeny systém v komplexnom tvare sa javi ako problém.
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STRATEGIE RIESENIA VYBRANYCH SLOVNYCH ULOH V PRIPRAVE
UCITELOV PRE PRIMARNE VZDELAVANIE

STRATEGY OF SOLUTIONS SELECTED WORD PROBLEMS OF TEACHER
TRAINING IN PRIMARY EDUCATION

VALERIA SVECOVA

ABSTRAKT. V prispevku sa venujeme analyze Studentskych rieSeni vybraného typu slovnych
uloh. Zaoberali sme sa aj zvolenymi stratégiami rieSenia, vhodnymi pre Ziakov primdrneho
stupnia zdkladnej Skoly.

KrUCOVE SLOVA: stratégie riesenia matematickych uloh, uspesnost riesenia

ABSTRACT. The article presents an analysis of student solutions to selected types of word tasks.
We concerned ourselves with the chosen strategy of solutions, suitable for pupils of primary
levels of elementary school.

KEeY WORDSs: strategy of solving mathematical problems, success of solution

CLASSIFICATION: B23

Uvod

Riesenie matematickej ulohy je odlisné na réznych stupnioch §kol. Tu istu ulohu bude
ziak rie$it’ inak na zakladnej $kole, inak na strednej Skole a taktiez na vysokej skole. Zalezi
na tom, aky matematicky aparat je Studentovi dostupny a akd je jeho uroven vedomosti
a schopnosti pouzit’ ur¢iti metddu rieSenia tlohy. Neraz sme svedkami toho, ako zlozito su
Ziaci schopni riesit’ jednoducht matematicka tlohu. [1]

SrieSenim slovnych uloh sa Ziaci stretdvaju postupne uz na prvom stupni zakladnej
$koly. Ziaci sa uéia samostatne zvladnut’ kazdu fazu rieSenia slovnej ulohy. Pojem slovnej
ulohy pritom mézeme vymedzit' nasledovne: , Terminom slovnd uloha rozumieme
matematicki  lohu, ktord vyZzaduje jazykové porozumenie a presah do zivotnej
skusenosti.“ [2] Pre jazykové porozumenie je dolezité aby ziaci zvladli ¢&itanie
S porozumenim. Nasledne po tejto faze je nutné ulohu previest na matematicka tlohu
a teda danu situaciu zmatematizovat’. Tento proces je mozné previest’ viacerymi spdsobmi
a vybrat’ si ro6zne metddy rieSenia slovnych uloh. Fazy rieSenia slovnej ulohy, ktoré st
nevyhnutné pre spravne riesenie tlohy:

1. Citanie s porozumenim.

2. Matematizacia.

3. Strucny zapis slovnej tlohy (text, schéma, tabulka, nacrt,...).

4. VyrieSenie slovnej ulohy (pomocou ¢&isel, rovnic a nerovnic, naértov, grafov,
tabuliek,...).

Overenie spravnosti najdeného rieSenia (v matematizovanom i pdvodnom zadani).

6. Diskusia, zistovanie, ¢i existuju aj d’alSie rieSenia (navrat do pdvodného zadania
ulohy).

7. Zapis riesenia ulohy (obor pravdivosti, mnozina korenov, slovna odpoved).

o
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Slovnu ulohu moézeme riesit’ pomocou kalkulu (t.j. subor pravidiel pre zapisy vyrazov
pomocou jednoduchych symbolov a pre upravy tychto vyrazov na tvary vyhodné pre
ziskavanie vysledkov uloh), alebo bez kalkulu. Star$i ziaci Casto siahaji po rieSeni
pomocou rovnice s jednou neznamou, resp. vyuZzitim sustavy dvoch rovnic s dvoma
neznamymi. Na prvom stupni ZS. viak este Ziaci nemajii dostatoénii tiroveii vedomosti aby
vyuzili tento matematicky aparat. Mnoho uloh rieSitelnych pomocou rovnic je mozné
rieSit’ aj inymi metddami ako st pokus- omyl, grafické zndzorfiovanie situacie a usudok.
Tieto metddy st pouziteI'né aj u mladsich ziakov. Pri grafickom znazornovani a rieSeni
usudkom moézu Zziaci hlbsie preniknut’ do podstaty problému ako pri pouziti nauceného
algoritmu rieSenia. [3]

Stratégie rieSenia slovnych tiloh

Predmet Metody rieSenia matematickych tloh je zaradeny ako povinny predmet pre
Studentov odboru Ucitel'stvo pre primarny stupen. V ramci daného predmetu Studenti riesia
predovSetkym slovné ulohy zamerané na aritmetiku, funkcie, rovnice a ich sustavy,
kombinatoriku, logiku, rieSenia ktorych v prevaznej miere nepresahuju uroven zakladne;j
$koly. Ulohou $tudentov je najst’ rieSenie vhodné pre Ziakov primarneho stupiia. St vedni
k tomu, aby vyuzivali grafické znazornenie, metodu usudku, pokus- omyl, pripadne
rozdelenie na dve Casti. Zaradenie uloh do jednotlivych celkov samozrejme nie je vzdy
jednoznacné a uvedené metody v rieSeniach jednotlivych tloh su zarad’ované podla ich
vhodnosti postupne od prvého stupna ZS. [4]

Hlavnym zdrojom materialu, ktory prispevku spracovavame, su vysledky Studentov
Z pisomiek povinného predmetu Metddy rieSenia matematickych tiloh. Pocas semestra
Studenti absolvuju dve Ciastkové pisomky, v ktorych riesili dve tlohy z kazdého celku.

Za uspesne vyrieSenu ulohu sa povazovala té, ktoru Studenti riesili metédou vhodnou
na primarny stupen zakladnej Skoly. Pre lepSiu prehladnost’ uspesnosti Studentov pri
rieSeni jednotlivych loh uvadzame vysledky v grafe.

90% - 83%

80% - 71,50% 72,50%

70% 61,50%

60% -

50% - 45%

40% -

30% -

20% -

10% -

0% . . . . |
Ciselné zlomky funkéné logika kombinatorika
operacie myslenie

Graf 1 Uspesnost’ riesenia jednotlivych auloh
Ako vidiet' z grafu najuspesnejsie rieSenou ulohou bola slovnd uloha zamerana na

Ciselné operacie, potom logicka tloha, uloha na vyuzitie funkéného myslenia,
predposledna bola slovna tloha so zlomkami a najmenej Gspe$nou bola kombinatoricka
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uloha. V prispevku priblizime Studentské rieSenia kombinatorickej ulohy a slovnych tloh
so zlomkami, ktoré Studentom robili najvacsie problémy. Znenie kombinatorickej Glohy:

Z cislic 4, 5, 6 a 7 tvorime roznociferné (ne)parne prirodzené cisla mensie ako 1 000.
Kolko ich mézeme utvorit? Cisla sa mézu opakovat. [5]

Pri rieseni kombinatorickych tloh sa Studenti na seminaroch nestretavali so vzorcami.
Boli vedeni k tomu, aby podobné ulohy riesili systematickym vypisovanim vsetkych

moznosti a pomocou stromového grafu. Jedno zo spravnych rieSeni uvadzame na obrazku
1.
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Obrazok 1

Nulovu uspesnost’ pri rieSeni tejto ulohy malo 12 Studentov, o predstavuje 16 %. Teda
to st ti, ktori sa danti ulohu ani nepokusali rieSit. Vac¢sina Studentov sa pokusila vyriesit’
ulohu vypisovanim moznosti, ale nakolko hladali rieSenia nesystematicky, niektoré
moznosti vynechali (Obrazok?).

LECH os

n
o

06 G % G &
G Yo

Obrazok
Dalsia skupina Studentov nebrala do tvahy podmienku ,,réznociferné” a v rieSeni

uvadzala iba trojciferné Ccisla (Obrazok3), pripadne uvadzali aj Stvorciferné Cdisla
(Obrazok4).
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Obrazok 3 Obrazok 4

Znenie slovnych uloh so zlomkami : Ak da Peter svojmu bratovi Jurajovi polovicu zo
Stvrtiny svojich penazi, bude mat Juraj spolu so svojimi dvomi eurami 5 eur. Kolko eur ma
Peter? [5]

V triede je 32 Ziakov, pricom dievcat je o 4 viac ako chlapcov. V den pisomky z
matematiky chybaju dve devdtiny dievcat a dve sedminy chlapcov. Jedna tretina pisomick
dopadla ne jednotku a tri osminy zvysnych pisomiek bolo na dvojku. Z ostatnych pisomiek
dve pdtiny boli na trojku a Stvoriek bolo tolko ako pdtiek. Kolko Ziakov z triedy dostalo z
pisomky pitku? [5]

Pri ulohach takéhoto typu Studenti vac¢Sinou vyuzivali algebraické rieSenie
prostrednictvom rovnic a uprav zlomkov(Obrazok 5, 6).

49

ft

Obrazok 5 Obrazok 6
Nakol'’ko Ziaci na primarnom stupni eSte tieto stratégie neovladaju, tto stratégiu sme
nepovazovali za vhodnu a Studenti boli hodnoteni polovicnym poctom bodov. V d’alSom
uvadzame stratégie rieSenia, ktoré by mali zvladnut' aj ziaci na primarnom stupni a ku
ktorym boli $tudenti — budici uitelia na primarnom stupni vzdelavania, vedeni pocas
seminarov (Obrazok?7)
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Obrazok7

Pri rieSeni druhej slovnej ulohy $tudenti vyuzivali grafické rieSenie, pripadne delenie
celku na cCasti (Obrazok 8,9).
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Zaver

V ¢lanku sme priblizili naplh predmetu Metody rieSenia matematickych tuloh, ktory je
ureny pre buducich ulitelov — elementaristov. Zaoberali sme aj UspeSnostou rieSenia
jednotlivych tuloh Studentov ako aj vyberu stratégii rieSenia. Kratko sme sa venovali aj
analyze najmenej zvladnutej ulohe. Studenti Ugitel'stva pre primarne vzdelavanie pri
rieseni slovnych tloh najlepsie zvladaju rieSenie metddou rovnic s jednou neznamou. Tito
metddu si volia v pripade, ze dobre ovladaji potrebny matematicky aparat. Hoci su nha
semindroch vedeni k pouZivaniu stratégii vhodnych pre ziakov primarneho stupna
zakladnej $koly, maju pri ich pouziti mensiu uspesnost’.
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ZJEDNODUSENY MATEMATICKY MODEL MULTI LEVEL MARKETINGU

THE SIMPLIFIED MATHEMATICAL MODEL OF MULTI LEVEL
MARKETING

EDITA SZABOVA, PETER SZABO

ABSTRAKT. Prispevok sa zaobera zjednodusenym matematickym modelom multi level
marketingu, jeho porovnanim s pyramidovymi hrami, s ndaslednou moznostou pouzit multi level
marketing ako motivdciu zavedenia pojmov exponencidalna funkcia, exponencidlny rast.

KrUCOVE SLOVA: multi level marketing, pyramidova hra, exponencialny rast

ABSTRACT. The paper deals with a simplified mathematical model of multi level marketing
(also called network marketing), comparing it with a so-called pyramid schemes, with the
possibility to use multi-level marketing as a motivation to the introduction of teaching
exponential function, exponential growth.

Key WoRrbs: multi level marketing, pyramid schemes, exponential growth

CLASSIFICATION: A40, M10

Multi-level marketing vs. pyramidova hra

Pod pojmom multi level marketing sa rozumie viacstupfiovy, viaciroviiovy,
Struktirovany alebo sietovy marketing (z angli¢tiny network marketing). Definuje sa ako
systétm predaja tovaru priamo zakaznikom (priamy predaj — direct marketing)
prostrednictvom siete samostatnych predajcov ([1]). Tito predajcovia st nezavisli
obchodnici, ktori mézu nakupovat’ produkty spolo¢nosti za znizené ceny (pre d’alsi predaj,
pre vlastné alebo rodinné pouzitie a spotrebu); moézu tovar predavat’ d’alsim spotrebitel'om,
pripadne nezavislym obchodnikom; navyse ziskavaju d’al§ich nezavislych predajcov, ktori
zase mozu hladat’ a prijimat’ d’al§ich nezavislych predajcov ([2]). Tym sa vytvara akasi
pyramida s roznymi uroviiami v zavislosti od toho, kol'’ko novych predajcov je schopnych
ziskat’ si svojich d’alSich potencialnych predajcov, ktori budu siet’” d’alej rozvijat. Takto
vytvorena pyramidova schéma predaja je formou multi level marketingového planu, so
zameranim predovSetkym na vytvaranie zisku formou ziskavania nielen zakaznikov, ale
zaroven aj novych distribatorov ([3], [4]). Oproti priamemu marketingu je multi level
marketing orientovany teda na rozSirovanie siete, pricom chce klast  doraz
na uspokojovanie potrieb znameho a stabilného okruhu zakaznikov z okolia distributora
([5D).

Pojem multi level marketing sa zvykne niekedy mylne povazovat' za synonymum
pyramidovej hry alebo tzv. lietadla. Hlavny rozdiel medzi multi level marketingom
a pyramidovou hrou spociva v tom, Ze pyramidové hry vécSinou neponukaji konkrétny
produkt, ide predovsetkym o hru speniazmi. Ak su pontkané nejaké produkty, ide
vacsinou len o ziskanie vstupnych poplatkov ako investicie do predrazeného tovaru, ktory
sa Casto ani nakoniec nepreda. Poplatky su tu v podstate jedinym zdrojom penazi
Vv systéme — ked’ Clen pyramidy privedie nového ¢lena pyramidy, prijima od neho vstupny
poplatok, ktorého ¢ast’” si ponechava a ¢ast’ posiela na prerozdelenie osobe, ktord ho
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do pyramidového systému priviedla. Ta si opat’ ¢ast’ financii necha a ¢ast’ posle o d’alSiu
uroven pyramidy vysSie. Takto by to malo pokracovat’ az na vrchol pyramidy k ¢loveku,
ktory dany pyramidovy systém zalozil. [6] Cielom pyramidovej hry je ziskavat peniaze
bez akéhokol'vek usilia, pretoze zisk bude zabezpefeny vstupnymi poplatkami novych
¢lenov, ktorych do pyramidy privedu ¢lenovia spodnej Casti pyramidy.

Multi level marketing na rozdiel od pyramidovej hry operuje s vyrobkami, ktoré
distribuuje firma. Taktiez st pozadované vstupné investicie, napriklad na vstupny balicek
kozmetickych produktov, ale vzhladom na to, Ze ide o priamy predaj, investicie sa
svelkou pravdepodobnostou vratia. Distributor nakupuje od firmy vyrobky
za velkoobchodné ceny a rozdiel v ,katalogovej cene ostava jemu ako provizia. Pokial
ziskava novych ¢lenov (obvykle tym, ze ich sam zaregistruje), ziskava d’al$iu proviziu —
urcité percento aj z ich predajnych aktivit.

Je tu este jeden podstatny rozdiel — pyramidové hry su nelegalne, kym multi level
marketing je legalnym spdsobom zisku.

Priklad spdsobu odmenovania v multi level marketingu / v pyramidovej hre

Slovenski pouzivatelia internetu sa mohli na webe stretnat so strankou
http://www.supermilionar.okamzite.eu/ so sloganom ,,SUPERMILIONAR - POMOC PRE
KAZDEHO, KTO VIE OBDAROVAT INEHO. NEDOTKNE SA VAS SVETOVA
KRiZA! PRISPEVKY ZADARMO KAZDY DEN NA VAS UCET. OTVORTE SVOJE
SRDCE, DARUJTE 10 EUR NIEKOMU A DOSTANETE OVELA VIAC OD
NIEKOHO.“ V principe funguje Supermilionar ako kedysi posielanie retazovych listov.
V schranke sme si nasli obalku od nasho priatel’a/priatel’ky, v liste bol zoznam 5 mien
s adresami. Nasou tlohou bolo poslat’ list 10 d’alsim 'udom a navySe osobe, ktora je
V zozname listu na prvom mieste. List, ktory sme mali odoslat’, uz nemal obsahovat’ meno
a adresu prvej osoby z ndm dodaného listu, ale zoznam sa mal posunat’ o jedno meno
smerom nahor a piata adresa bola t4 nasa.

Supermilionar pozaduje zaplatenie 10 eur na et prvého zo 6 uUctov uvedenych
V zozname s tym, ze platit’ je potrebné bankovym prevodom, aby bolo mozné identifikovat’
platitel’a. Po platbe ,,supermilionar* zasle platitelovi list, na ktorom budu zoznamy Cisel
uctov, na dané ¢isla uctov budu platit’ vstupné poplatky 10 eur d’alsi l'udia, ktorych si novy
platitel najde. Supermilionar slubuje v kratkej dobe prijem na Gget vo vyske 10.5°
=156 250 eur. Okrem neuverite'ného prijmu ponuka aj po zaplateni vstupnych poplatkov
zajazdy do Tatier, rozne Sperky a produkty dennej spotreby zadarmo.

Na stranke sa opakovane pise, Ze nejde o pyramidovu hru, ale o legalny a fungujuci
multi level marketing. Stranka je vSak nanajvyS podozriva svojou formou
(neStrukturovand, je vytvorend na neregistrovanej doméne), ponuka velké bohatstvo
z prakticky nicoho, posobi prehnane na emocie chudobnych, pouziva falosné argumenty
auvedeny zakladatel' projektu je dlznikom Socialnej poistovne, navySe jeho uvedena
firma neexistuje. Ci ide skutone o podvod, alebo na danom systéme niekto zbohatol,
ostava nezistené.
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Motivacia zavedenia pojmu exponencialna funkcia pomocou siet’ového marketingu

V tejto kapitole priblizime, ako doteraz uvedené suvislosti z oblasti multi level
marketingu a pyramidovych hier mozno prepojit’ s vyu¢ovanim exponencialnej funkcie,
pripadne geometrickej postupnosti na strednych Skolach.

Multi level marketing, nazyvany aj sietovy marketing, funguje na systéme neustaleho
ziskavania novych Clenov systému, ktori privadzaji zase novych Clenov atd’., ¢im sa
vytvori siet’ tvaru pyramidy zlozend z jednotlivych urovni, pricom na vrchu je zakladatel
(director).

Nie je presne dané, kolko novych ¢lenov by mali ziskat' Clenovia spodnej Casti
pyramidy, pre zjednodusenie modelu uvadzame schému pre pocet novych ¢lenov n=2,
ktorych privedie kazdy ¢len z priebezne spodnej Casti pyramidy.
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Obrazok 1: siet’ ¢lenov multi level marketingu [Zdroj: http://excellent-internet-
marketing.com/images/mim.jpg]

Na prvej trovni je iba 1 ¢len — zakladatel’. Ten si do systému privedie dvoch ¢lenov
(na druhej urovni su 2 ¢lenovia), kazdy z nich si privedie d’al§ich dvoch (na tretej Grovni st
4 ¢lenovia), na Stvrtej trovni mame 8 ¢lenov, na piatej 16 atd’. Vo vSeobecnosti mézeme
vyjadrit’ pocet ¢lenov systému na n-tej trovni ako 2™, teda pocet ¢lenov na n-tej urovni
exponencidlne rastie.

Kolko ¢lenov spolu ma pyramida po jednotlivé irovne? Pocet Clenov na prvej Grovni
je 1, pocet Clenov po druhu uroven je 3, po tretiu Groven 7, po Stvrta Groven 15, po piatu
uroven 31. Dokdzeme teda vyjadrit’ aj celkovy pocet ¢lenov pyramidového systému na n
trovniach —2"-1

V pripade, Ze by sme siet’ skladali ztroch, Styroch alebo piatich novych clenov
ziskanych kazdym clenom pyramidy na poslednej rovni, ziskali by sme pocty clenov
pyramidy na n-tej Grovni a celkovo uvedené v tab. 1.

Ako sme si mohli vSimnat, aj odmena V Supermilionarovi vlastne narastla
exponencidlne, podobne ako pocet retazovych listov, ktoré sme mohli dostat’. V pripade
provizie v Supermilionarovi predpokladal zakladatel' ziskavanie vzdy 5 ¢lenov az po 6
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trovni, teda zisk pre kazdého by mal byt 5°.10 eur (nepoéitali s vrcholom pyramidy).
Pocet ret'azovych listov, ktoré sa nam za idealnych okolnosti vratia, ak posielame vzdy 10
listov do piatej trovne, bol az 10 000.

Pocet novych ¢lenov a

] 2 3 4 5 a
Uroven v pyramide
1 1=2°] 1=3" | 1=4° | 1=5° a’
2 2=2t1 3=3" [ 4=4' | 5=5 al
3 4=2°] 9=3% | 16=4° | 25=52 a’
4 8=2%127=3%[64=4%|125=5° a®
n 2I"| 1 3n 1 4n—1 5n 1 an 1
v ;oo ~ n n n n 1 n
Spolu ¢lenov po n-ta Groven | 2°-1 | A(3"-1) | %(4"-1) | %(5™-1) | ... P (@"™1)
a —

Tabulka 1: pocty ¢lenov MLM pyramid roznych velkosti

Pre firmy, ktoré podnikaju systémom multi level marketing, je vyhovujuce, ked’ pocet
ich ¢lenov exponencidlne rastie, pretoZze to znamend vysSie provizie smerom
k zakladatelom. Exponencialna funkcia prudko rastie do nekone€na. Aj preto systém
MLM ma nespocetne vela kritikov, ktori vedia, ze MLM nedokaze donekonecna prijimat’
novych ¢lenov a neobmedzene vyplacat’ provizie. Taylor ([7]) tvrdi, Ze systémom MLM
dokaze ziskat’ 1% clenov firmy, ostatni budi stratovi.

Iné mozZnosti zavedenia pojmu exponencialna funkcia zoblasti marketingovej
komunikacie

Ziaci strednej $koly sa stretavajii s pojmom exponencialny rast v médiach, kde sa
pouziva na demonstrovanie prudkého, nekontrolovateI'ného zvySovania miery urcitého
spolocenského javu, napr. ,Internet rastie stale exponencidlne®, ,,Centralne banky prilis
zahalajt, exponencialne rastie dlh...“, ,,Cesko a Slovensku st korupciou presiaknuté a jej
miera exponencialne rastie“, ,,Exponencialne rastie aj mnozstvo poznatkov, ktoré si maju
Studenti osvojit’ pocas Studia mediciny* atd’.

O exponencidlnom raste ¢i poklese hovori aj marketingovy odbornik Philip Kotler
Vv suvislosti so zlym vyrobkom a prenosom informacie o nom. Podl'a jeho knihy Marketing
management, ktora je celosvetovou ucebnicou marketingu, vznikla séria nacitanych
audioprednasok ([8]).

Tvrdi, ze prvykrat kupujuci zakaznik ma pred nakupom isté ocCakavania na zaklade
toho, ¢o mu povedali znami, o mu slubuje predajca napriklad v reklame a z toho, ¢o
predpoklada zo svojej sktisenosti. Po kiipe zaznamena jednu z piatich urovni uspokojenia —
vel'mi spokojny, spokojny, neutralny, nespokojny, vel'mi nespokojny. Pravdepodobnost’
jeho daldieho nakupu danej znatky sa odvija od jeho prvej skiisenosti s fiou. Skody
znackadm spdsobené nespokojnymi zédkaznikmi sa neodzrkadl'uju len na strate prijmov od
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tychto zakaznikov. Silu jedného nespokojného zakaznika by podnik nemal v Ziadnom
pripade podceiovat. Stidie zistili, Ze velmi nespokojny zakaznik sa moze podelit’ o
svojou zlou skiisenost'ou so znackou az s 11 d’al§imi 'ud'mi a kazdy z nich zase s d’al§imi,
¢o vedie kmoznému exponencidlnemu rastu potencialnych zaujemcov, ktori ziskaji
0 podniku negativne referencie. Podnik preto strati nielen dozivotné prijmy od
nespokojného zéakaznika, ale tiez pride o dalSich potencidlnych zakaznikov, ktori sa
rozhodnt od podniku ni¢ nekupovat’.

Vo vyucovacom procese mdzeme ilustrovat’ aj tuto schému exponencialneho rastu
Sirenia informacie, kde na n-tej urovni sa negativna referencia dostane k 11" moznym
zakaznikom.

Zaver

Cielom prispevku bolo struc¢ne vysvetlit multi level marketing a pyramidové hry
s moznostou ich implementovania do vyuCovania matematiky. Uviedli sme ich
zjednodugeny model, ktory je vhodné pouzit' vo vyucovani matematiky v 3. roéniku SS pri
vyudovani exponencialnej funkcie alebo v 4. roéniku SS pri vyuovani geometrickej
postupnosti. Na tomto modeli mdézeme Ziakom demonstrovat’ prudky exponencialny rast.
Kontext marketingu ma taktiez vysoky motiva¢ny potencial pre Ziakov, ked’ze ide o oblast’
kazdodenného zivota. Nemozno opomenut ani vychovny aspekt zavedenia pojmu
exponencialna funkcia pomocou multi level marketingu ¢i pyramidovych hier. Myslime si,
ze kazdy ziak ¢i Student sa skor ¢i neskor stretne pri hl'adani brigady alebo zamestnania
s ponukou vstipit’ do multi level marketingovej firmy a mozno dokonca aj do pyramidove;j
hry, preto je nutné, aby vedel, o Co presne ide. Nakupovanie drobného sortimentu
pontkaného priamym predajom nemdze viac ¢i menej ohrozit’ budicnost’ Ziaka/Studenta.
HorSie dosledky moéze mat uzatvaranie réznych zmliv bez moznosti dokladnejsSieho
premyslenia si ich nalezitosti alebo pod natlakom ¢i na zaklade apelov na emocie, pretoze,
zial, systtmom multi level marketing funguji aj tzv. finanéni poradcovia,
sprostredkovatelia poistenia ¢i uverov.
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MATEMATIKA V LETNOM TABORE
MATHEMATICS IN THE SUMMER CAMP
EvA UHRINOVA

ABSTRAKT. Nasledujiici prispevok je o sutazi obsahujicej matematické ulohy z kombinatoriky,
ktora bola dana detom vo veku 6-11 rokov v letnom tabore tematicky zameranom na rozpravky.
Zmienujeme sa o reakciach Ziakov, ich schopnosti riesit zadané ulohy a ochote Ziakov riesit
matematické problémy (najmd z kombinatoriky) pocas letnych prazdnin.

KrUCOVE SLOVA: hra, sutaz, letny tabor

ABSTRACT. The following contribution is about the competition containing mathematical
problems of combinatorics, which was given to children 6-11 years old in summer camp, which
theme was aimed at fairy story. We concentrate at the reactions of students, their ability to
solve the assigned tasks and willingness of students to solve mathematical problems (especially
in combinatorics) during the summer holidays.

KEey WORDS: game, competition, summer camp

CLASSIFICATION: K20, D40

Uvod

Hravost’ je prirodzenym prejavom deti. Vavrova a kol. [1] sa vyjadruju, ze hra je
nevyhnutnym sprievodcom detstva, prejavuje sa pri nej aktivita, tvorivost’ a vlastna
iniciativa. Hra je vzdy aktivny, dynamicky proces, zamestnava dusevné i telesné
schopnosti a tie prehlbuje a rozvija. Potreba hry pretrvava v najroznejSich formach az do
dospelosti.

Zaplnenie vol'ného ¢asu deti hrou a zabavou pocas letnych prazdnin poskytuju okrem
iného aj letné tabory. V taboroch st pre deti pripravené rdzne druhy hier a sutazi.

Sutazivost’, ako vo fyzickej obratnosti, tak i v intelektualnych schopnostiach je
charakteristickym rysom deti. UZ samotny princip sutazivosti ¢asto prit'ahuje ucastnikov.
Sut'az motivuje ziakov K vy$sim vykonom, uéi ich koncentrovat’ sa na zadané tlohy [2].

Prave pozitiva hry asttazi nas motivovali k otdzke, ¢i bude deti v tabore, pocas
letnych prazdnin, bavit’ aj matematicka sutaz.

Nasledujtci prispevok podava informéacie o zapojeni matematiky do stut’aze v lethom
tdbore. VSimame si reakcie deti, schopnost rozmyslat’ a ochotu riesit matematické
problémy (najmé z kombinatoriky) pocas letnych prazdnin.

Matematicka sut’az v letnom tabore

Matematicka sutaz sme vyskusali v detskom letnom tidbore s nazvom Pampuldni
a Pampulonky v roku 2011. Odohraval sa v rekreacnom zariadeni v Cubietovej. Zucastnilo
sa ho 68 deti a 7 veducich. Jedna sa o rozpravkovo-fantasticky tabor pre mladsie deti (6-11
rokov), kde sa deti kazdé rano prebudia do inej rozpravky a pomahaji jej hrdinom plnit’
zaujimavé ulohy [3].
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V piaty denl sa ¢lenovia Pampulénie zobudili do rozpravky Nevedkové dobrodruzstva.
Popoludni prebiehala aktivita s nazvom Pali vam to, v ktorej deti pomahali Nevedkovi
vyrieSit' rézne matematicky zadané ulohy. Kazdé dieta dostalo karticku s nazvami
siedmich stanovist (obrazok 1). Ulohou deti bolo ist’ na kazdé stanoviste v Fubovolnom
poradi a vyriesit’ Glohu, ktort im zada veduci.

Ulohy boli zamerané na kombinatoriku. Po vyrie$eni ulohy ziskali deti body a podpis
veduceho do svojej karticky. Pocet spravne vytvorenych moznosti predstavoval pocet
ziskanych bodov. Za nespravne vytvoreni moznost’ sa odpocital jeden bod. Na stanovisti
Kronikar sa do kolonky body zapisal cas, za ktory splnil sut’aziaci zadant tlohu.

Po skonceni stitaze sa karticky pozbierali a vyhodnotili sa najuspesne;jsi jednotlivci za
kazdé stanoviste. Ked'ze bol tabor tematikou rozpravkovy, tak aj zadanie uloh bolo ladené
takymto spdsobom.

Meno:
Oddiel:
p. & | STANOVISTE | Body / podpis
1. Dvorna dama
2. Veza
3. Zmrzlinovy koktail
4. Hod kockami
5. Sago
0. Kronikar
7. Zamocky bal

Obrazok 1: Karti¢ka na sat’az Pali vam to

Dvorna diama

Kolkymi sposobmi sa moze obliect’ dvorna dama, ak ma k dispozicii tri r6zne sukne
a dve rozne bluzky (kazda blizka sa hodi ku kazdej sukni)?

Pomocky: z farebného papiera vystrihnuté farebné bluzky (Styri kusy z dvoch rdéznych
farieb) a farebné sukne (po $tyri kusy z troch roznych farieb) (obrazok?2)

Riesenie: K dvom r6znym bluzkam mézeme priradit’ tri rozne sukne, teda spolu 2.3 = 6
moznosti. B1 - S1, S2, S3; B2 — S1, S2, S3

Obrazok 2: Stutaziaci pri stanovisti Dvorna dama

168



MATEMATIKA V LETNOM TABORE

Veia

Kolko farebnych vezi skladajtcich sa z troch druhov farebne odlisenych tehal mézu
postavit’ murari pre princeznti?

Pomocky: farebné drevené kocky (10 kusov z 3 rdznych farieb)

Rieenie: BMC, BCM, MBC, MCB, CBM, CMB. Pocet permutacii z troch prvkov,
teda3!=3.21=6.

Zmrzlinovy koktail

Zamocky kuchar vie pripravit chutné zmrzlinové koktaily, ktoré vzdy pripravuje
z troch réznych druhov zmrzlin. Kolko réznych koktailov nam méze kuchar pripravit’, ak
rano pripravil $tyri druhy zmrzlin?

Pomocky: farebné kruhy z papiera (po 10 kusov zo 4 rdéznych farieb)

Riesenie: 123, 124, 234, 341, ¢o st 4 moznosti. Vytvarame trojice zo Styroch prvkov,
pricom nezalezi na poradi prvkov, teda C(3,4) = 4.

Hod kockami

Princezna Evelin ma vel'mi rada spoloc¢enski hru s ndzvom Osadnici, pri ktorej je
rozhodujuci suc¢et hodu dvoch kociek. Aké sucty bodiek padaji princeznej pri tejto hre
najcCastejSie?

Pomocky: dve hracie kocky, pero, papier

Riesenie: 2 = 1+1; 3 = 142, 2+1; 4 = 143, 3+1, 242; 5 = 1+4, 4+1, 2+3, 3+2; 6 = 1+5,
5+1, 2+4, 442, 3+3; 7 = 146, 6+1, 2+5, 5+2, 3+4, 4+3; 8 = 2+6, 6+2, 3+5, 5+3, 4+4; 9 =
3+6, 6+3, 5+4, 4+5; 10 = 446, 6+4, 5+5; 11 = 546, 6+5; 12 = 6+6. NajcastejSie pada sucet
7.

Saso

Pampulonsky Saso Jaso rad Zongluje s farebnymi kockami. Dnes si vybral modru, zIti,
bielu a ¢erventi kocku. Uhadni, v akom poradi si z nich chce $aso postupne pridavat’ do
zonglovania (Obrazok 3).

Pomocky: 8 farebnych kociek (po dve farby zo Styroch druhov farieb), tvrdy papier na
zakrytie Sasového poradia kociek

Obrazok 3: Sutaziaca pri stanovisti Sago

Kronikar

Aj Pampulénia ma svoju kroniku. Na starosti ju mé kralovsky kronikar Hugo. Vel'mi
rad do nej vlepuje tabulky a grafy, ktoré bud’ sam vytvara, alebo vystrihuje z miestnych
novin. Dnes ma kronikar vel'a prace, a tak nas poprosil o pomoc. Tabulky a grafy, ktoré
znazoriuju tie isté udaje, sa mu pomiesali. Pom6z Hugovi vytvorit’ spravne dvojice.
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Pomocky: karti¢ky, na ktorych su tabulky a grafy tykajice sa kral'ovstva Pampulonie,
niektoré tabul’ky, alebo grafy nemaju k sebe dvojicu

Zamocky bal

Vytvor vSetky mozné dvojice z dvornych ddm a panov, ktorych by sme mohli vidiet’ na
bale zatancovat’ ivodny valcik, ak mame k dispozicii tri dvorné damy a Styroch panov.

Pomocky: 7 karticiek s menami vedutcich, pero, papier

Riesenie: Ku kazdej dvornej dame z troch mézeme priradit’ jedného pana zo Styroch,
teda 3.4 = 12 moznosti. D1P1, D1P2, D1P3, D1P4, D2P1, D2P2, D2P3, D2P4, D3PI,
D3P2, D3P3, D3P4.

Priebeh sut’aze

Sut'az bola povinna pre vSetky deti. V tvode dostali deti karticky (Obrazok 1) a boli
oboznamené s pravidlami stit'aze.

Kazdé stanoviste malo aj pomdcky na rychlejSie odhalenie, respektive predstavenie si
rieSenia ulohy. Pri jednom stanovisti sa deti zdrzali priemerne 5 minut.

Najviac deti rieSilo ulohy manipulovanim s pomdckami apo vyzvani veduceho
stanovista aj vypisovanim moznosti. Stromovy diagram si pri rieSeni uloh nenakreslil
nikto. U mladsich deti (6-8 rokov) bolo vidiet’, Ze neuvazovali nad spravnost'ou svojho
rieSenia. Napriklad, na obrazku 2 mézeme vidiet’ ako dievca vl'avo (6 rokov) vytvorilo dve
rovnaké moznosti (oranzova sukna a oranzova bluzka). K dvom zltym blizkam neskor
pridala zeleni aoranzovi suknu. Naopak, dievéa vpravo (10 rokov) si zvolilo pri
zorad’ovani systém — K bluzke jednej farby postupne priradila vSetky mozné sukne.

V ulohe Zmrzlinovy koktail si len Siesti uvedomili, Ze pri utvarani trojic nezalezi na
poradi prvkov, ked’ze sa zmrzliny v koktaile aj tak zmieSaju.

Pri stanovisti Hod kockami vécsina deti hodila kockami niekol’kokrat. Urobili si sucet
bodiek pri hodoch, a ked” sa im niektory suéet zopakoval, povedali ten stéet ako odpoved’.
Niektori hodili parkrat kockami a vysledok si typli. Jeden chlapec (10 rokov) zacal
uvazovat’ o jednotlivych sG¢toch, ktoré moézu padnat pri hode dvomi kockami,
nevypisoval si ich na papier, ale hovoril ich nahlas. Vysledok vSak nepovedal spravny.

Pri Glohe Kronikdr sa opét preukazal vekovy rozdiel deti. Mladsie deti (6-8 rokov)
mali problém pospajat’ karticky. Pre starSich (9-11 rokov) bolo toto stanoviste najlahsie.

Na stanovisti Zdmocky bal jedno dievca (7 rokov) vyradilo moznost’ jedného paru
vedicich s odovodnenim, Ze oni nebudu spolu tancovat’, pretoze sa nemaju radi. Tu sme si
uvedomili na jednej strane, ze deti vnimaji vztahy medzi vedicimi a na strane druhej, ze
deti do uloh vkladajt realnost’.

Na stanovisti Saso nezohraval vek ziadnu rolu, ked’ze tato uloha zavisela vyznamnou
mierou na nahode.

Nasim cielom bolo v§imat’ si okrem spravnosti rieSenia Gloh aj zapojenie deti do
sutaze. Kedze iSlo o zapojenie matematiky do klasického (nie matematického) tabora,
oCakavali sme pasivitu aneochotu deti rieSit matematické ulohy. Stretli sme sa vSak
s ochotou deti riesit’ stanovené ulohy. Pripisujeme to sut'azivosti deti, spravnej motivacii a
prostrediu (uvolnené — neslo tu o znamky v Skole, nikto nekontroloval, v ¢om mate
nedostatky a nevyvodil negativne zavery).

Len dve deti zareagovali hned’ po druhom stanovisti negativne: ,,To vSetky Glohy st
na matiku? Ja neznaSam matiku.“ A druhy komentar: ,,Mne sa to nechce.” Obaja vSak mali
negativny pristup aj pri inych sutaziach. Pri ich poznamke sme si uvedomili, Ze vhodnejsie
by bolo, dat’ menej tloh zameranych na matematiku, respektive, nedavat’ len matematické
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ulohy, ale pomiesat’ ich aj s inymi ulohami — hadanky, praktické ulohy (napis, ¢o najviac
slov zaCinajucich na dané pismeno za 1 minutu, a podobne).

Zaver

V prispevku opisujeme priebeh sttaze v detskom letnom tdbore, ktora obsahovala
ulohy z kombinatoriky. Pri rozbore priebehu sutaze sme prisli na to, ze deti nemaju
problém riesit’ Glohy z matematiky aj cez letné prazdniny. Vhodnejsie by vsak bolo,
pomiesat’ do sut'aze tlohy z viacerych oborov, nielen z matematiky.

Takisto sme zistili, e pre mladsie deti (6-8 rokov) boli ilohy naro¢né. Ziadne dieta
v tomto veku nevyriesilo spravne viac ako tri tlohy. NajtazSie boli pre nich tlohy Hod
kockami a Kronikar. Naro¢nost ostatnych uloh zjednoduSovali pomocky. Deti sa pri
ulohach viac-menej hrali s pomdckami a zorad'ovanim vytvarali rozne moznosti. Aj
napriek naro¢nosti uloh pre tito vekovl kategériu, vidime zmysel tychto uloh najmi
Vtom, ze sa deti mézu naucit samostatne zorad'ovat prvky, rozmyslat’ nad rdéznymi
moznostami zoradenia prvkov. Vhodnejsie by vsak bolo, pomdcky poskytnit’ len mladsim
det'om, star§im dat’ len pero a papier. StarSie deti (9-11 rokov) az na tlohy Hod kockami
a Saso, ziskali pri kazdom stanoviti pIny pocet bodov.
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VIZUALIZACIA VO VYUCBE MATEMATIKY — KONCEPT
PERCENTUALNEHO POCTU

VISUALIZATION IN MATH TEACHING — CONCEPT OF PERCENT

DUSAN VALLO, VILIAM DURIS

ABSTRAKT. V clanku prezentujeme geometricky pristup kvypoctu percent. Na zaklade
geometrickej umery riesime vybrané ulohy percentudlneho poctu pomocou geometrického
softvéru. Prispevok je koncipovany s dérazom na vizualizaciu tohto Standardne vyucovaného
poctu.

KruCovE SLOVA: percento, graficky, aplet, Geogebra, vizualizdacia, predstavivost, nazornost

ABSTRACT. We present a geometric approach to calculation of percent. Based on the geometric
theory of portion selected tasks are solved by using of special diagrams sketched in geometric
software. The contribution is concerned with aim to emphasize the visualization in standards of
percent teaching.

Key WoOoRbDs: percent, graphics, aplet, GeoGebra, visualisation, imagination, spartial
imagination, ICT, math education

CLASSIFICATION: D44

Introduction

In the preface of [1] the author states that "students of elementary and secondary
schools, so students and teachers of mathematics have a relatively underdeveloped
geometric imagination ...".

Of course, this statement belongs to a resource that is already more than 20 years old,
but the problem is still current.

In the last period one can observe that goals of researches are questions related to a
geometric and spatial imagination [3], [4], [5], [8], [9]. A domain of visualization
exploiting ICT plays also important role is math education [6], [7].

Implementation of ICT in math education significantly promotes the development of
those phenomena [12], considering with didactic problems [14]. Linking ICT with a
pragmatic approach to math education through real-world problems [2], [10], [11], suitably
supplemented with discovery methods and problem-solving [13] gives a teacher many
features to enhance an effectiveness of teaching.

Visualization in teaching - the concept of percent

It is not the aim of this article to analyze in detail results of several studies in area of
the illustration and visualization in math education. Based on the idea that "a graphical
representation of arithmetic relations historically preceded the algebraic expression” [1],
we present a graphical method for calculating of the percentage. This graphical solution
can be accepted as possible alternative to the current situation where method of teaching in
primary school is based on numerical calculations.
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It is trivial knowledge that percent means per hundred and the formula for percentage
is the following

part _ % (1)
base 100

On the other side is non- trivial fact that this formula can be represented geometrically by
diagram

C
g
7’
e
’
.
’
P
7’
.
,I
100% e
E .
4 base BC
’
- _4G
/, ‘4—
’ g
/’ F _a"
pras 7 part BG
.
i - percent
r’,—"”
S 1 R —— [
A D B

Figure 1: Diagram — percent in graphic

The proof is simple.

We apply the trigonometric function tan to triangles ADF, ABG and we obtain

IDF| |BG|
tan(£LFAD)=1——=17——:.
|AD| |AB|
Similarly we derive that tan(ZEAD) =@=@.
|AD| |AB|
It is easy to obtain the equality % = % . (2)

[DF| _ percent _ part _|BG|
IDE| 100% base |[BC|

In a notation described in formula (1) we derive

Remark. The denominators |ADJ|,|AB| in diagram don’t play any role in(2). This fact
allows us to put the lengths of these segments arbitrary.

How to calculate the percent with the diagram on Fig. 1 we present in examples by
using Geogebra aplets.

Example 1
There are 300 cats in the village and 75 of them is black. What is the percentage of black
cats in that village?

Comment. We put the diagram in Cartesian coordinate system. If the length of the segment
AB is 300, the length of BG is 75, the segment AG intersect the “scale” segment DE in a
point F. The length of segment DF represents the percent.
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e e 1O Change the base
Finding the percent base = 300
250
Change the part
200 part =75
E
100 ¢
100 %
T 4G
%0 Foer 75
' 0 : q 25 ' . ‘ 4B . ‘ .
50 A0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 !
D

Figure 2: Graphic solution of the Example 1 by using GeoGebra aplet

Example 2

A golf shop pays its wholesaler $40 for a certain club, and then sells it to golfer for $75.
What is the markup rate?

200
F . .
y Finding the percent
180
base = 40 Change the base
160 -—
140 part = 75 Change the part
e—————
187.5
120
100® Eg100%
80 G
80 75
40@----F--- C
20 40
T D T r T T l_ T T T T T T
20 A 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
B D

Figure 3: Graphic solution of the Example 2 by using GeoGebra applet

Comment. We again put the diagram in Cartesian coordinate system. If the length of the
segments AB, BC is 40. On the halfline BC lays the point G and holds|BG|=75. The

scale we localize on the halfline DE with the length 100 which is equal to the length of
segment AD. The line AG intersects the halfline DE in the point F and holds

|BF|=187.5 The markup rate is 187.5—-100=87.5%
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Example 3

The snowboard is on sale for 20% off the regular price of $250. Find the sale price of the
snowboard.

Comment. We put the diagram in Cartesian coordinate system by analogy. If the segment
DF represents the percentage than holds |DF| =80. The lengths of the segments AB,BC
we put equal to 250. A halfline AF intersects the segment BC in a pointG . Holds that
the length |BG| =200 represent the part and the sale price of the snowboard, too.

C
250 indi
Finding the part Change the base
- G base = 250
Change the percent
percent = 80
150
100 100% 200= part
1
F
50
Percent p
0 D B
0 A0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Figure 4: Graphic solution of the Example 3 by using GeoGebra aplet

The more complicated examples can be also solved geometrically. In one diagram we
input all numerical values.

Example 4

The price of an item changed from $150 to $120. Then later the price decreased again
from $120 to $90. Which of the two decreases was larger in percentage term?

Comment. We put two diagrams in Cartesian coordinate system by analogy to Example 1.

R e
140 Finding the percent
Change the base
120 y base1 = 150 base2 = 120
100 100% - P Change the part
. CO— ACs3 part! =120 part2 = 90
RLGTS A —
80 1o’ A
L2 F
60 e Tl 120
7o £
R b
i 90
40 . 80
o 60
20 /.f'.';’/ Percent
i
(Vad By 8 B,
0 A0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

Figure 5: Graphic solution of the Example 4 by using GeoGebra aplet
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Both decreases are represented by the lengths of the segments D,F, D,F, . In the first case
is the decrease in percent 20% and in the second decrease it is 25%. In common the
decrease form $150 to $90 is in percent 40%. Inserting data in one diagram gives to a
student unique possibility to compare the values and their significance.

Discussion

In this paper we have introduced some graphic method in percent calculation. We have
demonstrated the solutions of the concrete examples by use interactive applets, programs
created in software GeoGebra. We hope this contribution will be an inspiring incentive for
math teachers.
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ANALYZA ZIACKYCH CHYB PRI KONSTRUKCII REZOV TELIES
A MOZNOSTI ICH ODSTRANENIA VYUZITiM PROGRAMU CABRI 3D

ANALYSIS OF STUDENTS” MISTAKES IN SOLUTION OF THE SECTIONS
OF SOLIDS AND USING OF CABRI 3D FOR THEIR REMOVING

KITTI VIDERMANOVA, ALENA VIZIOVA, JULIA ZAHORSKA

ABSTRAKT. V nasom prispevku popisujeme vyskyt uciva stereometrie v Statnom vzdeldvacom
programe pre druhy stupen zdkladnych skol — ISCED 2 apre gymndzia — ISCED 3A.
Analyzujeme chyby, ktorych sa dopustaju Ziaci gymndzia pri konstrukcii rezov telies. Skumame
a zdaroverii navrhujeme, ako sa tieto chyby daji odstranit pouzitim programu Cabri 3D.

KruCovE SLOVA: stereometria, rezy telies, Cabri 3D.

ABSTRACT. In this paper we describe the occurrence of the content of solid geometry in the
State education program for the lower secondary education — ISCED 2 and for the higher
secondary education — ISCED 3A4. We analyse the students’ mistakes whose were done in the
solution of the sections of solids at higher secondary schools. We examine and suggest how we
can remove these mistakes using Cabri 3D.

KEeYy WoRDs: solid geometry, sections of solids, Cabri 3D.

CLASSIFICATION: D74, G44.

Uvod
Na uspesné riesenie stereometrickych loh potrebuje Student:

» vedomosti o telesach,

» vedomosti o vzajomnych polohovych vlastnostiach priamok a rovin,
» poznatky o principoch premietania,

»  priestorovu predstavivost’ na dostato¢nej Grovni.

Vedomosti a poznatky ziskavaju ziaci po¢as vyucovacieho procesu, avsak priestorova
predstavivost’ sa naucit’ neda. Bud’ ma ziak danost’ vidiet’ ,,to* alebo nema. Ak Ziak nema
dostatocne rozvinutGi priestorovi predstavivost, v pripade rieSenia polohovych
konstruk¢énych tiloh nevie uplatnit’ ani nau¢ené vedomosti a poznatky. Je preto potrebné
hl'adat’ rézne moznosti, ako napomahat’ ziakom a Studentom pri rieSeni tychto naro¢nych
uloh. Jednou z moznosti je pouzit’ program Cabri 3D.

Tento program umoziuje vytvarat’ geometrické konstrukcie jednoducho a prehl'adne.
Umozituje otacat’ zobrazené telesd ateda vidiet' teleso zrdznych pohladov, ¢o je pri
klasickom rysovani na papier atabulu nemozné. Ako uvadza aj Vallo (2006):
,2Domnievame sa, ze ide o velmi efektivny nastroj, ktorého zaradenie do vyucby
matematiky, nielen na strednych Skolach, méze vyrazne prospiet’” rozvoju priestorovej
predstavivosti, schopnosti  abstrakcie a myslienkovych operacii s priestorovym
usporiadanim objektov*.
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Stereometria v ISCED 2

Obsah vzdelavania v predmete matematika je v nizSom sekundarnom vzdelavani
spracovany na kompetencnom zaklade. Z hl'adiska rozvoja priestorovej predstavivosti st
vyznamné najmid kompetencie pouzivat matematické modely logického a priestorového
myslenia a prezentacie (vzorce, modely, Statistika, diagramy, grafy, tabul’ky), pricom pri
budovani a rozvoji priestorovej predstavivosti je dolezitou aj kompetencia vyuzivat’ IKT
pri vzdelavani. Dalsimi dolezitymi kompetenciami pre rozvoj priestorovej predstavivosti,
ktoré ma Ziak v nizSom sekundarnom vzdelavani ziskat’, su:

» rozozna, pomenuje a opiSe jednotlivé zakladné priestorové geometrické tvary,
nachddza v realite ich reprezentaciu; dokéaze Specifikovat’ ich jednotlivé prvky (telesova
uhlopriecka, vzt'ah hran),
pouziva k argumentacii a pri vypoctoch vety o zhodnosti a podobnosti trojuholnikov,
vie vykonat v praxi potrebné najdblezitejSie merania a vypocty obvodu, obsahu,
povrchu a objemu geometrickych utvarov,
pozna meracie prostriedky a ich jednotky, vie ich samostatne pouzivat aj pri
praktickych meraniach,
analyzuje a riesi aplikacné geometrické tlohy s vyuzitim osvojeného matematického
aparatu.
Priestorové myslenie a priestorova predstavivost' sa tvori a rozvija predovsetkym
vzdelavanim v tematickom okruhu Geometria a meranie, v ktorom sa ziaci zoznamuju so
zakladnymi geometrickymi utvarmi, skimaju a objavuji ich vlastnosti. Odhadom,
meranim a vypoétom sa uéia zistovat velkost uhlov, dizok, povrchov a objemov. Uéia sa
rieSit’ polohové a metrické ulohy z beznej reality a rozvija sa ich priestorova predstavivost’.
Cielom vyuCovania matematiky je aj rozvoj schopnosti Ziakov orientovat’ sa v rovine a
priestore.

V obsahu vzdelavania su z hl'adiska rozvoja priestorovej predstavivosti v jednotlivych
ro¢nikoch dolezité najma tieto témy:

Y VY

Y VY

Rovnobezky, kolmice v beznom zivote.

Kocka, kvader, ich siet’, vypocet povrchu a objemu, jednotky povrchu a objemu a ich
premena.

Stavba telies zo stavebnicovych kociek.

Stavba telies na zaklade stanovenych podmienok (podla planu).

Niektoré spdsoby zobrazovania priestoru (vol'né rovnobezné premietanie, perspektiva).

Obrazy kvadra a kocky vo vol'nom rovnobeznom premietani, vidite'nost’ hran.

Telesa zlozené z kvadrov a kociek, ich znazoriiovanie, narys, podorys, a bokorys, tlohy
na rozvoj priestorovej predstavivosti (aj priklady jednoduchych a zlozenych telies v
realnom Zzivote).

Hranol, jeho znazornenie a siet’, objem a povrch, pouzitie vzorcov na vypocet objemu a
povrchu (aj v slovnych tlohach z praxe).

Valec, ihlan, kuZzel a ich siete, objem a povrch.

Gul’a a rez gul'ou. Objem a povrch gule.

Pouzitie vzorcov na vypocet objemu a povrchu valca, ihlana, kuzela a gule (aj v
slovnych ulohach z praxe).

Pouzitie Pytagorovej vety pri rieSeni praktickych tloh.

Pouzitie podobnosti pri merani vySok a vzdialenosti, topografické prace v realnych
situdciach.

VVVVYV VY

VV VYVV VY
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Uvedeny obsahovy Standard je minimalny predpisany Standard. Je plne v pravomoci
Skoly v ramci Skolského vzdelavacieho programu niektoré uciva rozsirit, resp. doplnit’.
Ucitelom zakladnych $kol a osemrocnych gymnazii navrhujeme zaradit' ulohy, ktoré
mdbzeme povazovat za propedeutiku konstrukcie rezov telies. Tento typ tloh sa nachadza
napr. v ¢eskych ucebniciach a pracovnych zoSitoch. Na ukazku vyberame dve ulohy,
ktorych zadanie je na Obr. 1 a Obr. 2.

ey

B
] (a W
¢
N,

h.

&

Obr. 1: Prirad’ rezy na syre

Obr. 2: Prirad’te rovinné rezy k rezom na Skatuli
(zdroj Mikulenkova, Molnar, 1997) N 2 z 4

danych tvarov
(zdroj: Pavlovicova, Rumanova, 2007)

Zaradenim podobnych uloh do vyuCovania matematiky rozvijame priestorova
predstavivost’ ziakov a pripravujeme ich zirovenn na naro¢ni oblast’ stredoskolskej
stereometrie — polohové konstrukéné ulohy.

Stereometria v ISCED 3A

Statny vzdelavaci program pre vyssie sekundarne vzdeldvanie v tematickom okruhu
Geometria a meranie uvadza: ziaci skimaji a objavuju rovinné a priestorové utvary a ich
vlastnosti, odhadom, meranim i vypoctom urcuju obsahy, povrchy a objemy telies, rieSia
polohové a metrické tlohy z beZnej reality, dblezité miesto ma rozvoj priestorovej
predstavivosti. V obsahu nachddzame &asti tykajuce sa stereometrie. Ziak (ako sa uvadza
vo vykonovom $tandarde):

» vie v rovnobeznom premietani nacrtnut’ kvader alebo jednoduché teleso zlozené z
malého poctu kvadrov,

vie nakreslit’ bokorys a podorys jednoduchych Gtvarov zloZenych z kvadrov,

pozna priklady inych spdsobov zndzorfiovania priestoru (napr. vrstevnice alebo
linearna perspektiva),

vie pouzivat’ sposoby dvojrozmernej reprezentacie priestoru pri rieSeni jednoduchych
uloh,

vie vypocitat’ povrch a objem telies pomocou danych vzorcov vratane jednoduchych
pripadov, ked’ je potrebné niektoré tidaje dopocitat’ z ostatnych udajov,

vie v jednoduchych pripadoch zobrazit’ rez telesa rovinou,

pozna suvislosti rezu gul'ou so stradnicovym systémom,

vie rie§it’ jednoduché ulohy vyzadujuce priestorovi predstavivost’.

VVYVY YV VY VYV

Leps$i obraz o obsahu, ktorému je venovana pozornost’ vo vyucovani geometrie vo
vy$Som sekundarnom vzdelavani nadobudneme, ak si priblizime poziadavky na vedomosti
a zrucnosti k maturitnej skuske z pohl'adu rozvoja priestorovej predstavivosti:

Ziak vie:

» pouzit' vlastnosti volného rovnobezného premietania pri zobrazovani kocky,
pravidelnych hranolov,
» S$pecialne vo vhodne zvolenej suradnicovej sustave opisat’ vrcholy daného kvadra,
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» rozhodnat o vzajomnej polohe dvoch linearnych utvarov pomocou ich obrazu vo
vol'nom rovnobeznom premietani,

» zostrojit’ vo vol'nom rovnobeznom priemete jednoduchého telesa (kocky, resp. hranola)
prieseénik priamky (ur¢enej dvoma bodmi leziacimi v rovinach stien kocky, resp.
hranola) s rovinou steny daného telesa,

» zostrojit’ rovinny rez kocky, kvadra rovinou ur¢enou tromi bodmi leziacimi v rovinach
stien, z ktorych aspoii dva lezia v tej istej stene daného telesa,

» na zobrazenych telesach oznacit’ tseCky, ktorych skutocna velkost predstavuje
vzdialenost’ danych linearnych utvarov a uhly, ktorych skuto¢na velkost’ predstavuje
uhol danych linearnych utvarov,

» rozhodnut, ¢i dana siet’ je sietou telesa daného obrazom vo volnom rovnobeznom
premietani,

» nacrtnut’ siet’ telesa daného obrazom vo vol'nom rovnobeznom premietani,

» riesit’ ulohy, ktorych sucastou je vypocet objemu, resp. povrchu kocky, kvadra,
pravidelného kolmého hranola, pravidelného ihlana, gule, valca, kuzel'a a vie pri tom
najst’ a aktivne pouzit' vztahy pre vypocet objemov a povrchov telies potrebné pre
vyrieSenie ulohy.

V oboch pripadoch, vo vykonovom Standarde a aj v poziadavkach na vedomosti
a zrucnosti k maturitnej skuske, vidime ze ziak musi vediet’ zostrojit’ a zobrazit’ rez kocky
a kvadra. V Skolskom roku 2011/12 vyucCovala tito cast’ stereometrie spoluautorka
prispevku, a tak sme mali moznost’ nahliadnut’ do pisomnych prac ziakov Gymnazia na
Golianovej ulici v Nitre a videli sme, aké chyby sa najéastejSie opakuju pri rieSeni tychto
uloh. Preto sme sa rozhodli preskiimat’, ako by sa dali tieto chyby odstranit’ prave pouzitim
programu Cabri 3D.

1 Analyza Studentskych rieSeni konStrukcie rezov telies

V tejto Casti prispevku sa venujeme analyze chyb, ktoré sa vyskytli pri rieSeni
polohovych konstrukénych tuloh. Skimali sme pisomné prace (jedna kontrolnd praca
a prva Stvrtrona pisomna praca v triedach Septima A a B, tretia Stvrtro¢na pisomna praca
v triedach 1I. A, Il. B. all. C) $tudentov druhého ro¢nika $tvorro¢ného (triedy 2.A - 30
Studentov, 2.B — 30 Studentov, 2.C - 28 Studentov) a siedmeho ro¢nika osemro¢ného
(triedy Septima A — 31 Studentov a Septima B-31 Studentov) gymnazia na Golianovej ulici
v Nitre.

Celkovo sme spracovali vysledky 12 uloh, konkrétne 248 Studentskych rieSeni.
Studenti mali k dispozicii vytladeny obraz kocky a na nej vyzna¢ené dané body. Niektori
Studenti sa pomylili v predtlatenom zadani, atak sa mohlo stat, Ze pri prekreslovani
zadania mierne zmenili polohu danych bodov. Napriek tomu, Ze narysovany rez sa
odliSoval od rieSenia pdvodného zadania, ale postup konstrukcie bol spravny, sme rieSenie
uznali ako spravne. V ramci Studentskych rieSeni sa méZe nachadzat iné pomenovanie
bodov ako vo vzorovom rieSeni, a tak sa moze stat, Ze na naskenovanom rieSeni vidi
Citatel’ iné oznacenie bodu, z ddvodu zovSeobecnenia (napr. niektora trieda mala dané body
K, L, M, v ingj triede to boli body M, N, Q).

Na zaciatok uvedieme Glohy, pri ktorych postacilo vyuzit’ iba vlastnost’ rovnobeznosti
protilahlych stien kocky.
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Zadanie: Zostrojte rez rovinou, ktora je dana troma bodmi.

Uloha 1: Body K, L, B. Uloha 2: Body X, Y, Z. Uloha 3: Body X, Y, Z. Uloha 4: Body X, Y, Z.

Vyhodnotenie

V tabulke 1 uvadzame pocty Studentov, ktori riesili dané tlohy, pocet spravnych rieSeni
tychto uloh a pocet Studentov, ktori danu ulohu neriesili vobec, alebo zostrojili iba tsecky
z danych bodov, ktoré lezali v jednej stene.

Pocet Studentov | Spravne rieSenie Neriesili
Uloha 1 15 1 0
Uloha 2 13 6 2
Uloha 3 15 8 2
Uloha 4 14 7 2

Tab. 1: Vyhodnotenie tiloh 1 az 4

14 nespravnych rieSeni tlohy 1 pripisujeme vel'mi nepresnému rysovaniu, ked’ze dany bod
K je stred hrany EH a bod L je stred hrany AE. Ulohu bolo mozné riesit’ aj logickou
uvahou. Poloha bodu G ako bodu rezu je zrejma.
Najzavaznejsie chyby v rieSeni tychto Styroch tiloh: 7
> Uvahu riefenia mali spravnu, avsak nakoniec navyse
zostrojili v jednej stene kocky viac ako jednu stranu b
mnohouholnika, ktory mal byt rezom kocky (Obr. 3a). g 5
> Studenti zostrojili neexistujuce body ako ,,prieseniky* 5w e =y
mimobeznych priamok (Ukazka takéhoto bodu je na f 7
hrane GH na Obr. 3b, kde $tudent zostrojil rovnobezku : i
s useckou YZ cez bod X a jej priese¢nik s hranou GH). =t
> Studenti vyznagili ako stranu rezu tsecku VZ vo vnitri
kocky (Obr. 3c).
> Studenti nespravne zostrojili rovnobezky (Ukazka na
obr. 3d - polpriamka ZB v zadnej stene je rovnobezna Obr. 3a
s tseckou XY na Obr. 3d)
> Studenti v Glohe 4 rysovali tak neprehladne, Ze sa dve z
ich rieSeni ani nepodarilo analyzovat'.
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Obr. 3b Obr. 3¢ Obr. 3d

V dal$ich ulohach uz pri rieSeni museli Studenti pouzit' oba postupy rieSenia rezov
telies — rovnobeznost’ protil'ahlych stien a aj spolo¢ny bod troch rovin (rovina rezu a dve
roviny susednych stien kocky). V ulohach 11 a 12 mali Studenti zostrojit’ rez kvadra.
V tlohe 5 bolo nutné zacat’ rovnobezkou, v tlohe 12 spoloc¢nym bodom troch rovin.

Uloha 5: Body N, S, T ,
(T je bod zadnej steny). Uloha 6: Body P, Q, R.

V dalsich ulohach 7 az 12 boli dané tri body vzdy umiestnené tak, ze dva z nich lezali
Vv jednej stene a treti bod patril protil'ahlej stene.

1 B L ‘ L

Uloha 7: Body N, S, T Uloha 8: Body N, S, T Uloha 9: Body N, S, T
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A V.
Zm U B
48 g
Uloha 10: Body N, S, T Uloha 11: Body N, S, T Uloha 12: Body N, S, T

V tabulke 2 uvadzame pocty Studentov, ktori riesili ilohy 5 az 12, pocet spravnych rieSeni
tychto uloh a pocet Studentov, ktori danu ulohu neriesili vobec, alebo zostrojili iba usecky
z danych bodov, ktoré lezali v jednej stene.

Pocet Studentov | Spravne rieSenie Neriesili
Uloha 5 12 8 0
Uloha 6 40 9 4
Uloha 7 58 31 1
Uloha 8 10 9 1
Uloha 9 14 12 1
Uloha 10 29 27 0
Uloha 11 13 11 0
Uloha 12 11 10 0

Tab. 2: Vyhodnotenie tloh 5 az 12

Celkovo sa vyskytli tie isté chyby, ako pri prvych Styroch ulohach.

. , &
3 7 \
: X
' ! | \ \
Nelzuain Lo 4 1N
’I)- L H (_\ 3 A
3 e ‘ k.
v 5. ; /’k
v vkl RkLM ) f
Obr. 4a Obr. 4¢
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Dalej pribudli chyby vzhl'adom na spolo&ny bod troch rovin:

> Studenti predizili nespravnu hranu atak opét’ vyznadili ,,prieseénik mimobeznych
rovin (Obr. 5a, bod S lezi na AE namiesto AD);

» pri spravne zostrojenom spoloénom bode troch rovin oznacili bod rezu na nespravne;j
hrane — opit’ neexistujiici bod (Obr. 5b, bod na hrane AB nespravne, mal byt
zostrojeny na AD — vyznaceny pri oprave).

H >
: £l
E ' Q/F/ v
' / 3
vy
L7 Y
Y /
// ' 4
ww---- b - --
»¢ LD : A
; — ") H
Alhvowdhotmd KLTS
Obr. 5b

Obr. 5a

Navrh na odstranenie nedostatkov v konstrukciach rezov telies pouZitim programu
Cabri 3D

Myslime si, ze Studenti, ktori zostrojili dve aj tri tseCky rezu v jednej stene,
nepochopili podstatu preberanej problematiky a ich priestorova predstavivost’ je na takej
nizkej urovni, Ze si nevedia rezanie kocky rovinou ani predstavit. Vyhodou programu
Cabri 3D je, ze vieme Studentom ukadzat v programe pomocou funkcie Zrezat
mnohosten riesenie, t.j. Co znamena zostrojit’ rez telesa (na obr. 6a, 6b vidime ukazku
z programu pre ulohu 3; najskoér vyzna¢ime rovinu rezu, ktora je dand troma bodmi,
a potom pomocou funkcie zostrojime zrezané teleso touto rovinou, a nakoniec mdzeme
zvyraznit mnohouholnik = rez telesa), t.j. Co znamena zostrojit’ rez telesa. Nemusime sa
obavat, Ze Studenti vyuziju iba tito moznost pri rieSeni tloh. Program nam dovol'uje krok
po kroku sledovat’ §tudentov postup rieSenia.

Y
Obr. 6a Obr. 6b

Ako sme si mohli vS§imnut’, Studenti ¢asto pri rysovani oznacia ,,priese¢nik” priamok,
ktoré st mimobezné, teda neexistujuce body. Program nezostroji spolo¢ny bod dvoch
mimobeznych priamok. Ak prejdeme kurzorom ponad priesecnik dvoch pretinajucich sa
priamok, program nam ponukne moznost’ zostrojenia nového bodu ako priese¢nika tychto
priamok (Obr. 7a). Ak prejdeme kurzorom ponad mimobezné priamky (Obr. 7b), program
nam tato moznost’ neponukne, oznaci jednu z priamok alebo tseciek a nedovoli po kliknuti
mySou oznacit’ priamku s ilou mimobeznu.
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AAVEN ¥,
Priesecnik(y): tato Gsecka. .. |

A

N\ [nowy bod (priesecnik(y)) L\\

\

Dalsou velkou vyhodou programu je, ze danym telesom mozeme otacat. Napomaha
najma pri ulohach, v ktorych st dané body tak, Ze pri konstrukcii rezu sa na$ obrazok stava
neprehl'adny a rieSenim je iba ,,splet* Ciar. Na obr. 8a sa nachadza riesenie ulohy 4 a na
obr. 8b je jeho rieSenie otoCené v programe tak, aby bolo prehl'adnejsie.

Obr. 7a

vy

Obr. 8a Obr. 8b Obr. 9

Aby Studenti nezostrojovali usecky vo vnutri kocky ako strany rezu, moézeme rezy
telies kons$truovat’ na telesach, ktorych steny (povrch) nechame plne zafarbeny (Obr. 9).
Takto ziakov vedieme k tomu, aby konstruovali strany rezu len v ramci stien kocky.

V neposlednom rade musime samozrejme podotknit, Ze spominany program ma aj
svoje nevyhody. Su uréité tazkosti pri oznacovani vrcholov a bodov, pri vyznaceni
viditeI'nosti hran, atd’. AvSak tieto problémy st zanedbatelné, pretoze nijako neznizuji
efektivnost’ daného programu. Rysovanie pomocou programu je rychlejSie a presné. Na
hodinach sa stihne preriesit’ viac Gloh, aj zlozitejSie, pretoze Ziaci mézu skumat’ a skasat
rézne pristupy pri rieSeni, a ak sa pomylia, nespravne zostrojené objekty jednoducho
odstrania a pokracuju vo svojom rieSeni d’ale;.

Zaver

Aj vsucasnosti ma rysovanie s vyuzitim manualnych rysovacich pomécok vo
vyucovani geometrie svoj vyznam. Ich pouzivanim sa rozvijaji manualne zrucnosti a
zaroven aj priestorova predstavivost. Zaroven si ziak cibri zmysel pre presnost
a preciznost’ svojej prace.

Nasa spolo¢nost’ sa vSak z technologického hladiska vel'mi rychlo rozvija a pocitace
prenikli do kazdej oblasti Zivota. Nie je tomu inak ani v Skolskom prostredi. Preto velky
vyznam nadobuda spojenie pouzivania manualnych rysovacich pomdcok a IKT
(geometricky softvér). Ziak najprv vyrie$i mensie mnoZstvo Giloh manuélnou konstrukciou
ana precviCenie uciva, doplnenie vedomosti a ndzorné zobrazenie konStrukcii pouZzije
V primeranom rozsahu vhodny geometricky program.
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V nasom prispevku sme poukazali na problémy Ziakov vysSieho sekundarneho
vzdelavania v rieSeni tloh na konstrukcie rezov telies danou rovinou a moznost, ako im
pomdct’ tieto nedostatky odstranit’ pouzitim geometrického softvéru Cabri 3D. Tato oblast’
Skolskej matematiky je vel'mi ddlezitd aj z hl'adiska rozvijania priestorovej predstavivosti
ziakov. Dobré priestorové videnie potrebuju Studenti r6znych odbornych $kol (napr. pri
technickom kresleni) a aj pracovnici v réznych priemyselnych odvetviach. Jej rozvijanie je
jednou z hlavnych funkcii $kolskej matematiky a preto nesmieme vynechat' ziadnu
prilezitost’ pre jej rozvoj.
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VZTAHY JEDNOTIACICH PRINCIPOV V REALNEJ ANALYZE
RELATIONS OF UNIFYING PRINCIPLES IN REAL ANALYSIS

PETER VRABEL

ABSTRAKT. V prispevku su prezentované dve novsie unifikujiice metody dokazov viet zo
zdkladov matematickej analyzy a ich vztah k principu indukcie v kontinuu R. Tieto metddy si
zalozené na pojmoch lokadlny aditivny systém a plné pokrytie intervalu. Vyhody tychto metod su
ilustrované na dokazoch viet, ktoré sii prevedené tromi spésobmi.

KrUCOVE SLOVA: lokdlny a aditivny systém, uplné pokrytie intervalu, princip indukcie v
kontinuu

ABSTRACT. Two untraditional unifying methods of proofs theorems from basis mathematical
analysis are presented in the contribution. Their relations to principle of induction in
continuum are analyzed. Advantages of these methods are illustrated on proofs of theorems,
which are realized by three approaches.

KEey WoRps: local and additive system, full covering of interval, principle of induction in
continuum

CLASSIFICATION: 26A99, 97199, 125

Uvod

V zakladoch redlnej analyzy sa podstatnou mierou vyuziva spojité usporiadanie
mnoziny realnych Cisel. V poslednych Styroch desatroc¢iach sa vyvinulo niekol’ko novych
$pecialnych jednotiacich metdd dokazovania zakladnych viet realnej analyzy. Podstatné
pojmy a myslienky tychto metéd mozno njst’ v pracach [2],[3],[4], [5],[7]. Zmyslom
tohto snazenia je podat’ komplexnej$i pohl'ad na zdklady matematickej analyzy i poskytnut’
prostriedky na jednoduchSie dokazy jej viet. Treba poznamenat, ze tieto metody
nepouzivaju ani jeden z viacerych znamych principov, ktoré st ekvivalentné so spojitym
usporiadanim mnoziny R, ako napriklad: kazd4d ohranicend monotoénna postupnost’
realnych ¢isel ma v R limitu; princip indukcie v kontinuu R atd’.

Zakladné pojmy metod pribuznych s principom indukcie v kontinuu

Budeme sa zaoberat’ dvomi metédami dokazovej techniky , ich vzdjomnym vzt'ahom
i vztahom k principu indukcie v kontinuu. Prva vyuziva pojem plného pokrytia uzavretého
intervalu a druha pojem lokdlneho a aditivneho systému intervalov .

Definicia 1. Nech a,b € R. Systém § uzavretych intervalov I, I € [a, b], sa nazyva plné
pokrytie intervalu [a, b], ak ku kazdému x € [a, b] existuje také &islo §(x) > 0, ze kazdy
uzavrety podinterval intervalu [a, b] s dlZzkou neprevySujucou &(x) a obsahujici bod X
patrido S.

Priklad 2. (a) Nech & je Pubovolné kladné &islo neprevysujace dizku b — a intervalu
[a,b]. Oznatme dlzku Tubovolného uzavretého intervalu |symbolom |I| a systém
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vSetkych uzavretych podintervalov intervalu [a, b] symbolom P(a,b). Potom S, kde
§ ={I € P(a, b);|I| < 6} je jednoduchy priklad plného pokrytia intervalu [a, b] .
(b) Nech funkcia f je spojita na intervale [a, b]. Funkcia f ma v kazdom bode x € [a, b]
vlastnt limitu, teda existuje uzavrety interval 0(x),x € 0(x) < [a, b], v ktorom je funkcia
f ohrani¢ena. Prirad'me kazdému x € [a, b] takyto uzavrety interval O (x). Potom §, kde
S={l€eP(a,b); Ix€[a,b](x€IN] S 0(x))}

je pIné pokrytie intervalu [a, b].

Pri dokazoch viet o plnom pokryti resp. lokalnom a aditivnom systéme intervalov
budeme vyuzivat’ rozsirentt metodu indukcie (dékaz pozri napr. v [1], [6]).
Veta 3. Nech @ # M C R a¢@(x) je vyrokova funkcia definovand na M. Oznaéme
M, = (—o,&] N M pre 'ubovolné € € R. Nech ¢ spliia tieto predpoklady:

(a) existuje a € R, M, # @ a pre kazdé x € M, plati ¢(x),

(b) ak pre kazdé x € Mg plati ¢(x), tak existuje y € R,y > B, Ze pre kazdé x € M,,

plati @ (x).

Potom pre kazdé x € M plati ¢ (x).
Veta 4. Nech § je plné pokrytie intervalu [a, b]. Potom existuje také delenie intervalu
[a, b] uréené deliacimi bodmi a = x5 < x; < - < x,, = b, Ze kazdy interval [x;_q, X)),
k=12, ..,n,patrido S.
Dokaz. Nech M = (a,b] apre kazdé x € M @(x) znamena vyrok: ,existuje delenie
intervalu [a, x], ktorého kazdy ¢iastkovy interval patri do §*. Dokazeme, Ze mnozina M
a vyrokova funkcia ¢ spliaju predpoklady vety 3. K ¢islu a existuje §(a) > 0, ze kazdy
interval [a,x], a < x < a+ §(a), patri do §. Za a v () vety 3 sta¢i zvolit’ ¢islo a + §(a).
Nech pre kazdé x € Mg = (—oo, ] N M plati ¢(x). Staci uvazovat' € (a,b]. Ak g < b,
tak existuje ¢ € (a,b), ze [B,c] € S. KedZe plati ¢(B), tak existuje delenie intervalu
[a, B, Ze kazdy jeho Ciastkovy interval patri do §. Ak pridame k tymto intervalom interval
[B,d], B < d < c, dostaneme delenie intervalu [a,d], Ze kazdy jeho Ciastkovy interval
patri do S. Teda staci v (b) vety 3 polozit’ za y bod ¢. Ak f = b, za y mdzeme zobrat’
Pubovolné ¢islo vécsie ako B. Z vety 3 potom vyplyva, Ze plati aj ¢(b), ¢o je tvrdenie
dokazovanej vety.

Definicia 5. Systém § uzavretych podintervalov intervalu [a,b] sa nazyva lokalny
aditivny systém, ak plati:

(a1) kazdy bod x € (a, b) je vnutornym bodom nejakého intervalu I(x) patriaceho do G;
(a2) existujt také body ¢, d € (a, b), Ze intervaly[a, c], [d, b] patria do G;
(b) akI;,I, eGal,n I, #@,tak ;U I, € G.
Podmienky (a;), (a2) charakterizujii lokalnost’ systému G a podmienka (b) charakterizuje
aditivnost’ systému G.
Priklad 6. Nasledujice mnoziny G su lokalne aditivne systémy intervalu [a, b]:
MG =A{lxy] [x,y] < [a b},
2 G ={la,b,],[a,bs],..., la,by]}, kdea < by <+ < b, =b,
)G = {[xi,xj]; i,j €{01,..,n}i <j}, kdea =xy < x; < -+ <x, =b.
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Veta 7. Pre kazdy lokalny aditivny systém G uzavretych podintervalov intervalu [a, b]
plati, Ze [a, b] € G.

Dékaz. Nech M = (a, b] a pre kazdé¢ x € (a, b] znamené ¢ (x) vyrok: ,.existuje z € (a, b],
7e x € [a,z] € §. Mnozina M a vyrokova funkcia ¢ spliaju predpoklady vety 3. Existuje
a € (a,b), ze [a,a] € S, teda @ (x) plati pre kazdé x € (a, a]. Nech pre kazdé x € (a, B]
plati ¢(x), Specidlne B € [a,z;] € §. Ak B < b, tak existuje interval [c,d] € S, Ze B je
jeho vnatornym bodom. Potom [a,z;] U [c,d] = [a,d] € S ateda ¢(x) plati pre kazdé
x € (a,d], B<d=vy. Zrejme (b) zvety 3 plati aj vpripade B =b. Zvety 3 potom
vyplyva, Ze plati aj @ (b), teda [a, b] € S.

Lokalny aditivny systém intervalu [a, b] nemusi byt’ jeho plnym pokrytim a taktiez plné
pokrytie intervalu [a, b] nemusi byt jeho lokalnym aditivnym systémom. Tak napriklad
plné pokrytie (a) z prikladu 2 (6§ < b — a) nie je lokalny aditivny systém a lokalne aditivne
systémy (1), (2) z prikladu 6 nie st plné pokrytia intervalu [a, b]. AK § je plné pokrytie
intervalu [a, b], tak

‘Sl = {[ny]; [ny] =U?:l [xini]J [xi'yi] €s,i=12..,nneN }

je lokalny aditivny systém intervalu [a, b].

Aplikacie plnych pokryti a lokalnych aditivnych systémov intervalu [a, b]

Teraz uvedieme priame pouzitie vety 4 , vety 7 a vety 3 pri dokazoch viet zo zakladov
matematickej analyzy. Kazdi vetu dokdzeme tromi metédami: pouzitim plného pokrytia
(PK); pouzitim lokalneho aditivneho systému (LAS) anakoniec pouzitim indukcie
v kontinuu (IK). V nasledujucich uvahach budeme vyuzivat fakt, ze ak nejaka realna
funkcia realnej premennej je ohrani¢enda na mnozinach My, M,,..,M,, n € N, tak je
ohrani¢end aj na mnozine M; U M, U ---U M,,.

Veta A. Ak funkcia f ma v kazdom vnutornom bode intervalu [a, b] vlastnd limitu zlava
isprava avbode a(b) ma vlastni limitu sprava (zlava), tak je na intervale [a,b]
ohranicena.

Dokaz (PK). Z predpokladu vlastnych jednostrannych limit v kazdom bode intervalu (a, b)
vyplyva, Ze k¢islu 1 a ku kazdému x € (a,b) existuji kladné ¢&isla &;(x), 5, (x)
S vlastnostou:

Vz€E (x—06;(x),x) Lilx) —1< f(z) <Ly(x)+1,

Vz € (x,x + 62(x)) L,(x)—1< f(z) <Ly(x)+1,
kde lim, .~ £ (2) = Ly (x) alim, .+ £(2) = Ly (x). Nech 6(x) = min {22, 220} 5
L(x) = min{L,(x) — 1,Ly(x) — 1, f ()},
K(x) = max{L;(x) + 1,L,(x) + 1, f(x)}.

Potom pre kazdy uzavrety podinterval | intervalu [a,b] s dizkou nepresahujiicou ¢&islo
6(x) a obsahujucom bod X plati:

vzel L(x) < f(z) < K(x),

teda f je ohrani¢ena na intervale |. Podobne m6Zeme postupovat’ v pripade bodov a, b.
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Z uvedeného vyplyva, Ze systém §, kde

S ={lc,d] € P(a,b); f je na[c, d] ohranicena},
je plné pokrytie intervalu [a, b]. Z vety 4 vyplyva existencia takej postupnosti a = x, <
X <+ <x,=D>b, ze f je ohraniena na intervaloch [x,_4,x;], k = 1,2, ...,n. Potom je
ohrani¢ena aj na intervale [a, b], pretoze [a, b] = UR_; [Xk—1, Xk]-

Dokaz (LAS). Uvazujme systém § z dokazu (PK). Tento systém je zrejme aditivny. Jeho
lokalnost’ vyplyva tiez z tohto dokazu. Totiz pre kazdé z € (x — §;(x), x + 5,(x)) plati
L(x) < f(z) < K(x) ateda pre kazdé x € (a, b) existuje uzavrety interval I(x) € S (napr.
[x _ 6 X + 8, (x)

2’ 2
a(b) vlastnu limitu sprava (zlava), tak existuju intervaly [a,c],[d, b], ktoré patria do
systému S. Z vety 7 potom vyplyva, ze [a, b] € S ateda f je ohrani¢ena na [a, b].

] N [a, b)), Ze X je jeho vnitornym bodom. Ked’Ze funkcia f ma v bode

Dokaz (IK). Nech M = (a, b] a ¢ je vyrokova funkcia definovana na M takto: pre kazdé
x € (a,b] @(x) oznacuje vyrok ,,funkcia f je ohrani¢ena na intervale [a, x]“. UkaZeme, Ze
mnoZina M a vyrokova funkcia ¢ spiia predpoklady vety 3. Z existencie vlastnej limity
funkcie f v bode a sprava vyplyva, ze existuje @ € (a, b] s vlastnost'ou: f je ohrani¢ena na
[a, x] pre kazdé x € (a, a]. Nech f je ohrani¢ena na intervale [a, 8] € [a, b]. Potom zrejme
plati @ (x) pre kazdé x € (a, B]. Na overenie predpokladu (b) vety 3 sta¢i predpokladat’, Ze
B < b. Z existencie vlastnej limity funkcie f v bode § sprava vyplyva existencia intervalu
[B,c] € [a, b], na ktorom je funkcia f ohrani¢ena. Potom je zrejme funkcia f ohrani¢ena na
kazdom intervale [a, x], kde x € (a, c]. Sta¢i teda za y vo vete 3 polozit’ bod c. Z vety 3
potom vyplyva, ze ¢@(x) plati pre kazdé x € M ateda aj pre bod b. To ale znamena, Ze

funkcia f je ohrani¢ena na intervale [a, b].

Veta B. Ak interval [a,b] je pokryty systtmom T otvorenych intervalov, tak existuje
koneény podsystém systému T, ktory pokryva [a, b].

Dokaz (PK). Nech § = {[x,y] € P(a, b); existuje konetny pocet intervalov z T
pokryvajucich interval [x,y]}. Nech x € [a,b]. Potom existuje otvoreny interval

(cr,dy) € T , 7 x € (cydy). Nech 8(x) = min{x_zc",d"z_x
podinterval intervalu [a, b], ktory obsahuje bod x a jeho diZka nepresahuje ¢islo §(x) patri
do S. Teda S je plné pokrytie intervalu [a, b]. Z vety 4 vyplyva existencia postupnosti
bodov a = xy < x; < -+ < x, = b, Zze kazdy interval [xj_q, %], k =1,2,..,n, sa da
pokryt’ kone¢nym poétom intervalov z 7. Odtial’ uz vyplyva, Ze aj interval [a, b] ma takuto

}. Potom kazdy uzavrety

vlastnost’.

Doékaz (LAS). Nech § je rovnaky systém ako v predchadzajuicom dokaze. Je zrejmé, ze je
aditivny. K bodom a, b existuju intervaly (c,, dg),(cp, dp) ET, Ze a € (cq,dy),

b €(cp, dp). Potom intervaly [a,azd“]n[a,b], [#,b]n[a,b] patria do S. Nech

x € (a,b). Potom lubovolny uzavrety podinterval intervalu [a,b], pricom X je jeho
vnatorny bod a jeho diZka nepresahuje &islo &(x) z prechadzajuceho dokazu, patri do S.
Ukézali sme, ze § je lokalny aditivny systém intervalu [a, b]. Potom [a, b] € § a tym je
tvrdenie vety B dokazané.
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Doékaz (IK). Nech M = (a, b] a ¢ je vyrokova funkcia definovand na M takto: pre kazdé
x € (a,b] @(x) oznaCuje vyrok ,jinterval [a,x] moZno pokryt koneénym poctom
intervalov zo systému 7. Opat dokazeme, Ze mnozina M a vyrokova funkcia ¢ splia
predpoklady vety 3. Existuje interval (c,d) € T, ze a € (c,d). Potom pre kazdé x €
(a, %d] N M plati @(x). Nech pre kazdé x € (a,B] plati ¢(x), teda aj interval [a, 8]
mozno pokryt’ kone¢nym poc¢tom intervalov z . Staci uvazovat' B € (a, b). Existuje

interval Iy = (cy,d;) € T, ze B € I. Potom kazdy interval [a, x], kde x € (a’ﬁ+d1] nM,

2
mozno pokryt’ kone¢nym poctom intervalov zo systému T a teda pre kazdé takéto x plati

@(x). Z vety 3 potom vyplyva, ze ¢(x) plati pre kazdé x € M ateda aj pre bod b. To ale
znamena, ze interval [a, b] mozno pokryt’ kone¢nym poctom intervalov zo systému T.

Zaver

Vety 3, 4 a 7 poskytuju jednotiace metody dokazovania mnohych viet zakladov
matematickej analyzy. Okrem uvedenych ukdzok mozno pomocou nich dokazat’ napriklad
tieto zname tvrdenia:

(1) Kazda funkcia spojita na uzavretom intervale nadobuda najmensiu i najvacsiu hodnotu.
(2) Kazda funkcia spojita na uzavretom intervale je na iom aj rovnomerne spojita.

(3) Nech funkcia f je spojita na intervale [a, b] a f(a) - f(b) < 0. Potom existuje také
c € (ab),zef(c)=0.

(4) Kazda ohranicena monotdnna postupnost’ redlnych ¢isel ma vlastni limitu.

(5) Postupnost’ {a, }n=; realnych &isel konverguje prave vtedy, ked’
Ve>03Iny ENVm,n >nyla, —a,| <e.

(6) Kazda nekonec¢na ohrani¢end mnozina realnych ¢isel ma v R aspon jeden hromadny

bod.
(7) Ak funkcia f je spojita na [a, b], tak je tomto intervale riemannovsky integrovatel'na.
Samozrejme uvedeny zoznam tvrdeni nie je Uplny. Pouzivanie uvedenych stratégii
Vv matematickej analyze prispieva k hlbSiemu pochopeniu jej zdkladnych pojmov,
objastiuji sa tym jej tedrie zrbdznych stran. Takto sa aj osvojuju urcité prvky
matematickych metdd, upeviiuju sa vedomosti a trénuju matematické zrucnosti.
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HOW TO MISUSE L'HOPITAL'S RULE

MICHAL ZAKOPCAN

ABSTRAKT. Hlavnou motiviciou na napisanie tohto c¢lanku bola praca [1]. V clanku sa
venujeme vytvdraniu takych limit typu "0/0" alebo "oo/oo”, ktoré nie siu rieSitelné
I'Hospitalovym pravidlom, ¢im poskytujeme motivdciu pre Studentov matematickej analyzy ucit
sa elementdrne postupy.

KruCovE sLovA: I'Hospitalovo pravidio, limita funkcie, diferencialna rovnica

ABSTRACT. The main motivation of this article is the work [1]. In the article we create such
limits of types "0/0" or "o /00", which are not solvable by L'Hdépital's rule, as a motivation for
students of Mathematical analysis to learn elementary techniques.

Key WoRbps: L'Hépital's rule, limit of a function, differential equation

CLASSIFICATION: D55, |

Uvod

Tento ¢lanok je inspirovany pracou [1]. Ciel'om autora tejto prace je poukazat’ na to, Ze
hoci je 1'Hospitalovo pravidlo nepochybne silnym néstrojom na vypocet mnohych typov
limit, nie vZdy sa jeho pouzitim dopracujeme k vysledku, ¢o demonStruje na viacerych
prikladoch. Takymto sposobom zaroven zdovodiiuje potrebu ovladania elementarnych
postupov vypoctu limit, ktoré sa na cviCeniach, ¢i seminaroch z matematickej analyzy
mdzu niektorym Studentom javit' ako nepotrebné zrucnosti.

Cielom tohto ¢lanku je rozsirit mnozinu typov limit, pre ktoré vznikd zacyklenie
postupu rieSenia pouzitim I'Hospitalovho pravidla, ako i najst’ d’alSie postupy na najdenie
takychto typov. Rozsirenie sa bude tykat aj takych limit, v ktorych je mozné a vhodné
pouzit I'Hospitalovo pravidlo v prvom kroku, aby sa vzapiti ukéazalo, Ze dalSie
derivovanie nikam nevedie. Tym sa chce zdoraznit’ najmi to, ze nickedy je lepSie sa
pri vypocte zastavit', "poobzerat’ sa" a zistit', ¢i by sme sa k vysledku nedopracovali T'ahsie
elementarnymi postupmi. To je vel'mi ziaduce pre formovanie strategického myslenia
u Studentov.

Ako oklamat’ I'Hospitala

Vrat'me sa k ¢lanku [1]. Autor v iom na najdenie vhodnych limit lim % vyuziva trik
xX—a

spocivajuci v tom, Ze pozaduje, aby platilo:

£l _ 9
g

1)

Dalej postupuje nasledujucim spdsobom. Zo vztahu (1) odvodzuje diferencialnu
rovnicu f(x)f'(x) dx = g(x)g'(x) dx.
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Potom pre 'ubovolna funkciu f spiiajucu predpoklady 1'Hospitalovho tvrdenia voli
funkciu g tak, aby platilo:

g(x) = £Jf?(0) +c, ()

kde c je vhodna redlna konstanta. Dalej sta¢i pracovat's g(x) = /f2(x) + c.

Za predchadzajucim odvodenim vztahu (2) nasleduje v praci [1] Cast venovana
prikladom, v ktorych je mozné tento vztah vyuzit.

Tu vidime priestor na d’alSie rozsirenie tychto typov uloh napriklad o nasledujuce
ulohy:

) arctgx ) arcsin x
lim ,resp. lim
x—-0+

)

x—0+ nz 7'[2
arccotgzx + T — marccotg x arccos?x + T — Trarccos x

v ktorych sa daji vyuzit vztahy arctgx + arccotgx =§ pre kazdé x € R, resp.

. YA v 1z
arcsinx + arccosx = — pre kazdé x € (—1,1).
sinx

1—-Ccos2x
2

, pretoze uvedena limita v nule neexistuje (limita sprava sa nerovna limite

Usudzujeme, Ze autor v praci [1] mal pri lina v skuto¢nosti na mysli
X—

. sinx
lim
x—0+ [1—-cos2x
2
., . . .. . sinx—cosx
zl'ava). Podobné zavery platia aj pre limitu lim ———.
) yp J P x—m/4 V1-sin2x

ZovSeobecnenie

Postup veduci na vztah (2), ktory je prezentovany v [1], moZno zovSeobecnit
nasledujucim spésobom. Pocitajme lim %, kde funkcie f,g, definované na nejakom
x—-a

okoli bodu a, spinaju predpoklady I'Hospitalovho tvrdenia. Ide teda o limitu typu "0/0"
alebo "oo /0", Predpokladajme, Ze plati:

£ _ g™@)
9@

©)
kde m € N, n € N. Potom dvakrat aplikujic 1'Hospitalovo pravidlo dostavame:

lim @ = lim M = lim 9" x) = lim mgm_l(x)g'(x) = n lim @
xoag(x)  xoag'(x)  xoaft(x)  xoa nfrO)f'(x) nxoag(x)

Vidime, Ze sme sa dostali opat’ k povodnej limite a nastalo zacyklenie.
Z (3) d’alej dostavame f™(x)f'(x) dx = g™(x)g’' (x) dx. Pre Tubovolné f je rieSenim
1
tejto diferencialnej rovnice funkcia g(x) = (TZTT fM(x) + C)mﬂ, kde konstantu ¢ voli-
me tak, aby dana limita bola typu "0/0" alebo "oo /0",
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Na rozdiel od pocitania lim f(x) —— I'Hospitalovym pravidlom vedu elemen-
T GGk
tarne postupy rychlo k vysledku. Stac¢i preniest’ Citate'a do menovatel'a menovatela a vojst’

pod odmocninu.

n-nasobny 1'Hospital

Tato kapitola ¢lanku sa tyka uvahy o zacykleni postupu rieSenia limity typu "0/0"
alebo "o /0", ak pouzijeme I'Hospitalovo pravidlo n-krat za sebou. (Od funkcii v ¢itateli i
menovateli ziadame, aby boli aspon n-krat diferencovatelné.) Hladame teda limity
lim% také, ze fM(x) = f(x) a sucasne g™ (x) = g(x), alebo F™(x) = —f(x) a
xX—-a
siacasne g™ (x) = —g(x), kde pod oznagenim f™ sa mysli n-ta derivicia funkcie f.
Tato tvaha vedie na dobre zndmu limitu:

eX —e~X
lim ——. 4)

x—00 eX + ™%

Citatel' aj menovatel’ v nej vystupujiici s rieSeniami diferencidlnej rovnice f” (x) = f(x)
a preto pouzitie 1'Hospitalovho pravidla dvakrat za sebou vedie k zacykleniu.
Riesenia diferencidlnych rovnic:

fMG) = £f(x), ()

kde n > 2, st linearnou kombinaciou vyrazov e*, e, e~%(k cospx + lsinpx), kde
k,l,p, q st vhodné realne konstanty

Napriklad rieSenim rovnice f"'(x) = —f(x) je f(x) = kcosx + lsin x. Ak vsak
chceme pocitat’ limitu:

~ kcosx +Isinx
lim -_— (6)
x-a kcosx + lsin x

'Hospitalovym pravidlom, musime volit’ a a konstanty k a [ tak, aby bolo stcasne splnené

lim(k cosx + Isinx) =0, lim(—ksinx+lcosx) =0. Resp. kI volime tak, aby
X—a xX—a

lim (E cosx + Zsinx) =0 a sucasne lim (—I~c sinx +1 cos x) = 0. To je ale mozné len
X—a x—a

vtedy, ked k =1 =k =1 = 0. S podobnymi problémami sa stretivame aj pri rieSeniach
rovnic (5) pren = 3.
Tato neprijemnost’ sa da obist’ tak, Ze budeme hladat’ limitu, v ktorej vystupuju tieto
rieSenia, pre x — +oo. V pripade limity (6) to sice nepomdze, lebo limity 1i1’_|1_’1 sin x,
x—>too
lim cos x neexistuju, ale uz pre n = 3 arovnicu f"'(x) = f(x) dostavame:

xX—+too

Priklad 1:
X
me* +e 2 (k cos@x + lsin@x)

X

x ~ ~
meX +e 2 (k cos@x + lsinT

lim

X—00

()
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kde me* +e 2 (k cos\/;x + lsin\/;x) ame* +e 2 (E cos\/;x + Zsin\/z—gx) st rieSenia
f""(x) = f(x) av nich vystupujuce k, I, m, k, [, 71 st nejaké realne konstanty.

Pouzijuc potom I'Hospitalovo pravidlo na hl'adanie limity (7), kde napr.m # 0, m #
0, sa dostaneme do zacyklenia, nehovoriac o tom, Ze viackrdt po sebe derivovat
bez pomylenia je v tomto pripade nelahkd uloha. Pritom vypocitat (7) pouzitim
elementarnych postupov je vel'mi jednoduché:

X
me* +e 2 <kc057x + lsme

lim =
—00 X [ - ~
* ‘r?lex+e_7<kcos\/7§x+lsin\/7§x>
3_x 3 3
1+— kcos—3x+lsm 3x
2 2 m
:,}H& E &

me* 1+—(kcos 7 x +1 sin 7 X)

2 o 3 @]

V niektorych pripadoch méZeme rovnako postupovat’ pri rieSeni rovnic (5) pre n = 4.
Napriklad pre n = 4 a rovnicu f® (x) = f(x) dostaneme limitu:

Priklad 2:
me* + re ™™ + kcosx + lsin x

lim
x—0o fieX + Ffe~¥ +kcosx + Isinx

Z pedagogického hl'adiska vSak nema zmysel venovat sa pocitaniu limit, v ktorych
vystupuj rieSenia rovnic (5) pre n = 5, a to kvoli ich zlozitosti.

Este poznamenajme, ze pri hl'adani limit typu "0/0" alebo "co/c0" nevhodnych
na pouzitie I'Hospitalovho pravidla sa rovnice (5) daji zovSeobecnit’ na tvar:

f™) = af (), (8)

kde a je nejaka nenulova realna konstanta. Predchadzajice Gvahy viaZzuce sa na rovnice (5)
najdu uplatnenie aj v tomto pripade. Jedina zmena totiz nastane v tom, Ze rieSenia rovnice
(8) budu linearnou kombinaciou vyrazov e’™, e~9*(k cos px + Lsinpx). Rovnice (5) st
Specialnym pripadom (8) pre « = 1, resp. a = —1.
Ovela zaujimavejSie je hl'adat’ limity lim ! E )
x-ad
g™ (x) = Bg(x), kde a # B st nenulové konstanty.
Uvazujme napriklad n = 2, = 1, § = 4. Dostaneme:

také, ze f™(x) = af(x) a stlasne

Priklad 3:
me* +re™*

,ll_,n,}o me2x + fe—2x’ )
kde Ccitatel' je rieSenim diferencialnej rovnice f''(x) = f(x) a menovatel' rieSenim
diferencialnej rovnice f'"'(x) = 4f(x). Uvazujuc napr. m # 0, m # 0 sa 'ahko ukaze, ze
limita (9) sa rovna 0. Pritom pouzitie 'Hospitalovho pravidla vedie k zacykleniu. Navyse
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pri vol'be parametrov «, f§ sa nemusime pre n = 2 obmedzit’ len na priklad (9). Staéi, ak
budi oba parametre kladné. Pre jednoduchost’ vypoctu je vSak dobré volit’ , f ako druhé
mocniny prirodzenych cisel.

Rovnako nule sa rovna nasledujtca limita:
Priklad 4:

X

me ™ + e2 <k cos\/Tgx + lsin@x)
lim

- 3x< 3v3 3v3 )

me 3% 4+ e2 kcos—x + [ sin n—-x

kde k,I,m, k1,7 s nejaké realne konstanty, pricom m # 0, m # 0. V tejto limite je
Citatel' rieSenim rovnice f"'(x) = —f(x) a menovatel rieSenim rovnice f'"(x) =
—27f(x). Pouzitie 1'Hospitalovho pravidla aj tu vedie k zacykleniu.

S vymyslanim prikladov sa da pokracovat’ d’alej aj pre n > 4, avSak pre n > 5 je to
pre zlozitost’ takychto limit zbytoc¢né a z hl'adiska pedagogického procesu bezucelné.

O krok spat

Nakoniec sa eSte oboznamme s Glohami na vypocet limit typu "0/0" alebo "oo/c0",
v ktorych pouzitie 1'Hospitalovho pravidla ma opravnenie v prvom kroku, ale d’alej si
musime vystacit’ s elementarnymi postupmi. Uvadzame niekol’ko prikladov.

Priklad 5:
lim (1+x)e*+ A +x)e™
im

x-o (—1+x)e¥ — (1 +x)e >’

Po pouziti I'Hospitalovho pravidla dostaneme:
lim (—1+x)e*+(1+x)e™ = x(e¥—e™) = e¥—e™
Pt (-1+x)eX—(1+x)e™™® x-ox(eX+e*) T anmer + e

¢o je limita (4).
Pri vypocte limity vSak mo6Zeme postupovat’ aj tak, ze najprv spravime jednoduchu
upravu:

- (—1+x)e*+ (1 +x)e™  (-1+x)e**+x+1
im = lim
x-o (=1 +x)e* —(1+x)e™ x-eo(=14+x)e?¥—x—1
a potom mdzeme dopocitat’ limitu pouzitim 1'Hospitalovho pravidla.
Vhodnou volbou koeficientov pred kazdou mocninou x vieme zvysit' stupen

polynémov vystupujucich v sucine s e*, resp. s e ~*. Nasleduje priklad aj s tpravou.

Priklad 6:

i (1-2x+x¥)e*+(1+2x+x%)e™ = (x*—1(e*—e™*) e —e*
Pt (1—2x+x2)e*—(1+2x +x2)e™™ ~ 2o (xZ2=1)(e*+e™™) Tanoer + e

Vel'mi vd’a¢na na pouzitie metody jednokrokového navratu spit’ je nasledujuca limita:
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X

e
lim ———, 10
x—>oo,162x +c ( )

kde c je Tubovolna kladna realna konstanta. Limita (10) je uvedend aj v praci [1].
Integrovanim Citatel'a aj menovatel'a v tejto limite dostaneme:

Priklad 7:

ex

’}i—’rg\/E(x—ln(\/E+\/ezx+c))+\/ezx+cl a1

Na jej vypocet mézu potom Studenti raz pouzit’ I'Hospitalovo pravidlo, ale d’alej musia
postupovat’ len elementarnymi Upravami. Limita (11) je velmi zaujimava aj z toho
hl'adiska, Ze na to, aby mohli Studenti pouzit’ I'Hospitalovo pravidlo, musia ukazat’, ze
limita menovatel’a je naozaj co. Na to sta&i ukézat, ze vyraz x — In(vc + Ve?* +¢) - 0
pre x — oo. Overme to:

1

X
limx —In(vVc++e?* +¢) = limln————— = lim In——————==0.
x—00 ( ) x>0 o 4qfe2X ¢ xoo Gfc c

e—x+ 1+6’W

Vidime, Ze uz v tomto prvom kroku sa $tudenti stretdvaji s rieSenim limity (10)
v mierne "zakamuflovanej" podobe.

Zaver

L'Hospitalovo pravidlo patri k silnym nastrojom na vypocet vel'kého poctu réznych
typov limit. Hlavnym ciel'om tohto ¢lanku, podobne ako v [1], bolo najst’ také typy limit,
v ktorych je sice mozné I'Hospitalovo pravidlo pouzit’, no k vysledku sa s jeho pomocou
nedopracujeme. Tym sa da zdovodnit Studentom na cvieniach, ¢i semindroch
z matematickej analyzy nevyhnutnost’ ovladania elementarnych postupov na vypocet limit.
Za tymto ucelom sme vypracovali zovSeobecnenie vysledkov z prace [1], hladali
v rieSeniach diferencialnych rovnic f™ (x) = af(x), & vypracovali limity, v ktorych je
pouzitie I'Hospitalovho pravidla mozné a opravnené v prvom kroku, ale v dalSich sa
bez elementarnych postupov zaobist’ neda.
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ABSTRACT. We will illustrate some of elaborated topics of students of primary school
education. Students have solved problems in the Fairy tale world. We focus on motivation,
diversity of problems, correctness, feasibility and currency of data and solving methods
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Motivating Environments for Solving Real Problems

In didactical subjects at Faculty of Science, Humanities and Education in Liberec,
which are focused on task solving methods, we try to use different means to motivate the
pupils — we create different model environments for the application mathematical
knowledge to solve real-life problems. E.G. the following environments: garden, sports,
building, hobbies, pets, shopping, transport, culture, nature, ZOO, cooking, travelling,
mail, etc. Within the given environments, problems, which are thematically connected and
supposed to put the pupils in a real situation, are being solved. We focus on motivation,
diversity of problems, correctness, feasibility and currency of data, solving methods,
overall elaboration and own topics. The goal is application of gained knowledge of
mathematics in real life, cross-curricular link and increasing pupil’s interest in solving
mathematical problems. If we take the Fairy tale world (as a natural environment for kids
of younger school age) into account, we can connect some of the mentioned themes with
typical fairy tale characters and their stories. To solve and assign a specific problem, we
can use the individual tales that the pupils have seen. Then we can discuss the problems,
which the pupils can meet in real life. Thus we give some space for the development of a
divergent thinking. In this contribution we will illustrate some of elaborated topics of
students of primary school education. First of them deals with Building topic (connected
with characters of PAT and MAT), second one with Postal (mail) service topic (connected
with characters Postman PAT and his friend ALEX) and the third one with stories of
Russian fairy tale “Just Wait Hare”.
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