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FACULTY OF NATURAL SCIENCES
CONSTANTINE THE PHILOSOPHER UNIVERSITYNITRA
ACTA MATHEMATICA 16

THEORY OF REAL NUMBERS — FROM EUDOXUS TO DEDEKIND
TEORIE REALNYCH CiSEL — OD EUDOXA K DEDEKINDOVI
JINDRICH BECVAR

ABSTRACT. In the article, the basic ideas of Eudoxus’ proportionalities and relationship
between quantities are explained and they are compared with the underlying ideas of
Dedekind’s cuts. Some quotations (excerpts) from Dedekind’s and Lipschitz’ correspondence
show their interest in building an exact theory of real numbers as well as their embarrassment
which the comparison of both theory caused.

KEYWORDS: Eudoxus’ ideas of proportionalities, Dedekind’s cuts, real numbers

ABSTRAKT. Vylozeny jsou zdkladni myslenky Eudoxovy teorie proporci a srovndny s vychozimi
idejemi Dedekindovy teorie Fezii. Uryvky z korespondence Dedekinda a Lipschitze doklddaji
Jjejich zdajem 0 exaktni vybudovani teorie redlnych cisel i urcité rozpaky, které komparace obou
teorii vyvolala.

KruCovE sLovA: Eudoxova teorie proporci, Dedekindova teorie iezii, redlnd cisla

CLASSIFICATION: A30

1. Uvod

V 5. stoleti pfed Kristem fecti matematici zjistili, Ze existuji nesouméfitelné usecky
(napf. strana a thlopiicka &tverce, strana a uhlopfitka pravidelného pétithelniku atd.).!
Tento objev vedl k padu jejich diivéjsich piedstav, ze celou matematiku je mozno postavit
na pfirozenych Cislech a jejich pomérech. Od aritmetickych veli¢in proto ptesli k veli¢inam
geometrickym a v geometrické feCi zacali vyjadiovat zalezitosti aritmetické, ciselné
teoretické i algebraické. Zrodila se tzv. feckd geometricka algebra, rozvijelo se studium
iracionalit. Aritmetickou teorii poméru piirozenych CcCisel nahradila teorie proporci
geometrickych veli¢in. Vytvotil ji Eudoxos z Knidu (asi 408 az 355), matematik,
astronom, lékai a geograf, ktery byl po né&jakou dobu Zakem Platona (427-347). Kromé
teorie proporci koncipoval tzv. exhaustivni metodu a teorii homocentrickych sfér. Jeho
matematické vysledky se objevily na ptelomu 4. a 3. stoleti pfed Kristem v Eukleidovych
Zakladech. Viz [Bel], [Be2], [Be3] a [He].

2. Eudoxova teorie proporci

Eudoxova teorie proporci, teorie poméra a imér geometrickych velic¢in (délek, obsaht
a objemu), je zpracovana v paté knize Eukleidovych Zdkladii. Eukleidés si byl dobie
védom jejiho vyznamu i postaveni v tehdejs$i matematice. Vzdyt' partie o podobnosti, ktera
predpoklada teorii poméri a umér geometrickych veli¢in, je v Zdkladech podana
v nasledujici knize Sesté. V sedmé az devaté knize jsou pfedmétem zkoumani soumétitelné
veli¢iny (Cisla), v obsahlé desaté knize zejména veli¢iny nesoumétitelné.

! Usetky a, b se nazyvaji souméFitelné, existuje-li tsecka ¢ (nékdy se hovofi o mérné usedce)
a piirozena ¢isla m, n, pro ktera je a = mc, b = nc. V opa¢ném ptipadé se nazyvaji nesoumériteiné.
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JINDRICH BECVAR

Pata kniha Zdkladi zacina 18 definicemi, po nichz nasleduje 25 vét. Nejprve uvedeme
prvnich sedm definic,® které jsou nejdillezitdjsi, a objasnime problematiku v nich
obsazenou. Pfiblizime tak duch Eukleidova dila a pozname styl Ceského piekladu.
Soucasn¢ ukazeme, jaké Usili vyzaduje porozuméni matematice, kterd je psana jinym
stylem a téméf bez uziti symboliky, zcela jinak, nez jsme zvykli.®

Prvni dvé definice a jejich vyklad
1. Dilem veliciny vétsi jest velicina mensi, kdyz velicinu vetsi domeéruje.
2. Nasobkem pak veliciny mensi jest vétsi, kdyz ji mensi doméruje.

V prvnich dvou definicich je zaveden pojem nasobku a dilu veliCiny: jestlize pro
veli¢iny a, b je na = b, kde n je pfirozené ¢islo, pak se veli¢ina b nazyva nasobkem
veli¢iny a a veli¢ina a dilem veli¢iny b.

Znovu pripomeiime, ze veli¢inami jsou minény veli¢iny geometrické, tj. délky, obsahy
a objemy a ze nasobkem veliiny a pfirozenym cislem n rozumime veli¢inu na, ktera
vznikne sectenim n exemplait veli¢iny a.

Treti a ¢tvrta definice a jejich vyklad

3. Pomeérem jest néjaky vztah dvou stejnorodych velicin dle jejich kolikosti.
4. Pravime, Ze k sobé maji pomér veliciny, které nasobeny jsouce mohou byti jedna
druhé vetsi.

O poméru dvou veli¢in je mozno hovofit jen tehdy, jsou-li stejnorodé, tj. maji-li
V dne$nim slova smyslu ,,stejnou dimenzi“. Mizeme tedy uvazovat pomér dvou délek,
pomér dvou obsahti, pomér dvou objemtl, ale nikoli pomér délky a obsahu, pomeér délky
a objemu apod. Tento piistup odpovida zakonu homogenity (,,stejnorodosti*), ktery byl
feckymi matematiky zaveden po prechodu od aritmetickych veli¢in k veli¢inam
geometrickym a polozen do zékladi fecké geometrické algebry.* Pomér dvou veligin
zachycuje vztah jejich velikosti (,,kolikost™).

Ctvrta definice navic ika, Ze pomér mohou tvofit jen takové veli¢iny a, b, k nimz
existuji ptirozena ¢isla m, n, pro néZ na>b a mb > a; tato dulezita podminka vylucuje
z dalsich Givah nekone&né malé veli¢iny.” Uvédomme si, Ze n-ndsobkem nekoneén& malé
veli¢iny je opé€t nekonecné mala velicina.

Poznamenejme, ze v Eukleidovych Zdkladech se nekonecné malé veli¢iny nevyskytuji,
ackoliv vychozi axiomy, které jsou uvedeny na pocatku prvni knihy, je a priori z dalich

2 Vyuzijeme Ceského ptekladu Zdikladii [Eu], jehoz autorem je FrantiSek Servit (1848-1923).
O ceskych piekladech a piekladatelich Eukleidovych Zakladui viz [B].

0 problematice prekladi a pfepisii starych matematickych texti viz napiiklad [Be5].

* Poznamenejme, 7e se k zdkonu homogenity v 16. stoleti vratil francouzsky matematik Francois
Viete (1540-1603), autor vyznamné knihy In artem analyticem isagoge (1591). Ve svém
teoretickém poctu zvaném logistica speciosa zavedl celou hierarchii skalard riznych ,,dimenzi®.
Zékon homogenity definitivné odstranil René Descartes (1596—-1650) ve své slavné knize La
géométrie (1637). Viz naptiklad [Bed].

>V fecké matematice nemély misto ani nekonecné (tj. nekonecné velké) veliciny, nebot’ aktualni
nekoneéno Rekové neuznavali. Piijeti aktualniho nekoneéna naraZelo az do 19. stoleti na 8. axiom
Eukleidovych Zdkladii: A celek veétsi nez dil. Kazda aktudlné nekone¢nd mnozina ma totiz vlastni
podmnoziny, které maji stejnou mohutnost jako ona.
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uvah nevylucuji. Vyjimkou je ,,uhel sevieny tecnou ke kruznici a kruznici samou®, ktery je
,men3i nez jakykoli ostry thel* (I11. kniha, 16. v&ta).®

Podminka uvedena ve Ctvrté definici je znamd jako Eudoxtv axiém, Archiméduv
axiéom nebo Eudoxtv-Archimédiv axiém. Archimédés ze Syrakis (287-212) tento
pozadavek, ktery pfipisuje Eudoxovi, formuloval pro délky, obsahy a objemy v praci
O kouli a valei,? pro délky a obsahy ve spise O spirdldch® a pro obsahy v praci Kvadratura
paraboly.® Mizeme jej vyjadtit takto: VEtsi ze dvou danych veligin, at’ jsou to délky,
obsahy nebo objemy, piesahuje mensi o jisty rozdil, ktery, kdyz je dostateCné znasoben, je
vetsi nez kazda z obou danych velicin.

To znamena, Ze napiiklad délky dvou usecek se nemohou liSit 0 nekone¢né malou
a filozofli o povaze a charakteru geometrickych utvarti: co je usecka a z ¢eho se sklada, zda
je délitelna do nekonec¢na atd. (viz napt. [Hj]).

Pata a Sesta definice a jejich vyklad

5. Pravime, Ze jsou veliciny v téemz pomeru k sobé, prvni ke druhé, a treti ke ctvrté,
kdyz stejné nasobky veliciny prvni a treti nad stejné nasobky druhé a ctvrté jsou
dle jakekoli nasobnosti bud’ jeden nad druhy zdaroven vétsi bud’ zaroven stejné bud’
zdroven mensi, jsouce vzaty ve vzdajemném pordadku.

6. Veliciny majici tyZ pomér nazyvame umérou (imérnymi).

Pata a Sesta definice zavadéji rovnost dvou pomért, neboli iméru geometrickych
veli¢in. Pomoci souc¢asné matematické feci a symboliky vyjadiime piedchozi dvé definice
takto: poméry a:b a c:d se rovnaji, tj. tvoii iméru a:b=c:d, jestlize pro libovolné
zvolena ptirozena ¢isla m, n plati:

na<mb pravé tehdy, kdyz nc <md,
na>mb pravé tehdy, kdyzZ nc >md,
na=mb pravé tehdy, kdyz nc =md.

Pokusme se nyni objasnit definici rovnosti poméri pro délky, které lze reprezentovat
useckami (pro obsahy a objemy by byla obdobna piedstava méné nazorna). Piedstavme si,
ze jsme na jednu polopfimku nanesli n exemplaid Gsecky a a m exemplaid tGsecky b
a ziskali tak body A, B a na druhou polopfimku nanesli stejnym zptisobem n exemplait
usecky ¢ a m exemplait usecky d a ziskali tak body C, D. Jsou-li pro kazdou dvojici

® Kolmice na konci priiméru kruhového ziizend padne vné kruhu, a v prostor mezi piimkou (kolmici)
a obvodem nevejde se primka jina, a uhel polokruzni vétsi jest nad jakykoliv ostry uhel primkovy,
zbyvajici vSak jest mensi. ([Eu], str. 43)
" Archimédovo dilo mame k dispozici zejména v publikacich [Arl], [Ar2].
® Further, of unequal lines, unequal surfaces, and unequal solids, the greater exceeds the less by
such a magnitude as, when added to itself, can be made to exceed any assigned magnitude among
those which are comparable with [it and with] one another. ([Ar1], str. 4)
° And here too, as in the books previously published, I assume the following lemma, that, if there be
(two) unequal lines or (two) unequal areas, the excess by which the greater exceeds the less can, by
being [continually] added to itself, be made to exceed any given magnitude among those which are
comparable with [it and with] one another. (JAr1], str. 155)
10 the following lemma is assumed: that the excess by which the greater of (two) unequal areas
exceeds the less can, by being added to itself, be made to exceed any given finite area. ([Arl],
str. 234)
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JINDRICH BECVAR

prirozenych cisel m, n koncové body A, B a C, D na obou poloptimkach (vii¢i poc¢atklim
téchto poloptimek) ,,stejné umistény*, tvoii dané poméry uméru, tj. a:b=c:d.

Rozeberme nyni problematiku uméry podrobnéji, uvazujme pevné dany pomér a : b.
Mnozina NxN vSech dvojic pfirozenych ¢isel (m, n) se rozpadne na tii disjunktni
podmnoziny: X ={(m, n); na <mb}, Y ={(m, n); na>mb}, Z={(m, n); na = mb}.

Mnoziny X, Y, Z jsou uzavieny na ,kraceni“ a ,rozSifovani dvojic, tj. napt. dvojice
(m, n) lezi v mnoziné X pravé tehdy, kdyZz v této mnoziné lezi dvojice (km, kn). Proto
muzeme od dvojic pfirozenych cisel (m, n) prejit ke kladnym raciondlnim ¢islam m/n
a mnoziny X, Y, Z chapat jako podmnoZiny mnoZiny Q" vSech kladnych racionalnich ¢&isel.
Mnozina Q" je tedy disjunktnim sjednocenim mnozin X, Y, Z. Snadno lze dokézat
nasledujici tvrzen:

— mnozina X obsahuje s kazdym ¢islem X vSechna racionalni Cisla, kterd jsou vétsi

nez X,

— mnozina Y obsahuje s kazdym ¢islem y vSechna kladna racionalni Cisla, ktera jsou
mensi nez Y,

— jestlize je z prvkem mnoziny Z, potom kazdé racionalni Cislo, které je vétsi nez z,
je obsazeno v mnoziné X a kazdé kladné racionalni ¢islo, které je mensi nez z, je
obsazeno v mnoziné Y,

— mnozina Z je nejvySe jednoprvkova; jsou-li veli¢iny a, b nesouméfitelné, je
prazdna, jsou-li souméfitelné, je jednoprvkova.

Pomér a: b tedy definuje rozklad mnoZiny kladnych racionalnich &isel Q" na disjunktni
mnoziny X, Y, Z, které maji vySe uvedené vlastnosti. Poméry a : b a c:d se podle paté
(a Sesté) definice rovnaji, tj. tvoii iméru, pravé tehdy, kdyz jim odpovidaji (ve vyse
uvedeném smyslu) stejné rozklady mnoziny Q°.

Sedma definice a jeji vyklad

7. Kdyz ze stejnych ndsobkii ndasobek veliciny prvni jest vétsi nez nasobek druhé,
nasobek tieti viak neni vétsi nez nasobek ctvrté, tehdy pravime, Ze prvni ke druhé
jest v poméru vétsim nez tieti ke ctvrté.

Tato definice umoziuje srovnani pomeérii podle velikosti: existuji-li pfirozena cisla
m, n takova, Ze na>mb a nc <md, pak budeme psat a:b>c:d.

Uvazujme opét pevné zvoleny pomér a:b a rozliSme dva ptipady.

Jestlize jsou veliCiny a, b soumétitelné, pak pro néjaka prirozena ¢isla m, n je a = mc,
b = nc, kde c je jejich spole¢na mira. Pak je na = mb = nmc, tj. ¢islo m/n leZi v mnoziné Z.
Pomér a: b neboli mc:nc je nyni rozumné reprezentovat pomérem m: n dvou piirozenych
¢isel m, n, tj. (v nasi feci) racionalnim Cislem m/ n-

Jsou-li veli¢iny a, b nesoumétitelné, je mnozina Z prazdnd, a proto je Q" disjunktnim
sjednocenim mnozin X a Y. Jestlize je Cislo m/n prvkem mnoziny Y, potom je podle
7. definice a:b>mc:nc, nebot na>mb a nmc=mnc. Pomér a:b je tedy vétsi nez
pomér mc:nc, kterému jsme v piedchozim odstavci ptifadili racionalni ¢islo " n - Jestlize
je cislo m/n prvkem mnoziny X, potom je podle 7. definice b : a > nc : mc, nebot’ mb > na
a mnc =nmc. Pomér b:a jetedy vétsi nez pomér nc : mc, kterému je piifazeno
racionalni Cislo n/m . Je ptirozené usoudit, Ze pomér a : b je mensi nez pomér mc : nc,
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kterému jsme pfifadili raciondlni ¢islo m/ n - MiZeme tedy fici, Ze pomér a:b je ,sevien”
mnozinami X a Y.

Uvédomme si jesté, Ze nerovnost a:b > c:d plati pravé tehdy, kdyz existuje racio-
nélni &islo "/, n, pro které je a:b> / n >c:d (piislusné rozklady mnoziny Q" nejsou
pro poméry a:b, c:d stejné, lisi se alespon v prvku m/ n)-

Objasnéme nyni celou zaleZitost jest¢ jednou, ale z trochu jiného pohledu. Zvolme
jednotku 1 a uvazujme veliCiny, které jsou s ni souméfitelné, resp. nesoumétitelné.
Nasobky jednotky zna¢me piirozenymi Cisly, piSme tedy jednoduse m =m - 1. Je-li veli-
¢ina a souméfitelnd s jednotkou, je na = m ; veli¢ina a je tedy n-tinou veli¢iny m,
tj.a= " n - Veli€ina a je v tomto piipad¢ racionalni.

Je-li veli¢ina a nesouméfitelnd s jednotkou, potom pomér a : 1 urcuje disjunktni
rozklad mnoziny Q" na podmnoziny X a Y. Jestlize m/n patii do Y , pak je na > m,
atedy a> "/, . Jestlize "/, patii do X, pak je na<m, atedy a< "/, . Velitina a je
tedy vymezena disjunktnimi podmnozinami X, Y mnoZiny Q" viech kladnych racionalnich
¢isel. Je iraciondlni.

Pfipomenime, Ze fe¢ti matematici od nejstarSich dob vymezovali iracionalni ¢isla Cisly
racionalnimi. Jiz pythagorejci znali nasledujici odhad odmocniny ze dvou:

7/5 <2 <17/12.

Archimédés v praci O méreni kruhu'' vyuzival pii vypoétu horniho a dolniho odhadu
poméru obvodu a priméru kruhu (odhad konstanty, kterou dnes zna¢ime symbolem )
nerovnosti

265 1351
/153 < V3 < I780.-

Toto vymezeni je mimotadné ptesné, jak ukazuje vypocet rozdilu horni a dolni meze:

1351 265 1
/780_ /153 = /39780-

Pro ¢&islo mt nalezl Archimédés odhad

25 344/ 29 376/
8069 < T < 9347,

ktery ¢islo m vymezuje s piesnosti na dve desetinnd mista, a jeho jednodussi, méné€ presnou
verzi

310/71 <7< 31/7.

Eudoxova myslenka definice rovnosti poméru, tj. definice uméry, je velmi zajimava.
Poznamenejme, Ze pro usecky a, b, ¢, d by bylo mozno zavést rovnost pomérd a:b, c:d
pomoci rovnosti obsahii ad, bc, tj. rovnosti ad = bc.'? Jsou-li viak a, b, ¢, d obsahy, resp.
objemy (tj. veliiny druhé, resp. tfeti dimenze), pak souciny ad, bc nemaji (ve smyslu
fecké geometrické algebry) geometricky vyznam (maji totiz dimenze vétsi nez 3). Navic

1 0 tomto spisu pojednava podrobné &lanek [Be6], o vypo&tu odmocnin ve starovéku &lanek [Be7].
12 Porovnat obsahy dvou obdélnikli umime provést geometricky — mtizeme je napiiklad nahradit
rovnoplochymi ¢tverci a porovnat délky jejich stran.
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by toto pojeti nedavalo zjevnou moznost vymezeni poméru nesoumeéfitelnych velic¢in
(iracionélniho ¢isla) pomoci pomért soumétitelnych velicin (raciondlnimi Cisly).

Dalsi definice

Osma az osmnacta definice jiz zadné zavazné myslenky neobsahuji. Navic jsou v nich
obsazena né€ktera jednoduchd tvrzeni, ktera pii exaktnim pfistupu do definic nepatii. Jako
priklad uved’'me osmou a devatou definici:

8. Uméra o trojim clenstvi jest nejmeni.
9. Kdyz jsou tri velic¢iny umérou, pravime, Ze se ma prvni ke treti jako dvojmoc prvni
ke dvojmoci druhé.

Tykaji se iméry a:b=b:c, zniz snadno vyplyva uméra a:c = a’: b’
Véty o pomérech a imérach

Ve vétach, které nasleduji, jsou popsany jednoduché vztahy mezi veli¢inami a jejich
nasobky, mezi poméry a Umeérami. Uved'me pro zajimavost né€kolik téchto vysledkl
(véty 3, 10, 24 a 25) v Servitoveé piekladu a v dne$ni symbolice.

3. Kdyz prvni velicina je stejnym nasobkem druhé jako treti Ctvrté a vezmeme stejny
nasobek prvni a tieti, bude téz z obdrzenych po tade ndsobkii prvni stejnym
nasobkem druhé jako druhy ctvrte.

10. Z velicin k témuz pomér majicich ta, jez ma vétsi pomer, jest vetsi; ke které vsak
totéz md vetsi pomer, ta jest mensi.

24. Kdyz prvni velicina ma ke druhé tyz pomer jako treti ke ctvrté a téz pata ke druhé
md tyz pomer jako Sestd ke ctvrté, také soucet prvni s patou bude miti ke druhé tyz
pomér jako soucet treti se Sestou ke ctvrteé.

25. Kdyz jsou ctyri veliciny umérou, nejvetsi s nejmensi jest vétsi nez dve ostatni.

V soucasné symbolice tato tvrzeni vyjadiime takto:

Jestlize a =mb, ¢=md, potom na = (nm)b, nc = (nm)d.

Jestlize a:c>b:c, potom a>bh. Jestlize c:b>c:a, potom a>bh.
Jestlize a:b=c:d, e:b=f:d, pak (a+e):b=(c+f):d.
Necht'a:b=c:d. Jestlize a je nejvétsi (a d nejmensi) z velic¢in a, b, ¢, d, pak
a+d>b+c.

V moderni symbolice lze vSechna tato tvrzeni snadno dokazat. Podrobny komentat
a pokus o moderni interpretaci této partie Eukleidovych Zdkladii je obsazen v préci [BeS].

3. Moderni teorie realnych ¢isel

S ur¢itou mirou nadsazky muzeme fici, ze Eudoxova teorie proporci zavadi kladna
realna Cisla. Jeji zakladni myslenka je obsazena v postupu, ktery ke konstrukci realnych
¢isel pouzil ve druhé poloving 19. stoleti vynikajici némecky matematik Richard Dedekind
(1831-1916). Nékolika vétami nastinime jeho vychozi mys$lenku.

Uvazujme disjunktni rozklad mnoziny Q vSech racionalnich Cisel na podmnoziny X, Y
spliyjici tuto podminku: pro kazdé x mnoziny X akazdé y mnoziny Y jey < x. Dvojice
(X, Y) se pak nazyva tez. Uvazujme mnozinu vSech takovychto fezl, jeji prvky,
tj. jednotlivé fezy, nazveme redlna Cisla. Existuje-li v mnoziné X nejmensi prvek X, resp.
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v mnozin€ Y nejveétsi prvek y, definuje fez (X, Y) raciondlni Cislo X, resp. y. Pokud nema
mnozina X nejmensi prvek a mnozina Y nejvétsi prvek, definuje ez (X, Y) iracionalni ¢islo.
Takovym je naptiklad fez (X,Y), kde X ={q;q* >2} a Y = Q\X, vymezujici iracio-
nélni &islo V2.

Eudoxova teorie proporci, tj. teorie pomérd a umér geometrickych veli¢in,
piedstavovala tedy jakousi teorii realnych ¢isel. Z dne$niho pohledu nebyla dokonala a pfi
tehdej$im chapani nekonecna ani dokonala byt nemohla. Odmitani aktualniho nekone¢na
totiz znemoznovalo Gvahy o ¢iselném oboru vSech realnych ¢isel, 0 souhrnu, resp.
mnozin¢ vSech iracionalit apod. Z téchto duvodi nebylo mozno postihnout spojitost (resp.
uplnost) této Ciselné struktury. Teprve v 19. stoleti, vice nez dvé tisicileti po Eudoxovi
a Eukleidovi, dospé€lo nékolik matematikd k tvaham o exaktnim vybudovani ¢iselného
oboru realnych cisel.

Devatenacté stoleti je obdobim zpfesiiovani zakladli matematické analyzy. V prvni
poloviné tohoto stoleti byli hlavnimi aktéry tohoto procesu Bernard Bolzano (1781-1848),
matematik, teolog a filozof italsko-némeckého pivodu, ktery cely Zivot prozil v Cechach,
a francouzsky matematik Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), autor vyznamné knihy
Cours d'analyse z roku 1821, od né¢hoz pochazi pojem cauchyovska posloupnost, ktery
sehral pii pozd€jSim popisu realnych cisel dilezitou roli. O néco pozdéji stavéli
matematickou analyzu na pevnéjsi zdklady dal$i tvlrci, mezi nimiz vynikli zejména
Bernhard Riemann (1826-1866) a Karl Weierstrass (1815-1897), ktery pfispél k tzv.
aritmetizaci matematiky, tj. k vyjadfeni zakladnich pojmt diferencialniho a integralniho
poctu v fteci epsilon-delta (funkce, limita, spojitost, integral atd.). Nakonec doslo
i K pfesnému popisu realnych ¢isel. O exaktnim budovani zakladii matematiky intenzivné
premyslel jiz Bolzano, popisu realnych Cisel se vénoval s ¢asteénym uspéchem v letech
1830 az 1835. Vétsina jeho uvah vSak zlstala nepublikovana a vyvoj matematiky
neovlivnila. Teorii realnych ¢isel budovali nezavisle na sob& francouzsky matematik
Charles Méray (1835-1911) anémecky matematik Heinrich Heine (1821-1881).
Weierstrass se témto otazkam vénoval od roku 1865 ve svych piednaskach na berlinské
univerzité. Z jeho myslenek se odvozuje reprezentace realnych cisel desetinnymi ¢iselnymi
radami.

Zcela exaktni teorii realnych ¢isel vypracoval némecky matematik Georg Cantor
(1845-1918) v sedmdesatych letech 19. stoleti; postavil ji na své teorii mnozin. Realna
Cisla reprezentoval tfidami navzajem ekvivalentnich fundamentdlnich (tj. cauchyovskych)
posloupnosti racionalnich &isel. Ve stejné dobé prezentoval svou teorii fez(i Richard
Dedekind. Ctenaftim zajimajicim se o vyvoj nazorii na realna &isla lze doporugit p&kné
koncipovany &lanek Jaromira Simsi [S].

Richard Dedekind

KdyzZ byl roku 1858 Richard Dedekind postaven pred povinnost vést na polytechnice
v Curychu prednasky z diferencialniho poctu, uvédomil si, ze dosud neexistuje exaktni
teorie realnych cisel. Intenzivné se timto problémem zacal zabyvat a takovouto teorii
vytvofil. Jeji zakladni mySlenky publikoval roku 1872 v praci Stetigkeit und irrationale
Zahlen a Vv jejim tvodu poznamenal, Ze sepsal své vysledky z podzimu roku 1858. Velmi
vyznamna pro rozsifeni moderniho pojeti analyzy — a matematiky viibec — byla i jeho dalsi
prace Was sind und was sollen die Zahlen? z roku 1888. Svoji brozurku Stetigkeit und
irrationale Zahlen zac¢al Dedekind témito slovy:
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Die Betrachtungen, welche den Gegenstand dieser kleinen Schrift bilden, stammen aus
dem Herbst des Jahres 1858. Ich befand mich damals als Professor am eidgendssischen
Polytechnikum zu Ziirich zum ersten Male in der Lage, die FElemente der
Differentialrechnung vortragen zu miissen, und fiihlte dabei empfindlicher als jemals
friiher den Mangel einer wirklich wissenschaftlichen Begriindung der Arithmetik. Bei dem
Begriffe der Anndherung einer verdnderlichen Grdfie an einen festen Grenzwert und
namentlich bei dem Beweise des Satzes, daf3 jede Grofie, welche bestdindig, aber nicht iiber
alle Grenzen wdchst, sich gewif3 einem Grenzwert ndhern muf3, nahm ich meine Zuflucht
zu geometrischen Evidenzen. Auch jetzt halte ich ein solches Heranziehen geometrischer
Anschauung bei dem ersten Unterrichte in der Differentialrechnung vom didaktischen
Standpunkte aus fiir auferordentlich niitzlich, ja unentbehrlich, wenn man nicht gar zu viel
Zeit verlieren will. Aber dafs diese Art der Einfiihrung in die Differentialrechnung keinen
Anspruch auf Wissenschaftlichkeit machen kann, wird wohl niemand leugnen. Fiir mich
war damals dies Gefiihl der Unbefriedigung ein so iiberwdltigendes, daf3 ich den festen
Entschluffafte, so lange nachzudenken, bis ich eine rein arithmetische und vollig strenge
Begriindung der Prinzipien der Infinitesimalanalysis gefunden haben wiirde. ...

Dies gelang mir am 24. November 1858, ... ([De2]-Ill., str. 315-316)

Zéakladni myslenku popsal Dedekind takto:

Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen von der Art, daj jeder Punkt der
ersten Klasse links von jedem Punkte der zweiten Klasse liegt, so existiert ein und nur ein
Punkt, welcher diese Einteilung aller Punkte in zwei Klassen, diese Zerschneidung der
Geraden in zwei Stiicke, hervorbringt. ([De2]-111., str. 322)

Poznamenejme, ze Dedekinda problematika ¢iselnych oborl velmi zaujala. V knizce
Was sind und was sollen die Zahlen? nalézdme mimo jiné znamé Peanovy axiomy
piirozenych ¢isel, k nimz Dedekind dospél ve stejné dobé jako italsky matematik a logik
Giuseppe Peano (1858-1939) — viz napiiklad [Gi]. ZdUraznil zde toto:

Meine Hauptantwort auf die im Titel dieser Schrift gestellte Frage lautet: die Zahlen
sind freie Schopfungen des menschlichen Geistes, sie dienen als ein Mittel, um die
Verschiedenheit der Dinge leichter und schérfer aufzufassen. ([De2]-l11., str. 335)

Velmi zajimavé je srovnat pfedchozi citat se znamym vyrokem Leopolda Kroneckera
(1823-1891), ktery byl vysloven roku 1886, tj. o dva roky diive, na schizi berlinskych
ptirodovédcti:™® Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist
Menschenwerk.

Oba zminéné Dedekindovy texty o povaze realnych ¢isel byly mnohokrat vydany (viz
[Del]), byly zafazeny i do Dedekindovych sebranych matematickych spist [De2]. Jeho
prednasky z diferencialniho a integralniho poétu ze skolniho roku 1861/1862 vysly roku
1985 (viz [De3])).

Rudolf Lipschitz

Némecky matematik Rudolf Lipschitz (1832-1903) byl jednim z prvnich matematiki,
ktefi Dedekindovu teorii fezi promysleli a uvédomovali si jeji historické souvislosti. Ve

3 Viz Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 2(1893), str. 5-31, citat ze str. 19,
viz téz Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 33(1925), str. 210-228.
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druhé poloviné 70. let 19. stoleti pfipravoval k vydani svou dvoudilnou uéebnici Lehrbuch
der Analysis, I. Grundlagen der Analysis, Il. Differential- und Integralrechnung [Li1],
ktera vysla v Bonnu v letech 1877 a 1880. Je pravdépodobné, Ze ho otazka exaktniho
budovani oboru realnych ¢isel zaujala prave v souvislosti s pfipravou této ucebnice.

Zajimavé uryvky z korespondence Rudolfa Lipschitze a Richarda Dedekinda

Velmi zajimava je Lipschitzova a Dedekindova vzajemna korespondence, ktera se tyka
exaktniho budovani realnych ¢isel. Lipschitz se tazal, co vlastné Dedekind udélal nového
ve srovnani se starymi feckymi matematiky, kdyz jeho teorie fezi ma predobraz
v Eudoxové teorii proporci. Dedekind poctivé ptiznal, ze zékladni myslenka je stejna;
podotknul vSak, Ze podstatnym rozdilem je to, Ze teorie ezl zarucuje spojitost realné osy.

Dne 8. Cervna 1876 poslal Lipschitz Dedekindovi dopis, kterym navazal na jejich
predchozi kratkou vyménu listd.** Mimo jiné napsal:

... Ich muss jetzt gestehen, dass ich die Berechtigung Ihrer Definition nicht leugne,
dass ich aber der Meinung bin, dieselbe unterscheide sich nur in der Form des Ausdruckes
aber nicht in der Sache von dem, was die Alten festgestellt haben. Ich kann nur sagen, dass
die von Euclid V.5 aufgestelite Definition, welche ich lateinisch anfiihre rationem habere
inter se magnitudines dicuntur, quae possunt multiplicatae sese mutuo superare®®, und was
folgt, fiir genau so befriedigend halte, als Ihre Definition. Aus diesem Grunde wiirde ich
wiinschen, dass namentlich die Behauptung wegfiele, dass solche Sétze wie N2 -\ 3= 6
bisher nicht wirklich bewiesen seien. ([Li2], str. 58)"

Dedekind obratem odpovédél. Jeho dlouhy dopis je datovan 10. ¢ervna 1876:

... das System aller Schnitte in dem fiir sich unstetigen Gebiete der rationalen Zahlen
bildet eine stetige Mannigfaltigkeit.

... die Euklidischen Principien allein, ohne Zuziehung des Principes der Stetigkeit,
welches in ihnen nicht enthalten ist, unfdhig sind, eine volistindige Lehre von den reellen
Zahlen als den Verhdltnissen der Grossen zu begriinden ...

Umgekehrt aber wird durch meine Theorie der irrationalen Zahlen das vollkommene
Muster eines stetigen Gebietes erschaffen, welches eben deshalb fihig ist, jedes Grossen-
Verhdltniss durch ein bestimmtes in ihm enthaltenes Zahl-Individuum zu charakterisiren.
([Li2], str. 65-68)

Lipschitz odpovédél dne 6. Cervence 1876. Ve svém listu pfipomnél intuitivni
predstavy o spojitosti kiivky:

... Was Sie von der Vollstindigkeit des Gebietes erwdhnen, die aus lhren Principien
abgeleitet wird, so fdllt dieselbe in der Sache mit der Grundeigenschaft einer Linie
zusammen, ohne die kein Mensch sich eine Linie vorstellen kann. ([Li2], str. 73)

4 Korespondence Lipschitze a Dedekinda je otiiténa v knize [Li2] na stranach 47 az 106. Zahrnuje
listy napsané v obdobi od 11. biezna 1876 do 17. ledna 1894.

15 Text 4. definice v Heibergové latinské edici Eukleidovych Zdkladii zni takto: Rationem inter se
habere magnitudines dicuntur, quae multiplicatae altera alteram superare possunt. V Servitové
ptekladu: Pravime, zZe k sobé maji pomer veliciny, které nasobeny jsouce mohou byti jedna druhé
vetsi. Poznamenejme, Ze Heibergova kritickd verze Eukleidovych Zdkladii vychazela az v letech
1883 az 1888.

1% 0 tomto tématu viz &lanek [Fo].
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Dedekind dne 27. cervence 1876 napsal:

... Aber Euklid schweigt vollstindig iiber diesen, fiir die Arithmetik wichtigsten Punct,
und deshalb kann ich lhrer Ansicht nicht zustimmen, dass bei Euklid die volistindigen
Grundlagen fiir die Theorie der irrationalen Zahlen zu finden seien. ([Li2], str. 78)

Odborna korespondence obou matematikti pokracovala i v dalSich letech. Byla velmi
zdvotila a uctiva. Ve svém dopise z 8. Cervna 1876 se Lipschitz za své pochybnosti
0 Dedekindové teorii fezli dokonce omlouva:

Ich kann tibrigens diese Bemerkung nicht schliessen, ohne zu sagen, wie schwer es mir
wird, Thnen dieselbe zu schreiben. ([Li2], str. 58)

O vztahu staré Eudoxovy teorie proporci a moderni Dedekindovy teorie fezli viz napf.
[Kr], [St] a [Ga].

3. Zavér

Reéti matematici dospéli v patém a &tvrtém stoleti pred Kristem k pochopeni podstaty
soumgfitelnosti a nesoumétitelnosti geometrickych veli¢in, a tedy k existenci iracionalit.
Byli schopni pomér konkrétnich geometrickych veli¢in velmi pfesné vymezit shora i zdola
poméry pfirozenych ¢isel. Jednotlivé iracionality tak dokazali ,,zatadit na spravné misto*
mezi Cisla racionalni.

K jasné predstavé o tom, ze naopak kazdé rozdéleni mnoziny kladnych racionalnich
¢isel ve vyse uvedeném smyslu definuje kladné realné Cislo (racionalni nebo iracionalni),
viak feckd matematika nedospéla. Reéti matematici nemohli pii svém pojeti matematiky
(odmitani aktualniho nekone¢na) uvazovat (v dnes$ni fe¢i) mnozinu vSech takovychto
rozdé€leni, nemohli tak ziskat obor vSech kladnych redlnych cisel. Ze stejného divodu
nemohli hovotit (v naem smyslu) o spojitosti.”’

Dedekind naproti tomu vytvofil v sedmdesatych letech 19. stoleti mnozinu v§ech
realnych ¢isel jako mnozinu vSech fezli oboru racionalnich ¢isel a pfesn¢ postihnul jeji
spojitost. Tohoto svého piinosu, kterym kvalitativné ptekonal Eudoxovu teorii proporci, si
byl dobfe védom, jak vyplyva z jeho korespondence s Lipschitzem.

Ptedstavu o tom, kolik vlastn€ iracionalit je, pfinesla az posledni tfetina 19. stoleti.
Teprve Cantor ukazal, Ze racionalnich ¢isel je ,,stejné mnoho* jako cCisel pfirozenych, ale
realnych cisel je ,,vice*.

Poznamenejme, Ze tento text vznikl ipravami a vyraznym zkracenim ¢lanku [Be8].
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GAMES AND PROBABILITIES
GERGELY WINTSCHE

There are many changes in our life. Not only the political situations has changed in the
last 30 years but the teaching methods too including the teaching of probability theory and
statistics. In the ancient times only the classical knowledge based teaching methods were
existing, then came the New Maths waves from America followed by the competency
based maths. In parallel with the development of methodology new topics arose from the
national curriculums and the school books too. For example the sets, graphs,
combinatorics, probability theory and statistics. These changes heavily impacted the
Hungarian matriculation system and caused several problems in the life of some ‘old-
fashioned’ school teachers too. When they were young they did not meet any of these
topics or just slightly touched them. In this lecture we will deal with the probability and
statistics only. However the idea of lifelong learning exists, | am just citing a quote from
Henri Poincare:

“The very name of the calculus of probabilities is a paradox. Probability as

opposed to certainty is what one does not know, and how can we calculate the

unknown? Yet many eminent scientists have devoted themselves to this calculus
and it cannot be denied that science has drawn therefrom no small advantage.
(Science and Hypothesis, Chapter 11: The Calculus of Probabilities)

Despite the theoretical or philosophical problems we want to calculate the probability
of events although we are not so eminent scientists. Let us examine what kind of tools
could get this topic closer to us. What can we do to decrease the reluctance of the students
and teachers?

The basic idea is playing. There are some math problems which are called
mathematical games by the teacher but no student would believe it is a real game. You
cannot deceive the students with these games. In almost every classroom there are some
students who are really enthusiastic and they really enjoy these talented games but there is
no chance to catch the attention of the rest of the group..

For example we always deal with the following problem with my students:

There are three given experiments. The player must choose one of them and repeat it
20 times. He only writes down the results of the experiment. The others have to find out
what was the choice of the player.

A: One throws a die and writes 0 if the result was 1 or 2, writes 1 if the result was 3 or
4 and writes 2 if the result was 5 or 6.

B: One throws a die and writes O if the result was 1, 2 or 3, writes 1 if the result was 4
or 5 and writes 2 if the result was 6.

C: One throws a die and writes 0 if the result was 1, writes 1 if the result was 2, 3, 4 or
5 and writes 2 if the result was 6.
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After the first experiment we could got the series:
2,2,1,1,00,01,0,1,1,1,1,2,2,1,1,2,0,0

Here I list some possible tasks and questions:

— Try to find out the player’s choice!

— How could you make a decision?

— Could you make the correct decision after all results?

I will not answer these questions here, but | encourage you to deal with this or similar

problem sets. You can find a lot of very similar questions in my colleague Tibor Nemetz’s
book.

As | mentioned earlier this or similar problems are really handy, nice and useful, but
they are called games only by the teachers.

Every student can see and meet with real games in movies or even in TV series. Like
in the Ocean’s Thirteen with a lot of stars in it, the Las Vegas (TV series), The good old
film Casino with Robert de Niro and Sharon Stone rated 8.2 by IMDb (Internet Movie
Database), or an even newer but worse example is What Happens in Vegas with Ashton
Kutcher and Cameron Diaz (it has got only mark 6 on Imdb). Last but not least | would
mention the Indecent proposal with Demi Moore and Robert Redford. And | could not
complete the list but there are a lot of other films with real games in it and your students
are for sure familiar with them. Nowadays poker, roulette, blackjack, or the Craps and slot
machines are very popular too.

If T ‘google’ the word “casino games” | get approximately 15 900 000 hits in the
browser.

In the next part of the lecture we will deal with the games with two dice called Craps.
It is easily understandable and quite easy to calculate the odds of it. But before we would
calculate anything we we would watch some scenes from the above listed films. After the
movies we can calculate the chances in the classrooms and we can play the real game.

Eventually why do we play craps?

- Itis enjoyable.

- There are only a few rules.

- There is a tense while you are playing and you do not have to be a millionaire.

Be careful! | would suggest rather be prepared! There are no fair games in casinos!

We will calculate the probability of some events of Craps like basic bet and other
variations of it.

Address

Gergely Wintsche
Faculty of Science, Eétvés Lordand University, Budapest, Hungary, e-mail: wgerg@Iudens.elte.hu
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USING SINGLE MODELS TO CREATE BASIC GEOMETRIC KNOWLEDGE

VYUZITIE SEPAROVANYCH MODELOV K VYTVARANIU ZAKLADNYCH
GEOMETRICKYCH POZNATKOV

EVA BARCIKOVA

ABSTRACT. In this paper we deal with inclusion of simple manipulative activities in teaching
plane geometry. We are focused on increasing student activity in the process of creating their
own knowledge through modeling basic geometric relationships. We use inexpensive equipment
such as paper. Activities are also demanding in terms of time and preparing.

KEey WoRDs: manipulative activities, modeling of geometric relationships

ABSTRAKT. V clanku sa venujeme zaradeniu jednoduchych manipulacnych aktivit do
vyucovania planimetrie. Zameriavame sa na zvySovanie aktivity Ziaka v procese utvdarania
vlastného poznania prostrednictvom modelovania zakladnych geometrickych vztahov. Pri
Jednotlivych aktivitach vyuzivame financne nendrocné pomécky ako napriklad papier. Aktivity
su zaroven nendarocné z hladiska casu a pripravy.

KrUCOVE SLOVA: manipulacné aktivity, modelovanie geometrickych vztahov,

CLASSIFICATION: 3 D40, U60

Uvod

G. Polya v Mathematical Discovery vo svojich troch zakladnych principoch ucenia
matematiky odporaca: ,,Motivovat nie vynutenim, askézou, ale zaujatim a podanim
problému zvnutra.” ,,Najlepsim spésobom, ako sa nieco naucit, je objavit to.“ Motivacia
vo vyucovani ma v dne$nom Skolstve dolezité, aj ked” mnohokrat nedocenené postavenie.
V sucasnej reforme a humanizacii $kolstva je vyznam motivacie na u¢ebnu ¢innost’ ziakov
nezanedbatelny. Uc€enie nema byt len nutnostou a povinnostou, ale aj radostou a
prirodzenou aktivitou. Kazdé dieta ma pravo objavit caro vzdeldvania, radost z
objavovania nového a nepoznaného. Je pedagogickym umenim ucitela odovzdat s
poznatkami aj tato radost. O to viac v exaktnej vede, akou je matematika. Ukazat' jej
krasu a Caro ziakom mozno pomocou zaujimavych, zdbavnych a historickych uloh ¢i
hlavolamov. Myslienka ,,Skola hrou* nestrica na aktualnosti ani dnes. Prave geometria
svojou podstatou poskytuje vhodnu platformu pre vyuzivanie didaktickych hier, ako aj
manipulacnych ¢innosti vo vyucovani matematiky. P. M. van Hiele piSe v Casopise
Teaching Children Mathemathics, ze vyucovanie geometrie zac¢ina hrou. Pod pojmom hra
pritom rozumie rézne manipula¢né aktivity. J. Brinckova [4, s. 9] hovori, Ze ,,ucenie je
vysledkom cinnosti a prostrednictvom cinnosti sa vyvija“. Medzi ¢innosti, ktoré
napomahaju rozvijat’ priestorovi predstavivost, zaraduje aj ,materidlovu cinnost
(manipulacia s objektmi, so stavebnicou, kartickami, plastelinou, vystrihovackami,...)*.

Aktivne ucenie sa geometrie

Vo vyucovani (aj geometrie) sa ¢asto kladie doraz na vizualnu a auditivnu percepciu.
Ziak sa Casto dostava do roly pasivneho prijimatela a pozorovatela. U¢ivo vnima na
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zaklade poctvania vyucujiceho a sledovania obrazkov, ¢i uz na tabuli, alebo v ucebnici.
V ramci modernizacie vyucovania matematiky sa sice vyuzivaju aj virtualne manipulacie
pomocou rdéznych edukacénych geometrickych softvérov, avSak aj v tomto pripade sa ziak
Casto dostava do pozicie pozorovatel'a (napriklad z dévodu nedostatocného materialneho
vybavenia). Pre dieta je naproti tomu prirodzené poznavat svet prostrednictvom
haptickych vnemov. Geometria je su¢astou nasho kazdodenného Zivota. Zijeme v priestore
a objekty, s ktorymi bezne manipulujeme, st trojrozmerné. Skusenosti Ziaka su teda blizsie
k stereometrii ako k planimetrii. Tak ako v zivote, aj vo vyucovani plati ,,radsej raz zazit’
ako stokrat pocut™. Vzhl'adom na to je nevyhnutné, aby sa do vyuCovania zap4jal aj hmat.
To sa moze diat prostrednictvom manipulaénych Ccinnosti. Podla Sykoru sa
prostrednictvom ,,manipulacnych cinnosti dieta zoznamuje nielen s tvarmi, ale sa tiez uci
(hoci intuitivne) pochopit’ zdkladné charakteristické sprievodné javy daného objektu a
relacie medzi nimi. Tie si potom prendsa do praxe.“ Manipulacné Cinnosti su najcastejSie
zaradené v ramci motiva¢nych alebo fixa¢nych vyucovacich metdd. Netreba zabudat na
ich pouzitel'nost’ aj v ramci expozi¢nej Casti hodiny. Ked’ze ich zaradenie do vyucovania
geometrie priamo predpokladd vlastna aktivitu Zziaka, budeme ich povazovat za
aktivizujuce vyucovacie metody.

Samostatna aktivna Cinnost’ ziaka je nevyhnutna pre uspeS$né rozvijanie vedomosti.
Moze sa prejavit’ vnatorne a navonok. Vnutornd aktivita, ako imyselna pozornost,, je sice
tazko pozorovatel'na, avSak rovnako dblezitd ako vonkajsia aktivita.

Aktivizujice vyuCovacie metody predpokladaju :

e Urcitl vedomostnu uroven Ziakov.

o Potlacenie direktivneho postavenia vyucujuceho.

e Materialne pomdcky a didakticka techniku.

Aplikécia aktivizujicich vyucovacich metdd zvySuje u ziakov pochopenie rieSenej
problematiky, pozornost, aplikdciu vyssich myslienkovych pochodov, podporuje rozvoj
tvorivosti, podnecuje ziakov vnimat ucenie ako Cinnost, ktorti realizuji oni sami, a
zvysuje Urovei motivacie.

Prostrednictvom jednoduchych ¢innosti k zikladnym poznatkom

Ako sme spomenuli aktivizujuce vyuCovacie metddy predpokladaji materidlne
pomdcky a didakticka techniku. Materidlne pomdcky vSak nemusia byt vobec zlozité
a Specializované. Pri vyucovani geometrie si vystacime aj s l'ahko dostupnym materialom,
ako je papier, noznice, Spajdle, nitky atd’. Nasledujiice ukazky popisuju niekol’ko ¢asovo
a materidlovo nenarocnych aktivit. Ich cielom je prostrednictvom jednoduchych
experimentov pomodct ziakom osvojit’ si zakladné geometrické vztahy. Pri aktivitach
vacsinou vychadzame zo skladania papiera. Pomodcky sluzia ako predmetné modely
geometrickych Gtvarov:

e List papiera predstavuje rovinu.

e Hranu, ktora vznikne po prelozeni papiera, budeme povazovat’ za priamku (pripadne
polpriamku alebo tisecku).

¢ Bod modelujeme oznacenim bodkou alebo krizikom.

e Dvoma bodmi na papieri mozno viest prave jednu priamku, teda papier mozno
prelozit’ len jednym sposobom, aby vzniknuta hrana prechadzala oboma bodmi.

e Kazdym bodom papiera mozno viest nekonecne vel'a priamok.

e Kolmicu k danej priamke p cez jej bod P zostrojime prelozenim papiera tak, ze sa obe
polpriamky, na ktoré je rozdelena priamka p bodom P, kryju.
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e Rovnobezku k danej priamke g cez bod A zostrojime ako kolmicu cez bod A ku
kolmici na dant priamku g." [6]

Vsetky aktivity predpokladaju usmernenie a planovanie zo strany ucitel’a a kazd4 aktivita

by mala byt nasledovand odbornym vykladom a matematickym odévodnenim.

Aktivita ,, poznavame vrcholové a susedné uhly *

Pomocky: niekol’ko $pajdli (parny pocet), farebné nitky, farebné ceruzky

Z dvojice $pajdli vytvorime pismeno X a zviazeme ich nitkou tak, aby ich vzajomna
poloha bola fixna a nehybali sa. Spajdle reprezentujii dve roznobezné priamky a dvojice
vrcholovych uhlov, ktoré urcuju. Pomocou obkresl'ovania na papier skimame vzt'ah medzi
odpovedajticimi si uhlami. Vyzveme ziakov, aby najskér I'ubovolnou farbou obkreslili
jeden ,,uhol®, nasledne $pajdle otocili (o 180°) anasledné obkreslili druhy ,,uhol* inou
farbou. Pri spravnom postupe sa farebné obrysy zhoduju. Ani po zmene velkosti uhlov
(pouzijeme viacero dvojic rdozne zviazanych S$pajdli) sa situdcia nezmeni. Obdobnym
spdsobom (obkresl'ovanim) budeme skimat’ dvojice susednych uhlov. Po experimentovani
zavedieme pojem susedné a vrcholove uhly.

Obrazok 1

Aktivita ,, vautorné uhly trojuholnika

Pomocky: farebny papier, noznice, farebné ceruzky alebo lepidlo

Cielom tejto aktivity je osvojit’ si poznatok o sucte vnutornych uhlov v trojuholniku.
S farebnych papierov vystrihneme niekol'ko trojuholnikov. Dbame na to, aby ziaci
vystrihovali r6zne typy trojuholnikov (ostrouhlé, tupouhlé, pravouhlé, ...). Poziadame ich,
aby na kazdom trojuholniku poloblukom vyznacili vnitorny uhol a nasledne ich odstrihli.
Vystrihnuté ,,rohy trojuholnika“ rovnakej farby ukladame vedl'a seba (obr. 2) a obkreslime
(moézeme ich aj lepit’ na papier). Vidime, ze sucet vnutornych uhlov trojuholnika je priamy
uhol. Ziaci si \;}’Isledky zistenia m6zu medzi sebou porovnavat'.

Obrazok 2

! Pre viac , konstrukcii* pozri [6]
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Vlastnost’ ,,velkost vonkajsicho uhla je rovna suctu velkosti vautornych uhlov pri
zvys$nych dvoch vrcholoch® mézeme ukazat’ skladanim papierového trojuholnika, ako je na
obrazku 3.

Obrazok 3

Aktivita ,,Stvorec “ [4]

Pomaécky: stvorec vystrihnuty z papiera, farebné ceruzky

Cielom tejto aktivity je pomocou skladania papiera vysvetlit' ziakom zakladné vlastnosti $tvorca:
Stvorec je pravouhly rovnobeznik, ktorého vsetky strany su zhodné a uhlopriecky kazdého Stvorca su
navzajom kolmé, zhodné a rozpolujii sa. Ziaci si pripravia rozne velké $tvorce papiera. Kazdi
vlastnost’ overujeme zvlast vhodnym skladanim papiera. Pre ukazku uvadzame vlastnosti
uhlopriecok:

Na zaciatok si uhlopriecky si uréime pomocou diagonalneho skladania Stvorca anasledne ich
farebne vyznacime. Vlastnost, Ze uhlopriecky $tvorca su navzajom kolmé, ukazeme nasledovne:
stvorec prekladame na polovicu pozdiZ uhlopriecok, az kym sa vietky uhly zvierané uhloprie¢kami
neprekryju (obr. 4). Takto ukazeme, Ze vietky uhly uréené dvojicou uhloprietok st zhodné?. Ziaci
si mézu po poskladani pomdct’ prilozenim vzniknutého trojuholnika k predmetu, ktory ma pravy
uhol (napr. list papiera), alebo uhlomerom.

Obrazok 4 zdroj: Omachelova, 2006

To, Ze sa uhlopriecky navzajom rozpol'uju, ukaZzeme analogickym postupom. Stvorec prelozime cez
prieseénik uhlopriecok, aby sme ukazali, Ze sa prekryju obe ,,polovice uhlopriecky®. Zopakujeme to
aj pre druhu uhlopriecku. Pri zhodnosti uhloprieCok zlozime Stvorec na polovicu tak, aby sa
uhlopriecky ,,prekryli* (vid’ obr. 5)

Obrazok 5 zdroj: Omachelova, 2006

Predoslé aktivity boli vhodné pre expozi¢nl Cast’ hodiny. Nasledujuca aktivita je vhodné skor pre
fixaénl Cast’. Jej cielom je preopakovanie a upevnenie vedomosti o vlastnostiach rovnostranného
trojuholnika.

Ked'ze uhlopriecky uréuju styri zhodné uhly, ktoré rozdel'ujii rovinu, musia mat’ velkost 90°.
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Aktivita ,, rovnostranny trojuholnik
Pomécky: kruh z papiera.

Ulohou Ziakov je skladanim papiera vytvorit z kruhu rovnostranny trojuholnik tak, aby
vyuzili ¢o najvicsiu Cast’ kruhu.
ktora ohrani¢uje dany kruh. Vrcholy hladaného trojuholnika budd delit’ kruznicu na tri rovnaké
kruznicové obluky, ktorych dizka bude tretina obvodu kruhu. Zvy$né kruhové odseky zahneme.
Takymto skladanim papierového kruhu vznikne rovnostranny trojuholnik (obr. 6).

—_—

£
Obrazok 6

Pri hl'adani vrcholov trojuholnika budeme postupovat’ nasledovne:

1. VyuZijeme stvislost’ rovnostranného trojuholnika a pravidelného Sestuholnika ako aj vztah
medzi stredovym a prisluchajicim obvodovym uhlom v kruznici. Kruh zlozime na polovicu a
nasledne na tretiny. Skladanie matematicky zdévodnime.

Obrazok7

2. Vychadzame zvlastnosti prie¢ok v rovnostrannom trojuholniku. TaZnica aos strany
prislichajice tej istej strane st totozné. Polomer opisanej kruZnice sa teda rovna 2/3 dizky

taznice (obr. 8). Zlozenim kruhu dvakrat na polovicu ur¢ime stred a nasledne pokracujeme ako
na obr. 6.

Obrazok 8
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Zaver

Stucast'ou Skolskej matematiky je matematizacia redlneho sveta, a teda aj ,,geometrizacia*
redlneho sveta. Zijeme vo svete obklopeni trojrozmernymi predmetmi. Manipulacia so
separovanymi modelmi zakladnych geometrickych ttvarov je teda dolezita pre
pojmotvorny proces geometrickych pojmov a vztahov. Aktivity uvedené v ¢lanku st
v zmysle didaktického konstruktivizmu zamerané na rozvoj tohto pojmotvorného procesu
prostrednictvom C¢asovo a materialovo nenarocnych pomdcok. Ide o multisenzorické
¢innosti podporujuce aktivitu ziaka avSak do popredia sa dostava haptickd percepcia.
Prostrednictvom tychto aktivit maju ziaci moznost konStruovat' si vlastné poznanie
geometrie, objavovat’ geometrické vztahy, modelovat’ ich ana zaver dochadza kich
abstrakcii a vytvaraniu poznatku.
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SOLVABILITY OF GROUPS OF LINEAR DIFFERENTIAL OPERATORS OF
THE N-TH ORDER

RESITELNOST GRUP LINEARNICH DIFERENCIALNICH OPERATORU
N-TEHO RADU

JAROSLAV BERANEK — JAN CHVALINA

ABSTRACT: In the contribution there is constructed a certain group of linear ordinary
differential operators of the n-th order and there is solved the problem of its solvability. In
particular, using the stabilization of the commutant chain of that group, we have obtain that the
mention group is solvable. Moreover, using the one-to-one correspondence between this group
and the system of solution spaces of corresponding homogeneous differential equations of the
n-th order we obtain that the isomorphic group of solution spaces is also solvable.

KEY WORDS: Differential equation, solution spaces of homogeneous differential equations,
solvable group.

ABSTRAKT: V prispévku je zkonstruovana jista grupa obycejnych linedrnich diferencidlnich
operdatorii n-tého radu a je resen problém jeji resitelnosti. Zejména, uzitim stabilizace retézce
komutantii této grupy, jsme obdrzeli, ze zminéna grupa je reSitelnd. Ddle, uzZitim jedno-
jednoznacné korespondence mezi touto grupou a systémem prostori reSeni prislusnych
homogennich diferencidlnich rovnic n-tého radu dostavame, Ze izomorfni grupa prostorii Feseni
Je také resitelnd.

KLiCOVA SLOVA: Diferencidini rovnice, prostory Feseni homogennich diferencidlnich

rovnic, resitelnd grupa.

CLASSIFICATION: 20G07, 20F16, 47E05

V tomto piispévku, ktery nalezi do série praci ([1], [2], [3], [4]) a na nékteré z nich
podstatné navazuje, se veénujeme feSeni konkrétniho klasického problému, kterym je
otazka feSitelnosti (v Galoisové smyslu) grup jistych linedrnich diferencidlnich operatorti
n-té¢ho fadu — pro libovolné ptirozené Cislo n > 2. Tyto operatory tvaru

. n d k
= X)——
kz_(:) Pk ( )dxk ,

kde p jsou spojité funkce na néjakém otevieném intervalu J < R, tvofi-jak znamo-levé
strany obycejnych linearnich diferencialnich rovnic n-tého fadu.

Usporadanou grupou rozumime trojici (G, ., <), kde (G, .) je grupa a binarni relace
<je usporadani na G takové, ze pro libovolnou trojici X, y, z € G plyne z vlastnosti x <y
také X .2 <y.z,z.X< z.Y.Vusporadané grupé¢ budeme symbolem [a)< oznaCovat
hlavni konec generovany prvkem a € G, definovany takto: [a)< = {x € G; a <x}.

Piipomefnime standardné pouzivané oznaceni: Je-li H normalni podgrupa grupy G
(nazyvand také invariantni podgrupa nebo normalni délitel), piSeme H<G. Dale,
posloupnost podgrup H; (i=0, 1, ..., n) grupy G takova, ze

l1=Hy<H <..<H4<H,=GC )

(symbol 1 oznacuje jednotkovou podgrupu grupy G), se nazyva subnormalni fada grupy G
a ptislusné podilové grupy H; /Hi_; (i = 1, 2, ..., n) se nazyvaji faktory dané tady. Jsou-li
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vSechny faktory fady (S) komutativni, nazyva se tato fada feSitelnd. Grupa se nazyva
fesitelna, jestlize ma alespon jednu fesitelnou subnormalni fadu (viz napi. [10], [11],[13],
[18]. Pii praktickém ovétovani fteSitelnosti je v nekterych piipadech cesta k dukazu
fesitelnosti zakladni grupy rychlejsi ovefenim stabilizace fetézce komutantd (na Grovni
trividlni podgrupy) nez prostfednictvim pracného ovétovani komutativity faktort existujici
subnormalni fady podgrup, o niz se dokazuje, Ze je fesitelna.

Pfipomenme, ze podgrupa G’ grupy G generovana mnozinou komutatoru [a, b] =
a'b™ab viech dvojic prvki [a, b] € G x G se nazyva komutant grupy G. Komutant G’
grupy G ’se nazyva druhy komutant grupy G. Obvyklé oznadeni je také G'= G¥, G"’= G@,
atd. Obecnd G™Y = (GM)’. Komutant G™ se také nazyva n-ta derivace grupy G a fetézec
komutantt grupy G

G=69-6">56%9 5.
je také nazyvan derivovany fetézec grupy G.
Tvrzeni 1: ([18, Véta 10.31, s.172]). Bud’ G grupa. Tyto podminky jsou ekvivalentni:
(i) Grupa G je resitelna.
(ii) Existuje celé kladné cislo n s viastnosti G"=1.
(iii) Existuje resitelnd subnormalni rada grupy G.

Mnozinu vSech realnych ¢isel budeme znacit R; pod oznafenim C(J) (uziva se i
ozna¢eni C°(J)) budeme rozumét okruh vsech spojitych funkci na intervalu J < R
S obvyklym s¢itdnim a néasobenim funkci. Analogicky okruh vSech spojitych funkci na
intervalu J, které maji vSechny derivace az do fadu K pro né&jaké ptirozené ¢islo k, budeme
oznagovat C*(J). Symbolem C.(J) ozna¢ime podpolookruh okruhu C(J), tvofeny viemi
kladnymi spojitymi funkcemi, tedy

Ci={f:IJ>R; f(x)>0,xed}.
Pro kazdé pfirozené ¢islo n > 2 oznacime jako A, mnozinu vSech linearnich
homogennich diferencialnich rovnic n-tého fadu nasledujiciho tvaru:

Y™ 4+ P ()Y .+ po(x)y =0
(viz [1], [8], [15], [16]), kde px e C(J), k=0, 1, ..., n—1, po(X) > O pro libovolné x € J.
Uvazujme nyni diferencialni operator n-tého fadu, pfifazeny obycejné homogenni
linearni diferencialni rovnici n-tého fadu, ve tvaru

n
k

Ln =2 P(X)D

k=0

k

dx
k=01, .. n-1 ps(x) =1, . zapis Ly(y) = 0 oznacuje obyc¢ejnou homogenni linearni

diferencialni rovnici tvaru

, Px(X) je spojita funkce definovana na otevieném intervalu JC R,

n-1
YW (x)+ Y p(x)y™(x)=0.
k=0
V souladu s ¢lanky [1], [7], [8] oznaéme L(poy , ..., pna)(y) : C'(J)— C"(J) vyse
definovany linearni operator. Plati tedy
L®o, v ) = Y™ + P g ()Y 4t po (X)y
a polozme
LA/ ={L(po, ... pn1): Pk €CI), k=0, 1, ..., n—1} .
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Ozna¢me dale No(n)= {0/, ...n— 1}; symbolem & budeme oznacovat tzv.
Kroneckerovo &, ptri¢emz klademe 5_,] =1 - ;. Pro libovolné m € No(n) oznac¢ime jako
LA,(J)m mnozinu vSech linedrnich diferencialnich operatort n-tého fadu

L(po, ..., pn-r): C"(J)— C(J), kde px e C(J) pro libovolné k & Ny(n), pn € C.(J), (tj.
Pm(X) > 0 pro libovolné x e J). Nyni zavedeme vektorovou funkci p (X) takto:
B () = (PoX), ... paa(X)), X € J. Potom Ize psat Lo( )y = y® + (B (x), (v, )", .0 ™),
kde v posledni zavorce se jedna o skalarni soucin vektoru.
Nyni definujeme binarni operaci ,,o,, “ a binarni relaci ,,<;“ na mnoziné LA(J)m
takto: Pro libovolnou dvojici L(p), L(g)e LA\@)m 7= (Pos--r Pn1), ¢= (o, ) Gna)
polozime L(p ), L(g)="L(u), u=(Uo,..., un-1), kde

Uk(X) = Pm(X) A(X) + (1 = O ) Pu(X) , X €
al(p) <nL(q) jestlize pi(X) < au(X), k & No(n), Pm(X) = Qm(X), X €J.

Je ziejmé, ze (LAN(J)m ,<n) je uspofadana mnozina. Vlastnosti binarni operace o,, a
vztah této operace k usporadani <, na mnoziné LA,(J), uvadi nasledujici tvrzeni 1, jehoz
dtikaz 1ze nalézt napft. v [7].

Tvrzeni 2: Algebraicka struktura (LA(Q)m , oy » <n) je nekomutativni usporadanad grupa.
Nyni obratime svou pozornost k podgrupam grupy LAn(J)m. Zavedeme oznaceni

LiADm = {L(P); P= (Po,-..., pna), Px € C(J), k € No(n), pm(X) = 1}. Pomoci tohoto
oznaceni lze formulovat tvrzeni 2. Také jeho dukaz lze nalézt v publikaci [7].
Tvrzeni 3: Necht Jc R je otevieny interval. Pro libovolnéen e N, n>2,0<m<n-1
plati, ze grupa (LiAQQ)m, °y, ) je invariantni podgrupa grupy (LA(m, o )-
Oznac¢me Lc An(J)m = {L(Po, P1, s Iy ooy Pna); Pk € CQA), r € R, r =0}.
Z dtivodu vétsi nazornosti postuptt v diikazech nasledujicich vét rozepiSme podrobnéji
vypocet soucinu diferencialnich operatorti L( p (X)), L(g (X)), tedy aplikaci binarni operace
»om - naprvky mnoziny L Ay(J)m:

Necht 0 < m < n—-1apy € CJ), pn(X) =0, xe J. Pro libovolnou dvojici operatora
L(Po, s Pms -+» Pna)s L(Qos -+ Qmy On-g) Z mnoziny L An(J)m plati:

L(Po,s -y Pmy «es Prt) o L(Gos +es Om s +vy On2) = L(Uo, .oy Um, -y Ung), kdE
Uo(X) = Pm(X)o(X) + Po(X),

Un(X) = Pr(X)0in(x),

Un-1(X) = Pm(X)0n-1(X) + Pn-1(X), X J.
Z davodu struénosti piseme misto p(X), q(x) pouze p, g S ptislusnym indexem.

Poznamenejme, Ze inverzni operator Lfl(po yeers Pmy o Pn-g) K operatoru L(Po -y Pmyeeer Pnt)
(jakozto inverzni prvek k tomuto prvku v grupé (LAy(J)m, oy, )) je tvaru
_ 1 _
L™ (Po ees Py vees Prot) = L(—&——MJ
pm pm pm

Veéta 1: Grupoidy (Lc Av(Q)m ,om ), (L1 Av(Q)m , o, ) jsou podgrupy grupy (LADm o),
pritom (L1 Al(Dm o) < (LcAnDmrom) < (LADm o )-
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Diuikaz: Pro libovolné operatory L( p ) € LAy(J)m, L(g ) € Lc An(J)m plati-podobné jako
vise-LH(P)om L(§) o L(H)=LT(P)omL(Go, Guy -l oo Gnt) oy L(PoL Prseves P

1
pn—l):L(_&i_ﬂw--i_s---s_mj °m L(r p0+q01'"1rpml ---arpn—1+qn—1):
Pm  Pm Pm Pm
L("'po tG Po M-Pi*q P FPna®Ong pn—lj:
pm pm pm pm pm pm
L[(r—l)-pmqo,(r—l)-p1+q1,._, ,__,(r—l)-|on_1+qn_1]ELCAH(J)m'PmtOze
pm pm pm

(Lc An(@)m s oy ) Je podgrupa grupy (LAL(J)m , o, ) (nebot pro libovolnou dvojici operatort
L(7), L(g) € Le Af@)m plati L(5) o L(G) = L(Po, Prs oo, - Pt) oy
L[q_lq_j L[&_q_o,...,i,...,m_qn_—qELCAH(J),“ 2 LO...
Om S Om S Om S S Um

0,1,0,..,0)e Lc Ai(d)m ), dostavame, ze grupa (Lc An(J)m , °,, ) je invariantni podgrupou
grupy (L An(d)m , oy ). Podobné se ovéri, ze grupoid (L An(d)m, o ) J€ podgrupa grupy (Lc
An(d)m , o1y ), @ to invariantni, tedy normalni délitel. Dalsi fakta vyplyvaji z vyse uvedenych
tvrzeni. O
Veéta 2: Bud'J c R otevieny interval. Grupa (L Ay(d)m , o, ) je Fesitelna.
Diikaz: Ozna¢me G = (L Ay(J)m , o, ). Prvni derivace G’ grupy G, tj. prvni komutant
grupy G, je jeji podgrupa generovana vsemi komutatory tvaru

LD () omL7(G (X)) o L(5 (X)) o L( (X)),
kde L( p (X)), L(g (X)) € LA,(Im . JelikoZ uvedeny komutator je tvaru

L(_& 1o pmJ . L(_q_o ES _qnlj .
pm pm pm qm qm qm

L(Pmdo + Po s Pmm »+-s PmOn-1 + Pn1) =
_ L[_ GnPo*% 1 Gn pn—l"‘Qn—lJ .
pmqm pmqm pmqm
L( PmUo + Pos«++s PmAms+++s PmOn-1 + Pn-1 ) =
L[( P =10 +(1=Gn)Po 4 (Pn=1)ns +(1=Gn )Pny
Pmlm PmAm
dostavame, ze podgrupa grupy (L A,(J)m ,o,) generovana vSemi komutatory uvedeného

j € LiIAV()m ,

tvaru je praveé grupa (Ly An(d)m, o, ). Vskutku, napt. pro kazdé ¢islok e N, 0 < k < n -1,
k =m apro libovolnou funkci f € C(J) , volbou pn(X) =1, gu(x) = X*+1 a pe(x) =

f(x)

5 (X2 +1) (za ptedpokladu 0 & J — ktery lze odstranit jinou konkrétni vhodnou
X

volbou dat) obdrzime

L (Pn(X)=1)q () + (1= gn(X))Pe (X)) =

S T =X*pi(x)
P (X )0 (X) 2

=f(x), x €,
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tedy libovolny spojity koeficient vyse uvedeného operatoru lze vyjadrit v popsaném tvaru.
Tedy G' = (L1 An(D)m, °m )-

Daéle, uvazujme libovolnou dvojici diferencialnich operatora L(Uo, ...,1,...,Un1),
L(vo, ..., 1, ..., Vo) € L1 Ax(Q)m . Na zaklad€ podobné tvahy s vyse uvedenou dostavame
L™ (Uo, voe Ly Una) oy L7 (Vo voey 1y ooy Vog) oy L(Uo,y vov , Ly Una) 0y LV, vy 1, ey Vi) =

L(—Uo, ..., 1, ...,—Ung) o L(Vo, ...\ 1yeesy V) oy L(Uo+ Vo, .oy 1, ooy Upg + Vig) =

L(—Huo+Vo) ,....1 ..., {(Un_1+Vpa)) oy L(Ug +V0 ..., 1 ..., Una+Ve) = L(O, 0,...,0,1, 0,..., 0),

tedy G’ je trivialni grupa, tvofena pouze neutralnim prvkem. Souhrnem jsme tedy obdrzZeli
{L@©,..,01,0,..,00}=G"c G’ c GO=G =(LA)n,op),
tudiz grupa (L An(J)m , o, ) je Tesitelna. O

Nyni podame konstrukci nekomutativni uspotfddané grupy linearnich prostorti hladkych
funkci tfidy C" definovanych na intervalu J < R (ktery mize byt i roven R), podle [1].
Necht ¢y , ..., ¢, € C"(J) jsou linearné nezavislé funkce. Piesnéji vyjadieno, funkce ¢,
..., @y tvori fundamentalni systém feSeni nékteré homogenni diferencialni rovnice, jejiz
koeficienty jsou spojité funkce (tzn. Wronského determinant W[ ¢, ..., ¢] neni roven nule
v zadném bod¢ intervalu J). Ozna¢me V(@ ..., ¢,) linearni prostor dimenze n tvotfeny
vsemi funkcemi tvaru
Y(X) =Gk () + Coh (X) + ...+ Cohy (X)
kdecy, ..., cn €R, tedy
Vigr,..., g) ={Cio1+...+chpn; @1,..., 0, €C"J), C1, ..., cn €R}

Potom V(¢,..., @) je linearnim prostorem dimenze n vSech feSeni homogenni
diferencialni rovnice fadu n tvaru L,(y) =0, tedy

n-1
y™M)+ Y pe(x)y(x) =0,

k=0
D X
kde o) = DelorenlC) 0 )
WL, ..on1(x)
D[, ..., ¢n] jsou prislusné subdeterminanty determinantu
R R
I O
det| : : o
R A

vystupujici v Laplaceové rozvoji uvedeného determinantu podle posledniho sloupce.
Ozna¢me F < C"(J)x C"(J) mnozinu vSech uspofadanych n-tic [¢y,..., ¢,] linedrn&
nezavislych funkci ¢, ..., @, , pro které plati D, 1[ ¢y, ..., @] #0 naintervalu J, kde
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(2 ?,
7 @,
Dnaler,..., o] = det
(pin—z) (Bén—Z)
iV i
a dile pox) = Dol 2100
Wlo,....0,1(%)

>0 pro kazdé x € J.

®Pn

@n

(n-2)

o}
o{"

Oznac¢me dale G(F) soustavu (systém) vSech prostorti dimenze n, V(¢y, ..., @), kde
[on.... o] € F. Nasoustavé G(F) definujme nyni binarni operaci - timto predpisem:

Z obecné teorie feSeni diferenciadlnich rovnic je znamo (srv. téz vysledky
monografie F. Neumana [16] a dals$i prace tohoto autora), Ze mezi mnozinou vSech
operatort LA,(J) a systétmem G(F) existuje bijektivni (jednojednozna¢né) zobrazeni
@ : LA,(J) - G(F). Necht V(gy,..., @) € G(F), V(i ..., wn)e G(F) jsou libovolné
zvolené prostory, tzn. prostory feseni linearnich diferencialnich rovnic

y " 4 p ()Y L py(X)y =0,
y " g, (x)y" ™ +.4+,(x)y =0,

tj. rovnic

(2 @, N y
A

det| ' ' " |=0,
AR S S A
vV, v, Vh
i Y e Y

det] =0.
pit vy Y

Pak jsou jednozna¢né urceny operatory L(Po, ..., pn), L(do, -.., gn) S vlastnosti L(Do, ..., pn)
=o' Mpy..., @), Lo, ... g0) = @ V(v ..., ). Nyni pro zvolenou libovolnou
dvojici prostort V(¢ ..., @) € G(F), V(w, ..., i) € G(F) poloZzime
V(gy..., o) -V(u,..., wn) =V(oy, ..., @y),
kde V(ay,..., ah) = AL(po, ..., pn) °L(qo, --.. gn)) -
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Véta 3: Bud' J — R otevieny interval. Grupoid (G(F), ) je nekomutativni grupa.
Diikaz: Je uveden v praci [1].

Z véty 2 tohoto piispévku vzhledem k vyse provedené tivaze vyplyva

Véta 4: Bud' J — R otevieny interval. Grupa prostorit (G(F), -) je resitelna.
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CONICS IN TANGENCY PROBLEMS SOLVING
KUZELOSECKY V RIESENI ULOH O DOTYKOCH
MARTIN BILLICH

ABSTRACT. Problems in which we construct a circle tangent to given elements (point, line,
circle) in a plane have an important place in school mathematics. In this paper, possible
approach how to use the conics in solving classical construction problems is discussed.

KEY WORDS: conics, tangency problems, loci of points of given properties

ABSTRAKT. Ulohy, v ktorych hladdme kruznicu dotykajiicu sa danych geometrickych ditvarov
(bodu, priamky, kruznice) v rovine maju dolezité miesto v Skolskej matematike. V prispevku
uvedieme moznosti vyuZitia kuzeloseciek v rieSent klasickych planimetrickych uloh o dotykoch.

KeUCOVE SLOVA: kuzelosecky, ulohy o dotykoch, mnoziny bodov danych viastnosti

CLASSIFICATION: G44, D44

1. Uvod

Medzi najpritazlivejSie partie syntetickej geometrie mozno zaradit’ ulohy, v ktorych
hladame kruznicu dotykajucu sa danych troch geometrickych utvarov z Gtvarov bod,
priamka, kruznica a ktoré sa v literatire obvykle oznaCuji ako Apolloniove ulohy.
Namiesto podmienky dotyku moéZeme v tychto ulohach zaviest' aj dalSie Specifické
podmienky, aby hI'adana kruznica mala dany polomer, pretinala dant kruznicu ortogonalne
resp. pod danym uhlom. Viac o metddach rieSenia tychto uloh mozno najst’ v praci [2].

V tomto prispevku najskor uvedieme konstrukciu regularnych kuzeloseciek metdédou
mnozin bodov danych vlastnosti a nasledne metodou analytickej geometrie odvodime ich
rovnice. Vyuzijeme pritom skutoc¢nost’, Ze kuzeloseCky mdézeme definovat’ ako mnoziny
stredov vSetkych kruznic, ktoré sa dotykaju danych dvoch kruznic, resp. danej kruznice
a priamky. Na tomto mieste treba poznamenat, ze tu uvedené postupy pre stredové
kuzelose€ky (elipsu a hyperbolu), mozno jednoducho aplikovat’ aj na parabolu (viac v [3]).

Pre lepSiu nazornost’ je vhodné pri tychto typoch tloh pouzit’ niektory z dostupnych
programov dynamickej geometrie. V sucasnosti je vel'mi atraktivny softvér GeoGebra,
ktorého hlavnou vyhodou je, ze nd&m umoznuje menit’ vstupné prvky jednotlivych objektov
(v algebraickom ¢i geometrickom okne) a sledovat’ ako tieto zmeny vplyvaji na vysledné
objekty s nimi zviazanymi. V tomto smere sa javi aj na$ pristup, s prechodom od
syntetickych k analytickym metédam rieSenia uloh, ako prirodzeny.

2. KuZelosecky ako mnozZiny bodov danych vlastnosti

Uvazujme dve nezhodné, zvonku (prip. zvnutra) dotykajuce sa kruznice kq(S1,71),
k5 (S,,13), priom r; > 1, abod M na kruznici k;. Zostrojme kruZnicu k, ktora sa dotyka
danych dvoch kruznic, pri¢om kruznice k, sa dotyka v danom bode M. V nasledujicom
postupe predpokladajme, Ze kruznice kq,k, a k maji po dvojiciach navzajom vonkajsi
dotyk. Oznac¢me S stred kruznice k. Bod S lezi na priamke incidentnej s bodom M a
stredom S; kruZnice k;, priCom jeho vzdialenost’ od bodu M je rovna vzdialenosti od
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kruznice k,. Potom stred S kruznice k je sucasne i stredom kruznice | prechadzajlcej
stredom S, kruznice k, a bodom N na usecke MS;, kde [MN| = r,. Bod S teda leZi na osi
o usecky S, N, odkial je zrejma jeho konstrukcia (obr. 1).

Obrazok 1: Konstrukcia dotykajtcich sa kruznic v programe GeoGebra

Z predchadzajucej konstrukcie vyplyva, ze pre kazdy bod M kruznice k; lezi stred S
kruznice k na hyperbole, pricom plati: |SS;| —|SS,| = 1 — rp,. Ohniskami tejto
hyperboly st stredy S; a S, danych kruznic a dizka hlavnej osi je 2a = r; — 1,. Takto
dostavame obvykla definiciu hyperboly ako mnoziny vsetkych bodov roviny, ktorych
absolutna hodnota rozdielu vzdialenosti od dvoch danych bodov je konstantna.

Ak sa dané kruznice kq, k, dotykaji zvnutra, tak je mozné pouzit’ analogicky postup,
pricom dostavame, ze vSetky stredy S kruznic k lezia na elipse s ohniskami S;, S, a
s dizkou hlavnej osi 2a = r; + 13, t. j. elipsa je mnoZinou vietkych bodov roviny, ktorych
stcet vzdialenosti od danych dvoch bodov je konstantna (viac v praci [1]).

Analytické vyjadrenie hyperboly. Zvol'me ststavu suradnic s 0Sou o, incidentnou so
stredmi S;, S, danych dvoch zvonka dotykajucich sa kruznic k; a k,, pricom zaciatok
O ststavy suradnic je ich dotykovym bodom. Nech kruznica k pozadovanych vlastnosti
(dotykajuca sa zvonka oboch kruznic ky,k,) ma stred S = [x,y] a polomer s dizkou .
Z pravouhlych trojuholnikov S; PS a S, PS (bod P je patou kolmice vedenej bodom S na 0s
0y, vid obr. 2) vyplyva, ze

y2=(r+m)?—(x+n)’ (1)
yi=(p+1)? = (p—x)? )

Eliminaciou premennej y z tychto rovnic, dostavame pre x-ovu siradnicu stredu S

rn—rn

T+
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Obrazok 2

Vyjadrenim r z tohto vzt'ahu a dosadenim do jednej z rovnic (1) alebo (2) dostaneme

4riry 4riry
y? = x+ 5 %2,
n—n (ry —12)

¢o je vrcholova rovnica hyperboly. Tymto sme dokazali nasledujtice tvrdenie.

Veta 1. Dané su dve nezhodné zvonku dotykajuce sa kruznice. Mnozina stredov vSetkych
kruznic, ktoré sa zvonku dotykaji danych kruznic je hyperbola.

Analytické vyjadrenie elipsy. Postupujeme podobne ako v pripade hyperboly, ked’
zvolime sustavu stradnic s 050U o, incidentnou so stredmi S;, S, danych dvoch zvnutra
dotykajucich sa kruznic k; a k, (zaciatok O sustavy je ich dotykovym bodom, obr. 3). Pre
stred S = [x, y] kruznice k, ktora sa dotyka zvnutra kruZnice k;, zvonku kruZnice k, a
ktorej polomer ma dizku 7, plati:

yi=(r+r)*—(x—1)?
y?=(rn—1)%—=(r, —x)*

Y

0 $ P S B A

Obrazok 3
Postupnym rieSenim tejto sustavy rovnic (eliminaciou premennych) dostavame:

411y 4rir, nt+n

2 _ 2
rn+n (rn+mr)? "’ =T
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Prva z rovnic je vrcholovou rovnicou elipsy, ¢im sme dokazali nasledujuce tvrdenie.

Veta 2. Dané su dve nezhodné zvntitra dotykajuce sa kruznice. Mnozina stredov vsetkych
kruznic, ktoré sa dotykaji danych dvoch kruznic (jednej zvonku a druhej zvnutra) je elipsa.

Analogicky vysledok dostaneme aj pre dvojice navzdjom nezhodnych, neststrednych a
nedotykajucich sa kruznic, ¢o mozno zhrnat’ do nasledujucej vety (vid’ v [2]).

Veta 3. Mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré sa dotykaji dvoch nezhodnych,
nedotykajtcich sa a neststrednych kruznic k;(S;, ;) (i = 1,2), sa dve konfokalne
kuzelosetky s ohniskami S;, S, a dizkami |r; —r,| a (r; + ;) hlavnej osi (s vynimkou
nevlastnych bodov kuzel'oseciek a pripadnych spolo¢nych bodov danych kruznic).

3. Kuzelosecky v ulohach

Metodou analytickej geometrie vyrieSime dvojicu Apolloniovych tloh (v prostredi
programu GeoGebra), pricom pouzijeme vysledky z predchadzajucej Casti.

Uloha 1. Dané je kruZnica s priemerom AB a bod C na AB, ktory tento priemer deli
v pomere 2 :1. Nad priemermi AC a CB su zostrojené d’alsSie dve kruznice. Zostrojte
kruznicu, ktora sa dotyka vsetkych troch danych kruznic.

RieSenie. Nech use¢ka AB ma dizku 2d. Polomery kruznic nad priemermi AC a CB maju
potom vel'kosti gd a %d. Ak existuje kruznica k pozadovanych vlastnosti, tak pre jej stred
S plati:

Obrazok 4

a) bod S je stredom kruznice dotykajicej sa zvonka kruznic nad priemermi AC a CB,
t.j. lezi na hyperbole, ktorej rovnicu mdézeme vo vhodne zvolenej sustave sturadnic
(kde os o,, je doty¢nicou kruznic nad priemermi AC a CB V ich spolo¢nom bode)
vyjadrit’ v tvare
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8d
y? = —x + 8x2,
3
b) bod S je stredom kruznice, ktora sa dotyka zvonku kruznice nad priemerom AC
a zvnutra kruznice nad priemerom AB, t. j. lezi na elipse, ktorej rovnica ma tvar

360 — 192d 72 480 — 128d
= x——x’+————d

75 75 75

Elipsa a hyperbola (jedna jej vetva, pre x > 0), zostrojené podl'a predchadzajucich dvoch
bodov, sa pretinaju v stredoch kruznic pozadovanych vlastnosti. Obe rieSenia ulohy,
zostrojené v prostredi programu GeoGebra, st znazornené na obrazku 4.

y2

Poznamka. Namiesto hyperboly v bode a) mézeme uvazovat' taktiez elipsu, ktora je
mnozinou stredov vSetkych kruznic dotykajucich sa zvonku kruznice nad priemerom BC
a zvnutra kruznice nad priemerom AB. V tomto pripade su stredy hladanych kruznic
priesecnikmi dvoch elips.

Uloha 2. Dany je rovnoramenny, pravouhly trojuholnik MS;S, Spravym uhlom pri
vrchole S, pricom |MS;| = d a kruznice k; (51,%), k,(S,,d). Zostrojte kruznicu, ktora sa
dotyka kruznic k4, k, a prechadza bodom M.

RieSenie. Ak existuje kruznica k pozadovanych vlastnosti, tak podla vety 3 jej stred S je
bodom dvojice konfokalnych kuzelosegiek s ohniskami S;, S, a dizkami (r; +13) a
|ry — 5| hlavnej osi (elipsa E; a hyperbola H; na obr. 5), ktorych rovnice mézeme vo
vhodne zvolenej ststave suradnic (s osami incidentnymi s odvesnami daného pravouhlého
trojuholnika) vyjadrit’ v tvare

5d 5 5 3\ 3\’
= (—d) , Hy: y?=—3dx+3x%+ (Zd> .

Obrazok 5
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Okrem toho, bod S je stredom kruznice, ktora sa dotyka kruznice k, (resp. k,) a prechadza
bodom M, teda podla vety 2 (v limitnom pripade, ked’ bodu M zodpoveda kruznica s
“nekonec¢ne malym” polomerom), lezi na hyperbole s rovnicou

1 3
Cop2 — a2 _2 g2
Hy: y 3 x“+dy 6 d-.
Pretoze bod M je vonkaj$im bodom vzhl'adom na kruznice k; a k,, tak podmienkam ulohy
vyhovuji dva body S, ktoré st priese¢nikmi hyperbol H; a H, (obr. 5).

4. Zaver

Apolloniove ulohy sa tesili vel'kému zdujmu v celej svojej historii, coho dokazom sa
mnohé prace vyznamnych matematikov ako boli napr. Archimedes, Apollonius, Pappos,
neskor Viéte, Descartes, Newton, Lambert, Euler a d’al$i. Aj v dnes$nej dobe mbézeme néjst’
v odbornej literature viacero zaujimavych prispevkov s problematikou dotykajucich sa
kruznic, mnohé aj s podporou vypoctovej techniky. V sucasnej Skolskej matematike ma
dynamicka podpora vyucby geometrie svoje miesto, nakolko prispieva k I'ahSiemu
arychlejSiemu pochopeniu uciva, ako aj kjeho hlbsej fixacii. Roézne pohlady na
kuzelosecky ako mnoziny bodov danych vlastnosti, spolu s ich vizualizciou v prostredi
programu dynamickej geometrie, sa stavaji zakladom mnohych ziackych aktivit, ktoré
prispievajl k prirodzenému osvojovaniu Si novych pojmov. Tieto moZnosti sme sa snazili
nacrtnit’ aj vtomto prispevku, pririeSeni klasickych planimetrickych uloh metédou
analytickej geometrie.
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1 Introduction

In this paper we give some versions of convergence and Nikodym boundedness
theorems for topological group-valued measures with respect to filters. In this setting, in
general it is impossible to obtain results analogous to the classical ones, even for positive
real-valued measures (see for instance [2, Example 3.4], [4, Remark 3.8]). However, for
suitable classes of filters/ideals, it is possible to get different versions of such kinds of
theorems (see for instance [1] for real- valued measures and [2, 3, 4] for lattice group-
valued measures).

Here, using some techniques similar to those in [5, 6, 7], we deal with the topological
group setting. We first consider the o -additive case and then, using the Stone
Isomorphism Theorem, we investigate also the finitely additive case. We consider a
concept of semivariation analogous to the classical one and we deal directly with measures
defined on a o -algebra of parts of an abstract set, without needing preliminary results for
measures defined on the class of all subsets of N, and giving an approach different from
that in [3, 4].

2 Preliminaries

Let Z #J be any set. A filter F of Z is a nonempty collection of subsets of Z with
@ ¢F, AnBeF whenever A, BeF, and such that for each AcF and B> A we get
BeF.

Afilter of Z is said to be free iff it contains the filter F_ of all cofinite subsets of Z .

Let P be a countable set, and F be a filter of P. A subset of P is F-stationary iff it
has nonempty intersection with every element of F. We denote by F~ the family of all F-
stationary subsets of P.

If 1 eF, then the trace F(1) of F on | is the family {An1: AcF}.

Afilter F of P is diagonal iff for every sequence (A ), in F and for each | eF" there
existsaset J 1, J eF such that the set J\ A is finite for all neN (see also [3, 4]).

Observe that F(1) is a filter of 1. Indeed, if F, F eF(l), then
(FEF)nl=(FEnl)n(F,nl)eF, and hence F,nF, eF(1).
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Let now F°eeF and F°nIcF <, and set F":=F UF°: then F eF and
F' Nl >F°nI. It is readily seen that F < F ~1. To prove the converse inclusion,
observe that F* 1 = (F n1)U(F°n1)cF . Hence, F =F NI belongs to F(I), and
thus we get the claim.

Given an infinite set | = P, a blocking of | is a countable partition {D, :k €N} of |

into nonempty finite subsets.
A filter F of P is said to be block-respecting iff for every |1 eF" and for each blocking
{D, :keN} of | thereisaset JeF, Jc| with #(J~D,)=1 for all keN, where #

denotes the number of elements of the set into brackets.
Some examples of filters satisfying these properties and of filters lacking them can be
found in [1].

The following result will be useful in the sequel.

Proposition 2.1 If F is a block-respecting filter of N, then F(1) is a block-respecting

filter of | forevery | eF".
Proof: Let | <N be any F-stationary set, Lc 1 be any F(l)-stationary set and

{D, :k eN} be any blocking of L. If FeeF,then J=LNF°nl=LNF° andso LeF .
By hypothesis, there exists a set JeF, JcL, with #(JnD,)=1 for all keN. In
particular, @ #LNF°=LnF°~1. From this it follows that J eF(1)". Thus we get the

assertion. 0
From now on F is a free filter of N, R=(R,+) is a Hausdorff complete abelian

topological group satisfying the first axiom of countability, with neutral element O, and
J(0) denotes a basis of closed and symmetric neighborhoods of 0 (see also [5, 6, 7]).

Moreover, given keN and U,...U,cR, set U, +---+U, ={u+...+u,:
u, eU,,...,u €U} and kU :=U +---+U (K times).

We now give the notions of filter convergence and filter boundedness.
Let (x,), be a sequence in R and xeR. We say that |im,x, =x iff for every

U eJ(0) there is n,eN with x eU for each n>n;, and that (F)lim,x, =x iff
{neN:x,—xeU}eF forevery U €J(0). Note that |im,x, = x iff (F;.)lim.X, =X.

Let (B,), be a sequence of subsets of R. We say that |im,B, =0 iff for every
U €J(0) there is n"eN with B cU for any n>n", and (F)|im,B, =0 iff the set
{n € N: B, c U} € F for each U € J(0) . Observe that |jm,B, =0 iff (F,5,)lim,B, =0.

Let (U,), be an increasing sequence in J(0). A sequence (x,), in R is F-bounded by
U,), iff {neN:x, eU, }eF. We say that (x,), is eventually bounded by (U,), iffitis
Fa, -bounded by (U,), -

From now on, E is a o -algebra of subsets of an infinite set G. If m:E—R be a
finitely additive measure, set m*(A) ={m(B):B<E,B< A}, A<E. We say that m is
(s) -bounded iff jm,m*(A,) =0 for every disjoint sequence (A,), in E, and that m is o -
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additive iff |jm,m*(C,)=0 for every decreasing sequence (C,), in E with ~* C =J

(see also [5, 6, 7]).
We now prove the next technical lemma (see also [1, Lemma 3.3], [3, Lemma 2.2] and
[4, Lemma 3.1]).

Lemma 2.2 Let (a,);, be adouble sequence in R, and F be a diagonal filter.

a) If (F)limiwva;,, =0 for each neN, then for every | eF’ there exists J eF",
J c | suchthat |im;,, &, =0 forall neN.

aa) If (), is an increasing sequence in J(0) and (a, ), is F-bounded by (V,),
for every neN, then for each | eF" thereis JeF", J | such that (a ), is eventually
bounded by (V,),.
Proof: «) Let u,), be a countable basis of neighborhoods of 0. By hypothesis, for
every n, peN we have A :={ieN:a,A cU_}<F.Since F is diagonal, for each | eF
there is J eF", Jc 1, such that for every n, peN the set J \A,, is finite. Thus, for
every n, peN thereis ieN (without loss of generality i< J) with a,, eU forall i>i,
i eJ. This proves «).
The proof of ac«) is analogous, taking the sets A :={ieN:a,, €V}, neN, instead of the

Ahp’s. O

3 The main results

We begin with a convergence theorem for topological group-valued measures (for
related results see also [1, Theorems 2.6 and 3.5] for the Banach space setting and [3,
Lemma 3.1 and Theorems 3.1, 4.1 and 4.2] for the lattice group context). Note that the
hypothesis that the involved filter is block- respecting is essential, even when R =R (see
also [1, Remark 3.4]).

Theorem 3.1 Let F be a block-respecting filter of N, m,:E—>R, j €N, be a sequence
of o -additive measures, (A, ), be adisjoint sequence in E, with

i) lim;m;(A)=0 for any neN, and

i) (F)lim;m; (U, A,) =0 forevery P N. Then,
) for every strictly increasing sequence (1), in N we get

(F)limm, (A ) =0;

BB) if F is also diagonal, then the only condition ii) is sufficient to get (1).
Proof: Put H = A, neN. If we deny the thesis, then there is U eJ(0) with
C:={neN:m (H,)eU}¢F. Note that I:=N\C={neN:m, (H,)¢U}eF : otherwise

there is F'e F with | nF'= @, namely F'< C and hence, C eF, a contradiction.
Let now (U,), be a decreasing sequence in J(0), with U, =U , and 2U, U, , for every

k eN (see also [6]). It is not difficult to see that 1U, cU forall k,  eN with | <k +1.

k—1+1

39



ANTONIO BOCCUTO - XENOFON DIMITRIOU

Let N,=1. By o-additivity of m,, there exists a cofinite subset P, <N, with
N, < p,:=min PR, and m/(F) cU,, where F, := Urep, Hi - BY i), there is an integer N, > p,
with m,(H,) eU, whenever i >N, and t=1,..., p,.

By o -additivity of m, My, My s there is a cofinite subset P,cP, with
N, < p,:=minPR,, and m;(F,)cU, for every r=1,...,N,, where F,:= Utep, Hi- Arguing
as above, there exists N, > p, with m,(H,) eU, whenever i >N, and t=1,..., p,.
Proceeding by induction, we find: a strictly decreasing sequence (P,), of cofinite subsets
of N, a strictly decreasing sequence (F), in E and two strictly increasing sequences
(N)w» (po), In N such that, for every k eN,

3.11) Ny >ps P > Nyy pe=minR; F, = “Viep, H,:

3.12) m/(F.,)cU,,, forall r=1,...,N,;

3.1.3) m(H,) eU, whenever i>N, and t=1,..., p,.

Since F is block-respecting, there is J:={j,, j,,..}eF, J<|I, with N, < j, <N,,, for
every keN. As JeF, then either J, :={j,, js, Js,.. }€F Or J,:={j,, s, J..- yF .
Without loss of generality, let J, eF~ (see also [1, 3, 4]). Put A:= u;llHjml . We get:

mjl(A) = mil(H11)+mil(Hia qu5 U..);

mp, (A=m (H UH U..UH, )+
. _ _ _ ' S
* mJZh—l(H 12h-1) + mlzh_l(H Johs1 VH iohes U..), h=2
Since j,, 4 <Ny, < Py, and
H ot szm Ve C H, =F,, foreveryheN,

from (3) and 3.1.2) used with k = 2h we obtain
j2h—1(Hj2h+l UH s JeU,., cU,.

Moreover, since j,, , <N, o< Py, < Py, fOr every h>2, from 3.1.3) used with

k =2h-1 we get mjzhfl(Hjl)EUZh_ly h>2,1=1,3,...,2h—3, and hence
mJZh,l(HilUHJ’gu"'UHiZh,g)e(h_l)UZh—lCUhCUB'

If ijh_l(A)eul, then from (2), (4) and (5) we have mjl(Hjl)€U1+U2CU and

(H, )eU+U,+U;cU, +U, cU for all h>2. But we know that

(Hy, )eU, and so we have a contradiction. Thus, we get that m;, (A ¢U, for all

Jaha

Joh—1
heN, and so L:={leN:m(A)¢U}eF . Since, by ii), N\LeF, we obtain
L (N\L) =@, which is absurd. This proves 3).

We now prove A3p3). If we deny the thesis, then, proceeding analogously as in the proof of
), wefind I F" and U € J(0) with m,(A )¢U foreach nel. By Lemma 2.2, there is

JeF', Jcl, with |im;,m;(A )=0 for any neN. Note that the sequence m, (A ),
neN, does not (F(J))-converge to 0 (see also [1]). Since JeF and F is block-
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respecting, then, by Proposition 2.1, F(J) is block-respecting too. As F(J) oF, it is easy
to see that (A ), satisfies ii) with respect to F(J). By p) used with F(J) and (A ), it

follows that (F(J))lim,m,(A_) =0, obtaining a contradiction. This proves j3p).

We now extend Theorem 3.1 to the setting of finitely additive measures.
Theorem 3.2 Let (A), be as in Theorem 3.1, F be a block-respecting filter of N,
m,:E—R, jeN, be a sequence of finitely additive s-bounded measures, and assume
that

) lim;m;(A,) =0 forany neN;

i) (F) |imjzpepmj (A,)=0 forevery PcN.

Then for every strictly increasing sequence (1), in N we get

(F)limm, (A ) =0.

If F is also diagonal, then the only condition ii) is enough to get (6).

Proof: By the Stone Isomorphism Theorem (see also [8]) there is a topological space €,
such that E is isomorphic to the algebra Q of all clopen subsets of Q. Let us denote by
w :E — Q such an isomorphism, and let=(Q) be the o -algebra generated by Q. Thus for

every jeN the measure m,oy™:Q—>R is o -additive and admits a o -additive
extension ., :£(Q) - R (see also [5, 9, 10]), satisfying together with the sets v (A),
neN, the conditions i) and i) of Theorem 3.1. Hence,
0= (F) limas, (™ (A )) = (F)lim,m, (A ), and so we get (6).

The last assertion follows by arguing as in the proof of Theorem 3.1, £f3).

We now give a version of the Nikodym boundedness theorem for topological group-valued
measures (for the Riesz space context, see also [4, Lemma 3.4 and Theorem 3.5]).

Theorem 3.3 Let F be a block respecting filter of N, m; :E— R, jeN, be a sequence
of finitely additive (s)-bounded measures, and (A,), be a disjoint sequence in E. Let
U eJ0), (W), be an increasing sequence in J(0), and set V. :=nW,+U, neN.

Suppose that:
j) the set {m (A,):n N} is eventually bounded by (W), foreach peN;

ji) the set {Zpepmj(Ap):neN} is F-bounded by (W), for any peN. Then
) for every strictly increasing sequence (I,), in N, the set D:={m (A ):neN} is F-
bounded by (V,), -
yy)If F is also diagonal, then the only condition jj) is enough in order that D is F-

bounded by (V,), -
Proof: For every neN, let H_ := A . First of all note that, if the mj’s are o -additive,

then the proof of y) is similar to that of Theorem 3.1, ). Indeed, if the thesis of the
theorem is not true, then | :={neN:m,(H,) ¢V,}eF . By o -additivity of m,, there is a
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cofinite set P, =N, with 1< p, =min R, and m;/(F) cU, where F :=yu,_, H,. By ) there

leP
is N, >p, with m(H,)eWw, for each i>N, and t=1,...,N,. By induction, there are a
strictly decreasing sequence (F), in E and two strictly increasing sequences (N,),,
(p,) In N such that, for each k eN,

3.3.1) Ny > Py P > Nys M7 (Fey) U, forevery r=1,..,N,;
3.3.2) m(H,)eW, forany i>N, and t=1,..., p,.
As F is block-respecting, we find a set J, :={j,, js, js»..}€F , J, 1, with
N, < j, <N,,, forevery k eN. Forany heN we have:
igh- 1(Hj2h+1 ~ Hj2h+3 w..) el
(Hj) €Wy h>2,1=13,...,2h—3,and
th-l(H s H e H J.2h_3) e (h-1)W,, ,.
Letnow A:= Ui H; o If ijh_l(A) eijh_l, then from (2), (7) and (8) we obtain
(A, ) EMW,, +U C o W, +U =V,

Ioh1

th -1

th -1 Ioha

and
m, (A)eW, +U < jW, +U =V, .
This contradicts the fact that m, (H )ev .Thus m, (AeW, for all heN,

and hence {l eN:m,(A) ¢W,}eF . From this, arguing as at the end of the proof of
Theorem 3.1, ), we get a contradiction, and this proves ). From y), proceeding as in
the proof of Theorem 3.1, 33), we get yy), at least in the o -additive case.

When the m;’s are finitely additive and (s)-bounded, it is enough to use the results

obtained in the o -additive setting and to argue as in Theorem 3.2.
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SOLUTION OF FERMI'S PROBLEM WITH HELP OF PLACEMAT METHOD

FERMIHO ULOHA RIESENA POMOCOU VYUCOVACEJ METODY
PLACEMAT

KRISTINA CAFIKOVA — MICHAELA REICHELOVA

ABSTRACT. The contribution is focused on the use of the Placement teaching method and
solution of Fermi’s problem. We point out the way to combine them in teaching mathematics.
We provide the student’s solution of a problem “How many volleyball balls can fit in this
room?”. We summarize the student’s opinions on the teaching method and this problem
obtained during the research.

KEeY WORDS: Fermi's problem, Placemat, group work, teaching method

ABSTRAKT. V prispevku sa zameriavame na vyuzitie vyucovacej metody Placemat a rieSenie
Fermiho ulohy. Poukdzeme na spésob, ako ich spojit v ramci vyucovania matematiky.
Uvedieme studentské riesenie ulohy ,,Kolko volejbalovych Iopt sa zmesti do tejto miestnosti? *.
Zhrnieme pocas vyskumu ziskané ndzory Studentov na vyucovaciu metodu a tuto ulohu.

KeUCOVE SLOVA: Fermiho uiloha, Placemat, skupinova prdca, vyucovacia metoda

CLASSIFICATION: D45

Uvod

Matematika patri medzi menej obl'ibené predmety na zakladnych aj strednych skolach.
Tento negativny postoj ziakov nezmenilo ani to, Ze rozsah hodin uréenych na vyucovanie
matematiky bol zniZzeny a celkové ucivo bolo zjednodusené. Pri¢inou tohto stavu moéze
byt, ze matematika sa aj napriek reformam vyucuje klasickymi metédami, ktoré neboli
prispdsobené zmenam uskutocnenym v poslednom storo¢i. Prave preto povazujeme za
potrebné, aby klasické vyuCovacie metddy nahradili nové, efektivnejsie. Jednou takou
vyucovacou metddou je Placemat. V naSom prispevku popisujeme, ako riesili Studenti
Fermiho ulohu vyuzitim tejto metddy.

Fermiho tlohy

1. uloha

Aky velky ladovec by sme museli roztopit, aby sme vodou z neho mohli zasobovat’ Nitru
pocas celého roka?

2. uloha

Kolko gumenych medvedikov sa zmesti do litrovej flase? Po kolké poschodie by siahala
veza postavend z tychto medvedikov?

3. uloha

Kolko klavirov je v Chicagu?

Tento typ uloh je pomenovany po zndmom fyzikovi, Enricovi Fermim, ktory mal
schopnost’ riesit’ zdanlivo neriesitelné ulohy. Ulohy, ktoré sa zdaju byt neriesitelné bez
pouzitia dopliujucich informacii alebo bez pouzitia zlozitych postupov a vzorcov. Enrico
Fermi bol nielen skvely experimentalny a teoreticky fyzik, ale taktiez skvely ucitel’ fyziky.
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Ziskal Nobelovu cenu za vyskum vlastnosti neutrénov. Stadium matematiky povazoval za
nutny predpoklad na stadium fyziky.

Fermiho tulohy taktiez nazyvame ,,back-of-envelope calculation® (priblizny, hruby
vypocet). (Robinson, 2008). Fermiho ulohy nie je mozné riesit’ iba samotnym vypoctom
(dosadenim do vzorca), ale je potrebné pochopit’ podstatu daného problému, rozdelit’ tlohu
na Casti a kladenim vhodne zvolenych otdzok dospiet’ k rieSeniu tloh, ktorym nie je presna
hodnota, ale odhad (radovy odhad) (Baeyer, 2001). Baeyer vo svojej publikacii pise o
Fermiho ulohach ako o zdanlivom hlavolame. Na rozdiel od hlavolamu Fermiho tloha
nemoze byt overena logickou dedukciou, je vzdy priblizna. Fermiho uloha vyzaduje vzdy
aj vedomosti nespomenuté v zadani. Fermiho tlohy a spdsoby, akymi st rieSené, su vzacne
nielen vo vyucovani matematiky a fyziky, ale aj v beznom zivote. Klasicka Fermiho uloha,
ktora sa pouziva na objasnenie tohto typu uloh, znie: Kol'ko ladic¢ov klavirov je v Chicagu?
Je malo pravdepodobné, ze niekto vie hned’ a presne odpovedat’ na tuto otazku. Riesenie
tejto ulohy nie je Standardné, je treba teda vysledok odhadntt’.

Ako sme spomenuli vySSie, je potrebné rozdelit ulohy na ¢asti, a potom vhodne
zvolenymi otdzkami dospiet’ k rieSeniu tychto Casti a nésledne k rieSeniu celej tlohy.
V pripade tretej ulohy by to vyzeralo nasledovne:

A: Kol’ko klavirov je v Chicagu?

1. Korl’ko obyvatel'ov méa Chicago?
2. Ma kazdy obyvatel klavir?
3. Korko rodin je v Chicagu?
4, Ma kazda rodina klavir?
5. Korlko rodin v Chicagu ma klavir?
B: Kol’ko klavirov naladi jeden ladi¢ za jeden rok?
1. Ako Casto sa ladi klavir?
2. Kol’ko klavirov je potrebné naladit’ v Chicagu za rok?
3. Korlko klavirov naladi jeden ladi¢ za jeden den?
4, Kol'ko ma ladi¢ klavirov pracovnych dni?

Riesenie: Vydelime pocet klavirov, ktoré je potrebny naladit’ za rok, poc¢tom klavirov,
ktoré naladi jeden ladi€ za rok, a tak dostaneme hl'adany vysledok.

Arlebick (2009) sformuloval pit zdkladnych charakteristickych ¢t Fermiho tiloh:

1. Dostupnost — to znamena, Ze su spristupnené vsetkym Studentom, skupindm
Studentov, tiez na viacerych vzdelavacich stupnoch a r6znych trovniach zlozitosti.

2. Spojenie s realnym svetom — su realistické.

3. Potreba $pecifikovat’ a Strukturovat’ dolezité informacie a vzt'ahy — to znamena, Ze
formulacia problému je tak otvorena, Ze rieSitel si hned’ nespoji problém so znamou
stratégiou rieSenia, ale uplatituje svoje skusenosti, predstavy, konstrukcie, stratégie a iné
kognitivne zruénosti na spristupnenie problému. Podstatou rieSenia Fermiho tulohy je
spravne odhalit’ jadro daného problému a rozdelit’ ju na jednotlivé kroky. K spravnej
hodnote dospejeme kladenim vhodnych otazok.

4. Potreba robit’ odévodnené odhady — absencia ¢iselnych dat.

5. Podpora diskusie — diskutovanie o probléme, o rieSeni, o odhadoch fyzikalnych
veli¢in.

Pre Fermiho tlohy je ale typické, Ze tiloha méze byt rieSend viacerymi sposobmi,
zavisi to od charakteru kladenych otazok. Teda, ak je nejaka radova hodnota neznama,
mozeme zacat' aj s ré6znymi predpokladmi a postupnym kladenim otdzok dospejeme k
priblizne rovnakému odhadu hladanej hodnoty ako niekto, kto zacal rieSit’ s inymi
predpokladmi.
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Vyudovacia metéda Placemat a jej vyuZitie v praxi

Nézov Placemat pochadza =z anglického prekladu
slova ,prestieranie. Tato vyuCovacia metéda je
v Nemecku znama aj ako ,Platzdekchen®. Hlavnymi impulz
charakteristickymi ¢rtami su neverbalna spolupraca
ziakov ato, ze uclitel vprocese rieSenia nemdze
zasahovat do prace ziakov.

Ziaci s rozdeleni do $tvorélennych skupin. Kazda
skupina ma k dispozicii papier formatu Al a kazdy ziak
V skupine dostane pero roznej farby. Papier je rozdeleny na pét Casti, ako je to zndzornené
na obrazku 1. Styri asti su uréené pre ziakov na pisanie. Polas prace vietci majii
vyhradené miesto na pisanie, takze sa nemdze stat, Ze na ta istll Cast’ piSu viaceri. Stredna
Cast’ je urCend pre impulz. Impulz moze byt napisana myslienka, veta, vzorec, tloha alebo
nakresleny obrazok ¢i symbol. Na impulz musia Ziaci reagovat’. Ziaci svoje reakcie musia
napisat’ na miesto, ktoré je pred nimi. Ich reakcie mézu byt napisané vety, myslienky,
vzorce alebo nakreslené obrazky, symboly. Ked vyCerpali vSetky svoje myslienky, zase
oto¢ia papier 0 90° v smere hodinovych ruciciek. Precitaju si, o napisal Ziak pred nimi,
a reaguju na to. Mozu dany text doplnit’ alebo aj opravit. Ked uz nevedia pokracovat’, zase
oto¢ia papier o 90° a tento postup sa opakuje eSte dvakrat. Praca skon¢i, ked’ papier bol
Stvrtykrat otoceny a ku kazdému sa vrati Cast’ papiera, na ktoru prvykrat pisal.

Po dokonc¢eni prac kazdej skupiny sa papiere pozbierajii a vyvesia. V tejto faze
vyuzitia metdody sa zacne diskusia. Ucitel' sa mdze zapojit' do diskusie. Ma moznost’
povedat’ ziakom, v ¢om spocivaji nedostatky vich vedomostiach. Ked to uznd za
potrebné, mdze problematické Casti uciva este raz vysvetlit, alebo nechat’ svojich Ziakov,
aby si spolo¢ne preopakovali celé ucivo.

Obrazok 1: Rozdelenie papiera

Ukazka a vysledky vyuZitia Placematu v praxi

Spojenim aktivit medzinarodného projektu Primas a projektu A-Centrum FPV UKF
v Nitre — Centrum Inovativneho Vzdelavania, ITMS kod: 26110230026, aktivita 2.4
Nitrianska mladd veda, sa vdioch 23. — 30. jina 2012 uskutocnila letnd Skola
doktorandského Studijného programu a letna Skola objavného vyuCovania v Rackovej
doline. Na letnej Skole sa zicastnil jeden zahrani¢ny lektor z Viedenskej univerzity, Styria
lektori z Katedry matematiky Fakulty prirodnych vied Univerzity Konstantina Filozofa
v Nitre, frekventantmi kurzu boli dvaja doktorandi z Katedry fyziky FPV UKF v Nitre,
dvanast’ doktorandov z Katedry matematiky FPV UKF v Nitre asedem Studentov
magisterského Stadia ucitel'stva matematiky na KM FPV UKF v Nitre.

Metodu Placemat sme odskusali na Studentoch magisterského S$tadia ucitel'stva
matematiky. Ako impulz sme vybrali tlohu, ktora znie: ,,Kolko volejbalovych 16pt sa
zmesti do tejto miestnosti?*. Studenti po tom, &o sa zoznamili so zasadami spravneho
vyuzitia vyucovacej metody, obdrzali papier s impulzom a kazdy z nich v ramci skupiny
dostal fixku inej farby.

Studentom sme nepovedali, Ze ide o Fermiho tlohu a Ze alohy tohto typu mézu mat
viac spravnych vysledkov. Nevedeli ani to, Ze v pripade Fermiho tlohy je doleZitejsi
spravny sposob rieSenia ako vysledok.

Pozorovali sme Studentov pocas celého rieSenia danej tlohy. Po precitani impulzu 10
minat len rozmyslali. Potom niektori za¢ali pracovat. Studenti sa rozhodli, e najskor
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zmeraji miestnost pomocou diZky svojich tiel a pomocou takto ziskanych mierok
vypo¢itaji objem miestnosti.

Z analyzy rieSenie vyplyva, Ze nejakym neverbalnym sposobom sa Studenti dohodli o
spolupraci. Aj na nasledujucich obrazkoch (obr. 2, 3, 4 a 5) je dobre vidno suvislost’ medzi
Cast’ami papiera. Vyzera ako pisomny rozhovor a dohadovanie sa o rozdeleni prace. Podl'a
nas sa skupina rozhodla, Ze vyucovacia metoda je dost’ flexibilna na to, aby sa trochu
zmenili zasady jej pouzivania. Namiesto toho, aby Casti ulohy rie§ili sami, celil ulohu
cheeli spolognou silou vyriesit. Samotné dizky vyjadrili pomocou rozpiti ruk &lenov
skupiny (napr. ,,Sirka bola Ada, 1 ja, 1 Maros, 2 Robo“) Vysku miestnosti zistili
odhadom. Zo ziskanych tidajov nakoniec vypo¢itali priblizny objem miestnosti, ktord mala
tvar kvadra. Potom pomocou odhadu zistovali, kol’ko percent miestnosti mozu mat’ stipy.
Castou rie§enia bol objem miestnosti 2800 m®. Rozmery volejbalovej lopty tiez skugali
zistit’ pomocou odhadu. Zistili, ze lopta moze mat’ 0,03 m®. Zial, po tychto pomocnych
vypoc¢toch Studenti nepokracovali vo svojom rieSeni z dovodu nedostatku miesta na
papieri. Pre nas bol postacujiici samotny postup riesenia.

Obrazok 2: Prva Cast rieSenia ulohy Obrazok 3: Druh4 &ast’ rieSenia ulohy

Obrazok 4: Tretia Cast’ rieSenia tlohy Obrazok 5: Stvrta ¢ast’ rieSenia ilohy

Spravne pouzivanie metdody umoznuje otoCenie papiera najviac Styrikrat, v tomto
pripade vidime, Ze Studenti otocili osemkrat. Odovodnili to s tym, ze podla nich postup
rieSenia danej ulohy pozadoval takyto pristup. Je pravdou, Ze niektoré zasady spravneho
pouzivania metédy zmenili, ale hlavna charakteristika vyucovacej metddy zostala
nezmenena, a tou je neverbalna pisomna spolupraca.
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Nazory Studentov a pedagogov na tito metédu

Vyuzitie Placematu v skupine budtcich ucitelov nam umoznilo, aby sme mohli
odpozorovat’ niekol’ko kladov a zaporov vyuzitia vyucovacej metddy a Fermiho tlohy. Po
rozhovore so Studentmi sme sa dozvedeli ich nazor o danej vyucovacej metode
a 0 samotnej Fermiho ulohe. Vsetky klady a zapory sme zhrnuli a napisali.

Klady vyuzitia Placematu Zapory vyuzitia Placematu
V' Ziaci pri vypocitani tulohy vyuzivali x  zly vyber impulzu moze viest’
svoju kreativitu; k tomu, Ze Ziaci nechc na tento
v spolupraca moze zlepsit vztah impulz reagovat’;
v skupine; % vel'mi rozsiahly impulz moze
v kedZe kazdy ziak ma svoju Cast’ sposobit’, Ze ziaci zaplnia pismom
papiera, nemoze byt  nikto celu vlastnu Cast’ a po otoceni
Vv skupine utlacovany; papiera uz nezostane priestor pre
v’ kazdy ziak sa nauéi byt trpezlivym d’alsieho ziaka;
a ohl'aduplnym, lebo papier mozu narocna priprava pre ucitela.

otoit len vtedy, ked’ su vsetci
¢lenovia skupiny hotovi;
v' dobry vyber impulzu mdZe
spOsobit’ nadSenie u ziakov, ¢o
motivuje ich K praci;
nikto sa nemusi bat’ vyjadrit’ sa;
sebavyjadrenie spdsobi  silnejSiu
sebaistotu;
v' pouzivanie odbornych vyrazov
obohati slovnu zasobu.

AN

Klady vyuzitia Fermiho ulohy Zapory vyuzitia Fermiho tlohy
v je vhodné ju pouzit' aj v triedach x  Casova narocnost’;
S vacsim poctom ziakov; x  naro¢nost’ na pripravu ucitela;
v' rozvija zmysel pre spolupracu; x  problematické hodnotenie prace
v’ ugitel je facilitatorom; Ziakov.
V' rozvija sa kreativita Ziakov;
v’ rozvija schopnost’ klast' spravne

otazky, Struktarovat  problémy

a odhadovat’ hodnoty.
Zaver

Nasim cielom bolo, aby sme vyskusali vyuCovaciu metodu Placemat na Studentoch.

Tato metdda je vhodna na rieSenie neStandardnych uloh, preto sme si ju vybrali. Boli sme
zvedavi, ako budu reagovat, ked’ si vyskusaju metodu, s ktorou sa eSte nestretli. Chceli
sme zistit' ich ndzory o vyucovacej metdde aj o Fermiho ulohe. Po dokonceni prace
v diskusii nam povedali, ze ich Placemat a zadana tiloha zaujali. Dozvedeli sme sa aj to, ze
by radi vyskusali Glohu spolu metdédu pocas budiuceho ucitel'ského povolania. Pocas
rozhovoru nam zhrnuli pozitivne i negativne nazory, ¢o nam dalo komplexnu spétna vizbu
0 vyhodach anevyhodach vyuzitia. Diskutovali sme aj o moznostiach odstranenia
jednotlivych nevyhod.Nase ciele sme sice dosiahli, ale musime konstatovat’, Ze pri d’alSich
vyuzitiach vyucovacej metddy budeme musiet’ vykonat’ mensie Upravy. Je potrebné, aby
uloha bola lepsie premyslena. Musime postrazit’, aby Studenti neotocili papier viac ako
Styrikrat. Tiez musime davat’ pozor, aby mali dostato¢ne vel’ky priestor na papieri. Totiz
moze nastat’, Ze po tretom oto¢eni uZ nie je miesto na reakciu $tvrtého ¢lena skupiny.
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MATHEMATICS B-DAY IN SLOVAKIA

SONA CERETKOVA

ABSTRACT. The experience of the competition Mathematics B-day in Slovakia is discussed in
the article. The process of finding schools, preparing assignment and organisation of the
contest day is described. The attention is paid also to the process of assessment of pupils
reports. Some hints for future research in mathematics education are posed.

KEey WoRDs: mathematics competition, open ended task, assignment, assessment

ABSTRAKT. V prispevku su opisané skusenosti s organizovanim timovej matematickej sutaze
Matematicky B-day na Slovensku. V ¢lanku sa nachadzajii informdcie o tom, ako boli oslovené
Skoly, ako bolo pripravované zadanie sutaze a ako bola sutaZz organizovand. Pozornost je
venovana aj hodnoteniu Ziackych rieSeni uloh sutaze. V ¢lanku je nacrtnutych aj niekolko
nametov k dalSiemu vyskumu v teorii vyucovania matematiky.

KrUCOVE SLOVA: matematicka sutaz, otvorené ulohy, zadanie, hodnotenie

CLASSIFICATION: U44, A84, D54

Introduction

Department of Mathematics, Faculty of Natural Sciences, Constantine the Philosopher
University in Nitra, Slovakia and Freudenthal Institute for Science and Mathematics
Education, Utrecht University, The Netherlands (Flsme) are project partners within 7FP
project PRIMAS®. The contest Mathematics B-day is in described as follows:

,,In Dutch upper secondary education, students can choose between two math courses:
mathematics A (preparing for social sciences at university level) and mathematics B
(preparing for mathematics and natural sciences at university level). Mathematics A is less
formal than mathematics B. At the end of the final year (grade 12) a national exam assesses
knowledge and skills. Since 1999 assessment should also include process skills. A timed
written exam is not appropriate for that. For that reason an 'alternative' assessment is
developed. For the mathematics B program, this assessment is called the Mathematics B-
day.

At school, teams of 3 or 4 students work for a whole day on an investigative, open ended
task. At the end they hand in a report with their findings. The presented problem does not
necessarily reflect the typical math B subject matter. Instead, students are challenged to
show process skills in developing strategies, making conjectures and try to prove or reject
them, logical reasoning, critically reviewing models and adjust them and also co-operate.

Officially, the Mathematics B-day is a contest for teams of students. Most participating
schools use the task for the school exam of the process skills; the result is part of the final
grade. About half of the schools is involved in the contest. The best papers are sent in and
are ranked by teachers in four regional groups. The final ten best papers are ranked by a
national jury."”

No experience with this kind of group competition has existed in Slovakia to date.
There are group competitions, organised for the same age group of pupils, but the spirit
and the content of those competitions is different. Mainly are based on short standard

! http://www.primas-project.eu/
2 http://www.fisme.science.uu.nl/fisme/en/projects/indexorg.php
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problems with the content in the school curriculum. The contest session lasts a maximum
of four hours. Group work is not based on communication within the group, nor in
developing one common set of findings, but in dividing tasks between group members and
solving the task individually. The group result is then based on adding points for the
correct solutions of individuals.

The B-day spirit and philosophy of preparing one set of findings as the result of
competition is a completely new experience for pupils as well as for their teachers in
Slovakia. The assignment is complex mathematical text with the length of about 10 pages.
Teams are asked to hand out the set of findings, complex mathematical text, within seven
hours of intense work. The atmosphere in the room is very open, pupils in teams discuss
their findings openly. There is possibility to use internet or “call to friend” or use some
books or journals during the solution of problems and writing reports. Some good
communicative teams had lot of fun the whole day.

Finding schools, teachers and pupils

The contest Mathematics B-day has been piloted in Slovakia in 2011 and 2012.
The competition attracted 40 pupils from six schools and two towns in 2011, and 117
pupils form 15 schools from 9 towns in 2012.
The Department of Mathematics is in active contact with many secondary schools in
region and with mathematics teachers who work there. Contacts are based on long-term
cooperation with schools

e in teacher education — schools serve as training schools for regular practice
of student teachers;

e in organising Mathematical Olympiad (MO) competition (it is the 62%
consecutive year of MO this school year in Slovakia and the Czech
Republic);

e on other national and international project activities, for example:
workshops for teachers with new study materials, textbooks and innovative,
active pedagogies in math education promotion;

e in undertaking experiments, schools serve as a research location for PhD
students.

Personal visits to schools and detailed explanations to cooperative teachers and their
headmasters about B-day was crucial in attracting schools, represented by teachers of
mathematics, to take part in the B-day.

The visiting of schools and recruiting of teachers and their pupils should be
accomplished several weeks before the B-day. An official letter addressed to headmasters
and teachers and signed by university/faculty/department authorities is crucial. Personal
and e-mail delivery of the letter is essential; anonymous sending by regular post or e-mail
is not recommended, as it does not achieve the desired results.

Teachers nominated their pupils. The list of pupils should be obtained one week before
the B-day.

Teachers’ presence during the day is not required, but might be welcome and
recommended to allow teachers to see what their students are able to do in group work.
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Assignment

The original assignment is in English and is sent by Flsme coordinator. Cooperation
with some other colleagues (but maximum two) in proof reading of the assignment
translated to Slovak language is necessary. It helps to avoid misprints, to adjust the text if
it is more readable (Slovak, not English in Slovak words), and to avoid mistakes.

A little cultural problem occurred: the style of the original assignment in English is not
very official; it is a kind of informal mathematics text. An experienced colleague, a
professor in the theory of mathematics education, who was asked for proof reading,
required a more official version of the text in Slovak. He corrected the assignment text
similar to a journal article or textbook style and asked for numbering of the pictures for
instance. An acceptable compromise was found. The tuning of the Slovak version of the
assignment took several hours of intensive communication, comparison with the original
text, and explanation of expressions, words and sentences. It was a very profitable period
and very important for the final version of the assignment. The question about the effect of
different language versions of the assignment and its effect to pupils’ reports subsequently
has been raised as an interesting subject of following research.

Some colleagues were sceptical of the topics of the B-day 2011 and B-day 2012; of the
tasks and of the whole process of finding solutions. They explained their doubts about the
attractiveness of the topics and tasks. They were very curious if tasks would be attractive
for pupils. Their doubts were not fulfilled.

Time estimate for the assignment finalization completion: minimum one week for proof
reading, several hours for discussion with colleagues, and separate discussions.

Time for copying assignment and for preparation of folders for pupils is about one day.
Doing this on the last day before the B-DAY is not recommended, but two or three days
before are reasonable. If the B-DAY is on Friday, Wednesday is the last chance to avoid
stress. This depends on the technical equipment and competence of the technical staff.

Competition

Pupils worked very intensively from the very beginning. Group work and cooperation
was evident. It was created by the spirit of the tasks: playing games in 2011 and folding
stripe of paper in 2012. Some of them did not read the first page of the assignment, where
the instructions are described, very carefully, so some questions about the report, what is
necessary to solve, were raised several times during the first part of the day. Pupils missed
the numbering of the tasks, which is familiar for them from textbooks or standard school
materials. Some pupils were confused by relatively long text of explanations. Nobody
missed the picture numbering, because the pictures are the coherent part of the particular
text or task in the assignment. Pupils used recommended manipulatives, wrote their initial
solutions to the tablecloth, square paper was used for marking the initial solutions, too.
Some teams photographed their pictures and included pictures to the final file. Coloured
pen and pencils were in very good use, too.

Pupils did not stop thinking about problems during the lunch-break, either. Some of
them used napkins for drawing pictures with solutions during lunch. The mood and
atmosphere was very friendly, almost relaxed, but the deep thinking and inner
concentration of individuals was evident even during the lunch break. Pupils were
instructed to concentrate on the result file after lunch.
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There was constant assistance from organisers during the whole time of the
competition. Some pupils commented upon their immediate feelings. The most impressive
comments:

(1) “We did not need school mathematics today, but also simple mathematical thinking was
not possible to use. We had to start to think in some way and then needed to keep track all
day. And it was that.”

(2) “What a pity that I cannot come next year...I finish secondary school this school year
and the next year | am at university.”

Evaluation of pupils reports

University teachers, teacher educators and PhD students in Theory of Mathematics
Education were asked to evaluate the results files handed in by pupils. There were eight
persons in the team of evaluators. A set for each evaluator contained printed materials: the
complete assignment and result files handed in by pupils’ teams.

The evaluators were given comfortable time for the evaluation. Two main dilemmas
were found by evaluators:

- evaluate the whole result, performance as a whole - or to put the main focus of the
evaluation on the final solution(s) only,

- evaluate mathematical knowledge performance or the essay style of the report.

Particular evaluations were put on the table and the winning group was very clear both
years.

The evaluation process should require special analysis and more arguing meetings
perhaps - not for changing the final results of the B-day but for evaluators themselves, to
be more aware of the focus of the evaluation. It is also a question of the individual
experience and responsibility of the particular person-evaluator.

Important part of the evaluation is a jury report, assessment of the particular team
work. The report is delivered to first ten best teams on the day of the official B-day
evaluation event. The report is supplements diploma. An example of the jury report, which
comments work of the best Slovak team in B-day 2012°:

Jury report
Compared to all other reports, this team delivers a very short report. The texts are concise and
clear and demonstrate a deep mathematical understanding. The report is very well readable
independert from knowing the task.
Beside the clearness of the report, this team demonstrates elegance which is highly appreciated
by mathematicians. That is shown for example in the proof that every string of 2k letters Land R
has discrepancy 0 or 2.
Very special is also the way in which this team uses the concepts of symmetry and reduction by
skipping odd positions in clarifying most of their findings.
The report shows avery mature level of mathematical understanding. But a mathematical literate
reader needs invest some thinking work to fully understand the correctness of most of the later
parts in the report.
That is, apart from some small mistakes, the main reason why this team does not end up at a
higher position. Some more elaboration on how this deep mathematical understanding was found
should have been helpful.

Based on these considerations, in the opinion of the jury, the team of Gymnazium Jozefa Gregora
Tajovskeho in Banska Bystrica fully deserves the fifth position for the Mathematics B-day 2012.

3 Jury report delivered to the best Slovakian team during B-day 2012 event in Utrecht, 15 March 2013
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The jury report is a special type of assessment of the original investigative work in
mathematics. The criteria of the assessment are related to the quality of the mathematical
thoughts and formulations, content and organization of the B-day report. The comparison
with other reports is an important point of such assessment. The question about methods of
assessing investigative work and assessing creativity is raised. It is a challenge for
practicing new skills in assessment of B-day 2012 reports evaluators and interesting topic
for future research in mathematics education.

How to write mathematically, how to promote mathematical research of open tasks,
how to master problem solving skills, how to describe mathematical knowledge and ideas
clearly and detailed enough for any reader are some other interesting questions for
practicing these special skills and competences in mathematics teachers education, courses
for gifted pupils and also on professional development courses for practicing teachers.

Conclusion

Experiences of piloting the competition Mathematics B-day with the target group for
which it is originally meant are very positive for everyone involved in 2011 and 2012 in
Slovakia®. The other B-day assignments: In the Hands of Time and Zig-Zag Functions has
been translated into Slovak and promoted to student teachers, PhD students in Theory of
Mathematics Education and mathematics teachers within professional development course:
Inquiry Based Learning and Teaching Mathematics. The successful and challenge B-day
story in Slovakia is to be continuing. The project PRIMAS activities and ideas in inquiry
based learning mathematics will continue besides the project itself is finishing in
December 2013. The competition Mathematics B-day is an excellent example of sustaining
ideas and sharing activities which have been opened by the research project.

Figure 1 Figure 2

B-day 2012 (Cr)easy! folding stripe of paper

4 https://www.ukf.sk/udalosti/2212-Netradicna-matematicka-sutaz
https://iwww.ukf.sk/udalosti/2313-Vyhodnotenie-timovej-matematickej-sutaze-B-DAY
https://iwww.ukf.sk/udalosti/2632-Sutaz-Matematicky-B-DAY-2012
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GEOGEBRA AS A MEANS OF VISUALIZATION SOLUTIONS APPLICATION
TASKS

GEOGEBRA AKO PROSTRIEDOK V,IZUALIZACIE RIESENI APLIKACNYCH
ULOH

JANKA DRABEKOVA

ABSTRACT. Information and communication technologies are changing the fundamental
principles of education and develop visual literacy. They allow the search for new approaches
to creation and to solve mathematical problems The article deal with solving selected
application tasks using the software GeoGebra. We show the tasks of the mathematical analysis
with economic issues. Application tasks teach students connect knowledge with practice and
formulate & solve problems in their specified contexts.

KEey WoRDSs: GeoGebra, visualization, mathematical analysis, application tasks

ABSTRAKT. Informacné a komunikacné technologie menia zdkladné principy vzdelavania,
rozvijaju vizudlnu gramotnost' a umoznuju hladanie novych pristupov k tvorbe ¢i k rieseniu
matematickych uloh. V ¢lanku sa zaoberame riesenim vybranych aplikacnych uiloh pomocou
softvéeru GeoGebra. Uvadzame ulohy z matematickej analyzy s ekonomickou problematikou.
Aplikacné ulohy ucia Studentov spdjat’ vedomosti s praxou, formulovat’ problémy a riesit ich
v stanovenych suvislostiach

KrUCOVE SLOVA: GeoGebra, vizualizacia, matematicka analyza, aplikacné ulohy

CLASSIFICATION: M25, R25

Uvod

Informa¢né a komunika¢né technologie (IKT) umoziuji menit podmienky
vyucovacieho procesu, vplyvaji na vyucovacie metdédy, umoznuju hladanie novych
pristupov k samotnému uceniu ¢i k pochopeniu problematiky atym menia zakladné
principy vzdeldvania. Dnes uZz nesta¢i motivovat Studentov ukazovanim statickych
obrazkov a vypoctov, ale treba ich podporit’ v snahe pouzivat’ rézne vizualizacie a viaceré
reprezentacie skaimanych problémov [8]. IKT st v dnesnej dobe efektivnou pomdckou pri
vytvarani ~ kognitivnych  spojeni medzi verbalno-logickou a obrazovo-nazornou
reprezentaciou matematickych objektov resp. problémov.

Vzhl'adom na fakt, Ze matematika slizi inym vednym odborom ako prostriedok na
formulaciu  arieSenie ich Specifickych problémov, mdzeme prostrednictvom
matematickych softvérov zabezpecit' vizualizaciu réznych odbornych pojmov. V ¢lanku sa
zaoberame rieSenim vybranych ekonomickych problémov pomocou softvéru GeoGebra
a aparatu matematickej analyzy. Zamerali sme sa na ucivo posluchacov Fakulty
ekonomiky a manazmentu Slovenskej pol'nohospodarskej univerzity v Nitre.

Vizualna gramotnost’ a matematicky softvér

Vizualna gramotnost’ sa terminologicky povazuje za novy pojem, ale obsahovo
predchadza samotny pojem gramotnosti, pretoZe pouzivanie obrazovych symbolov ma
podstatne dlh$iu tradiciu ako pouZzivanie pisma [3]. Ako prvy pouzil termin ,,Visual
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Literacy” John Debesa (1969) [7]. V sucasnosti existuje vySe 150 definicii vizualnej
gramotnosti, jedna z oficialne uznavanych, na zaklade akcepticie Medzinarodnou
asociaciou pre vizualnu gramotnost’ (International Visual Literacy Association, New York)
znie [3]: ,,Vizudlna gramotnost oznacuje skupinu vizudlnych schopnosti, ktoré clovek
dokadze rozvijat' zrakovym vnimanim za sucasného zainteresovania dalSich vnemovych
skusenosti. Rozvoj tychto schopnosti je zdkladnym predpokladom ucenia sa jedinca. Ich
rozvoj umoznuje vizudalne gramotnej osobe vnimat a interpretovat vizudlne znazornenia, ci
uz prirodzené alebo umelo vytvorené, s ktorymi sa stretava vo svojom okoli.*

V matematike sa vyuzivaji symboly alebo postupnosti symbolov, ktoré reprezentuju
alebo opisuju abstraktny stav [2] a vizualnu gramotnost’ mézeme charakterizovat’ aj ako
schopnost’ chapat’ a pouzivat’ obrazy, vratane schopnosti mysliet, ucit’ sa a vyjadrovat’ sa
prostrednictvom abstraktnych symbolov a obrazov [4]. Aspekt vizualizacie (znazornenia)
matematickych objektov a vztahov medzi nimi je teda bezprostredne spojeny s apektom
reprezentacie a opisu [2]. Vizualnu gramotnost’ Studentov v matematike budujeme
arozvijame pri praci sobrazovym materialom, teda pomocou obrazovo-nazornej
reprezentacie matematickych pojmov. Pre mnohych Studentov je totiz jednoduchsie
prenikat’ do matematickych pojmov a zakonitosti na zaklade konkrétneho zmyslového
vnimania predmetov a javov.

Vizualna gramotnost’ zahfiia v sebe schopnost’ vizualne objekty nielen Citat’ ale aj
tvorit, napr. v podobe réznych obrazov, schém, naértov ¢i grafov [5]. V stc¢asnosti mame
k dispozicii mnozstvo freeware alebo shareware softvérov, ktoré sa daju v matematickom
vzdelavani vyuzit na rozvoj vizualnej gramotnosti $tudentov a obrazovo-nazornu
reprezentaciu roznych pojmov, ¢i na rieSenie Specifickych aplikovanych problémov.

V ¢lanku sme sa zamerali na vyuzitie softvéru GeoGebra pri rieSeni aplikacnych tiloh
z matematickej analyzy tykajucich sa ekonomickych funkcii. Softvér GeoGebra je volne
Siritel'ny softvér, ktory v sebe spaja geometriu, algebru a matematicka analyzu. Na jeho
plnt funkénost’ je potrebna iba podporna platforma Java6 [8]. Program bol vyvinuty pre
ucely vyuCovania aucenia matematiky Markusom Hohenwarterom a ziskal mnoho
medzinarodnych oceneni v oblasti vyucbovych softvérov [1].

Vybrané aplika¢né tlohy rieSené softvérom GeoGebra

Aplika¢né ulohy rozvijaji u Studentov samostatnost’, aktivitu a tvorivost’ [7]. RieSenim
uloh, ktoré spajaji vedomosti Studentov s realnym zivotom resp. praxou, sa Studenti ucia
nielen formulovat problémy ale aj rieSit ich v stanovenych suvislostiach a napokon
sformulovat’ spravne zavery zadanych problémov. V tejto Casti ¢lanku uvedieme aplikacné
ulohy [6] z matematickej analyzy, v ktorych stanovené matematicko-ekonomické otazky
vyrieS§ime pomocou softvéru GeoGebra.

Uloha 1: Vypocitajte pri akej tirovni produkcie dosiahne firma maximalny zisk
a vypocitajte jeho vysku, ak poznate funkciu celkovych nakladov TC(X)= 920+8x —0,02x?
a funkciu celkovych prijmov TR(x)=18x — 0,04x? .

Riesenie: Softvérom GeoGebra si pomocou rozdielu zadanych funkcii, znazornime

funkciu celkového zisku TP(X) a pomocou prikazu ,,Extrém[<Funkcia>, <Zaciatok

intervalu>,<Koniec intervalu>]“ resp. prikazu ,,Max[<Funkcia>, < x od >< x do >]*
ur¢ime hl'adant hodnotu (obr.1) a sformulujeme zaver: ,.firma dosiahne maximalny zisk
pri trovni produkcie 250 a vyska zisku bude 330 p.j.
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Uloha 2: Ndjdite rovnoviznu cenu Ea jéej zodpovedajuce mnozstvo tovaruxa urcte
spotrebitelsky prebytok a prebytok vyrobcu, ak funkcie dopytu a ponuky su vtvare

_16-3 _5 L2
D(x)=16 o5 S(x)_5+50x :

Riesenie: Znazornime si grafy zadanych funkcii D(x),S(x). Rovnovaznu cenu P ajej
zodpovedajlice mnozstvo tovaru X vyjadruji suradnice bodu A[;(,E)]z [20,13], pricom
Ae[D(x)=g(x)n f(x)=S(x)]a AcR{ xRy . Prebytok spotrebitela mézeme vypocitat
ako urcity integral na intervale <O,20> z funkcie g(x)—a(x), pric¢om a:y= p (obr.2)
a prebytok vyrobcu ako uréity integral na intervale (0,20) z funkcie p—S(x)=8-0.02x"
(obr.3). V oboch pripadoch pouzijeme prikaz ,,Integral[<Funkcia>, < x od >,< x do >]*.
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Uloha 3: Firma vyrdba sejacky. Urcte celkovy zisk pri vyrobe 5 sejaciek, ak funkcia
margindlnych ziskov ma tvar MP(X)= 2x —e%™ | xe <0,20> a vieme, Ze celkovy zisk pri

produkcii 2 sejaciek bol 15 p.j.

Riesenie: Pristupov k rieseniu tejto tlohy pomocou prostriedkov IKT je nickol’ko. My
uvaddzame dva spdsoby zistenia integracnej konStanty funkcie jMP(X)dX :TP(X)+ c

a Styri sposoby zistenia celkového zisku pre X=5 (obr.4, obr.5). Znazornime si funkciu
marginalneho zisku MP(X)z f(x) apomocou prikazu ,Integral[f]“ znazornime tiez

funkciu celkového zisku TP(x)= g(x).
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Integracnt konstantu zistime napriklad pomocou funkcie a:y=15- g(Z) , kedze zo
zadania tlohy vieme TP(2)=15 azobrazime funkciu h(x)=g(x)+a(x)=TP(x)+1644.
Celkovy zisk pri vyrobe 5 sejaCiek mézeme zistit' pomocou nasledovnych funkcii (obr.4):

1) b:y=h(5)

2) c:y=h(2)+ Integra[f,2,5]

3) d:y=h(2)+g(5)-g(2)

Softvér GeoGebra vypocita hl'adant hodnotu ale aj znazorni grafy zadanych konstantnych
funkcii. Ak chceme zvyraznit’ bod TP(S), ktory je rieSenim ulohy, pouzijeme napriklad

ikonu E »priesecnik objektov* (obr.4).
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Dalsi sposob rieSenia ulohy je prezentovany na obr.5. Na zistenie funkcie celkového

zisku h(x)=TP(x) sme vyuzili posunutie funkcie g(x)= J- MP(x)dx v smere vektora TPA
, kde TP[2,15], A[2,9(2)] a velkost' vektora TPA sa rovna hladanej integracnej konstante
‘ﬂ:l6,44. Celkovy zisk pri vyrobe 5 sejaciek vyjadruje yg-ova stradnica bodu

B[5,17.07], ktory sme znazornili d’al§im moznym sposobom, ako priesecnik priamky
a:x="5 afunkcie h(x).

Zaver

Vizualizacia ma vo vzdelavani bezpochyby velky vyznam. Obrazovo-nazorna
reprezentacia pojmov resp. problémov mdze byt tiez chapand ako kognitivny nastroj
dolezity pre dosiahnutie vys$Sej kvality nazorného myslenia $tudentov a ich schopnosti
uplatnit’ komplexné matematické vedomosti. V sucasnosti existuje mnozstvo prostriedkov
IKT, pomocou ktorych moézu ucitelia rozvijat’ schopnost’ vizualizacie u Studentov. My sme
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v ¢lanku poukdzali na vyuzitie softvéru GeoGebra pre vizualizaciu rieSeni vybranych
aplika¢nych tloh s ekonomickou tematikou.
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ON ONE INTERESTING CLASS OF PEANO TYPE FUNCTIONS OF SEVERAL
VARIABLES I.

0 JEDNEJ ZAUJIMAVEJ TRIEDE FUNKCIi VIAC PREMENNYCH L

JOZEF FULIER

ABSTRACT. This contribution deals with the generalization of the Peano function
po:p(x,y) = xi:—yyz ,$(0,0) = 0; as a homogenous function of two variables with a degree
k = 0 in case of homogenous functions of n-variables (n = 2) with a degree k < 0. We will
list interesting properties of such functions and prove that these functions are continuous at
a point [0,0, ...,0].

KEeYy WOoRDS: continuity, limit of a function of several variables

ABSTRAKT. V tomto prispevku sa budeme zaoberat zovSeobecnenim Peanovej funkcie
p:p(x,y) = xi:—yyz ,§2(0,0) = 0; branej ako homogénna funkcia dvoch premennych stupia

k =0 pre pripad homogénnych funkcii n-premennych (n = 2) stupiia k < 0. Uvedieme
zaujimavé vlastnosti takychto funkcii a dokdzeme, Ze tieto funkcie nie su spojité v bode
[0,0, ...,0].

KeUCOVE SLOVA: spojitost, limita funkcii viac premennych

CLASSIFICATION: D50, D80, 165

1 Uvodné poznamky

Z hladiska rozvoja matematickej kultiry a budovania nadhladu je vel'mi dblezité, aby aj
ucCitelia matematiky na zakladnych a strednych Skolach mali do svojej matematickej
pripravy zaradené aj elementy tedrie funkcie viac premennych (najma diferencialny, prip.
aj integralny pocet funkcie viac premennych). Je vhodné poznamenat, ze funkcie viac
premennych sa objavili uz v case zrodu matematickej analyzy: najprv v geometrii
u Gottfrieda W. Lebniza (1646 - 1716) v roku 1694, ked’ pracoval s krivkami zavisiacimi
od parametrov a neskor vo fyzike v roku 1748 u Jean le Rond d' Alemberta (1717 - 1783)
pri rieSeni problému kmitania struny. V tomto pripade pozicia u(t,x) struny je ozajstnou
funkciou priestorovej suradnice x a Casu t. Ako poznamenavaju Hairer a Wanner (2008)
k dolezitému prielomu v systematickom $tadiu funkcie viacerych premennych doslo v
polovici 19. storoCia, ked’ sa dospelo k zdanlivo jednoduchej myslienke: usporiadana
dvojica cisel (nasledne aj n-tica Cisel) sa zacala oznacovat’ jedinym symbolom, jedinym
pismenom [x1,x,] =:x, [x1, X5, ..., X, | =:x, ktoré sa zacali povazovat za nové
matematické objekty. Boli nazvané rdznymi nazvami: extenzivaymi velicinami® (extensive
Grosse) H. Grassmannom (1844, 1862), ,.komplexami“ (complexes) G. Peanom (1888)
a ,,vektormi“ W. Hamiltonom (1853).

V ucitel'skom, ale i v neuéitel’skom $tadiu na UKF v Nitre sa v predmete Matematicka
analyza 4 zaoberame aj limitou a spojitostou funkcie viacerych premennych. Samotné

! Fyzikélna veli¢ina sa nazyva intenzivna velicina, ak jej hodnota nezavisi od velkosti systému (napr. teplota, hustota).
Protipdlom intenzivnej veliciny (antonymom) je extenzivna veli¢ina, ktord od velkosti systému zavisi (napr. objem,
hmotnost). Extenzivne velic¢iny st spravidla veli¢inami aditivnymi.
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definicie tychto pojmov sa na prvy pohl'ad nevel'mi odlisuju od limity a spojitosti funkcie
jednej premennej:

Nech D c R™, f:D — R, necha € R" b € R = RU{—o0, 0} . Potom definujeme

1. Nech bod a je hromadnym bodom defini¢ného oboru D funkcie f. Potom lim,_, f(x) = bdg ak pre
Pubovolmii postupnost’ (xp)p=,; S vlastnostami: x, € D,x; # a,prekazdék € N, limy_, x, = a; plati
limy o f(xx) = b.

. . . def .
2. Funkcia f je spojita v bode a € D ak pre Pubovolnu postupnost’ (xj)y-; S vlastnostami x; €
D,pre kazdé k € N, limy_,, x; = a; plati lim,_ f(xx) = f(a).

Poznamenajme, ze zamerne za¢iname ako prvou, Heineho definiciou limity a spojitosti
funkcie fvdanom bode a, pretoze formalne si temer totozné s jednorozmernym
variantom (pre n = 1). Formalne odli$nosti st iba v novych symboloch, vystupujucich vo
dvoch inklaziach D € R", a € R™. Studentom pritom zdoraziiujeme, aby sa ,,nanovo“
neuCili nové definicie, ale aby si spomenuli na definicie ,staré“ a Vv pamiti si ich
aktualizovali prostrednictvom novych symbolov v uvedenych inkluziach. Je prirodzené, ze
pri tomto postupe prislusné ekvivalentné Cauchyho definicie tychto pojmov (s vyuzitim
pojmu okolia bodu) sa dokazuji ako matematické vety. Tymto sme sa nezbavili
zakladnych problémov s limitou a spojitostou funkcie viacerych premennych, ale aspon
Z Casti eliminujeme strach z nepoznaného, najmé u slabsich Studentov. Prirodzene uditel
musi mat na paméti, Ze praktické zistovanie limity a spojitosti funkcie viacerych
premennych, nie je az tak jednoduché, ako by sa mohlo na prvy pohl'ad zdat. Zlozitost,
ktorti ndm funkcie viacerych premennych prinasaju mame na zaciatku skryti v rovnakych,
(starych) symboloch, ale S novym obsahom (o Com sa l'ahko presved¢ime, ak prechodom
k stiradniciam, detailnejSie rozpiSeme prislusné inklazie a nerovnosti), preto Studenti sa
musia stouto novou situaciou detailnejSie oboznamit’ pri rieSeni konkrétnych uloh.
Pripomenutie si jednostrannych limit a jednostrannej spojitosti funkcie jednej premennej
mozeme vyuzit’ pri zavedeni pojmov limity funkcie n — premennych vzhladom na mnozinu
D, € D(c R™) (v oznaceni lim,_,, xep f(x)) atiez spojitosti funkcie vzhladom na dana
podmnozZinu definicného oboru. Tieto nové definicie dostaneme z vysSie uvedenych
definicii formalnym nahradenim definicného oboru funkcie D jeho podmnozinou D, ¢im
nahradzame funkciu f jej parcidalnou funkciou s defini¢cnym oborom D;.

Z definicie limity (resp. limity vzhl'adom na nejaki mnozinu) funkcie vyplyva (s moznou
odvolavkou na Vvetu 0 jednoznacnosti limity postupnosti), ze existencia limity funkcie a
ani jej hodnota v danom bode a € R™ nezavisia od vyberu parcidlnej funkcie K funkcii f,
tj. od vyberu prislusnej podmnoziny D; definiéného oboru D funkcie f (samozrejme je
potrebné, aby bod a bol hromadnym bodom tejto podmnoziny D). Preto, ak existuji aspon
dve mnoziny D, D, c D (pri¢om bod a je hromadnym bodom uvedenych mnozin) také, ze
limy_q xep, f(x) # lim,_4 xep, f(x), potom limita lim,_, f(x) neexistuje. V tejto
stvislosti uzitocnym a ¢asto nazornym pripadom bude pripad, ak v istom prstencovom
okoli bodu a body podmnoziny D; defini¢éného oboru D vytvaraju krivku K prechddzajicu
bodom a. V tomto pripade hovorime o tzv. limite funkcie f v bode a vzhladom na krivku K.
Viacsinu odliSnosti a tazkosti v porovnani s funkciou jednej premennej (podmnoZiny
mnoziny R st predsa len jednoduchsie, resp. naopak st analyticky tazko zvladnuteln¢)
odhalime uz pri funkcii dvoch premennych f:z = f(x,y), kde bod X = [x,y] € D c R2.
Nemalou vyhodou tohto pripadu je skuto¢nost, ze spominané krivky K su rovinné krivky,
napriklad priamka, kruznica, parabola atd. prechdadzajiice bodom a = [x,,y,] a prislusné
parcialne funkcie danej funkcie na krivke K i samotnu funkciu f dvoch premennych je eSte
mozné vizualizovat' prostrednictvom ich grafov v euklidovskom priestore E;.
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Vychodiskom pre nase d’alSie ivahy bude pozoruhodna funkcie dvoch premennych tvaru
2x
i) = 3T gy Pre (631 % 100]
0,  prelx,y] =[00],
ktorou sa zaoberal vynikajuci taliansky matematik Giuseppe Peano v praci
LwAnnotazioni” al trattato di calcolo del (Peano, 1884). Je vhodné poznamenat’, Ze Peano,
ako vynikajtci logik, mal velka z&lubu v objavovani slabych miest, resp. chybnej
argumentacie v dielach svojich rovesnikov i v dielach slavnych matematikov. Je tvorcom
celého radu protiprikladov (angl. counterexamples), z nich najslavnejsia je tzv. Peanova
krivka (je to pozoruhodna krivka, ktord vypini bezo zvysku celu cast roviny — je to prva
Znama forma dnesnych fraktdlov). Zostrojil tiez priklad funkcie, ktorej parcialne derivacie
nekomutuju a k dolezitym (mozno menej znamym je i priklad funkcie g). Poznamenajme,
ze G. Peano vo svojich ,,Poznamkach uviedol priklad tejto funkcie ako protipriklad na
chybnu argumentaciu L. A. Cauchyho (1789-1857) v jeho slavnom diele Cours d’analyse
algébrique (1821), v ktorom Cauchy stotoznil spojitost’ funkcie f:z = f(x,y) stzv.
oddelenou spojitostou funkcie f vzhl'adom k obom premennym (t. j. so spojitostou dvoch
funkcif jednej premennej: g, (x) = f(x,¥), hy(y) = f(x,¥)).

Peanovu funkciu g najdeme (prip. s neddlezitymi modifikaciami — jednu pouZijeme aj
my a oznacime ju symbolom ;) pravdepodobne v kazdej uéebnici a v kazdej zbierke
uloh z matematickej analyzy, ktoré sa zaoberaju aj funkciami viacerych premennych.
V d’alSom si ukazeme, ze tato funkcia stoji (resp. moze stat’) v pozadi tvorby dalSich
dolezitych protiprikladov, ale aj Standardnych tuloh, ktoré sa vyskytuju v zbierkach Gloh
zaoberajucich sa limitou a spojitostou funkcie viacerych premennych.

Uved'me niektoré neStandardné (v zmysle: pozoruhodné ¢i zdanlivo paradoxné)
vlastnosti Peanovej funkcie g, = %g/o.
2 prelxy] # [0.0)

0, pre [x,y] = [0,0].

Funkcia g4 v bode [0,0] nemad limitu, preto nie je spojitd, nie je diferencovatel’nd v tomto
bode, napriek tomu, ze funkcia g4

1. je spojita (na celej rovine) vzhladom na premennii x ivzhladom na
premennu 'y, specialne to tiez znamend, Ze funkcia 4 je spojita na
suradnicovych osiach y = 0,x = 0,

2. je svynimkou bodu [0,0] je konStantnou funkciou vzhladom na kazdu
priamku prechadzajiicej bodom [0,0], preto v bode [0,0] existujii viastné
limity kazdej z tychto parcialnych funkcii k funkcii f;

3. Jej obe parcidlne derivacie prvého radu existujii na celej rovine, teda aj
v bode [0,0] (v tomto bode sii vSak obe tieto parcidlne derivdcie nespojité).

Zikladné viastnosti funkcie g4: g, (x,y) = {

2 Giuseppe Peano (1858-1932) bol jednym zo zakladatelov matematickej logiky a vyznamne sa podielal na vzniku tedrie
mnozin. Vytvoril $tandardnu axiomatiziciu $truktiry prirodzenych ¢isel, ktord je zndma pod nazvom Peanova aritmetika.
V zivote G. Peana sa objavil zaujimavy vztah so Slovenskom. Totiz ked’ sa v roku 1897 v Zirichu konal I medzindrodny
kongres matematikov, organizaény vybor navrhol, aby hlavné prednasky predniesli Felix Klein, Adolf Hurwitz, Henri
Poincaré a Slovak z Liptovského Mikulasa: Aurel Stodola (1859-1942), profesor ETH v Ziirichu, vynikajici odbornik v
odbore parnych turbin, ktorého vypocty a konstrukcie dali zédklad tomuto odvetviu strojarstva. Bohuzial, na§ rodak, zo
zdravotnych dovodov ponuku nemohol prijat’ (mal mat’ prednasku o0 aplikdaciach matematiky), preto bol o prednasku
poziadany Giuseppe Peano, ktory ponuku prijal a predniesol prednasku o matematickej logike.
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Dékaz uvedenych vlastnosti je jednoduchy. Preto iba v skratke: funkcia g, nie je spojita v bode [0,0], pretoze
na kazdej priamke prechadzajucej bodom  [0,0], s parametrickymi  rovnicami x =at,y = Bt,
t € R, a? + B? # 0 nadobuda (vynimkou bodu [0,0] iba konstantné hodnoty 4 (at, Bt) = op (pozri graf

a?+p?
funkcie g, na Obr. 1). To vSak znamen4, ze limita parcialnej funkcie zavisi od vyberu priamky prechadzajice;j
zatiatkom, preto limita funkcie g, v bode [0,0] neexistuje (konkrétne pre priamku y = x limita parcialnej
funkcie pre x — 0 sa rovna hodnote 1 # §(0,0) = 0). Iné zdovodnenie, preco funkcia §; neméze byt v bode
[0,0] spojita: v 'ubovol'ne malom okoli zadiatku sturadnicovej sustavy funkcia g, nadobuda vsetky funk&né

hodnoty dané intervalom s koncovymi bodmi — %, %

S vyuzitim softvéru Mathematica je mozné prostrednictvom jednoduchych prikazov
nacrtnut’ priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie g, (svetlejSie Casti vrstevnicového grafu
prisluchaji va¢sim funkénym hodnotam):

Plot3D[x v/ (x? + y?),{x,—1,1},{y,—1,1}], ContourPlot [x y/(x? + y?),{x,— 1,1}, {y, —1,1}]).

| ™

Obr.1. Priestorovy a Vvrstevnicovy graf funkcie 4:z = o, (x,y)

V d’alsom sa pokusime o prostrednictvom zovseobecnenia, ale aj $pecifikacie Peanovej
funkcie o, (tvorbou Specidlnych zloZenych funkcii shlavnou zlozkou g) vytvorit
zaujimavé a dostatocne vseobecné funkcie, ktorych $pecialne pripady a nan naviazané
problémové ulohy nachddzame aj v narocnejSich zbierkach uloh ¢i  problémov, c¢i
Vv §pecializovanych monografiach, napr. (Kudrjavcev a kol., 2002), (Gelbaum et Olmsted,
1964).

2. Zovseobecnenia dimenzionalne: pripad funkcie n — premennych

Vytvorit’ podla dvojrozmerného variantu Peanovej funkcie jej n- rozmerny variant je
uloha iste vel'mi jednoducha. Staéi totiz polozit’

X1 Xg... Xn .
Py: Py (X1, Xg, o) X) = {(x1)2+(x2)2+---+(xn)2'pre e %, %] # (0.0, .0}
0, pre [xq, x5, ..., x,] = [0,0, ...,0].

Pri detailnejSom pohl'ade na funkcie g, a P; l'ahko zistime, Ze okrem vizualnej zhody
oboch funkcii maju spolo¢nii zaujimavi vlastnost: obe tieto funkcie si homogénnymi
funkciami 0 — tého stupna. Poznamenajme, ze funkcia F:y = F(x4, X3, ..., X,) sa nazyva
homogénnou funkciou stupnia k € Rna mnozZine Q, ak pre kazd¢ t >0 plati
F(txy, txy, .., txy) = t*F(xq, %y, ..., X,) pre lubovolny bod [x1, x5, ..., x,,] € Q.

Da sa preto ocakavat, ze plati nasledovna veta (doplnena este o jeden zaujimavy pripad)

Vetal. Nechn = 2,n € N a nech funkcia
_ _(fCrq,xg, ., xp), pre [xq, Xp, ..., x5 ] # (0,0, ...,0];
F. F(xll x21 -..;xn) - {0’ pre [x1, xZ, .",xn] — [0, 0’ ,0],
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je homogénnou funkciou stupna k € R, k <0, pricom f # const. Nech bod

0 =10,0,...,0] je hromadnym bodom defini¢ného oboru D(f) funkcie f anech existuju

aspon dva body @ = [aq, ay, ..., @y, B = [B1, B2, -, Bnl € D(f), pre ktoré

flay, ay, ..., ) # f(B1, B2, -, Bn), priCom bod t = 0 je hromadnym bodom defini¢énych

oborov funkcii gq : gq(t) = f(art, azt, ..., ant), gg: gg(t) = f(B1t, Bat, ..., Bnt), kde

a?+ai+-+a2+0, BA+B2+ -+ p2+0.

Potom funkcia F nie je spojita v bode O = [0,0, ..., 0].

Specialne to znamend, Ze

1. Pre k =0 je kazda parcidlna funkcia k funkcii f vzhladom na (vhodnu) priamku
prechadzajiicej bodom 0O =[0,0,...,0]v istom prstencovom okoli tohto bodu
konstantnd, s konStantou zavisiacou od smerového vektora prislusnej priamky, preto
limy, x,,.., x,]~[0,0,.,0] F (X1, X2, ..., X) neexistuje, preto funkcia F nie je spojitd v bode
[0,0,...,0].

2. Ak k<0, potom limpy, , . x,]-[0,0,.0] F (X1, X2, ..., X,) bud neexistuje alebo je
nevlastnd.

Dokaz. Nech su splnené predpoklady vety.
1.Pre k=0 parcialna funkcia k funkcii f na priamke prechadzajucou zaciatkom
suradnicovej sustavy so smerovym vektorom « = [ay, a5, ..., @,], pre ktory plati a? +
aZ + -+ aZ # 0, tj. na mnozine

Dy = {[xq1, x5, vy Xl €ER™; X1 = aqt, Xy = gt ., Xy = Apt; t € R} N D(S)
sa rovna g, (t) = f(ait, ast, ..., ant) = t°f(ay, ay, ..., ay) = f(ay, ay, ..., a,), teda je
konstantnou funkciou nezavisiacou od premenne;j t. Preto, ak t = 0 je hromadnym bodom
mnoziny D, tak lim; g g, (t) =lim;( f(a;it, ayt, ..., ant) = f(aq, ay, ..., @,). Tato
limita zavisi volby priamky (resp. od volby jej smerového vektora a) prechadzajlca
zaCiatkom stradnicovej ststavy a vzhl’adom na to, Ze podla predpokladu existujii aspon
dve priamky, na ktorych prislusné parcidlne funkcie gq(t), gg(t) k funkcii f maju pre
t — 0 rozne limity, preto limpy, , . x.1-[00,..0] f (X1, X2, ., Xp) Neexistuje.
2. Vpripade k <0, polozme n:=—k >0 a vyberme zbodov a = [a;,ay,...,a,],
B =B, B2, -, Bn] € D(f) ten (nech je to napr. a), pre ktory je f(aq,ay,...,ay) # 0.
Potom pre limitu parcialnej funkcie k funkcii f plati
limy o o (8) = lime o f (@1, @1, ..., @nt) = (@1, @, e, @) * lim 7 # £(0,0,...,0) = 0,
pretoze posledna limita bud’ neexistuje alebo je nevlastna.

01 0p1

Priklad 1. Cahko overime, ze oy st homogénne funkcie stupna k = —1, preto nie su spojité
v bode [0, 0].
x2y—2y3 In2X*2Y
Priklad 2. Dokazte, ze funkcia f: f(x,y) = 7Y-2%__ nema v bode [0,0] limitu.
(x3+y2x) arctg 20L3Y2=5%
x3+y*“x) arctg T

Riesenie. Funkcia f nie definovana na priamkach x = 0,y = —15x,y = + /ix a,,medzi a na“

42013

priamkach y = gx,y = —zx ¢o znamend, Ze bod [0, 0] je hromadnym bodom defini¢ného oboru
i i — a2, 7,3 1y, 3XT2Y /.3 2 2013y2%-5x2
D(f) funkcie f. Funkcie P(x,y) = x%y—2y ln—7y_2x, Q(x,y) = (x3 + y?x) artg oo

st homogénne funkcie stuptia 3, preto funkcia f je homogénnou funkciou stupiia 0. Pre limitu
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-0.5

00

0.5

10

Obr. 2. Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie f z prikladu 2.

parcialnej funkcie k funkcii f na priamke y = kx (x # 0) leziacej v definiénom obore funkcie f
k—2k31n 22K

7k—2
2013k2-5
15k+k2

rozne hodnoty, preto lim, 1,(0,0] f (%, ¥) neexistuje.
Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie f v dvojrozmernom intervale J = [—-1,1] X [-1,5;1,5]
nadrtnuty systémom Mathematica je na Obr. 2.

plati lim,_q f(x, kx) = . Ak zvolime napriklad k = 1 a k = 2 dostaneme dve

(1+k2) arctg
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ABSTRACT. This contribution discusses a limit and continuity of two composite functions of the

_ ygx) _ , _ ghX) . .
form F(x,y) = y2+g2(x),F(0,0) = 0, respectively f(x) = IR which are associated

with Peano function g:p(x,y) = #(0,0)=0 in case that lirroz gx) =0,
X—

lirré h(x) = 0.

X—

2xy
x2+y?’

KEeY WOoRDS: : continuity, limit of a function of several variables

ABSTRAKT. V tomto prispevku sa budeme zaoberat limitou a spojitostou dvoch zloZenych

., _ yg) _ _ g@)h) , S

Sfunkcii  tvaru  F(x,y) = y2+g2(x),F(0,0) = 0,resp.f(x) = IR ktoré  suvisia

s Peanovou funkciou g:g(x,y) = 2y #(0,0) =0 za predpokladov, Ze lin(% gx) =0,
X—

x2+y?’
limh(x) = 0.
x-0

KrUCOVE SLOVA: limita, spojitost funkcie viac premennych
CLASSIFICATION: D50, D80, 165

1 Uvodné poznamky

Tento ¢lanok je bezprostrednym pokracovanim prace, v ktorej sme sa zaoberali limitou
a spojitostou funkcie, ktort sme pracovne nazvali Peanovou funkciou a oznadili sme ju
symbolom g; na pocest’ vynikajiiceho talianskeho matematika Guiseppe Peana (1858 -
1932), ktory vpraci (Peano, 1884) zostrojil funkciu g = 2, s pozoruhodnymi
vlastnostami. Funkciu g, sme definovali nasledovne
Xy
P1:01(x,y) = {x* +y? -pre bx.y] = (0.0}
0, pre [x,y] = [0,0].
V prvej Casti sme sa zaoberali jednym z moznych zovSeobecneni Peanovej funkcie g, (ako
funkcie dvoch premennych), zovSeobecnenim pre pripad funkcie n — premennych.
V tejto Casti zostaneme v dvojrozmernom pripade, pricom budeme vyuzivat v podstate iba
Peanovu funkciu g, a operaciu skladania. DokaZeme niekolko vSeobecnych tvrdeni,
z ktorych bezprostredne vyplyvajii pozoruhodné vlastnosti istych funkcii, s ktorymi sa
stretivame v narocnejSich zbierkach tiloh a problémov z matematickej analyzy, ¢i dokonca
ako protipriklady, napriklad vo vynikajiicej monografii Counterexamples in Analysis
(Gelbaum et Olmsted, 1964).
KedZe Peanova funkcia g, bude bazalnou pre naSe dalSie uvahy, sformulujme
opatovne jej zakladné vlastnosti.
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Zdkladné viastnosti funkcie §,: z = ,(x,y)
Funkcia g4 v bode [0,0] nemd limitu, preto nie je spojitd, nie je diferencovatel’nd v tomto bode,
napriek tomu, Ze funkcia 4
4.  je spojita v bode [0,0] (i na celej rovine) vzhladom na premennit x i vzhladom na premennii
y; Specialne to tiez znamend, Ze funkcia §1 je spojita na suradnicovych osiach y = 0,x = 0;
5. jej kazda parcidlna funkcia vzhladom na lubovolnii priamku prechddzajiicej bodom [0,0],
je s vynimkou tohto bodu konStantnd, S konsStantou zdvisiacou od smerového vektora
prislusnej priamky, preto v bode [0,0] existujii vlastné limity kazdej z tychto parcidlnych
Sfunkcii funkcie §04;
6. jej obe parcidlne derivdcie prvého radu existujii na celej rovine, teda aj v bode [0,0].

2. Zovseobecnenia — vyuZitie zloZenej funkcie s hlavnou zloZkou 4

Prvy  priklad, ktorym uvedieme celi problematiku je funkcia tvaru

2 pre [x,y] = [0.0];
f2:f2(6,y) =, (x*y) = w2 Pre Loyl = 10,0k , ktorym sa vo forme protiprikladu
0, pre [X, y] = [0'0];
v zdkladnych kurzoch matematickej analyzy dokazuje, ze pre existenciu limity
lim[y 510,01 f (X, ¥) nepostacuje, aby existovali a rovnali sa navzijom Vsetky limity
parcidlnych funkcii k funkcii na priamkach prechadzajucich bodom [0,0]. Napriek tomu,
ze ide o znamu tulohu (¢i protipriklad) a mal by ju poznat' kazdy absolvent ucitel'ského
Studia matematiky, opatovne sformulujme kl'aicové vlastnosti aj funkcie f,.

Priklad B. (pozri napr. (Fulier et Vrabel, 2007), (Gelbaum et Olmsted, 1964)). Dokazte, Ze funkcia

o f>(x,y) = $0,(x?,¥) vbode [0,0] nema limitu, preto nie je spojita, nie je diferencovatelnd

V tomto bode, napriek tomu, ze pre funkciu f, plati

1. jef kazda parcidlna funkcia vzhladom na lubovolnii priamku prechddzajiicej bodom [0, 0]) je
spojita v bode [0,0] (samozrejme aj v ostatnych bodoch prislusnej priamky);

2. jej kazda  parcialna  funkcia vzhladom — na  lubovolnu  parabolu  tvaru
y = Ax%(A € R) je, s vynimkou bodu [0,0], je konstantnou funkciou s konstantou rovnou

Cislu #, preto v bode [0,0] existujui viastné limity kazdej ztychto parcidlnych funkcii
k funkcii f5;
3. jej obe parcidlne derivicie prvého radu existujii na celej rovine, teda aj v bode [0,0].

Obr. 1. Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie f,:z = f,(x,y) = $,(x2,y)
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Nacrt rieSenia. Spojitost parcidlnej funkcie vzhladom k l'ubovolnej priamke x =at,y = ft,t €R,
2
a? + B2 # 0 vyplyva z toho, 7e pre kazdé t € R je f,(at, Bt) = o1 ((at)?, Bt) = — Ft50= £(0,0) pre

att?+p
t = 0. Parcialna funkcia k funkcii f, vzhladom k [ubovolnej parabole tvaru y = Ax? (x # 0, A € R), tj.
funkcia g, (x?% Ax?) = ﬁ = const, preto existuje jej vlastna limita ling) p1(x%, Ax?) = ﬁ. Pre rozne A
xX—
dostavame vsak rozli¢ne vysledky, preto [ l]inEO - f,(x,y) neexistuje ateda funkcia f, nie je spojitd v bode
xy]-lo,
[0,0].

Poznamka 1. Pozoruhodné spravanie sa funkcie f, je mozné odhalit’ na priestorovom
a vrstevnicovom grafe tejto funkcie vytvorenom systémom Mathematica na Obr.1.

V niektorych zbierkach uloh nachadzame casto pripad funkcie, ktory je symetricky
k funkcii f,, tj. funkciu hy:hy(x,y) = f,(x,y*). Zhladiska naSich cielov je rozdiel
medzi tymito funkciami nepodstatny. Totiz rozdiel je iba vtom, Ze funkcia g, je
konstantna na parabolach s rovnicou x = Ay?,(y # 0,A € R) (pozri tiez graf funkcie h,
na Obr. 2).

Obr. 2. Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie hy: z = h,(x,y) = 0, (x, y?)

V nasledujucej casti sa budeme venovat zovSeobecneniu ulohy z Prikladu B.
Bezprostrednym zovSeobecnenim moze byt pripad, v ktorom rolu kvadratickej funkcie
y = x? preberie Tubovolna spojita funkcia g: y = g(x) s vlastnostou lim,_,q g(x) = 0.
Vyuzitim Peanovej funkcie vytvorime zlozenu funkciu

gx)y

F:F(x,y) = :(g(x),y) = 7200 + 92

Tato funkcia mé uz jednu zaujimavu vlastnost’: jej parcidlne funkcie vzhl'adom na kazda
z kriviek y = Ag(x), (kde A€ R je lubovolna konstanta), tj. funkcie  tvaru

. _ g)Agx) A
fA' fA(x) T g2(0)+g2(x) ~ A?+1

funkciami, ktoré maju limity, ale ich hodnota zdvisi od ¢isel 4, preto limpy 110,01 F (x, )
neexistuje. To v8ak znamen4, Ze funkcia F je nespojita v bode [0, 0]. Zostava eSte najst’
funkciu h:y = h(x), ¢i mozZno este lepSie, systém funkcii (napr. hg:y = Bh(x), kde B je
Tubovolné realne ¢islo), vzhl'adom ku ktorym su prislusné parcialne funkcie k funkcii F

spojité v bode x, = 0, t.j. pre ktoré je lim,_ o F(x, hg(x)) = liH(l) % = 0. Tato
xX—

vlastnost’ vieme zabezpecit’ dvoma jednoduchymi podmienkami na funkcie g, h.

su v prstencovom okoli bodu xy =0 konStantnymi
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Uvedenu tivahu mozeme preformulovat’ do nasledovnej vety.

Veta 1. Nech je funkcia g: y = g(x) je dana spojita v okoli U(0) bodu 0, pricom pre
kazdé x € U(0),x #0 je g(x) # g(0) =0. Nech h:y = h(x) je Tubovolna spojita
funkcia v okoli U(0) bodu 0 taka, ze h(0) = 0 a pre kaidé x e U(0), x #0, je h(x) # 0.

Nech funkcie g, h naviac spinaja: llm gE 3 = 0, alebo llm g(x) = 0. Potom plati:
Funkcia F: F(x,y) = p,(g(x),y) = % , kde g, je Peanova funkcia. nemd v bode [0, 0]

limitu, preto nie je spojita anie je ani diferencovatelna v tomto bode, napriek tomu, ze
funkcia F ma nasledovné vlastnosti

1. je spojita (na mnozine U(xy) X (—%,%)) vzhladom na premennii x i\ vzhladom na
premenni y,

2. jej  parcialna  funkcia  vzhladom ku  krivke  Hp danej  rovnicou
y = Bh(x), (kde B € R je lubovolna konstanta), je spojitou funkciou v okoli
U(0) ateda i v bode [0,0], preto pre limitu funkcie F vzhl'adom ku krivke Hp plati

lim F (x,y) = lim,_,, F[x, Bh(x)] = F(0,0);
[X;Y]—’[O'O]'[x:Y]E}[B

3. jej kazda parcidlna funkcia vzhladom k Tubovolnej krivke L, danej rovnicou
y=A4g(x), (A€ R je lubovolna konstanta), je pre kazdé x € U(0),x #0
konstantnou funkciou, preto v bode [0,0] existuju viastné limity kazdej ztychto
parcialnych funkcii k funkcii F, pricom

F (x,y) = limy F[(x, Ag(x)] =
dF(0,0) dF(0,0)

ox ' oy
Dékaz. Nech funkcie spiiaji predpoklady vety anech A # 0,B # 0 (pre A=0,B =0 je
dokaz trivialny). Pre limitu parcidlnej funkcie k funkcii F vzhladom k Tubovolnej krivke
Hp danej rovnicou sa rovna

F (x' Y) = limx_,OF[x, Bh(X)] = }Cl_% Sol[g(x)»Bh(x)] =

lim —
[x,¥]1-[0,0],[x,y]€L4 A1’

4. existujui obe parcialne derivacie

lim
[x,y]-[0,0],[x,y]eH

Bg(0)h(x) (%) - 8GE)

lim - e = }Cl_r;r(l) (@)24_32 = chl_rg 1+Bz(h(x)) =0 = F(0,0), pretoze podl'a
h(x) gx)

predpokladu bud’ Exi — 0 alebo hEx; — 0 pre x = 0. To vSak znamena (ak uvazime aj

spojitost’ funkcii g, h), ze funkcia F je spojita vzhl'adom na krivku Hp v celom okoli U(0).
Analogicka situacia je aj s limitou funkcie F vzhl'adom ku krivke £,. Plati totiz
. Ag*(x) A A
[x,y]*[lég},[x,y]EEA ) = llmF[(x A9l = oA2 g2(x) + g%(x) L_r)ré AZ+1 AZ+1

Tato limita vSak zavisi od vyberu kriviek £y, preto I« ll]m[0 ol F (x,y) neexistuje.

A celkom na koniec, 'ahko nahliadneme, Ze napriklad pre % plati

OF(00) _ iy EXO-FOO) _ 13y O = 0. Podobna situécia je aj s 900 _ ),
ox x-0 X x-0X ay

Poznamka 2. LCahko overime, Ze vo formulacii Vety 1 méze byt okolie U(0) bodu 0
nahradené pravym, resp. lavym okolim tohto bodu, ba dokonca aj okolim U(xg)
I'ubovolného bodu x4 € R. Zaujimavé, ze poziadavky na limity funkcii g, h, f/g mdzeme
sformulovat’ aj pomocou tzv. symbolov ,,0°: g(x) = o(h(x)), alebo h(x) = o(g(x)) pre
x = 0. AvSak vzhl'adom na nejednotné pouZzivanie uvedené¢ho symbolu, to neurobime.

71



JOZEF FULIER

Na zéklade vySsie uvedenej vety je mozné l'ahko vyriesit’ nasledovnu ulohu
Uloha 1. a) Nech n €N, n>2a a € R, a > 0 su dané &isla. Dokazte, ze nasledovné
funkcie nie st spojité v bode [0,0]

a) F,(x,y) = xzfl_+yy2'pre [x,y] # [0,0]; b) Fy(x,y) = xtﬁl+§zrpre [x,y] # [0,0];
0’ pre [x' J/] = [OPO]J 0, pre [x’ y] = [0’0]1

napriek tomu, ze funkcia F; (resp. F,) ma nasledovné vlastnosti:

1. je spojitd vzhl'adom na premennt x i vzhl’adom na premennu y;

2. jej kazda parcidlna funkcia vzhladom k Tubovolnej Krivke tvaru y = Agx¥* (resp.
y = B|x|#) pre Tubovolny exponent k € Nk #n (resp. S € R, > 0,8 # a)
a kazdu konstantu B € R, je spojitou funkciou;

3. jej kazda parcialna funkcia vzhladom k Tubovolnej krivke tvaru y = Ax™ (resp.
y = Alx|%), kde A € R je lubovolna konstanta, je pre kazdé x # 0 konstantnou
funkciou, preto v bode [0,0] existujui viastné limity kazdej z tychto parcialnych funkcii;

4. jej obe parcidlne derivicie prvého radu existuju na celej rovine, teda aj v bode [0,0]
(v tomto bode su vSak obe tieto parcidlne derivacie nespojité).

3
Obr. 3. Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie F:F(x,y) = }%, F(0,0)=0

Poznamka 3. Je vhodné poznamenat, Ze pri tvorbe narocnejsich tiloh uvedeného typu je
gx)y
g*(x)+y?
vynasobenim ,,neSkodnym* stcinitelom, napriklad funkciou f:z = f(x,y), pre ktora

je:  lim x,y)=b€eR, b#0.
I (B ) )

mozné ,,skomplikovat* konkrétne zadanie funkcie F:F(x,y) = ,(g(x),y) =

V pripade, Ze funkcie f, g maju naviac aj derivacie, tak Vetu 1 je mozné preformulovat’
do nasledovného tvaru.

Veta 2. Nech n € N, je l'ubovolné, ale pevne zvolené ¢islo a nech k € Nk #n je
lubovolné <¢islo. Nech funkcia g:y = g(x) je definovana v okoli V(0) bodu
X9 =0,9(x) # 0 pre x # 0 a nech je vtomto okoli n — krat spojite diferencovatelna,
pricom pre g®(x) # 0 (i = 0,1, ...,n) pre kazdé x # 0 a v bode x, nech spiia

g0 =g'0)=g"0) = =g"D(0)=0,9"0)=a+0, a€R.
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Potom funkcia F: F(x,y) = $,(g(x),y), kde [x,y] € Q =V (0) X R nema v bode [0,0]
limitu, teda nie je ani spojita a ani diferencovatelna, napriek tomu, ze funkcia F ma
vlastnosti:
1. je spojita (aj v bode [0,0]) vzhladom na premennti x i vzhl'adom na premennt y;
2. jej parcialna funkcia vzhladom KTlubovolnej krivke  danej rovnicou
y = Bh(x), pre kazdi kon$tantu B € R je spojitou funkciou ateda pre limitu

funkcie F vzhladom ku krivke H plati lim F (x,y) = 0 kde funkcia
[xy]-[o, 0] [x.y]ex

h:y = h(x) je vokoli V(0) k — krat spojite diferencovatelna, s vlastnost’ami:
kde R (x) 0 (j=0,1,....,k)prex #0a
h(0) = h'(0) = h"(0) = - = h*D(0) = 0,h®(0) =b # 0,b € R;

3. je kazda parcidlna funkcia vzhladom k Tubovolnej krivke tvaru y = Ag(x), kde
A € R je 'ubovolna konstanta, je (s vynimkou bodu [0, 0]) konsStantnou funkciou,
(s konstantou ﬁ), preto v bode [0,0] existujii viastné limity kazdej z tychto
parcialnych funkcii k funkcii F;

4. obe parcialne derivacie prvého radu funkcie f existuji na mnozine Q =V (0) X R,
teda j v bode [0,0].

Dokaz. Zrejme staci dokdzat’ iba tvrdenia z Casti 2. Nech st teda splnené predpoklady vety.
Vytvorme parcialnu funkciu F(x, Bh(x)) = §#1(g(x), Bh(x)),x € V(0). Mame dokazat,
ze limg, (9 (x), Bh(x)) = 0.

X—
Vzhladom na to, Ze pre n, k € N, plati k # n, mozu nastat’ dva pripady:

h(x)
. _ sgeone __ o Bloc) y
a) Nech k > n. Potom chl_rggol(g(x),Bh(x)) 11_r)r(1) GCOP+BROE — m Bz[hg";] » a staci
gx
n — krat aplikovat’ L "Hospitalovo pravidlo na limitu llm E ; a vyuzit’ spojitost’ n —tych
R _ h(n)(x) _h™@ o _ oy
derivacii funkcii g, h, teda llm T T Im e S = ™) —a 0, vyuzitim
¢oho uz 'ahko dostaneme 11rr(1)501 (g(x), Bh(x)),
xX—
gx)
b) Nech k <n. Potom limg, (9(x),h(x)) = &L)) a opitovne stadi k — krat
[h(x)] +1
aplikovat L’ Hospitalovo pravidlo na limitu 11m Ex; % =0), teda tiez plati

91(1_r)r(1)F(x,Bh(x)) = }cl_r)r(l)gol(g(x), h(x)) =0= F(0,0).

Na zaver sformulujeme tvrdenie, v ktorej vystupuje jedna zaujimava funkcia, ktora sa
objavuje v mnohych protiprikladoch z matematickej analyzy. Ide o pozoruhodnu funkciu
definovant nasledovne

. _ e~ 1/x* pre x # 0,
g9:9(x) = {0, pre x = 0.

Tato funkcia je nekonecne krat diferencovatelna na celej Ciselnej osi, s vynimkou jediného

bodu x = 0 je kladna, ale napriek tomu je g¢¥)(0) = 0 pre kazdé k € N, pozri napriklad
(Kluvanek et kol.,1961, s.111, priklad 5)).
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Dosledkom uvedenych vlastnosti tejto
funkcie je, ze MacLaurinov rad funkcie g
konverguje na intervale (—oo, o), ale jeho
sucet sa v ziadnom bode x # 0 nerovnd
funkcii g(x).

V uvedenom priklade je tiez dokdzané, Ze osf
pre kazdé nezaporne celé Cisla n a k plati

@
lirrég x,fx) =0. Tento fakt v dalsom
X—

vyuzijeme.

Obr. 4. Graf funkcie g:y = g(x)

Da totiz o¢akavat, ze aj zlozena funkcia vytvorena z funkcie g a Peanovej funkcia
F:F(x,y) = $1(g(x),y)

bude mat’ urcite zaujimavé vlastnosti.
V monografii (Gelbaum — Olmsted, s. 148-149, 1964) je uvedené, ze limita funkcie F

n
v bode [0,0] vzhl'adom na Fubovolnu algebraicki krivku x™ = (%) , tj.y =cx™™,
kde ¢ # 0 je konStanta a m,n € N su nesudelitelné ¢isla, (v pripade parnecho n sa
samozrejme predpoklada, ze x > 0) sa rovna nule. Tento vysledok v dokaze nasledujuce;j

vety zovSeobecnime pre Pubovol’nui krivku y = x%(kdex =0, € R,a > 0)
a nasledne ho vyuzijeme v nasej teorii.

Veta 3. Funkcia F:F(x,y) = #,(¢(x),y) nema vbode [0,0] limitu, teda nie je ani

spojita a ani diferencovatel'na v tomto bode, napriek tomu, ze pre funkciu F plati

1. jespojitd (i v bode [0,0]) vzhl'adom na premennu x i vzhladom na premennu y;

2. jej parcidalna funkcia vzhladom KTubovolnej krivke H danej rovnicou
y=Bx%* x=0! (kde a,B € R, a >0 sa l'ubovol'né konStanty), je spojitou
funkciou, a teda pre limitu funkcie F vzhl'adom ku krivke H plati

. s ay — 0.
byl ege? (0 Y) = 1imgo1(g(x), Bx®) = 0;
3. jej kazda parcidlna funkcia vzhladom ku Kkrivke H; tvaru y = Ag(x), (kde A € R

, preto
A%+1

v bode [0,0] existujui viastné limity kazdej z tychto parcidlnych funkcii k funkcii F;
4. obe parcialne derivacie prvého radu funkcie f v bode [0,0] existuju.

je l'ubovol'na konstanta), je pre x # 0 konsStantnou funkciou s konstantou

Doékaz. Opitovne dokazeme iba tvrdenie z Casti 2. Ostatné tvrdenia st zrejmé. Rovnako
ako v predchadzajucich pripadoch 'ahko nahliadneme, Ze pre x > 0 plati

g(x)
F(x,Bx%) = $,(g(x), Bx*) =

Bg(x)x“* _ @
[g(012+(Bx®? 7 [g(x)/x ]2 +B2
plati v pripade, ak ¢islo @ > 0 je ¢islo prirodzené, t.j. ak « = n € N. V tomto pripade je
g(x)
=0,

xn

Tvrdenie vety zrejme

podl’a citovaného prikladu pre kazdé n € Nakazdé x € R,x # 0 plati liH(l)
xX—
preto aj lir% F(x,Ax™) = 0.
g

1 A s i s, < s . . [
a > 0 mdZe byt aj iracionalnym &islom, preto mocninna funkcia y = x% je definovand iba pre x = 0.
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-2 -1 0 1 2

Obr. 5. Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie F:F(x,y) = ,(g(x),y)

Pre 0 < a & N zrejme existuje nejaké n = 0,1,2, ... také, ze pre a € (n,n + 1). Vyuzitim
monotonnosti mocninnej funkcie s kladnym exponentom dostaneme pre kazdé x > 0

nerovnost’ f(—x) < gt < %, z ktorej na zaklade vety o limite troch funkcii dostaneme pre

n+1 x
kazdé x > 0, @ > 0 pozadovant rovnost’ lim g _ 0. Zvysok dokazu je uz zrejmy.
x>0 x%
Literatara

[9] Elias J., Horvath J., Kajan J.(1980). Zbierka uloh z vysSej matematiky, Alfa,
Bratislava, 1980

[10] Fulier, J. — Vrabel, M. (2007). Diferencidlny pocet. Vysokoskolska uéebnica. Nitra
FPV, UKF 2007, 304 s. ISBN 978-80-8094-132-1

[11] Gelbaum, B.R. — Olmsted, J.M.N. (1964). Counterexamples in Analysis. HOLDEN-
DAY, San Francisco, London, Amsterdam. 251 s.

[12] Hairer, E.,- Wanner, G. (2008). Analysis by Its History. Springer 2008. 377 s. ISBN
978-0-387-77031-4

[13] Kluvéanek, |. - Misik, L. - Svec, M. (1961). Matematika 1l. SVTL Bratislava, 1961,
855s.

[14] Kudrjavcev, L.D - Kutasov, A.D. - Cechlov, V.I. - Sabunin, M.I. (2002). Sbornik
zada¢ po matematiceskomu analizu, Tom 3, Funkcii mnogich peremennych. Nauka
2002, 468 s.

[15] Peano, G. (1884). “Annotazioni” al trattato di calcolo del 1884, Opere scelte I, s. 47-
73

Clanok prijaty dita 22. aprila 2013.

Adresa autora

Prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc.
Katedra matematiky, Fakulta prirodnych vied, Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Tr. A.
Hlinku 1, SK — 949 74 Nitra; e-mail: jfulierQukf.sk

75


mailto:name@domena.xx

FACULTY OF NATURAL SCIENCES
CONSTANTINE THE PHILOSOPHER UNIVERSITY NITRA
ACTA MATHEMATICA 16

HISTORICAL METHODS OF SOLVING LINEAR EQUATIONS IN TEACHING
MATHEMATICS

VYUZITIE NIEKTORYCH HISTORICKYCH METOD RIESENIA LINEARNYCH
ROVNIC VO VYUCOVANI MATEMATIKY

MONIKA KRCMAROVA

ABSTRACT. This paper deals with some methods of solving linear equations known from the
history of mathematics. We mainly focus on their use and inclusion in teaching mathematics.
Various methods for solving linear equations together with the historical problems are the
examples of the integration of history in mathematics education at primary and secondary
school .

KEeY WoRDs: linear equations, teaching, history, methods of solving

ABSTRAKT. V prispevku sa zaoberdme niektorymi metodami rieSenia linedarnych rovnic
znamych z dejin matematiky. Zameriavame sa najmd na ich vhodné vyuzitie a zaradenie do
vyucovania matematiky. Rozne metody rieSenia linedrnych rovnic spolu s historickymi ulohami
su prikladom integracie historie do vyucovania matematiky na zdkladnych aj strednych
Skolach.

KrUCOVE SLOVA: linedrne rovnice, vyucovanie, historia, metody rieSenia

CLASSIFICATION: A30, D40

Uvod

Slovné tilohy vediice k linearnym rovniciam su tisicky rokov staré. Ulohy linearneho
charakteru sa objavuju uz v Matematike Vv deviatich knihach aj Vv staroegyptskych
papyrusoch. Zname boli viaceré algoritmy na vyrieSenie rovnic, Ulohy mali ale slovny
charakter, rieSenia boli tieZ popisané slovne, chybala vhodna symbolika. V ¢lanku sa
budeme venovat’ metédam rieSenia linearnych rovnic: metéode chybného predpokladu,
metdde dvoch chybnych predpokladov a metode vah.

Tieto metody sa v Skole dnes uz nevyucuji. Podl'a statneho vzdeldvacieho programu
(SVP - ISCED2, 2009) je riesenie rovnic (su¢ast tematického okruhu Cisla, premenna
a poétové vykony s &islami ) zaradené do 8. a 9.ro¢nika ZS a na strednej $kole sa rovnice
aich sustavy (stucast’ tematického okruhu Vztahy, funkcie, tabul’ky, diagramy) preberaji
v L.ro¢niku (SVP - ISCED 3A, 2009). Prave na zékladnej $kole sa Ziaci stretavaju
Srovnicami prvykrat. V 6smom ro¢niku je vSak rieSenie rovnic chéapané len ako
propedeutika, odporaca sa rieSit jednoduché ulohy veduce krovniciam, no bez
formalizacie rovnice (ivahou, znazornenim alebo metédou pokus-omyl) (SVP - ISCED2,
2009). V deviatom ro¢niku sa ziaci naucia riesit’ rovnice systematicky, ekvivalentnymi
Uupravami.

Prave tu vidime dostatok priestoru na zaradenie motivujucich prvkov z historie
matematiky do vyucovania. Tym, zZe uclitel Ziakom ukaze, ako sa rieSili rovnice
v minulosti, sa nielen prehibia vedomosti Ziakov o rieSeni rovnic, motivacia formou
poznatkov z historie je aj dlhodobo jednou z pouzivanych foriem ako zaujat’ ziakov. Podla
Smitha (Smith, 1996, In: Carter, D.B., 2006) dokonca matematika vyucovana izolovane,
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bez zmienky o jej povode a dejin, vedie v mnohych ohladoch k odporu a strachu
z matematiky.
Pri uvedenych ulohach tplné rieSenia neuvadzame, ked’Ze sa rovnice I'ahko vyriesia.

Metoda chybného predpokladu

Metoda chybného predpokladu sa zmieniuje v 7. a 8. knihe Matematiky v deviatich
knihach. Tam sa metdda pouzila na rieSenie systémov dvoch linearnych rovnic o dvoch
neznamych (metdda je nazvana Tshuifen, je popisana len slovne). Nazyvala sa aj metodou
prebytku a nedostatku," metodou faloiného predpokladu, neskér bola pouZivana nielen
v Cine, ale i v Babylone, i v Eurépe, najmi v Taliansku., nachadza sa aj v 12.kapitole
Fibonacciho Liber abaci.

Je mozné, 7e tito metéda sa do Eurdpy dostala z Ciny alebo Egypta do Indie
cez arabskych matematikov k Fibonaccimu, nie je to vSak isté, mohla sa prirodzene
vyvinut’ vSade nezavisle od seba.

Podstatou metody je uhadnut’ rieSenie (rovnice ax = b) , hoci ¢asto chybné, a potom ho
vhodne korigovat’, aby sme dostali spravne rieSenie. RieSenie touto metodou by sme mohli
popisat’ troma etapami (anglicky ,,guess-check-adjust®):

1. uhadnut’ (odhadnut) rieSenie

2. skontrolovat’ navrhnuté rieSenie

3. prisposobit riesenie, ak sme hadali nespravne
Riesenie ukazme napriklad na alohe z Rhindovho papyrusu:

Uloha 1. , Hromada ajej §tvrtina davajii spolu 15.“ Treba zistit, kolko predstavuje
hromadu.
Uloha vedie na jednoducht rovnicu

x+1x:15
4

Postup riesenia tlohy:
1. Uhadneme (vhodne) rieSenie, napriklad x = 4, je vhodné, ked’ze sa z neho uz l'ahko
vypocita Stvrtina (podobne sa postupuje aj v inych prikladoch).
2. Skontrolujeme rieSenie: po dosadeni rieSenia do l'avej strany rovnice dostaneme 5
(namiesto 15, ¢o indikuje prava strana rovnice)
3. Prisposobime riesenie - uhadnuté rieSenie treba este strojnasobit’, aby sme dostali
15, preto spravne rieSenie bude trojnasobkom uhadnutého riesenia, teda 12.
Prave tento postup nadm umoziluje ukazat’ Ziakom Osmeho ro¢nika (na vhodnych
rovniciach, tvaru ax="b), ako riesit’ linedrne rovnice o jednej neznamej bez toho, aby
vedeli nieco o ekvivalentnych tipravach rovnic, ktoré sa preberaju az v deviatom rocniku.

Uvedieme niektoré historické ulohy (z Rhindovho papyrusu), ktoré sa riesili touto
metodou a ktoré st vhodné vyuzit na hodindch matematiky. Ulohou Ziakov je vyriesit
ulohy, najst rieSenie metddou chybného predpokladu. V nasledujiicej tlohe si ziaci
precvicia pracu so zlomkami, ucitel’ ich na zaciatku vyzve, aby nepocitali s desatinnymi
Cislami, aj rieSenie uviedli v tvare zlomku.

! nézov pochadza zo systému rovnic, ktory sa riesil: ax=y+ dl y LX=Y— d2, (a1 > az) ,

kde d; bol prebytok, d, nedostatok nejakej ¢iastky penazi.
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Uloha 2. , Nezndme mnozstvo a jeho sedmina davajii spolu 19.*
Uloha vedie na linearnu rovnicu

X+2=19,
7

kde x je nezname mnozstvo. Za rieSenie je vhodné zvolit’ nasobok sedmicky, vezmime X =
7. Po dosadeni dostaneme l'avi stranu rovnice rovnil 6smym namiesto 19. Ziaci by mali
(pripadne za pomoci ucitel'a) zistit’, ¢im musime vynasobit’ ¢islo 8, aby sme dostali 19.

19
Spravna odpoved’ je E , to je zlomok, ktory predstavuje, kol'kokrat treba zvacsit’ uhadnuté

19183

rieSenie 7. RieSenie rovnice je 7.3 = 3

Uloha 3. x+§ =21

Uloha 4. K nezndmemu mnozstvu sme pripocitali jeho dve tretiny a od tohto siictu sme
odcitali jeho tretinu. Ostalo nam 10. Aké bolo nezname mnozstvo?*

RieSenie: RieSme tato tlohu pouzitim metdody chybného predpokladu (pouzijeme ju
dvakrat). Uloha vedie na rovnicu

x+3x—l.(x+gx):1o
3 3 3

Lo . 2 . .
Substituujme najprv X+§X= Yy a rieSme tak metodou chybného predpokladu najprv
rovnicu

1
y 3.y 10
Hadajme riesenie, napr. Yo = 3. Lava strana tejto rovnice po dosadeni ¢isla tri [f(3)] je 2, ¢o
je patkrat menej, ako 10. Preto spravne riesenie rovnice bude patkrat vacsie ako uhadnuté
rieSenie, teda y = 15.
Vratime Sa K substiticii a rie§Sime rovnicu

x+gx:15.

Uhadnime rieSenie xg = 3, f(3) = 5, Co je trikrat menej ako 15, preto korefiom pdévodnej
rovnice bude ¢islo trikrat vécsie ako povodné odhadované Cislo, rieSenim rovnice je teda
¢islo 9.

Uloha 5. , Nasiel som kameii, ale neviem, kolko vazil. Po tom, ako som pridal jeho
sedminu a potom jednu jedendstinu toho vSetkého, kamer vazil 60 talentov. Kolko talentov
vazil kamen?

Rieste ulohou (dvojnasobnym) pouzitim metédy chybného predpokladu.

% Talent bola jednotka hmotnosti pouzivani v Mezopotamii. 1 talent = 60 Sekelov = 1/60 miny.
Jedna mina predstavuje priblizne 500g.
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Metoda dvoch chybnych predpokladov

Tato metoda je podobna metdde (jedného) chybného predpokladu, vyzaduje si ale
hadanie dvoch réznych rieSeni. Tento postup rieSenia linedrnych rovnic bol vysvetleny
v Matematike v deviatich knihach (Cast Jiuzhang Suanshu), uvedenych bolo aj 19
problémov na riesenie uloh veducich na linearnu rovnicu typu ax =b, alebo ax+c=b.?
V arabskej matematike sa toto pravidlo tiez objavilo, pod nazvom hisab al-Chata ayn
(,,pravidlo dvoch chyb®). Zname st aj iné oznacenia, ,pravidlo dvoch chybnych
predpokladov®, ,,druha metéda prebytku a nedostatku®, ,regula duorum falsorum
positionum®.

Postup ukdZeme na rieSeni rovnice: 10X—6=0

1. Uhadneme dve rieSenia, napriklad x; = 1, x, = 2.

2. Pre obe riefenia vypoCitame hodnoty vyrazu 10x-6: f =10.1-6=4,

f,=10.2-6=14.

3. Prvé odhadnuté rieSenie vynasobime hodnotou f,, druhé odhadnuté rieSenie

vynasobime hodnotou f; a hodnoty si¢inov od¢itame: 1.14—2.4=6. Tento vysledok
bude predstavovat’ Citatel’a rieSenia rovnice.

4. Menovatela rieSenia rovnice ziskame ako rozdiel f,—f: 14—4=10.

5. ZapiSeme rieSenie rovnice: —

Vseobecne, pre rieSenie rovnice ax+0b =0 (Smith, 1958, s.440):
zvolime nejaké dve rdzne rieSenia X, X, . Dosadime:

fi=ax,+b /X, (1)
f,=ax,+b /X (2
odkial
fi—f,=alx-x,) 3)
Po vynasobeni kazdej z rovnice (1) a (2) prislusnymi uhadnutymi rieSeniami mame
f,x, = ax,x, +bx, (4)
f X =ax, +bx, (5)
po od¢itani (4) a (5) :
fix, —f,x = b(X2 - X1) (6)
Vydelenim (6) a (3) dostavame:
_9 _ f1X2 — f2X1
a f-f,
pri¢om prava strana je nezname rieSenie rovnice (vieme, ze X =——).

Vyrieste metddou dvoch chybnych predpokladov nasledujuce ulohy:

® toto pravidlo sa pouZivalo, ked metoda chybného predpokladu ,nestatila“. Akondhle totiz
namiesto typu rovnice ax = b bolo treba rieSit’ rovnice typu ax + b = ¢, metdéda chybného
predpokladu nefungovala, preto sa pouzilo pravidlo dvoch chybnych predpokladov.
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Uloha 6. 2Xx—14=0

Uloha 7. %X—SO:O

Je zrejmé, Ze ulohy na vyuzitie metddy dvoch chybnych predpokladov (ax+b=c) si
vieme l'ahko previest’ na ulohy, kde vieme pouzit’ jednoduchsiu, metédu jedného chybného
predpokladu (ax =b). Tieto (ekvivalentné) upravy vsak kedysi neboli zniame.

Metoda vah

Tuto metddu pouzivali Arabi. Ide vlastne modifikdciu metddy popisanej vysSie, nazov
je odvodeny od pomocnej schémy, ktord sa pri metéde pouzivala. Na jej ramena sa
vpisovali hodnoty f,, f; a odhadovanych rieSeni X; a X, (Obr.1). RieSenie ziskame ako podiel

leZ — f2X1 7
(7)
f1 - fz
Na zapamditanie vzt'ahu (7) nam slazi schéma. Do nej vpiSeme hodnoty fp, f; a x;a X,
(Obr.1). Obrazok 2 jednoducho ilustruje, ako graficki pomdcku chéapat’ ( x predstavuje
sucin, - predstavuje rozdiel).
Ja T,

Obrazok 1

R x

A M

Obrazok 2

Uloha 8. %X—l? =0

Za uhadnuté rieSenia vezmime napriklad X, =3, X, =6
Schéma, pomocou ktorej ulohu vyrieS§ime, potom vyzera takto:
-15 ]

-1a

Obrazok 3
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VYUZITIE NIEKTORYCH HISTORICKYCH METOD RIESENIA ...

Riesenie rovnice bude nasledujuce:
-16.6-(-15).3 -96+45 -51
-16-(-15) -1 -1
Ziaci si v ulohe precvidia poéitanie s celymi ¢islami (predpoklada sa, e pravdepodobne
zvolia za uhadnuté rieSenia Cisla mensie ako 51). Tematicky celok celé cisla sa odporuca
zarad’ovat’ do 6smeho rocnika, preto je tato uloha vhodna najmai pre 6smakov.

=51

Zaver

Na priklade niektorych historickych tiloh a postupov riesenia linearnych rovnic sme
ukazali, ako historia matematiky moéze byt aktivne vyuzita vo vyuCovani matematiky. Aj
niektoré metody, ktoré sa v skole nevyucujii, mézu ndjst’ uplatnenie v sicasnych ucebnych
planoch a na hodine matematiky.
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FINANCNA MATEMATIKA V ELEKTRONICKYCH STUDIJNYCH
MATERIALOCH

RADOMIRA GREGANOVA

ABSTRACT. In the article we deal with the some possibilities of different types of applications in
electronic study materials. A financial mathematics study materials were created in the form of
electronic study materials, on-line courses or web sites. Creating electronic study materials
allows us to study independently. Electronic study materials influence the methods and forms of
a university study of mathematics.

KEey WoRbDs: mathematics, applications, financial mathematics, electronic study materials

ABSTRAKT. V prispevku sii uvedené niektoré moznosti roznych typov aplikacii v elektronickych
Studijnych materidloch. Studijné materidly s financnou matematikou boli vytvorené vo forme
elektronickych Studijnych materidlov, on-line kurzov alebo webovych stranok. Vytvorené
elektronické Studijné materialy umoznuju samostatné a aktivne ucenie sa. Elektronickeé Studijné
materidly ovplyviuju metody a formy Studia vysokoskolskej matematiky.

KrUCOVE SLOVA: matematika, aplikdcie, financna matematika, elektronické Studijné materialy

CLASSIFICATION: R25, M35

The university education system

The university education system gives students a general theoretical basis for the
bachelor's degree in education and vocational training courses, learning applications for
undergraduate and master's study. Then graduates of the Faculty of Economics and
Management, the Slovak University of Agriculture (FEM SUA) in Nitra, have a better
possibility of inclusion in the fields of economics, management, marketing, banking,
finance, insurance, social services, in general, and in many other areas (Greganova,
Orszéaghova, 2010).

The transformation of education is connected with the reduction in the curricula of
mathematical subjects. The basic assumption for successful learning of mathematics at
university is a good base of secondary curriculum (Orszaghova, 2009). The reducing of
scope and content of mathematics is done at secondary schools. It is very difficult to join
secondary knowledge with knowledge of higher mathematics.

Basic knowledge of higher mathematics student obtained by passing compulsory
subjects Mathematics I, 11, in the 1st year bachelor's degree. These subjects provide a basic
course of higher mathematics with examples of applications in economics and technical
courses (Greganova, Orszaghova, 2010).

Students pass the exam in the compulsory subjects at the end of the first term and of
the second term in the first year of university studies. The Chart 1 shows faculties of the
university, number of terms of the teaching of compulsory subjects in mathematics and
their actual hour range in the academic year 2012/2013.
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Slovak University of Agriculture
in Nitra
Number Hour Hour
Faculty Range of | Range of
of Terms X .
Reading | Seminar
FEM , FE 2 2 2
FBFR, FESRR 1 1 3

Chart 1: FE - Faculty of Engineering, FEM - Faculty of Economics and Management, FBFR -
Faculty of Biotechnology and Food Resources, FESRR - Faculty of European Studies and Regional
Development

From long-term experience from the teaching of mathematics at the Slovak University
of Agriculture in Nitra we can state that teaching of compulsory subjects is carried out with
hour range of contact teaching getting smaller and smaller. This is followed by the content
reduction of the taught thematic units. Requirements of teachers on the individual study are
increasing. This is mainly demanding for the students in the 1st year because they have to
cope with changes regarding new requirements and a system of studying being moved
form the secondary school to the university. In the teaching of mathematical subjects it is
important to consider specificity of the process of acquisition and fixation of mathematical
knowledge (Orszaghova, Greganova, Majorova, 2007).

The aim of the teacher is to motivate the students to arise their interest in mathematics.
It is important for them to realize that the acquired knowledge will be necessary in other
economical subjects. One of the possibilities of motivating the students is to show the
necessity of acquiring of mathematics and its consecutive applications in which the use of
mathematics results in simplification of many situations and problems of various areas.

Mathematical education supported by IT

Mathematical education without information technology is not possible now. The
implementation of e-learning methods into the teaching of mathematics is one way of the
improvement of the university education.

The areas in which we can monitor the effect of using information technology in
education include:
¢ Information and communication technologies influence the form and content of the

educational process,

e New requirements for independent work of full-time and external study form students,
Information technology promote active independent learning and individual work of
each student, then therefore the success of the study,

e Production of educational materials in the form of electronic documents,

o Electronic testing and evaluation of students' knowledge through computers.

One particular application possibilities of electronic documents in education is the use
of Web pages, which should meet the following requirements:

Easy and comfort handling,

Multimedia content,

Clarity of content,

Availability and reasonable price.
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The role of educators is that students understand that information technology and the
Internet are not objective knowledge, but primarily a tool for communication, information
retrieval and collaboration. They are a means of implementing new forms of education,
whether students or teachers.

Tools of information technology allow applications of mathematics teaching in the
modern form by e-learning. It is important to choose an appropriate methodological
approach creation of interactive curriculum materials in mathematics, making it a useful
didactic tool for individual study (Greganova, Orszaghova, 2010).

In teaching process it is necessary to mediate to students not only theoretical
knowledge but also possibilities of application in practice. The solving of applied tasks
represents one of the possible ways of the innovation of the content and the teaching of
mathematics at universities.

Course APPLIED MATHEMATICS on the web sites

We were created e-learning materials on the web sites for students at the SUA in Nitra

which are accessible at URL.: http://www.fem.uniag.sk/km/aplikovana_matematika/.
Theoretical knowledge, examples, tasks and also applied tasks from physics and

economics are on these web sites. The implementation of applied tasks represents one of

the possible ways of the content innovation and the teaching methods of mathematics in

universities study.

By solving of applied tasks:

we increase motivation of students to study theoretical methods of mathematics,

we support and develop creativity of students,

we demonstrate connection of theory and practical tasks,

we develop interdisciplinary relations between mathematics and finance,

we increase quality of education (Orszaghova, 2005).

Contribution of created web sites is:

obtaining mathematical knowledge by attractive way of e-learning,

implementation of new and non-traditional method of teaching of mathematics at

universities by using IT,

e development of interdisciplinary relations, supported by solving of applied tasks for
profile subjects and practice,

e support of education and professional growth of teachers in field of using IT in
university education (Greganova, 2005).

Financial aplications in the course APPLIED MATHEMATICS

We present applied tasks of financial mathematics which are accessible at URL:
http://www.fem.uniag.sk/km/aplikovana_matematika/.

Next, we introduce chosen thematic units of financial mathematics which are
accessible at above mentioned URL.:
e Simple Interest (see Fig. No.1)
e Compound Interest
e Continuous Interest
Web sites provide to students ability to study independently in any time and place.
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LINEARNA FUNKCIA V EKONOMICKYCH
APLIKACIACH

Jednoduché drokovanie

¥ Jeduoduché virokovanie je prikdadom vyufitia linedrmej funkeie w
prazi

% Budiica hodnota Japitdlu pri jednoduchom wrokovani jc vyjadrend
watahom: £, =Ky (1+1 + 2, kile K, je zatiaotnd hodnota kapitdiu, ¢

= 1% je tirokovA sadzba, p je trolova miera a n je rokove ohdobie

Pritornna (zatiatotna) hodnota kapitaln pri jednoduchom rokovani je
wyjairend vetahom: Ky =K, (1+ + nyl, kie K, je budica hodnota

kapitély, { = 1% je tirokova sadzba, p je tirokova miera a n je tirokové

ohdohie.

= Grafickjm méizomenim rastu kapitdlu je tast’ priamky.

Fig. No. 1: Simple interest tasks - Preview web sites at URL:
http://www.fem.uniag.sk/km/aplikovana_matematika/

Tasks of Financial Mathematics in the courses EULER’'S NUMBER

At the SUA in Nitra, the practical realization of educational ways and the creation of
study materials are supported by LMS MOODLE. Educational system MOODLE offers
for the author of teaching course a variety of modules and activities that can be used in the
teaching mathematics. We were created electronic study course with the title EULER’S
NUMBER like an alternative method to study independently. This electronic study course
provides to students of SUA in Nitra to get knowledge about this important mathematical
constant and its application in financial mathematics. This course is accessible at URL:
http://moodle.uniag.sk/fem/course/view.php?id=85 (see Fig. No. 2).

Moodle FEM » KM/EULER » Knihy » Eulerovo éislo "e"

Obsah a &

Favedenie Fela "2 iektoré vybrané vi i Eulerovho <isla "e"
Tavedenie gisla "e” na stredngj skole || o
1. pristup zavedenia gisla "e" - tislo & je iracionalne
2. pristup zavedenia tisla "e” - ticlo @ je trascendentné
3. pristup zavedenia tisla "e”
4. pristup zavedenia tisla "e”
podra Hechta
Altemstiony oraficky pristup

Eulerovo ¢islo & méa uplatnenie:
- v spojitorn drokovani

zavedenia cisla "e" - v rente v spojitom Urokovani
Zavederie &ila "e" na unverzie a || V%"/‘Z‘Re o0 .
vysokej Skole - v biologickych procesocl

Tavedenie exponencialngj funkcie

Niektoré vybrané vlastnosti
Eulerovho cisla "e"

Spojité urokovanie je prikladom wyuZitia exponencialne] funkcie v praxi
Budlca hodnota viaZeného kapitalu pri spojitom Urokavani je wiadrena vat'ahorm:

K, = K, - ™.

kde K je zatiatotna hodnota kapitélu,
§ je urokova sadzba,
" je urokové obdobie.

Grafickym znazornenim spojitého Urokovania je exponenciaing krivka

Priklad:

Vypoiitajte budicu hodnotu kapitalu 5000 p. j., ktory je uloZeny v banke pri 3 % spojitom urokovani na dobu 3 roky a 2 mesiace

Fig. No. 2: Applied tasks of financial mathematics - preview at URL:
http://moodle.uniag.sk/fem/course/view.php?id=85

The next electronic study materials are created in the form of web sites (see Fig. No.3).
We present the created electronic course via web sites with the title Euler’s number e. This
course is accessible at URL: http://www.fem.uniag.sk/km/eulerovo_cislo/. Created
electronic study materials present introduction of Euler’s number e and they also afford
opportunity of applied tasks of financial mathematics.
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Baulsrove Sislo

Lomeme) [ [

spofita urokovanie v praxl

Ekonomické aplikacie Eulerovho disla - spojité
drokovanie

Pouiitie spojitého tirokovania v prasi nie jo aZ talé Easté. Vo vasine finanéngch a bankovych operacil sa proces
narastania trokov uskutotiiuje diskréine, V sitasnosti nie je problém potitat’ tirok na fasovom intervale At — 0,
ktory mé vyznam pri vysokych pottoch bankovych operdci, ked' je potrebné vyjadnt’ okaméiti hodnotu troku.

Spojité vrokovanie predstavuje spdsob, ako dosiahnut’ teoreticky kontinudlne pripotitavanie trokov v priebehu
Vyr i

firokového obdobia ipokiadu limitného zvat¥ovania poéty pripizan trokov v priebehy jednej

sirokovej periédy 7 —» o kde m je potet priplsani trokow behom jednej periédy. Spojité trokovanie sa
uskutogfuje v Easovych intervaloch biffiacich £a k nule, pre AZ —» 0, L pri pokte konversi m v roku rasticich do
nekonetna.

Predpokladajme nomindlau vrokowi sadzbu j v zévislosti od m, / =j0n) a omatme & =m J07) , pritom &
nazgvame iirokovou sadzbou spojitého rokovania.

Budiicu hodnots kapitdlu £, zodpovedajicu pritomnej hodnote kapitélu & uréime ako limita pre m —

K- 1.m1c°[1+£]
P =

kede plati Lim [1 + E] Sk
e i

Fig. No. 3: Applied tasks of financial mathematics - preview web sites at URL.:
http://www.fem.uniag.sk/km/eulerovo_cislo/

Electronic e-learning materials are created for:

- students of the Slovak University of Agriculture in Nitra,

- students from other universities in Slovak Republic,

- employ Students, which are study at university,

- the admass, it is accessible on the web sites of the FEM SUA Nitra.

Electronic e-learning materials can be recommended to students as an alternative self-study
in preparation for testing of mathematics (Greganova, Orszaghova, 2010).

Conclusion

Information technologies in the teaching at universities represent wide possibilities for
the use, the application and the preparation of study materials and courses. Method of e-
learning increases the attractiveness of education, as well. From long-term experience from
the teaching of mathematics at the Slovak University of Agriculture in Nitra we can state
that students are interested in applied mathematical subjects. Applied tasks are important
motivating factors of the study of mathematics for future economists and managers. The
guality of mathematical knowledge is the important factor for the content of education and
we can stimulate it by solving of applied tasks. Suitable applications are the gateway to
bring mathematics knowledge to students.

The mathematical knowledge level of students will increase by including applications
into learning and teaching. Trying to apply mathematics to specialized subjects, to
understand the mathematics in their university education has a significant place
(Drabekova, Rumanova, 2007).

By modification of the contents of mathematical education we can improve the ability
of graduates to apply special mathematical methods in engineering practice and research
(Drabekova, Kecskés, 2010).

In the paper we dealt with the educational content from the field of financial
mathematics that can be very useful for future economists and managers. Further, by an
appropriate choice of applied tasks we show students the usage of the mathematical
apparatus in the profile professional branches.
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EXPLICIT AND TACIT MATHEMATICAL KNOWLEDGE
EXPLICITNE A TACITNE MATEMATICKE ZNALOSTI

JOZEF HVORECKY

ABSTRACT. A contemporary theory of Management (called Knowledge Management) also
addresses ways of human learning. In the conference contribution, its concepts will be used for
explaining some sources of difficulties students experience during their learning. We will
concentrate on relationships between formal (i.e. explicit) and not-fully-formal and informal
(i.e. tacit) knowledge and demonstrate how they interact. Some challenges for the teachers
coming from their interrelationships will be exemplified, too.

Key WOorbps: Explicit knowledge, Tacit knowledge, Relations between tacit and explicit
knowledge, Tacit knowledge facilitation

ABSTRAKT. Jedna z modernych teorii v oblasti manazmentu (nazyvand znalostny manazment)
sa zaobera aj ucenim sa. V prispevky pouzijeme jej pristupy na vysvetlenie problémov,
S ktorymi sa stretavaju Studenti pri Studiu matematiky. Budeme sa venovat vztahu medzi
formalnymi (explicitnymi) a neformalizovanymi a podvedomymi (tacitnymi)  vedomostami
a ukazeme, ako su previazané. Nakoniec sa sustredime na mozné doésledky tychto vztahov pre
vyucovanie matematiky.

KeUCOVE SLOVA: Explicitné znalosti, tacitné znalosti, Vztah tacitnych a explicitnych znalosti,
Rozvoj tacitnych znalosti

CLASSIFICATION: D30, D40

Uvod

Matematika je verejnostou chapana ako naro¢ny predmet a mnohokrat po¢ujeme inak
uspesné osobnosti chvalit’ sa, Ze ju nevedia a nikdy nevedeli. Chct tym zrejme naznadit’
svoju spidtost so svojimi spriaznencami, o ktorych predpokladaju to isté. Bariéry
Vv prijimani matematiky ako uzitocného a spoloCensky prospesného predmetu sa aj preto
prekonavaju iba pomaly, hoci usilie uéitelov a vyskumnych pracovnikov v oblasti
didaktiky matematiky je zamerané na jej spristupnenie, vid’ napriklad [1, 2, 3, 4]. V tomto
¢lanku naznacujeme jednu z moznych ciest postavenu na vyuziti principov znalostného
manazmentu. Zdoraznujeme potrebu rozvoja tacitnych — podvedomych, cCasto az
nevedomych — poznatkov, ktoré vSak hraju pri rieSeni Gloh zasadn( ulohu, nakol'’ko robia
explicitné vedomosti pouzitenymi.

Struéne o znalostnom manaZzmente

Znalostny manazment je nové odvetvie manazmentu zamerané na vyhladavanie, zber,
uchovavanie a Sirenie poznatkov. Znalostny manazment vychadza z dvoch zikladnych
zdrojov:

e Prvym zdrojom su ekonomické teorie. Peter Drucker uz v roku 1959 [5] usudil, ze
kym v doteraj$ej historii I'udstva sa rozvoj dial na zaklade prirodnych zdrojov (poda,
nerastné bohatstvo, l'udska sila), nastupuje obdobie, ked’ sa rozvoj bude najvyraznejsie
opierat’ o intelektudlny kapital, ¢ize schopnost’ jednotlivcov atimov podporovat
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ekonomicky rast efektivnej$Sim vyuzitim prirodnych zdrojov, zaloZzenym na

inovativnych rieSeniach. Drucker tym postavil do popredia potrebu rozvoja

intelektualneho kapitalu a 'udskych zdrojov vobec.

e Druhym zdrojom st informacné a komunika¢né technologie (IKT), predovsetkym
oblast’ umelej inteligencie. Vyvoj ukazal, ze IKT st schopné vel'mi ispesne nahradit’
cast’ l'udskych schopnosti, zatial’ o ina Cast’ je pre nich zatial’ nedosiahnutel'na. Medzi
oblasti, v ktorych st pocitace tspe$né patri schopnost’ zapamétat’ si udaje vel'mi
spolahlivo a na prakticky neobmedzene dlho, presne vykonavat’ narocné vypocty, ¢i
nepretrzite a bez Unavy riadit’ vyrobu. Zlyhavaji vsak v oblastiach, v ktorych sa
uplatiiuje intuicia alebo vrodené dispozicie.

To viedlo k rozlisovaniu dvoch typov poznatkov: explicitnych a tacitnych. Explicitné
poznatky st tie, ktoré si presne Specifikované a zaznamenané Standardizovanym
sposobom na médiach. V matematike do tejto skupiny patria okrem vzorcov aj grafy,
geometrické konstrukcie, zobrazenia priestorovych telies atd’. Vo véac¢sine oblasti l'udského
poznania vznikli ,jazyky“, ktoré zjednoduSuju zapis poznatkov a tym aj komunikaciu
medzi nimi: zapis melodii do notovej osnovy, chemické vzorce, technické vykresy a pod.
Ostatné poznatky oznacujeme ako tacitné. St postavené na skiisenostiach a ich vlastnik
niekedy ani netusi, Ze ich ma — a ak o nich aj vie, nedokaze ich bezprostredne odovzdat
inym. V matematike sem patri schopnost rozpoznat, ktory vzorec je na rieSenie danej
ulohy najvhodnej$i. Pocitace preto pri rieSeni spravidla vyuzivaji metédu pokusov
a omylov, pocas ktorej sa snazia zosuladit’ tvar vzorca s typom ulohy a vyskusat’, ,.Ci to
vyjde®. Stoji za povSimnutie, Ze slabsi ziaci postupuju rovnako. V obidvoch pripadoch je
dovod rovnaky — snaha vyuzit explicitné poznatky v presvedCeni, Ze ich aplikovanim
dosiahnu ciel. Tt isti tlohu pritom okamzite vyriesi spoluziak, ktory ma viac tacitnych
poznatkov v danej oblasti. Obidva druhy poznatkov sa totiz daju rozSirovat’.

Nonaka a Takeuchi [6] vypracovali tzv. SECI model, ktory naznacuje rast l'udskych
poznatkov prostrednictvom interakcie tacitnych a explicitnych poznatkov — vid’ obr. 1.

Tacitné poznatky Explicitné poznatky
Tacitné poznatky Socializacia Externalizicia
Explicitné poznatky Internalizacia Kombinacia

Obrazok 1: SECI model

Nositelia tacitnych poznatkov komunikuji s nositelmi (vo vSeobecnosti inych)
tacitnych poznatkov v procese, ktory nazyvame socializaciou (S). Téa sa deje bud’ formou
neformalnej vymeny poznatkov, diskusiu, rozpravanim pribehov a podobenstiev, ale aj
introspekciou. Socializacia je zrejme najstarSou metddou ziskavania poznatkov. Je
aktualna dodnes napriklad vo forme dialégu, ucnovskych praxi, couchingu, mentoringu
a pod. Ucenie pocas socializacie je vlastne transformaciou tacitnych poznatkov na nové
tacitné.

Uspech predchadzajucej metdédy vyrazne zavisi od schopnosti nadviazat’ adekvatnu
komunikaciu. Externalizacia (E) je snahou odosobnit’ ju a vyjadrit' poznatky v podobe
nezavislej od podavajuiceho. Poznatky musia byt reprezentované v dohovorenej
a zrozumitel'nej podobe (ako Cisla, texty, vzorce, obrazky atd’.). Takto spracované
poznatky st jednak vodnejSie na $irSiu distribliciu a zaroven umoznuju ,,dialog® s autorom,
ktory prestava byt viazany na konkrétne miesto a okamih. Typickou externalizaciou
v matematike je transformacia slovnej tlohy na vzorec. Ucenie pocas externalizacie vedie
k zmene tacitnych poznatkov uciaceho sa na explicitné — ,,zviditeI'nené®.
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So zapismi v externalizovanej podobe sa dé pracovat’ a tym rozsirovat’ poznanie. Tento
proces sa oznaCuje ako kombindcia (C). Matematika je disciplinou, v ktorej hra
kombinacia mimoriadnu ulohu. Tak, ako uciaci sa nadobuda skiisenosti s formalnymi
manipulaciami, nadobuda popri novych explicitnych poznatkoch aj tacitné. Pravidla
»kombinovania®“ su v matematike presne definované — az do takej miery, Ze ich dokazu
vykonavat’ stroje. Ako priklady moézu slazit’ tabulkové kalkulatory, programy ovladajice
manipulaciu S formalnymi vyrazmi (tzv. CAS — z angl. Computer Algebra Systems),
programy dynamickej geometrie, umoziujice animovanie geometrickych konstrukcii
a/alebo priebehov funkcii.

V poslednej etape, nazyvanej internalizacia (1), Pudia ziskané poznatky interpretuju,
snazia sa im porozumiet’ a zaclenit’ ich do vlastného systému poznatkov. Bez internalizacie
sa novo nadobudnuty poznatok l'ahko strati — zabudne. Iba potom, ked’ novy poznatok
uspesne internalizuje, stane sa jeho nositel’ schopnym ho vyuzivat — hovorit’ o fiom,
kriticky ho hodnotit’, oznamovat’ ho d’al$im — teda spravit’ sucastou svojej znalostnej bazy
vyuzivanej pri socializacii. Prave zosobnenie poznatku patri medzi zékladné ciele
vzdelévania.

Nazov modelu vyuziva zaCiatocné pismena jednotlivych procesov. Ziskavanie
poznatkov vsak prebieha zlozitejSie, ako by sa zdalo z povrchného pohl'adu na obr. 1:

e Ucenie sa vo vnutri jednotlivych kvadrantov: Pocas socializacie sa uéime
prezentovat’ vlastné nazory a skusenosti, chapat’ spOsob rozmyslania partnerov,
rozumiet’ ich mentalite a pocitom. Behom externalizacie sa snazime vyjadrit’ svoje
myslienky presne a jednoznacne. U¢ime sa, ktory format je vhodny na zamysl'any ucel
a ako vyjadrit myslienku stru¢ne, napriklad vzorcom alebo obrazkom. Pocas
kombinacie sa u¢ime planovat’ a kontrolovat’ svoje kroky tak, aby viedli k novému
poznatku. Ked’ v priebehu internalizacie ho zarad'ujeme medzi existujliice, u¢ime sa
reorganizovat’ ich doterajsiu Struktiru tak, aby spolu s novym poznatkom tvorili novy,
zdokonaleny systém.

o Ucdenie sa pocas pohybu v smere hodinovych ruéic¢iek: Cyklus S-E-C-I sa zaéina
zrodom myslienky v mysli jednotlivca alebo pocas dialogu (S). Zatial vagnu
mySlienku sa jej autor snazi formulovat’ ¢o najpresnejsie (E). Predbezny vysledok sa
potom kombinuje s uz existujucimi poznatkami, testuje sa, ¢i a do akej miery je s nimi
kompatibilny a ¢i je vierohodny (C). Aby sa stal sti¢ast'ou intelektualnej vybavy, treba
ho ,,ustalit* — zvyknut’ si nan a nauéit’ sa ho vyuzivat’ (I).

e Trvalé ucenie sa: po skoncCeni Uplného kruhu sa poznatok spravidla predklada
komunite na postdenie. Poznatok sa dozvedaju aj ti jej €lenovia, ktori o iom doposial
nevedeli, vd’aka ¢omu sa ucenie komunity ako celku urychl'uje. Vd’aka ,,socializacii
poznatku®“ sa méze zacat novy cyklus S-E-C-1-S-E-C-I-S-... Tym wvznika tzv.
dvojuroviiové ucenie sa, pri ktorom jedinec moéze Cerpat zo spolo¢ného fondu
poznatkov a— na rozdiel od Robinsona Crusoea — nie je odkdzany na ziskavanie
kazdého z nich izolovane a na vlastné riziko.

SECI model a vyuc¢ovanie matematiky

SECI model naznacuje, preCo sa nemdze stotozilovat matematické poznanie so
schopnostou rychle a efektivne vykonavat matematické operacie: vypocty, upravy
vzorcov, konStruovat' geometrické utvary atd’. Takéto ¢innosti svojou podstatou patria
medzi kombinacie, t. j. tvoria obsah iba jedného zo Styroch kvadrantov — kvadrantu E.
Hoci aj pri kombinaciach, ktorymi menime existujuce explicitné poznatky na nové
explicitné, vznikaju aj tacitné poznatky, si vSak viazané iba na vhodnost’ a bezchybnost’
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manipulacii. Teda nie na ich zmysluplnost' Vv celkovom kontexte l'udského poznania.
Pritom prave kontext hra pri rieSeni mnohych matematickych tloh zdsadnu tlohu.
Porovnajme dve ulohy:
o Priemerny kon vazi 670 kg. Kolko vazi 17 koni?
o Priemerny kon bezi rychlostou 24 km/hod. Ako rychlostou bezi 17 koni?

Schopnost’ vykonavat matematické operacie nie je v druhej ulohe previazand so
schopnostou dat’ spravnu odpoved’. Podstatna je tacitnd znalost' o tom, ze rychlost’ behu
koni ned4 skladat rovnakym sposobom ako ich hmotnost. Schopnost’ ndsobit’ je
potrebnejsia pri prvej tilohe, lebo bez nej sa neda dostat’ k vysledku. Ulohy uvedeného typu
by mali viest k tacitnému poznatku: Nie vsetko, co vyzera ako vypoctova uloha, fiou naozaj
je.

Dalsia dilema vznika vtedy, ked’ znenie ulohy dovol'uje viac interpretacii. To ukazuje
nasledujuca uloha:

o Kapela zahra istu skladbu za 5 minut. Ako rychlo zahra rovnaku skladbu 5 kapiel?

Ak si kapely skladbu rozdelia, stihnt to za minutu. Ak sa rozhodnt hrat’ naraz, potrva
to 5 minit, ak po sebe, tak 25. O zmysluplnosti jednotlivych alternativ mozno teda viest’
diskusiu. T4 méze viest’ k spresneniu povodného zadania tak, aby bolo jednoznacne jasné,
ktoré rieSeniec mame na mysli — teda k externalizacii vysledkov diskusie. Poznatok
0 existencii uloh, ktoré maju odliSné (a protichodné) rieSenia vinou nejednoznacnosti
formulacie by sa mal v Studentoch internalizovat’. Len v takom pripade budii schopni
odhalit’ podobné viacznacnosti textov v buducnosti.

Socializacia v matematike moze mat podobu diskusie o vhodnosti a primeranosti
nastrojov. Mnoho tloh mé niekol’ko rieseni, ktoré sa lisia obt'aznost'ou a presnostou (vid’
napr. [7]). Aj na nich sa da demonstrovat’, ze matematika nie je az taka rigor6zna veda, ako
sa z neznalosti domnieva verejnost’. Tieto poznatky st vSak matematikom zname uz od 30-
tych rokov minulého storocia [8], ale ich prezentovanie v exaktnej podobe presahuje
uroven vseobecnej matematickej gramotnosti. Aj medzi matematikmi samotnymi sa daji
oc¢akavat’ rozpory o vhodnosti podobnych zjednoduseni.

Externalizacia sa pri vyu¢ovani matematiky uplatituje najméi pri rieSeni slovnych uloh.
Ziaci viak malokedy formuluju aj zadanie. To je spravidla vopred pripravené a tlohou
ziakov je iba priradit’ formulu k slovnému zadaniu a vlozit’ do nej konstanty, ktoré su jeho
sucastou. Vys§ie sme naznacili, Ze ziaci mézu byt zapojeni aj do formulécie rieSenia.
V idealnom pripade by mali socializaciou prist’ k prvotnej, pociatocnej formulacii a pocas
externalizacie ju spresnovat’.

Kombinacia moze, ale nemusi mat’ tradi¢ént podobu. Pretoze ju dnes dokaze vykonavat’
aj IKT, prave jej vyuzitie méze vel'mi efektivne demonstrovat’ ako jeden z krokov v SECI
cykle — nie dominantny, ale CGiastkovy. Ide o Gstup z tradi¢nych pozicii vo vyucovani
matematiky smerujici k ,,zrovnopravneniu“ kombinacie s ostatnymi komponentmi SECI
modelu. V niektorych ucebniciach (napr. [9]) sa uz podobny pristup za¢ina objavovat.

Cyklus by mal koncit’ internalizaciou. T4 ma adresovat’ nielen navyky ziskané pri
rieSeni ulohy, ale aj viest k pochopenie hlbSicho obsahu realizovanych ¢innosti a ich
potencidlneho vyuzitia v budicnosti. Uciacich sa treba pytat, v ¢om vidia uZito¢nost
nového poznatku, ¢im sa podoba na uz zname a ¢im sa od nich lisi. Z tohto pohladu je
dolezité, aby napriklad uc¢ebnice na odbornych Skolach adresovali tie oblasti matematiky,
uplatnenie. Neucit’ teda ,,matematiku ako taku®, ale ,,matematiku ako sucast’ profesijnej
pripravy*. Takyto pristup zaroven prispeje aj k motivacii $tudentov a teda k ich ochote ucit’
Sa.
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Zaver

Ako vidiet, vo vyuovani matematiky sa daji uplatiovat’ vsetky komponenty SECI
modelu. V sucasnosti sa vSak vyuCovanie matematiky koncentruje na kombinacie — na
kvadrant, v ktorom dominuju explicitné poznatky. Ziskavanie poznatkov socializciou,
externalizaciou a internaliziciou nie je bezné. Studenti teda nemajii moznost’ rozvijat' si
tacitné poznatky. Prilezitostné stretnutia s nimi s spravidla nedostacujuce na pochopenie
SirSich stvislosti.

Tacitné poznatky maju vtomto zmysle ,nadmatematicki hodnotu. Dovoluju
diskutovat’ nie o matematickych postupoch, ale o matematike ako celku. Ich doélezitost’
naznacuje skutocnost, ze vystupuju v 3 zo 4 kvadrantov — rovnako ako explicitné. Nejde
teda 0 ni¢ iné, ako o Giprava pomeru smerom k rovnovahe.

Samozrejme, vznika otazka, kde vziat' adekvatny cCasovy priestor. IKT ponukaju
rieSenie — preniest’ na ne podstatne vySsi podiel rutinnych vypoctovych ¢innosti a viac sa
sustredit’ na chapanie toho, ¢o sa vlastne pri rieSeni deje. V danej chvili je uz na internete
dostatok izolovanych prikladov zo vSetkych oblasti matematiky. Vyzvou pre didaktiku
matematiky je metodologicky ich zjednotit, dat’ im spolo¢ny ramec a vhodnym spoésobom
do nich zapracovat’ kompletné cykly SECIL.
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USING GRAPHIC DISPLAY CALCULATOR IN SOLVING SOME PROBLEMS
CONCERNING CALCULUS

JOANNA JURECZKO

ABSTRACT. Calculus is considered as one of the most difficult topics in mathematics taught
in high schools all over the world. A lot of students have problems with understanding the
crucial objects like: limits of functions, geometric interpretation of derivative or even patterns
of derivatives. It has occurred that ICT can help students muddle through this topic easily and
helps them to understand it deeply. In this paper the role of graphic display calculator will be
examined.

KeyWoRbDs: mathematics learning, limits, derivatives, graphic display calculator.
CLaAssIFICATION: B10, C70, D40, Q60.

Introduction

Teaching and learning mathematics in all levels is kind of a challenge for both
teachers and students. As it appears some topics are more difficult than others. One of the
most difficult topics taught in high schools is calculus, where majority of students have
problems with understanding some crucial objects concerning this topic like: limits of
functions, graphic interpretation of derivatives or even assimilation of patterns for
derivatives. As a result, when students cannot understand such objects they do not want to
learn further applications of differentiation. The consequence of such a situation may be
an inability of studying some technical faculties at universities. Obviously not all
syllabuses in high schools include this topic. However, one of such high school programs
in which calculus is obligatory is International Baccalaureate Diploma Programme.

International Baccalaureate Diploma Programme (shortly IB) was established in 60s’
of the last century in Geneva for gifted students aged 3-19. Nowadays International
Baccalaureate Organization (shortly IBO) collaborates with about 3,500 schools in more
than 100 countries all over the world. This program is divided into three groups: Primary
Years Programme for children aged 3-12, Middle Year Programme for students aged 11-16
and Diploma Programme for students in age 16-19. As for this paper only Diploma
Programme will undergo further consideration. (For further information you visit the
Internet websites eg. ibo.org.pl).

Mathematics in Diploma Programme is divided into three levels:

1. mathematics higher level dedicated for students who want to continue their studies
in technological universities or faculties closely deriving from mathematics,
2. mathematics standard level for students who are not to study mathematics directly

but enroll in faculties using applications of mathematics (like economics, biology,
chemistry, etc.)
3. mathematical studies standard level for other students.

Teaching and learning mathematics in all levels require their own syllabus but all of
them are connected with using graphic display calculator which is a mandatory device used
in all mathematical activities in this class and during final exams. Further information are
to be found in [1] and [2].
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Graphic display calculator (shortly GDC) was introduced to teaching mathematics in
90s’ of the last century. At the beginning both teachers and students were skeptically as
disposed to using this device. However, some researchers started to carry out their studies
in which they showed that GDC could have positive influence on students while learning
mathematics. Moreover, GDC could make this process more attractive for teachers and
students. In the first decade of this century more and more researchers showed a significant
impact of this tool on learning mathematics. For additional information concerning the
usage of GDC during lessons, difficulties students had to face and problems while using it
during public examinations (see [3], [4], [5], [6]). The researches were conducted in
different fields of mathematics (not only for high school students) but we will focus only
on some parts of calculus. Other papers concerning similar problems are to be found in [7],
[8], [9]. Nevertheless, it seems that among these papers propositions of using GDC in
finding limits and patterns for particular kinds of derivatives were not verified. Hence, my
goal was to verify these propositions and find further applications of using GDC.

Prior to the research | asked the question

1. How can we use GDC in teaching students calculus?

2. How much teacher should engage himself/herself in teaching derivatives if he/she
uses GDC?

3. Is it a good idea to use GDC in all activities concerning calculus?

4, What are the dangers of using GDC in these topics?

Although | was able to find a full answer for most questions asked, for some |
have obtained only a partial answer.

Methodology and collecting data

The research was carried out among two groups of students attending IB class (higher
level). The first group (named A) consisted of ten people (two girls and eight boys)
whereas the second one (named B) consisted of 12 students (six girls and six boys). All
students were taught by me. Students in both groups worked during normal 45-minute
lessons. There were six lessons observed (four in the second group). Moreover, group
B was in the first year whereas group A in the second year of IB class hence there were no
similar tasks for both of them. In group A | carried out research tasks concerning limits of
sequences and convergence of series. However, in group B | took into account the topics
concerning limits of functions and patterns. In this paper | have limited my analysis to the
second group only.

Each lesson had the same scheme. At the beginning of any given lesson | provided
students with GDCs and tasks for solving. Additionally | introduced the topic but without
any specific and particular propositions of solutions. During each lesson my help was
restricted to solving problems with GDC itself (for example syntax errors). However, | did
not propose or suggest any solution. Because the research was carried out during the initial
lessons concerning the issue of differentiation and before the introduction of exponential
and logarithmic functions and trigonometry 1 only considered polynomials and rational
functions. However, the second type of functions | only considered in the first lesson about
limits. During particular lessons students obtained such tasks to work with:

1. Finding limits of polynomials and rational functions.

2. Finding the patterns for derivatives of polynomials with different coefficients and
degrees with at least two coefficients different than zero (the crucial was the pattern for
y = ax™where a is a real number and n is a natural number which was the first part of this
investigation).
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3. Finding the patterns for derivatives of composite functions in the form:
y = (polynomial of degree k)"

where k and n are natural numbers and examining roots of functions and their derivatives.
Among others there were examples in which the inner function had real roots but there
were also examples with complex roots only.
4. Examining monotonicity and concavity of polynomials by observing behavior of
the first and the second derivatives.

Students during all lessons worked individually. Additionally, all lessons were
recorded. During all lessons students used Casio fx — cg 20 with color and very precise
screen.

Analysis

After the research | analyzed not only students’ work papers but also recording. Since
each lesson was concerned with another problem | took every lesson into account
separately. It is worth to emphasize that in almost all tasks students used GDC mode Graph
but some of them used Dyna Graph (during lesson 2) and Table (during lesson 1).
However, it seemed that the mode Graph occurred the best one for this topic due to its
visual aspects. Even though one can find Dyna Graph equivalent useful, in the
aforementioned model of Casio GDC this mode works very slowly, hence it is rather not
efficient enough. Below there is an analysis of each lesson respectively to the order
presented in the previous paragraph.

1. Finding limits of polynomials and rational functions. During solving these tasks
students who used only GDC mode Graph had no problems with finding proper limit
which tended to the real number. However, students who used only Table mode were
concentrated on the information of ,,no value® if the limit tended to a point in which the
function was not defined. It is worth to note that almost half of students decided to use
Table. Although none of them found answer no one checked the limits using mode Graph.
Nevertheless, such problems did not occur when students considered limits of functions
tending to infinity. In these kinds of examples students used only mode Graph because, as
they emphasized in the interview, Table showed only finite number of values of the
function. At this point we can sum up this lesson with an observation that students can
understand sense of limits of functions but only when they use GDC mode Graph.
2. Finding the patterns for derivatives of polynomials. Students started their
investigation with constant functions, next they proceeded to questions which were
concentrated on linear, quadratic and cubic functions, but only in the form of monomials,
i.e. y=ax™ for a € R and n € N. Students without any problems generalized the
derivative of monomials, but more complicated examples of polynomials for which at least
two coefficients were different than zero were rather difficult for almost half of students.
Although students discovered the pattern for y = ax™ they could not apply it for further
polynomials, i.e. students could not discover patterns for sums and subtraction of
monomials especially in the functions in which free term was equal to zero. We can sum
up this lesson that without teacher’s help the second part of the task was too difficult for
students although they analyzed each pair of graphs simultaneously (the graph of function
and its derivative on the same screen). Hence it is a good idea to use GDC to show students
the relations between both graphs (of functions and corresponding derivatives). However,
more complicated examples may confuse students.
3. Finding the patterns for derivatives of composite functions in the form

y = (polynomial of degree k)"
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where kand n are natural numbers. Students prior to this lesson were taught about
composite functions especially where inner and outer functions are polynomials. In this
part of the research their task was to recognize the patterns for derivatives of such a type of
functions. During the whole work all student did not use any reduction formulas. They did
not show for functions like polynomials but for composite functions only. Before this
lesson they practiced calculating derivatives of polynomials. However during this lesson
they were only concentrated on observing GDC screen. Additionally, students had
different kinds of examples to solve. The first ones were when the inner function had real
root(s). As a result students without any problems found roots which were common for the
functions and their derivatives. Nevertheless, almost none of them found another zeros of
derivatives which occurred in the derivative of composite function. The further examples
in which the inner functions had no real roots did not help students. In this way students
were not able to find general pattern for composite functions. To my surprise students had
even problem with evaluating the degree of the derivatives of such functions. In this task
GDC was not so helpful as before as it did not facilitate students to draw any
generalizations.

4, Examining monotonicity and concavity of polynomials. The last lesson was the
most difficult for students. Only four of twelve students tried to find similarities between
the first derivative and the graph (examining monotonicity) and the second derivative and
the function (examining concavity). (Some other students were concentrated on finding
roots but they obtained wrong conclusions hence their work was no longer analyzed by
me). Two of the four students finished their work successfully giving the proper theorems
but without any assumptions. What is worth noticing is that students during the whole
research knew only polynomials and rational functions and they did not know that there
are functions which have no derivatives in particular points. In this research GDC was
completely useless when students were unaided by the teacher as they had no prior
knowledge what is the interpretation of the first and second derivatives. Without such
information from the teacher students can find examining functions with GDC a waste of
time

Further propositions

Further research was conducted in the same group of students. The research concerned
integrations. This part of research will be presented very briefly due to the size of this
paper.

Students’ task was to find a general pattern for integrals while using GDC only.
Because previous investigation focused on derivatives of polynomials, in this case students
discovered general pattern for [ ax™dx, where a — real number and n —natural number.
Students were unable to use mode Graph or any other mode because GDC can only
calculate definite integrals. When | prompted my students, that they can consider
fox ax™dx they quickly concluded the relation between differentiation and integration for

other polynomials. They still did not understand the sense of the definite integrals and they
completely confused when they started to examine fox e dx. They knew that (e*)' = e*
but the graph of y = e* and graph of its integral did not covered. Only they widened their
investigations into the integral fox ex dx forx € {—1,0,1} they were able to understand

sense of definite integrals and soon after they quickly created the pattern similar to
Newton-Leibniz formula. However, it is crucial to emphasize at this point that students
considered only polynomials and the functions y = e*. Other examples have been not
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considered yet (especially trigonometric functions). In this topic GDC was very helpful for
finding some basic patterns of integration but in a restricted sense due to the fact that
students could only observe definite integrals and they did not recognize the sense of
undefined ones.

Conclussions

Students used GDC for a few months prior to the research and they were familiarized
with modes Graph and Table hence they had no problems with using those tools
efficiently. However they solved some tasks focused on generalizations (especially using
graphs) but only a few students were able to do all tasks properly. The only risk is that they
could be familiar with these topics somewhere earlier.

Generally, the research showed that students unaided could generalize patterns only for
simple tasks. However, in more complicated examples they could not apply obtained
patterns for further examples. It means that the problem is not connected with the proper
usage of GDC but with mathematical skills needed for a process of generalization. Even
though GDC came in handy in this task, it could not substitute the logical thinking.

In the interview conducted after the research students admitted that they were so
preoccupied with using GDC itself that they did not find any other solutions. However,
they would probably be able to find general patterns otherwise. Additionally, they seemed
to believe that they probably would not discover the main theorems of calculus because
they worked only on polynomials (and rational functions in the case of limits).

Although students had some problems with differentiation they hardly had any
problems with generalization of patterns for integrals. It means that students have to have
more stimuli in solving tasks.

Answering the questions set in the introduction we can conclude that

1. It is a good idea to use GDC mode Graph to introduce sense of limits of functions
rather than mode Table (especially in points where the function is undefined).
2. GDC can be used for finding general patterns for derivatives of monomials but for

polynomials with at least two coefficient different than zero it seems to be too difficult
(without any aid from the teacher).
3. Examining some other behavior of derivatives occurred too difficult for the
majority of students (especially in the field of monotonicity and concavity but also for
derivatives of composite functions).

To conclude finally, it seems profitable to use GDC in topic of limits and calculus.
However, a teacher should do it in moderation. Moreover, a teacher should be engaged in
teaching derivatives and integrals with GDC too as it appears that students familiar with
modern calculators, when unaided, have problems with the generalization and
confirmation of previously obtained patterns.

This research has showed that there are some dangers of investigation calculus with
GDC. Hence in some examples it is the main role of the teacher to correct improper
thinking of the students in order not to develop bad habits among them.

In the nearest future the research is planned to be repeated among randomly chosen
students from universities (who are to learn calculus) in order to confirm or rejects my
current observations.
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ON AN APPROXIMATION OF NUMBER 7«
O JEDNOM ODHADE CiSLA 7«

MICHAELA KLEPANCOVA — MAREK VARGA

ABSTRACT. In the arcticle with the help of the elementary geometric considerations we will try
to find Viete's formula for evaluation the number 7z . At the same time we find the possibility
of approximation of this constant.

KEYWOoRDSs: 7 , inscribed circle, circumscribed circle, aproximation

ABSTRAKT. V ¢lanku sa pomocou elementdrnych geometrickych uvah pokiisime ndjst Vieteov
VZOrec na vypocet c¢isla 7z . Sucasne najdeme moznost aproximdcie tejto konstanty.

KeUCOVE SLOVA: Ludolfove Cislo, kruznica vpisana (opisand) n — uholniku, aproximadcia

CLASSIFICATION: A 308
Uvod

Eulerova formula e” +1=0 je povaZovana za najkraj§i matematicky vzorec.
Obsahuje totiz zakladné konstanty matematickej analyzy, algebry, tedrie Cisel i geometrie.
V dalsich riadkoch sa budeme venovat' prave ¢islu 7, spomenutému aj v uvedenom
vztahu, ktoré pozname predovsetkym z geometrie. Toto Cislo je zname uz z viacerych
starovekych civilizacii, pricom kazda pouzivala svoju vlastni aproximaciu. Napriklad

. . . 25 . .
Vv babylonskej matematike sa pocitalo s hodnotou ﬂ:E:&lZS; egyptski matematici

256

zas polozili 7= a1 =3,1605; v Biblii postacila aproximacia 7 =3. Zatial’ ¢o nas prvy

uvedeny odhad je asi zobdobia 2000 rokov p. n. I, Archimedes zo Syrakuz v dobe
22 22 y

priblizne 200 rokov p. n. l. uz nasiel ohranicenie 7—13i3,140< 7r<7i 3,142 . Dalsi

zaujem o toto Cislo prichadza az v stredoveku — Viete ho ur€il s presnostou na 9
desatinnych miest, van Roomen na 15, Ludolf van Ceulen dokonca na 35 desatinnych
miest (v roku 1610). Odvtedy ¢islo 7 nesie oznacenie Ludolfove ¢islo.

Nasledujtiicimi tivahami sa pokiisime odvodit’ rovnost’

ﬁ'\¢2+\/§.xlz+\/2+ﬁ ‘\/2+x/2+¢2+\/§‘ 2
; > ) 5 =

V4
ktoru este v roku 1593, no odlisSnym spdsobom, objavil francizsky matematik Francois
Viete a ktoré zovseobecnil Leonard Euler v tvare

. a o [04
lim COS—-COS— -COS—-...-COS — = ——.
N—o0 2 2 2 2n a
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Z nagho postupu vyplynie aj istd moznost odhadu &isla 7 ."

KruZnice opisané n - uholniku

2"1. yholnikov s konstantnym obvodom o.

Uvazujme postupnost’ pravidelnych
Nech kruznice k, (kde n=1, 2,...) opisané uvazovanym 2"*1_ uholnikom su ststredné

so stredom v bode S (obr. 1).

B
C ol B,
SNeo T~ N
~ "
RS - -
\\\\ B
N Y [
X
% 7
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. C, -
\ / s
\ 1
\ i
- l;
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| v
| Ve
7
S ] A .
1 2
(]
ol v,
’ y 2 U
ot ’ 5
iy 7 /
7 7 /
’ ’
22 I
y P
> A
- 1 X
> /’// N ™ \ S
A 1|k,
Obrazok Obrazok 2

Ozna¢me AB; stranu pravidelného 22 - uholnika s obvodom o, potom pre jej dizku

. 0 . . .
samozrejme plati |AlBl|=Z Ak bod S je stred kruznice k,, opisanej uvazovanému

Stvorcu, potom usecka SA je jej polomerom (obr. 2).

Ozna¢me P, pdtu kolmice z bodu S na stranu A B, uvazovaného Stvorca, t.j. isecka SP

je vyskou zbodu Sna stranu uvazovaného §tvorca. Dizku polomeru SA, kruZnice k;

oznaéme r adizku vysky zbodu Sna stranu AB, uvaZovaného $tvorca ako v, teda

Nech use¢ka A,B, je stranou nasledujuceho pravidelného 23~ uholnika s obvodom o.
o 0 360° .

Potom pre jej dlzku a velkost’ uhla A,SB, plati |AQBZ|:§, |KAZSBZ|:T, tj.

[ABy| =J|AB, |<A,SB,| =2 |cASE.

To vSak znamena, Ze stranu A,B, pravidelného osemuholnika m6Zeme zostrojit’ ako
strednu priecku trojuholnika AB,C;, kde bod C; je priese¢nik osi uhla ASB,

“v predoslych riadkoch sme spomenuli velikanov, ktory sa snazili vy¢islit 7z logickymi, tj. matematicky
korektnymi, postupmi. Ako protiklad k tomuto rieSeniu problémov mézeme tradi¢ne pouzit’ politikov a ich
spravanie. V roku 1897 sa v state Indiana jednoducho rozhodli, ze “spravnu” hodnotu 7 mdzu uzakonit’
legislativne... Nastastie, tato procedura bola preruSena istym matematikom, ktory zhodou néhod sa tohto
zasadania zucastnil.

100



O JEDNOM ODHADE CISIA =&

skruZznicou  k;. Potom je polomerom kruznice k,, opisanej uvazovanému
osemuholniku. Nech P, je pdta kolmice zbodu S na stranu A,B, uvazovaného
osemuholnika, t.j. ise¢ka SP, je vySkou z bodu S na stranu uvazovaného osemuholnika.
Dizky use¢iek SA,, SP,, podobne ako v predchddzajicom pripade ozna¢me |SA2| =r,,
|SP2| =v,. KedZe r, je dizka strany a v, dizka vysky na zakladiu rovnoramenného
trojuholnika A,SB,, je zrejmé, Ze plati r, > v, .

Z obr. 2. tiez vidime, Ze 1, -V, =|C,P|<|C\R|=r—V;. KedZe v, je vyskou na stranu
A,B, rovnoramenného trojuholnika A,B,S, kde |A,S|=|B,S|=1,, tak r,—v,>0.
Odtial’ uz vyplyva platnost’ nerovnosti 0<r, —v, <f—V;. No vzhladom k tomu, ze
usetka A,C, lezinaosiuhla B,A,C,, bod C, patriusecke C,P,, tj. |C,R|<|CP,|.
Kedze usecka A,B, je strednou prieckou trojuholnika AB,C,,  tak

|C1P2| = %|C1P1| = %(I‘1 —V;). Zhrnutim uvedeného dostavame

1
pripadne

O<Q—N2<%(q—w)

By ,"/ é
Cy B =2

/A N\
P T
-2 3 U2

vy

4 T3 \\

cn’//

AR &
Obr. 3

Stranu A;B, pravidelného Sestnastuholnika, pre ktorej dizku plati |AgB3| = %|AQBZ| = %
modzeme analogicky ako v predchadzajicom pripade zostrojit ako stredn(i priecku
trojuholnika A,B,C,, kde bod C, je priese¢nik osi uhla A,SB, skruznicou Kk,
(obr. 3). Potom tusecka SA;, kde |SA3| =1;, je polomerom kruznice k; opisanej
uvazovanému 3estnastuholniku a usetka SP;, kde |SPy|=v;, je vyskou zbodu S na
stranu uvazovaného pravidelného Sestnastuholnika.

Z obr. 3 vidime, 7e Iy —V; =|C3Ry| <|CoRy| =1, —V,, tj. O<ry—Vy<r,—V,. Vyuzitim

nerovnosti z predchadzajtceho pripadu tak dostavame O<r;—v; <r, -V, < —V;. KedZze
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Usetka AC, lezi na osi uhla B;AC,, bod C, patriusecke C,Py, tj. |C5Py|<|C,Ry|.

Analogicky ako v predchadzajuicom pripade, tUse¢ka  AsB;  je strednou prieckou
1 1

trojuholnika A;B,C,, teda |C2 P3| = §|C2 P2| = E(rz —V,). Odtial uz vyplyva nerovnost’

1 1 1

resp.
0<r;—Vv, <2—12(r1—v1).

V zostrojovani pravidelnych 2" uholnikov s konstantnym obvodom 0 médzeme zrejme

podobnym spdsobom pokracovat’ l'ubovolne dlho. Nech teda usecka SA,, kde |SA1| =r,,

je polomerom kruznice K,, opisanej uvaZovanému 2" uholniku a usecka SP,, kde

2™1_ yholnika.

|SPn| =V,, je vyskou z bodu S na stranu tohto pravidelného
Potom zrejme plati aj nerovnost’ I, —V, =|Cn Pn| <|Cn_1Pn_1| =I,_4—Vy4. Vzhladom na
to, z& Vv, je vySkou na zadkladfiu rovnoramenného trojuholnika AB,S, kde
|AS|=|B,S|=T,, pre kazdé neN tiez plati r,>v,, &z r,—v,>0. To viak
znamena, Zze plati O<r, =V, <Ih1—Vh- Vyuzijuc nerovnosti, ziskané
v predchadzajucich pripadoch, dostavame
0<.<lh =V, <.u<3=Va <L =V, <[ —V;.

Podobnymi tvahami ako V predchadzajicich pripadoch by sme zrejme tiez dospeli
k zaveru (ktory mozno dokazat’ matematickou indukciou), ze pre vSetky neN tiez plati

1 1 1
h—Vh = |Cn I:)n| < |Cn—1Pn| = §|Cn—1Pn—1| = E(rn—l _Vn—l) < F(rl _Vl) )
resp.
1
r—v, < F(rl V).
Z uvedeného uz vyplyva, ze pre vSetky neN plati

1
o<r,—v, <F(rl—v1).

. . 1 - .
Ked7e lim0=0 asucasne lim ——(r —v;)=0, tak na zéklade vety o limite zovretej
n—o n—oo 2n—l

postupnosti dostavame
lim (r, —v,)=0 resp. limr, =limv,.
—0

I
n—oo n—oo n

Nech limr, =limv,=R. Pretoze r, je polomer kruZnice opisanej 2"*'- uholniku a
n—oo n—o0

V, zas polomer kruZnice vpisanej 2" uholniku, pre obvod 0 2" uholnika, kde
n=12,..., plati
27V, <0< 27k, .
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No kedze lim 2zv, =27zR atiez lim 271, =27R, z vety o limite zovretej postupnosti

n—oo nN—oo
, .- . 0
vyplyva, ze aj 0=27zR, Cize R:2—.
T

Geometricky mozno interpretovat’ tento fakt nasledovne: existuje jedind kruznica, ktora je
zaroven Clenom postupnosti vpisanych i opisanych kruznic; navysSe — tato istd kruznica je

sucasne akymsi limitnym ,, 2" yholnikom* v postupnosti nami konsStruovanych 2mi_
uholnikov.

B< B,
C, Lo By
7 C, 47
rl iy
y ‘A
7 ‘1"1 /
s, 7"2
a 2 Us a
y > 2 . 4
I’I «a
A [0}
1 T S Ay P 5
k1 k. il k3
Obr. 6a Obr. 6b

Ak ozna&ime velkost uhla |ASC,| =% symbolom ¢, potom z obr. 6a, 6b je uz zrejmé,

5 T a a ) ) . . "
7e plati -2 = COSE , 2= Cosz—z. Matematickou indukciou uz potom l'ahko dokazeme,
h I

y oy . ,
7e pre kazdé neN plati rovnost —— =cos .
r 2”—1
n-1
Dosadenim prave =ziskanych rovnosti do nasledujucej trividlne platnej rovnosti
LhEh T

L=n2.3. 2. pre r, tiez dostdvame
h b I3 T2 T
L Lo ha T a o o @
h=n-2.2. 2. L. —p.c0S - C0S—-COS—z-...-COS——.
nnn o g 2 2 2

Vyuzijic skuto¢nost’, ze  lim r, =R, ziskavame

n—oo
. . (24 (24 (24 (24
limr, = limr -cos—-cos— - CoOS—-...- COS =R,
n—o n—ow 22 23 on-1

resp.

. o a a a R _on
lim COS—-COS—Z-COS—3-...-COS ==
n—o0 2 2 2 2n_ n n
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7 _\2

4 2

Kedze o= a cos , pouzitim vztahu pre polovi¢ny argument kosinusu, t.j.

QY

[EN
+
o
(@}

X A v 4 .’ b r b
COSE = , mozeme predchadzajiicu rovnost’ napisat’ v tvare

«f2+\/§.\[2+\f2+\/§‘\/2+xf2+\l2+xﬁ. _E:;
; 5 5 =—=£E

n n

1 2
Ak zvolime 0=2, potom R=— a r=—, dostdvame

V4 4
\/2+J§_«/2+\/2+\/§_\il2+x¢2+\/2+«5. 22
2 2 2 T

T

pripadne po uprave ziskavame rovnost’

ﬁ.\¢2+\/§.\/2+\/2+\/§ '\[i2+\/2+«l2+\ﬁ_ 2
2 2 2 2 T

3

Navyse si v§imnime, Ze z uvedeného tieZ vyplyva moznost’ aproximacie ¢isla 7, kedze
pre kazdé neN plati

0 .0 0
vV, <R<n, v, <—<rn, tj, —<zr<—.
2w 2r, 2V,

Zaver

Vypocet Cisla 7z fascinoval matematikov ¢i laikov uz oddavna. V ¢lanku sme sa
dostali k vzorcu, ktory inym spdsobom odvodil koncom 16. storo¢ia Francois Viete
(zaujimavost'ou hodnou spomenutia je, Ze v tomto zapise sa prvykrat v historii matematiky
objavil nekone¢ny sucin). Zaroveni sme pri naSom postupe pri opisovani kruznic nasli
metddu na jednoduché ohranicenie Ludolfovho ¢isla.
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THE SECOND GRAPHIC VIEW OF PROGRAM GEOGEBRA
DRUHE GEOMETRICKE OKNO V PROGRAME GEOGEBRA

MARIA KMETOVA

ABSTRACT. Dynamic program GeoGebra has its place in mathematics teaching for several
years. The program allows its effective use in various areas of mathematics by opening of
different types of views (such as algebraic, CAS, spreadsheet, construction protocol, etc.). In
this paper, we focus on the use of possibility to open the second graphic view, which provides
program GeoGebra 4.2. We present examples for simultaneous viewing and comparing
different geometric constructions with the same starting data.

KEey WoRDs: GeoGebra, geometric constructions, parallel coordinates

ABSTRAKT. Dynamicky program GeoGebra ma uz niekolko rokov svoje miesto vo vyucovani
matematiky. Otvaranie réznych typov okien (ako napr. algebraické, CAS, tabulkovy kalkulator,
postup konstrukcie, atd’) v programe umoznuje jeho vyuZitie v réznych oblastiach matematiky.
V tomto ¢lanku sa zameriavame na vyuzitie moznosti otvorit’ druhé geometrické okno, ktoré
poniika program GeoGebra 4.2. Uvadzame priklady na simultanne sledovanie a porovndvanie
roznych geometrickych konstrukcii s totoznymi vychodiskovymi udajmi.

KrUCOVE SLOVA: GeoGebra, geometrické konstrukcie, paralelné suradnice

CLASSIFICATION: G90, R60, U70

Uvod

Vo vyuCovani geometrie je ¢asto vel'mi uzito¢né nejaky jav skimat’ z réznych hladisk
a poukazat’ na viaceré suvislosti. Geometrické objekty sa viacSinou daju zostrojit’ roznymi
kons$trukciami. Dve vedla seba umiestnené geometrické okna v GeoGebre [5] poskytuju
vyborni moznost’ na porovnanie a pochopenie vztahov medzi jednotlivymi krokmi
roznych konstrukcii toho istého geometrického objektu.

V prispevku uvedieme priklady na dva druhy konstrukcie kuzeloseciek, konsStrukciu
hodografu krivky a konstrukciu dudlneho obrazu krivky. V kazdom z vymenovanych
pripadov je mozné sledovat’ konstrukciu jedného vybraného bodu danej krivky (resp. jemu
zodpovedajticej priamky) paralelne v dvoch réznych suvislostiach.

KonS$trukcie kuzeloseéiek

Jeden z dvoch tu porovnanych konstrukcii elipsy (resp. hyperboly) je nasledovna. Tieto
kuzeloseCky vytvarame ako mmnozinu vsetkych stredov kruznic dotykajlcich sa danej
kruznice a prechddzajlicich danym bodom. Ak dany bod sa nachadza vo vnutri danej
kruznice, dostaneme elipsu, v opa¢nom pripade dostaneme hyperbolu. Konstrukcia
pomocou programu GeoGebra je nasledovna: Na urcujlcej kruznici & so stredom O; (a
polomerom dizky hlavnej osi hlPadanej elipsy) si zvolime bod D. Hrladany stred
G kruznice, ktora sa dotyka kruznice kvbode D aprechadza danym bodom O, sa
nachadza na osi o tetivy DO, a zaroven na priemere DO, kruznice k, teda G = DO; N o.
Kedze uz pozname jeden bod (bod G) hl'adanej krivky, sta¢i pouzitim tlac¢idla ,,mnozina
bodov* vyznacit bod D kruznice kabod G, ktory hladanti mnozinu bodov urcuje.
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Program vykresli mnozinu bodov, ktoré by sme dostali obdobnou konstrukciou ku vsetkym

bodom kruznice k, teda elipsu s ohniskami O; a O,.

Ak bod O, je vonkaj$im bodom

kruznice k, tak body G opiSu hyperbolu. Ak danu kruznicu k£ nahradime priamkou p, tak
mnozina vsetkych stredov jej dotykovych kruznic prechadzajicich bodom O, tvori

parabolu s riadiacou priamkou p a ohniskom O,.

a=6

Obrazok 1

Z didaktického hladiska je velmi dobré tGto konstrukciu porovnat’ s konstrukciou
kuzel'oseCiek podla definicie. Teda v pripade elipsy zostrojime body, ktorych stcet
vzdialenosti od danych dvoch bodov F; a F; je dana konStanta vicsia ako vzdialenost’ F,F,
(dizka hlavnej osi hladanej elipsy). Na obrazku 1 vidime ukazku stcasnej konstrukcie
bodu elipsy danej velkostou hlavnej osi 6 jednotiek a vzdialenostou ohnisk 4 jednotky
v dvoch geometrickych oknach, kde pohybom bodu D po urcujucej kruznici program
GeoGebra postupne vykresl'uje vznikajice body G na pravej strane a zodpovedajice body

A na lavej strane (pricom |F;A| = |0,G| a |F,A| + |F,A| = |0,G| + |0,G| = 6).

N N
=N

.

a=6

Obrazok 2

Obdobne sa daju vytvorit’ dvojice konstrukeii bodov hyperboly alebo paraboly.
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Tato konStrukcia umoziuje aj ukdzku tvorby prisluSnej obalovej krivky, ktoru tvoria
doty¢nice v jednotlivych zostrojenych bodoch. Pre elipsu to vidime na obrazku 2.
Konstrukcia krivky a jej hodografu

Hodograf krivky je taka krivka, ktora vyjadruje zmeny smeru doty¢nice povodnej
krivky v kazdom jej bode [1], [3].

A C B

P o -

Obrazok 3

Na obrazku 3 na pravej strane vidime hodograf krivky z I'avej strany. Pohybom bodu C po
usecke AB ur¢ime parameter z intervalu (0, 1) pre ktory sa zobrazi bod krivky ur¢eny de
Casteljauovym algoritmom [1] s vyznacenou doty¢nicou a dotykovym vektorom, ktory je
polohovym vektorom bodu H na hodografe krivky na pravej strane.

Dualita a paralelné suradnice

Nech su dané body shomogénnymi suradnicami (xq,x,,1) v kartezianskej
suradnicovej ststave (0, &, é,) rozsirenej euklidovskej roviny E,. Nech je suradnicové
ststava s paralelnymi osami [2], [4] vloZena do suradnicovej sustavy (0, €;, €,) S kolmymi
suradnicovymi osami X, Y tak, Ze paralelné suradnicové osi x; a x, st dané rovnicami X =0
resp. x =1 v tejto sustave.

Definujeme dualitu, ktora priradi kazdému bodu B = (xq,x,,1) rozsirenej
euklidovskej roviny E, priamku uréent spojnicou vyznadenych suradnic x; ax, na
paralelnych suradnicovych osiach. Rovnice priamok — obrazov bodov ur¢ime nasledovne:
Ku kazdému bodu B priradime priamku p dant vSeobecnou rovnicou ax + by + ¢ = 0,

kde
1 -1 0\ /x1
[a,b,c] = ( 0 O 1) <x2> .
-1 0 O 1

Pre nevlastné body rozsirenej euklidovskej roviny (x4, x5, 0) dostaneme

1 -1 0\
0o 0 1 .<x2> = [x1 — x3,0, —x4],
-1 0 0 0
¢o znamena, ze obrazmi nevlastnych bodov rozsirenej euklidovskej roviny budu priamky

rovnobezné s 0sou y. Viac 0 tejto dualite najde Citatel v literattre [4].
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Kvoli jednoduchosti, v d’alSej Casti namiesto zobrazovania Utvarov v siradnicovej sustave
S paralelnymi sturadnicovymi osami budeme hovorit’ o zobrazovani utvarov Vv paralelnych
suradniciach.

Program GeoGebra umozni vizualizovat body aich dudlne obrazy v paralelnych
suradniciach simultanne v dvoch geometrickych oknach. Na obrazku 4 vidime vyznacené
body leziace na jednej priamke aich dudlne obrazy - priamky prechadzajuce jednym
bodom, ktory je duadlnym obrazom povodnej priamky.

a4

Obrazok 4

Obrazy niektorych rovinnych kriviek v paralelnych stradniciach

Pomocou programu GeoGebra [5] vieme vykreslit obrazy niektorych rovinnych
kriviek v paralelnych suradniciach vo vedl'a seba umiestnenych geometrickych oknach.
Mozeme tak simultdnne sledovat’ tvorbu bodovej krivky a zodpovedajucej dualnej
priamkovej (obalovej) krivky v paralelnych suradniciach.

/

/77/%

* /1 ”/ 1y /

Obrazok 5

Obrazom nevlastného bodu v tomto dualnom zobrazeni je priamka rovnobezna s osou Y.
[2], [4]. Vyplyva z toho, Ze priamky, ktoré tvoria obraz krivky s vlastnymi bodmi, obal'uju
krivku ,,podobnu hyperbole” [4]. Priklad takejto krivky a jej obrazu, ako boli sucasne
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vytvorené v dvoch geometrickych oknach vedl'a seba, vidime na obrazku 5. Dualny obraz
elipsy (aj kruznice) je hyperbola, obrazy bodov hyperboly obaluju elipsu [3] (pozri
obrazok 6).

W
VIiN

e

g
E

o ”'I//’i/f;fk// g
_ //,/// .

7

Obrazok 6

Dalsi zaujimavy vztah mozeme objavit a zviditelnit pomocou dvoch
geometrickych okien programu GeoGebra medzi bodovou krivkou a jej dudlneho obrazu.
Inflexnému bodu krivky zodpoveda bod vratu na dudlnej krivke a naopak, bodu vratu na
krivke zodpoveda inflexny bod na dualnej krivke [4]. V prvom geometrickom okne na
obrazku 7 je Bézierova krivka sinflexnym bodom zostrojena de Casteljauovym
algoritmom [1] a v druhom geometrickom okne je vykreslena prislusna (obalova) dualna
krivka s bodom vratu .

-02

Obrazok 7
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Zaver

V ¢lanku sme poukazali na uzito¢nost’ didaktického vyuzitia druhého geometrického okna
Vv novej verzii programu GeoGebra.

Literatara

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

Farin, G., Hansford, D. (2000). The Essentials of CAGD. A K Peters 2000,
ISBN 1-56881-123-3

Kmetova, M. (2012). Paralelné saradnice v geometrii. G - Slovak Journal for
Geometry and Graphics, N°18/2012, Volume 9, Slovenska Spolo¢nost’ pre Geometriu
and Grafiku Bratislava 2012, str. 31-40. ISSN 1336-524X

Kmetova, M. (2005). Pohyblivé krivky. Zbornik prispevkov z vedeckého seminara
Rozvijanie priestorovej a geometrickej predstavivosti, FPV UKF Nitra 2005, pp. 17-
22 ISBN 80-8050-863-1

Inselberg, A. (2009). Parallel Coordinates, Visual Multidimensional Geometry and Its
Applications, Springer 2009, ISBN 978-0-378-21507-5

WwWw.geogebra.org

Clanok prijaty dia 25. Aprila 2013.

Adresa autora

doc.

RNDr. Maria Kmetova, PhD.

Katedra matematiky, Fakulta prirodnych vied, UKF v Nitre, Tr. A. Hlinku ¢. 1, SK — 949 74 Nitra;
e-mail: mkmetova@ukf.sk

Pod’akovanie
Clanok vznikol s podporou grantu KEGA 004UJS-4/2011.

110


mailto:mkmetova@ukf.sk

FACULTY OF NATURAL SCIENCES
CONSTANTINE THE PHILOSOPHER UNIVERSITY NITRA
ACTA MATHEMATICA 16
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MATEMATIKA GLOBALNE

IVETA KOHANOVA

ABSTRACT. In this article we focus on basic principles and aims of global education, which
supports development of pupils ‘ critical thinking. In concrete example of mathematics lesson
with global context we also introduce three-phase model of teaching, model EUR.

KEey WoRbs: global education, critical thinking, mathematics

ABSTRAKT. V clanku sa venujeme zakladnym principom a cielom globalneho vzdelavania,
ktoré pomaha rozvijat' kritické myslenie Ziakov. Na konkrétnej ukdzke vyucovacej hodiny
matematiky s kontextom globdlneho problému predstavujeme tiez trojfazovy model vyucovacej
hodiny EUR..

KrUCOVE SLOVA: globdlne vzdelavanie, kritické myslenie, matematika

CLASSIFICATION: A40

Globalne vzdelavanie, kritické myslenie, ako a prec¢o?

Dna 18.1.2012 bola na rokovani vlady Slovenskej republiky schvalena Narodna
stratégia pre globalne vzdelavanie na obdobie rokov 2012 — 2016 [1]. Jej predkladatel'mi
boli Ministerstvo zahrani¢nych veci SR a Ministerstvo Skolstva, vedy vyskumu a Sportu
SR, ktoré pri jej tvorbe tzko spolupracovali s Platformou mimovladnych rozvojovych
organizacii. Pri vypracovani stratégie bol kladeny doraz na dlhodobé zvySovanie
povedomia slovenskej spolo¢nosti o problémoch globalneho sveta a schopnostiach
Slovenska i jeho obCanov poméhat’ inym, ako aj na realne zlepSenie kvality slovenského
vzdelavacieho systému s minimalnym zatazenim S§tatneho rozpoctu. Témy globalneho
vzdelavania, ktoré napomozu ziakom a Studentom ziskavat’ tieto zru¢nosti, maju byt preto
do vyucovacieho procesu na Slovensku zaclenené¢ formou doplnenia existujiicich osnov
jednotlivych predmetov, teda aj matematiky.

Globalne rozvojové vzdelavanie je vzdelavanie, ktoré zdoraziuje globalny kontext v
uceni (sa). Prostrednictvom neho si ziaci uvedomuji, ze globalne problémy ako je
ekonomicka a finan¢nd kriza, nelegalna migracia, bezpecnostné hrozby, klimatické zmeny
a vyvoj v inych cCastiach sveta ovplyviluji Zivot aj u nas. Pri tomto type vzdelavania
dochadza aj k rozvoju kritického myslenia a k hlbSiemu porozumeniu spominanych
fenoménov. Globalne vzdelavanie prinaSa zmenu postojov ziakov, poskytuje priestor na
uvedomenie si vlastnej tlohy vo svete, v ktorom zijeme, motivuje I'udi k zodpovednosti a
vychovava smerom k osvojeniu si hodnét aktivneho globalneho obcana.

Pri jeho zaclenovani do vyucovania matematiky sa mozno insSpirovat’ metodickymi
priru¢kami [2], ktoré vydalo obg&ianske zdruzenie Clovek v ohrozeni. Ukazuje sa, Z
najefektivnejs$i model zaclenovania globalnych tém do vyucovania je trojfazovy model
vyutovacej hodiny EUR, ktory reSpektuje mechanizmy prirodzeného ucenia a podporuje
rozvoj kritického myslenia. Tento model opiSeme v nasledujiicej kapitole. Co sa viak
mysli pod pojmom kritické myslenie? Na prvy pohlad (prvé pocutic) nam toto slovné
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spojenie moze evokovat nieCo negativne; ako kritika osoby, ¢inov, ¢i chovania alebo
postojov. Slovo kritika (pochadzajuce z gréckeho kritiké) vsak znamend umenie rozliSovat
a posudzovat’. Je to zrucnost, ktora nam umozni lepSie si poradit’ s poziadavkami 21.
storoCia. V stcasnej dobe informacnej explozie je ¢lovek Coraz CastejSie niteny ziskané
informacie triedit, porozumiet' im, pochybovat' o nich aaz na zaklade dokladného
uvazovania si vytvorit’ vlastny ndzor a stanovisko. Ocakavanym vystupom Skolského
vzdelavania st preto mysliaci ziaci, ktori ako obcania budu prispievat’ k rieSeniu problémov
spolo¢nosti a vytvarat’ hodnoty. Kazdy obcan, by mal byt schopny nielen posudit
vyhodnost’ nakupu, ale aj orientovat’ sa na istej trovni v zadkonnych pravidlach, ¢i
rozmanitych ponukich z akejkol'vek oblasti zivota, a tiez rozlisit, ¢o je principidlna
politika a Co st prazdne populistické frazy. Uvedieme niekol’ko definicii kritického
myslenia [3], [4], [5].

., Kritické myslenie je mentalny proces, ktory slizi na ziskavanie a hodnotenie
informacii a nachddzanie logickych a objektivnych zaverov.

., Kritické myslenie ¢i uvaZovanie je intelektudlny proces, ktory spociva v pojmovom
uchopeni (konceptualizdcii), analyze, syntéze a vo vyhodnoteni informdcii.

. Mysliet' kriticky znamend uchopit myslienku a skumat jej vychodiskd, podrobit ju
Nezaujatému skepticizmu, porovnavat ju s opacnymi nazormi, vytvarat viastné predpoklady a
na zaklade toho zaujat urcité stanovisko. Kritické myslenie je zloZity proces tvorivej
integracie myslienok a informdcii, proces restrukturalizdacie konceptov. Je to aktivny a
interaktivny kognitivny proces prebiehajuci sucasne na mnohych urovniach. Obycajne je
cielavedomy, ale rovnako méze byt tvorivo improvizacny. *

Vo vSetkych uvedenych definicidch je informécia (myslienka) najprv ziskana
auchopend, anakoniec vyhodnotena. Tak, ako naznaCuje definicia [5], samotnému
vyhodnoteniu predchadza analyza a syntéza, ktoré st podla [6] chapané ako myslienkové
operacie v procese kritického myslenia. Tieto operacie v sebe zahtiaju isté zrucnosti, ktoré
operacie dotvaraju (Obrazok 1).

Analyza
Klasifikacia
Identifikacia predpokladov
Urcenie hlavnej myslienky
Nachédzanie pri¢innosti a naslednosti

Hodnotenie Syntéza

Prijimanie a odmietanie Porovnavanie
informacii Logické myslenie
Urcovanie kritérii Restrukturacia celkov
Rozpoznanie chyb

Overovanie

Obrazok 1: Model kritického myslenia
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Model EUR

Trojfazovy model vyucovacej hodiny EUR (Evokacia - Uvedomenie si vyznamu-
Reflexia) sa v nasich zemepisnych Sirkach rozsiril vd’aka projektu Citanim a pisanim ku
kritickému mysleniu [5]. Jeho jednotlivé fazy mozno charakterizovat’ nasledovne:

Evokacia

V ramci tejto Casti vyucovacej hodiny vyzveme ziakov, aby sa zamysleli, ¢o uz o danej
téme vedia alebo ¢o by sa chceli dozvediet. Vytvoria si akusi databazu individualnych
vedomosti, ktoré budu rozsirovat’ o nové. Kazdy ziak ma teda prilezitost’ uvedomit’ si, ¢o
uz vie, alebo tusi, Comu rozumie, aky ma na dany problém nazor, skisenosti a tiezZ musi
formulovat’, ¢o nevie, ¢o sa potrebuje dozvediet’, aby mohol zaujat’ stanovisko alebo dany
problém vyriesit'. Evokacia je teda prilezitost’ pre uistenie sa, ale aj pochybnosti, hypotézy
a otazky. Takto ma ziak moznost’ aktivne nadobudnut’ trvalé vedomosti, ked’ze informacia,
ktort si ziaci vedia spojit’ s doterajsimi vedomost'ami nie je odsudena na zabudnutie.

Uvedomenie si vyznamu

V ramci tejto fazy Ziaci ziskavaju nové poznatky, overuju si svoje pévodné koncepty
0 danej problematike, a na ich zaklade si uvedomujii vyznam a suvislosti. U¢itel’ v tejto faze
najviac ovplyviiyje, s akymi informaciami, faktami, ilohami, ¢i problémami sa ziaci zaoberaju.
Mal by predkladat podnetné materidly, ktoré smerujii k dosiahnutiu vychovno-
vzdelavacieho ciel'a hodiny. TieZ iniciuje prepojovanie novych poznatkov s poznatkami
nazhromazdenymi V evokécii a snazi sa udrzat’ ziakov motivovanych.

Reflexia

V tejto faze hodiny si ziaci pripomenu, s ¢im sa pocCas hodiny stretli, k akym
poznatkom dospeli aststredia sa na vyznam, ktory si uvedomili. Tento vyznam
interpretujt, v ramci diskusie kladu otazky tykajtice sa spornych bodov a snazia sa tento
vyznam aplikovat’ aj v inych oblastiach. Reflexia je prilezitost’ pozriet’ sa na doterajsi
proces ucenia sa, ziak si uvedomuje, aké poznatky ziskal, comu porozumel, pripadne aké
postoje zmenil. AZ vtejto faze si ziaci skutocne osvojuju ucivo atu vznikaju trvalé
vedomosti. UCitel' kladie zrozumitelné otazky, ktoré podporuji diskusiu a tak ziskava
spatnu viazbu, comu jeho Ziaci neporozumeli. V ramci tejto Casti je dolezity aj dostatocny
Cas na sebareflexiu ziakov.

V nasledujiicom texte uvedieme konkrétnu ukazku zaclenenia globalneho vzdeldvania na
hodine matematiky pre 8. ro¢nik zakladnej Skoly. Namet bol in§pirovany aktivitou publikovanou na
stranke Popula¢nej kancelarie vo Washingtone (http://www.prb.org) a prispdsobeny lokalnym
podmienkam.

Globalne vzdelavanie v ramci hodiny matematiky

Nazov aktivity: Budovanie pyramidy
Vyucovacie ciele: ziak ma vediet’:
- interpretovat’ grafické informacie,
- porovnat’ idaje vo viacerych grafoch,
- vytvorit modifikovani pyramidu v podobe stipcového diagramu,
- zhodnotit’ ¢o ma vplyv na zmeny vo vekovej pyramide,
- vysvetlit’ dolezitost’ vekovej a pohlavnej Struktury populacie.
Kompetencie: interpretacia grafickych tidajov, znazoriovanie udajov na diagrame
Material: populaéné pyramidy pre 3 rbézne krajiny, tabulka s udajmi o pohlavnej
a vekovej Strukture obyvatel'stva pre viacero krajin (najlepSie tolko, kolko je Ziakov v
triede)
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Priebeh hodiny:

Evokacia:

Na zaéiatku hodiny kladieme Ziakom otazky, na ktoré sa snazia odpovedat: Co je to
populacia? Aky je priemerny vek l'udi na Slovensku? Ludi v ktorej vekovej kategorii je
U nas najviac? Aku ulohu zohrava vek l'udi v krajine? Aku tlohu zohrava pohlavie I'udi
Vv krajine? Ako sme spominali vyssie, nie je dolezité, aby ziaci vedeli odpovedat’ na vSetky
otazky, ide len 0 ich zaangazovanie do aktivity, aby zacali nad otdzkami aspon uvazovat.

Uvedomenie si vyznamu:

Ziakom predstavime populaénii pyramidu Slovenska, v ktorej st znazornené udaje
zroku 2010 (Obrazok 2). Vysvetlime, Ze pyramida zndzorfiuje vekovi a pohlavni
Struktaru obyvatel'stva. Kazdé policko udava, kol'’ko percent zien alebo muzov z celkovej
populacie (5 431 000 obyvatel'ov) bolo v roku 2010 v danej vekovej kategorii [7].

Slovensko

Rok
Vek narodenia
95-99 ! 1910-1914
90-94 muzi " Feny 1915-1919
85-99 om 1920-1924
80-84 Co—— 1925-1929
75-79 ——— 1930-1934
70-74 [ 1935-1939
65-69 = 1940-1944
60-64 - 1945-1949
55-59 o 1950-1954
50-54 E : — 1955-1959
45-a9 - 1960-1964
40-aa — 1965-1969
35-39 — 1970-1974
30-34 — 1975-1970
25-29 e 1980-1984
20-24 e 1985-1989
15-19 — 1990-1994
10-14 1 1995-1999
5-9 1 2000-2004
0-a E £ 2005-2009
43 210 2 84

percentd

Obrazok 2: Popula¢na pyramida Slovenska v roku 2010

Pre lepSie pochopenie tejto pyramidy Ziaci hl'adaji odpovede na nasledujuce otazky: V
ktorej vekovej skupine je najviac 'udi? Kde (v ktorom dieliku) sa nachadzaji ziaci tejto
triedy? Je viac Tudi v Tvojej vekovej skupine alebo v tej pod Tebou? Co myslis, preco?
V ktorej vekovej skupine je vyrazne viac zien? Pozornost’ ziakov upriamime aj na fakt, ze
pyramida ukazuje aj histériu popula¢ného rastu, napriklad v 70.tych rokoch mali Tudia
vacsie rodiny. Ked sa uz ziaci vedia orientovat’ v pyramide, ukdZeme im populacné
pyramidy d’al$ich dvoch krajin, Konga a Rakuska, tiez s idajmi z roku 2010 (Obrazok 3).

Kongo Slovensko Rakisko
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Obrazok 3: Popula¢né pyramidy
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Nasledne by mali Ziaci interpretovat’ pyramidu pre Kongo; zhodnotit’ v ¢om sa odlisuje
od pyramidy pre Slovensko; zistit’ v ktorej vekovej skupine je najviac I'udi; urcit’ ak4 Cast’
obyvatel'stva je v tejto vekovej kategorii. Podobne interpretuju pyramidu pre Rakusko,
v ¢om sa 1isi od Konga a od Slovenska. V d’alSej ¢asti hodiny kazdy ziak nakresli upravena
populaénii pyramidu pre konkrétnu krajinu v podobe stipcového diagramu (pre
jednoduchost’ budeme pracovat’ len so 4 vekovymi kategoriami: 0-19, 20-39, 40-59, 60+).
Najprv vSak spolu so ziakmi prekreslime pyramidu pre Slovensko na zéklade udajov
z tabul’ky (Tabul’ka 1) do diagramu (Obrazok 4).

Vekova kategoria | muzi -
0-19 11 11
20-39 16 16
40-59 14 14
60+ 7 11

Tabulka 1: Vekova struktura obyvatel'stva Slovenska v roku 2010 (v percentach)

10 4
0 Bmuz
] mseny

Obrazok 4: Vekova struktura obyvatel'stva Slovenska v roku 2010 (v percentach)

Ziakov potom rozdelime do skupin po 4 a kazdému dame tabulku s datami pre jednu
(réznu) krajinu, pricom nevedia, pre ktort krajinu kreslia diagram. Pre limitujuci rozsah
¢lanku tieto tabulky s datami neuvadzame (data st dostupné na [7]). Dolezité je, aby
vV nasom vybere boli zastupené tak bohaté krajiny, ako aj rozvojové krajiny. Ked’ uz ziaci
nakreslili stipcové diagramy, v ramci skupiny si ich vymenia, porovnavaji a diskutuji, preco
asi vyzeraju rozne. Vsetkych ziakov teraz nechame samych popreskupovat’ sa do skupin
podla tvaru diagramov — ti, ¢o ich diagram vyzera podobne ako diagram Slovenska, atd’.
Ked je preskupovanie dokoncené, ziakom ukazeme zoznam krajin, ktorych diagramy
kreslili a nechame ich odhadnut’, ktora krajinu by mohli reprezentovat’. Potom im ukazeme
kla¢ spravnych odpovedi. Na zaver nechame ziakov hl'adat’ podobnosti medzi diagramami
krajin z rovnakého regionu.

Reflexia:

Na zaklade informacii, ktoré ziaci ziskali z populacnych pyramid, resp. z diagramov,
ktoré vytvorili, si mézu teraz porovnat’ svoje odpovede z Casti Evokacia. Na zaver hodiny
eSte rozvinieme d’al$iu diskusiu pomocou tychto otazok: Preco by asi vlady jednotlivych
krajin mali poznat podiel populacie v jednotlivych vekovych kategdriach? Aké produkty
pouzivaji mladi l'udia? Aké sluzby potrebuju? A ¢o stari l'udia? Je dolezité, aby vlada krajiny
poznala vek populacie, ktorej vladne?
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Zaver

Vediet' kriticky mysliet’ je nielen podla autorov Statneho vzdelavacieho programu [8]
dolezitou sucastou vedomostnej vybavy kazdého Zziaka. Je to kompetencia, ktord ziaka
pripravi na zvladnutie realnych zivotnych situécii, ktoré si budu vyzadovat’ zhodnotit’ dana
situaciu a nasledne sa rozhodnit' pre spravne rieSenie. Je preto dolezité u ziakov tato
kompetenciu rozvijat. V tomto ¢ldnku sme predstavili globalne vzdelavanie, ako jednu
z moznosti, ktora podporuje rozvoj kritického myslenia. Blizsie sme opisali metédu EUR,
ktora povazujeme za vhodny nastroj implementacie globalnych tém do vyucovania
matematiky, vzhl'adom na Narodnu stratégiu pre globalne vzdelavanie na obdobie rokov
2012 — 2016. Primarnym cielom globalneho vzdelavania vSak nie je dat’ priame odpovede
na otazky suvisiace s globalnymi problémami, skor primét’ Ziakov k tomu, aby videli veci
v suvislostiach, porozumeli globalnej podstate sveta, poznali pri¢iny a dosledky
najdolezitejSich globalnych problémov, ¢i uvedomili si rozdiely v ekonomickej a socialnej
situacii v réznych krajinach sveta, teda vedeli kriticky mysliet. Nentutenou formou tak
mozno prekvapivo robit’ aj na hodinach matematiky, pricom si myslime, ze globalne
vzdelavanie ponuka Siroky priestor aj pre podporu medzipredmetovych vztahov. V stvislosti
s ostatnou S$kolskou reformou a naslednymi zmenami vo vyucovani matematiky na
zakladnych a strednych Skolach bolo potrebné na to pripravit’ aj buducich ucitelov. To si
vyzadovalo zmeny v ich priprave, teda zmenu obsahovych naplni viacerych kurzov v ramci
ucitel'skej pripravy na vysokej Skole, z ktorych uz par prebehlo [9], [10]. Podobne aj
v suvislosti so zaclefiovanim globalneho vzdelavania do vyucovania vidime potrebu tieto
témy zarad’ovat’ do pripravy budicich ucitel'ov a pomocou odbornych ¢lankov oboznamit’
aj siroku ucitel'sku verejnost’ o danej problematike.
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SOLVING LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS IN MATLAB

RIESENIE LINEARNYCH DIFERENCIALNYCH ROVNIiC POMOCOU
MATLABU

LYDIA KONTROVA — IVANA POBOCIKOVA

ABSTRACT. The present paper describes the fact that revised and pedagogically justifiable
implementation of CAS systems (e.g. Matlab system) is a great contribution to teaching higher
mathematics. It brings practical applications to mathematics teaching and thus enhances
motivation and students’ interest in the discussed topic.

KEey WoRbs: linear differential equation, Matlab

ABSTRAKT. V ¢lanku poukdzeme na skutocnost overenu dlhorocnou praxou, Ze premyslené a
pedagogicky zdévodnené implementovanie systémov CAS (v nasom pripade systéemu Matlab)
Jje velkym prinosom pri vyucovani vysSej matematiky. Posuva jej vyucovanie viac k aplikaciam
z praxe, ¢im sa zvySuje motivdcia a zaujem Studentov o preberanii problematiku.

KrUCOVE SLOVA: linedrna diferencidalna rovnica, Matlab

CLASSIFICATION: C 70, D 40, B 40

Introduction

In this paper we show the examples of Matlab application to the solution of linear n-th
order constant coefficient differential equations. The assigned differential equation is
solved with the help of simple commands of the system Matlab. The examples can serve as
a simple manual for students — only the basic knowledge of Matlab and the knowledge of
mathematics on the level of the first form of bachelor study is sufficient.

During seminars we teach our students how to understand differential equations and be
able to solve them. From our experience we know that if the students are shown a concrete
application of differential equations in the field they study their interest in the defined
problem is higher. However, these application examples are sometimes computationally
demanding and hence time consuming. But if these examples are solved with the help of
the system Matlab they can be used in the teaching process to enhance the motivation of
students.

Computer algebra systems (CAS) and their place in teaching mathematics

Computer algebra systems (including Matlab) are strong computational and visual
tools with wide practical application. Using of CAS systems in mathematics teaching at the
university has both supporters and opponents.

Bernhard Kutzler from ACDCA (Austrian Centre for Didactics of Computer Algebra)
speaks about it in a very pertinent way: “There exist thousands of ways — good and bad —
how to use CAS in teaching. Inappropriate approaches usually come from technical
enthusiasts — teachers who use CAS just because they exist. But CAS should never manage
mathematics teaching — mathematics teaching (didactic intention) should manage their
application. “ [4].
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Helmut Heugl, the director of an Austrian project Derive and T1-89/92 adds: “If CAS
application is not pedagogically justified then it is pedagogically justifiable rot to use it“.
[5].

Systems CAS were created to make routine, long-winded and complicated calculations
instead of people, to make their work easier and provide desired results. But their usage
only for this purpose is from a didactic viewpoint (when we emphasize the development of
students’ mathematical education) insufficient and inappropriate.

We cannot be satisfied with the fact that our students are able to obtain the result by
application of suitable mathematical software. Our ambition is to lead students to
mathematical terms understanding and subsequent application of the received knowledge
in practice.

Therefore we consider using CAS with comprehension to be the most appropriate one.
In the first phase of the educational process we want our students to manage the discussed
topic in atheoretical way and to learn the principle of the solution of specific exercises.
This will help them to obtain a critical detached view necessary for the correct choice of a
solution method and interpretation and evaluation of the obtained results. Only
theoretically educated students are offered to use mathematical software suitable for the
solution of more complicated application exercises.

We do not want to replace a traditional mathematical teaching by using a Matlab
system. However we would like to motivate students to be able to solve also more
complicated exercises from practice.

Matlab possesses a powerful library of functions serving for the solution of ordinary
differential equations. What is more, Matlab has also extensive graphical possibilities
which can be used in a teaching process. Ordinary differential equations, which often occur
in engineering practice, are linear nth order constant coefficient differential equations.

Basic terms

Linear n-th order constant coefficient differential equations have the form

y +a y" P ra, y"? +.ra Yy +a y=f(x),
where a;, a,,...,a, are real numbers, f(X) is a continuous function on the interval
<a, b) and Y is an unknown function. This equation can be put in the form
L(y) = f(x),

where L(y)=y™ +a, y" P +a, y"? +...+a Yy +a, y.
A general solution of this differential equation is searched with the help of the following
theorem:

Theorem. Let Y (X) is asolution of a linear differential equation with the right side
L(y) = f(X). Then each solution of this differential equation is in the form

y=2+Y,

Where z=c y,+C, Y, +...+C, Y, is ageneral solution of the corresponding linear
differential equation without a right side L(y)=0 and c,,C,,...,C, are arbitrary real

numbers.
Generally, the solution Y can be found by the method of variation of constants.
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Theorem. If y,,VY,,..., Y, is afundamental system of solutions of the differential
equation L(y)=0 then the solution of a linear differential equation with the right side
L(y) = f(x) isin the form

W, (x)

Y= Z ()jw() ,

where W (X) is the Wronski determlnant and W, (X) is a determinant which results from

Wronski determinant by replacing i — th column by the column of elements 0, 0,..., f(X)

3]

Examples of solved exercises

With the help of Matlab we can solve a differential equation symbolically by using the
command dsolve. Its application is presented in the following exercises:

Exercise 1. Let’s find a general solution of the differential equation

y' =7y +10y=—(6x+7)e>
Let’s find a solution of this differential equation that satisfies initial conditions

y(0)=0,y'(0)=1 2)

Solution. We solve a linear second-order constant coefficient and special right side

differential equation. For its solution we use a command dsolve where we put

the differential equation in apostrophes. A letter D indicates a derivative of the function.

Generally notation bny means n-th derivative of the function y = y(X) of the variable x .

So Dy means the first derivative of the function and D2y means the second derivative of
the function y = y(X) of the variable x .

M

>> y=dsolve ('D2y-7*Dy+10*y=-(6*x+7) *exp (2*x) "', 'x")
y =

exp (2*x) *C2+exp (5*x) *C1+x* (3+x) *exp (2*x)

>>

The second way how to set a differential equation is its defining with the variable
called dr. This way is useful if we solve more differential equations.

>>dr="D2y-T7*Dy+10*y=— (6*x+7) *exp (2*x) ';

>> y=dsolve (dr, 'x")

y =

exp (2*x) *C2+exp (5*x) *C1+x* (3+x) *exp (2*x)

>>

Thus a general solution of the differential equation (1) is
y=X(x+3)e’*+c e>* +c, e
where C;, C, are arbitrary real numbers.
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Let’s find the solution of the differential equation (1) which satisfies initial conditions
(2). The differential equation (1) is defined by the variable called dr, initial conditions (2)
will be defined by the variable zp.We also use a command pretty with the help of
which a symbolic expression of a solution in the form similar to a mathematical notation is
noted.

>>dr="D2y-7*Dy+10*y== (6*x+7) *exp (2*x) ';
>>zp="y(0)=0,Dy(0)=1";

>> y=dsolve (dr, zp, 'x")

y =

2/3%exp (2*x)-2/3*exp (5*x) +x* (3+x) *exp (2*x)
>>pretty (simple (y))

2/3 exp(2 x) - 2/3 exp(5 x) + x (3 + x) exp(2 x)
>>
Thus, the solution of the differential equation (1) satisfying initial conditions (2) is
2 2
=x(x+3) e —=e*+=e”.
y=x(x+3) 3 3
With the help of the following commands we draw a graph of

the solution on the interval <Q1>.
>> x=linspace (0,1,20);
>> z=eval (vectorize (y)):
>> plot (x,z)
>>

Figure 1.

Exercise 2. Let’s find a general solution of the differential equation

y'+y=—> ®)
cos’ x
Solution. We solve a linear second-order constant coefficient differential equation.
Let’s define it with the help of a variable called dr .

>> dr='D2y+y=1/(cos (x))"3"';
>> y=dsolve (dr, 'x")
y:
sin (x) *C2+cos (x) *Cl+1/2* (1-2*cos (x) *2) /cos (x)
>>
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Thus a general solution of the differential equation (3) is

= —CO0SX+C, COSX+C, Sin X,
2C0S X

where ¢, C, are arbitrary real numbers.

Exercise 3. For an electric circuit in Figure 2 it is true that

2- -
reL 9tz db
dt dt
Let’s find a general solution of this differential equation if L=1mH, R=10Q,
C =1pF and E(t) =2sin (100 7 t). [1]

+Ri, = E(t). @)

i, 9
R i
—l
R —
i
E (1)
Figure 2

Solution. We solve a second-order linear constant coefficient differential equation.
From the example it is obvious that solving this type of differential equation is time-
consuming. Let’s define a differential equation for a variable called dr .

>> dr='10*D2i2+Di2+10*1i2=2*sin (100*pi~*t) ';

>> i2=dsolve(dr, 't")

i2 =

exp (-1/20*t) *sin (1/20*399" (1/2)*t) *C2

+exp (1/20*t) *cos (1/20*399" (1/2) *t) *C1

+(sin (100*pi*t)-10000*pi*2*sin (100*pi*t)

-10*cos (100*pi*t) *pi) / (5-99500*pi~2+500000000*pi~4)
>>

Thus a general solution of the differential equation (4) is
(1-1000077 )sin (100 rt) 107 cos (100 z t)

5-99500 7> +500000000 7*

L J399 L J399
2

-t R
+c, e ® cos t+c,e @ sm—ot,

I,

where C;, C, are arbitrary real numbers.
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Conclusion

In several exercises of this paper the possibility of Matlab implementation in linear
differential equations teaching was presented. Matlab system is atool not only for
elimination of routine and mechanical calculations but predominantly for enhancement of
students’ motivation during the process of this thematic unit learning.
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STATISTICAL PROCESSING OF THE OUTCOMING TEST RESULTS OF 7™
GRADE OF PRIMARY SCHOOL OF KEGA 015 UKF - 4/2012 PROJECT

STATISTICKE SPRACOVANIE VYSLEDKOV VYSTUPNEHO TESTU PRE 7.
ROCNIK ZS PROJEKTU KEGA 015 UKF — 4/2012

MARIA KOSOVA! — EDITA SZABOVA— EVA UHRINOVA

ABSTRACT. The paper deals with statistical processing of outcoming test results, which was
written as part of project KEGA 015 UKF — 4/2012. The aim of this project was to compare
knowledge level of pupils from 7th grade of primary school in the experimental and control
group in this school year 2011/2012. By comparing these groups we want to verify hypotheses
as are comparing the knowledge of pupils from experimental school with Hungarian and
Slovak teaching language, the pupils with and without failure learning and the level of boy
knowledge and the level of girl knowledge. This paper deals with the reliability of the
outcomming test and the item analysis of the test also.

KEey WoRrbps: KEGA_015_UKF_—_4/2012, statistical processing of the outcoming test results,
tasks of real-life context

ABSTRAKT. V nasledujiicom prispevku sa zaoberame Statistickym spracovanim vysledkov
vystupného testu projektu KEGA 015 UKF — 4/2012. Cielom tohto projektu v Skolskom roku
2011/2012 bolo porovnanie tirovne vedomosti Ziakov 7. roénika ZS V experimentilnej a
kontrolnej skupine. Porovnanim tychto skupin chceme overit hypotézy tykajuce sa porovnania
urovne vedomosti Ziakov v experimentdlnych Skolach s vyucovacim jazykom slovenskym
a madarskym, urovne vedomosti Ziakov s poruchou a bez poruchy ucenia, urovne vedomosti
chlapcov a dievéat. Okrem toho sa zaoberame aj reliabilitou testu a polozkovou analyzou testu.

KeuCove sLovA: KEGA 015 _UKF_— 4/2012, statistické spracovanie vysledkov testu, ulohy
s kontextom z redlneho Zivota

CLASSIFICATION: B12

Uvod

Nasledujuci prispevok podava informacie o Statistickom spracovani vysledkov
vystupného testu v ramci rieSenia projektu KEGA 015 UKF — 4/2012 s nazvom Zvysovanie
klicovych matematickych kompetencii |l — Alternativne ucebné programy z matematiky
pre zdkladné Skoly v zmysle cielov nového Statneho vzdelavacieho programu a v zmysle
zvySovania matematickej gramotnosti podla dopadov PISA, ktorého cielom bolo
v Skolskom roku 2011/12 vytvaranie novych ucebnych materidlov predmetu matematika
a overenie efektivnosti vyu¢ovania pomocou tychto materialov v 7. roéniku ZS. Tento
projekt nadvdzuje na projekt KEGA 3/7001/09 s rovnakym nazvom, ktory bol venovany
tvorbe novych ucebnych materidlov a overeniu ich efektivnosti vo vyucovani v 5. a 6.
roéniku ZS. Jednd sa o materidly zamerané na zvySovanie kl'i¢ovych matematickych
kompetencii prostrednictvom problémovych tloh s kontextom z realneho Zivota, a tym aj
na pripravu ziakov na medzinarodné testovanie vedomosti.

! Corresponding author
124



STATISTICKE SPRACOVANIE VYSLEDKOV VYSTUPNEHO TESTU PRE 7. ROCNIK...

V ramci tohto projektu prebicha experiment, ktory zacal ndhodnym rozdelenim $kol
zapojenych do vyskumu na experimentdlne a kontrolné a napisanim vstupného testu,
ktorého wvysledky sa nachadzaji v clanku [7]. V kazdom roku rieSenia st pre
experimentalne $koly pripravované materialy s ilohami s kontextom z realneho zivota pre
kazdii vzdelavaciu oblast pre konkrétny ro¢nik. Na konci Skolského roka Ziaci
experimentalnych a kontrolnych $kol pisu vystupny test. Statistické spracovanie vysledkov
vystupnych testov mozno najst’ pre 5. ro¢nik v [8] a pre 6. roénik v [4].

Hlavna hypotéza vyskumu a vyskumna vzorka

Hlavnou hypotézou vyskumu je hypotéza

HO: Pripravené materidly efektivne prispeli k zvyseniu klucovych matematickych
kompetencii Ziakov 7. rocnika ZS.

Vyskumnt vzorku tvori 620 ziakov 7. ro¢nika zdkladnych $kol zo Styroch okresov
Nitrianskeho kraja. Niektoré Skoly su Skoly s vyucovacim jazykom mad’arskym.

Metodoldgia a nastroje vyskumu

Ako metoda vyskumu bol pouzity experiment. Skoly boli teda ndhodne rozdelené do
dvoch skupin - Skoly experimentélne a Skoly kontrolné. V experimentélnej skupine je 13
§kol, kontrolnu skupinu tvori 12 §kol. Ako vyskumné néstroje boli pouzité didaktické testy
— vstupny a vystupny test. Vstupny test bol pouzity iba na za¢iatku experimentu (to zn. v 5.
ro¢niku v Skolskom roku 2009/2010). Vystupnymi testami sa porovna uroven vedomosti
ziakov v experimentalnej a kontrolnej skupine na konci kazdého skolského roku.

Vystupny test a d’alSie hypotézy vyskumu

Vystupny test pre 7. ro¢nik obsahoval 6 uloh, zktorych kazda pozostavala z
niekol’kych poduloh. Vsetky otazky v tlohach boli otvorené. Obsahova validita testu bola
postidena uéitelmi 7. roénika ZS. Test bol najskor odskiigany na jednej z experimentalnych
$kol a na zaklade toho boli niektoré tilohy mierne upravené. Kazda z tloh mala prideleny
urcity pocet bodov. Kazdy ziak mohol ziskat’ celkovo maximalne 30 bodov (Stcet).

Na zaklade vysledkov vystupného testu sa overuje nasledovna hypotéza:

H1: Uroveii vedomosti Ziakov v experimentdlnej skupine je vyznamne odlisnd od
urovne vedomosti Ziakov v kontrolnej skupine v prospech experimentalnej skupiny.

Okrem tejto hypotézy sme si stanovili overit’ a d’alSie hypotézy:

H2: Uroveri vedomosti Ziakov v Skoldch z experimentdlnej skupiny s vyucovacim
jazykom  slovenskym nie je vyznamne odliSnd od urovne vedomosti Ziakov v Skoldach z
experimentalnej skupiny s vyucovacim jazykom madarskym.

H3: Uroveii vedomosti chlapcov z experimentdlnej skupiny nie je vyznamne odlisnd od
urovne vedomosti dievéat z experimentalnej skupiny.

H4: Uroveri vedomosti Ziakov s poruchou ucenia z experimentdlnej skupiny je
vyznamne odlisna od urovne vedomosti ostatnych zZiakov z experimentdlnej skupiny.

Vysledky vystupného testu

Vzhl'adom na stanovené hypotézy porovnavame priemerny pocet dosiahnutych bodov
z testu v tychto skupinach: experimentalna a kontrolna (E a K), experimentalne Skoly s
vyucovacim jazykom slovenskym (ESJ) as vyuCovacim jazykom madarskym (EMJ),
skupina dievc¢at z experimentalnych $kol (EZ) a chlapcov z experimentalnych $kol (EM),
skupina ziakov bez poruchy ucenia z experimentalnych $kdl a skupina ziakov s poruchou
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ucenia z experimentalnych $kol (ENie a EAno). Popisné $tatistiky porovnavanych skupin
sme zhrnuli v tabul’kel.

Popisné Statistiky - aritmeticky priemer poétu bodov ztestu (Priemer),
skup. 1, skup.2 smerO(-laJna odchylka (.Srn. 0.), pocet platnych hodnét (Pocet)
Priemer Priemer Sm. o. Sm. o. Pocet Pocet

skup. 1 skup. 2 skup. 1 skup. 2 skup. 1 | skup. 2
K, E 7,31 13,87 8,33 7,12 294 326
EMJ, ESJ 15,48 12,76 8,64 7,94 120 174
EZ, EM 13,82 13,93 8,37 8,31 155 139
ENie, EAno 16,9 5,95 7,25 4,55 10 10

Tabul’ka 1: Popisné $tatistiky vystupného testu pre 7. ro¢énik projektu KEGA

Ked'Ze p-hodnoty testu normality (Shapirov — Wilkov test) st pre skupiny E, K, ESJ,
EMJ, EZ, EM, ENie mensie ako 0,05 nemozZno rozdelenie po¢tu bodov v ziadnej z tychto
skupin povazovat’ za normalne. Jedinou skupinou, v ktorej mozno rozdelenie poétu bodov
povaZovat' za normalne je skupina ziakov s poruchou ucéenia z experimentalnych §kol
(EANO). Vzhl'adom na uvedené sme na overenie hypotéz Hl — H4 pouzili neparametricky
Mannov-Whitneyov U test.

sz [Seronfsemn ]y [z [ p [[2 ]y [ o] bt
K E 78968 | 113542 | 25667 | -9,99 | 0,00 |-10,00| 0,00 | 326 294
EMJ, ESJ | 195345 | 238305 | 86055 | 256 | 0,01 | 2,56 | 0,01 | 120 174
EZ EM | 227750 20590,0 | 10685,0 | -0,120 | 0,904 | -0,120 | 0,90 | 155 139
EAno, ENie| 144 66 11 2,95 | 0,003 | 2,95 |0,003| 10 10

Tabulka 2: Vysledky Mann-Whitneyovho U testu

Grafické znazornenie priemerného pocétu bodov ztestu spolu s 95% intervalmi
spolahlivosti dosiahnutého v jednotlivych skupinach mozno vidiet’ na obrazkoch la - 1d.
Pre porovnanie, na obrazkoch 1b, 1c ald uvadzame aj zndzornenie vysledkov
z kontrolnych §kol.

St

Kol

Shupina

Obrazok la: Graf priemerov pre E a K
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Obrazok 1c: Graf priemerov pre Za M Obrazok 1d: Graf priemerov pre Nie a Ano

Z vysledkov U testu i z grafu na obrazku 1a je zrejmé, ze rozdiel medzi priemerom v
experimentalnej skupine (13,87) a v kontrolnej skupine (7,31) je Statisticky vyznamny
Vv prospech experimentalnej skupiny (Z adj. = -10,00, p = 0,000), z ¢oho vyplyva platnost’
hypotézy H1. Teda zamietame Statistick( hypotézu Stredné hodnoty poctu bodov za test sa
V skupindch E a K rovnaju resp. Rozdelenie poctu bodov za test v skupindich E aK je
identicke. To znamena, Ze plati alternativna Statistickd hypotéza Stredné hodnoty poctu
bodov za test sa v skupindch E a K nerovnajii resp. Rozdelenie poctu bodov v skupindch E
a K nie je identicke.

Rovnako tak, z vysledkov U testu (Z adj. =2,56 , p= 0,01) vyplyva, Ze je vyznamny
rozdiel medzi priemerom Vv skupine experimentalnych 8$k6l s vyufovacim jazykom
madarskym (15,48) as vyuCovacim jazykom slovenskym (12,76) v prospech §kol
s vyucovacim jazykom madarskym. Ak sa vSak pozrieme na obrazok 1b, zistime, Ze aj
Vv kontrolnej skupine $kdl pravdepodobne existuje vyznamny rozdiel medzi priemermi $kol
S vyucovacim jazykom slovenskym a mad’arskym, avsak v prospech slovenskych §kol.

Vzhl'adom na to sme si subor rozdelili na $tyri skupiny (ESJ, KSJ, EMJ, KMJ), ktoré
sme porovnali prostrednictvom neparametrického mnohonasobného porovnania priemerov.
Zistili sme, Ze je vyznamny rozdiel medzi priemermi vSetkych skupin okrem rozdielu
medzi skupinami EMJ A ESJ. Tento zaver je sice odlisny od zaveru Mann Whiteyovho
U testu, ale ked’ze nas prioritne zaujima len porovnanie dvoch skupin EMJ a ESJ, berieme
za smerodajny vysledok prave zaver Mann — Whitneyovho U testu.  Dosiahnuté
p-hodnoty neparametrického mnohonasobného porovnania priemerov uvadzame V
tabul’ke 3. Hypotéza H2 sa teda nepotvrdila, ¢o znamena zamietnutie Statistickej hypotézy
Rozdelenie poctu bodov za test v Zdakladnych suboroch skupin ESJ a EMJ je identicke.

Teda medzi vysledkami v tychto skupinich je signifikantny rozdiel. Ziaci
experimentalnych §kol s vyu€ovacim jazykom madarskym dosiahli lepsie vysledky ako
ziaci experimentalnych $kol s vyucovacim jazykom slovenskym. Pri¢om zaujimavym
zistenim je aj situacia v kontrolnych Skolach, kde sa tiez preukdzal vyznamny rozdiel
v dosiahnutych vysledkoch (p-hodnota=0,000052), av§ak pre $koly s vyu¢ovacim jazykom
slovenskym (aj z vysledkov porovnania prostrednictvom M-W U testu vyplyva
vyznamnost’ tohto rozdielu, Z adj.=-5,12, p-hodnota=0,0000). Z ¢oho dalej vyplyva, ze
sice nastalo vyznamné zlepSenie v oboch typoch $kol (MJ aj SJ), ale vyraznejsi posun

nastal prave v §kolach s vyu€ovacim jazykom mad’arskym.
KMJ (4,87) EMJ (15,48) KSJ (8,69) ESJ (12,76)
KMJ (4,87) 0,000000 0,000052 0,000000
EMJ (15,48) 0,000000 0,000000 0,137588
KSJ (8,69) 0,000052 0,000000 0,000001
ESJ (12,76) 0,000000 0,137588 0,000001

Tabul’ka 3; neparametrické mnohonasobné porovnania priemerov
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Z vysledkov U testu (Z adj.= -0,12, p= 0,9) dalej vyplyva, ze medzi dosiahnutym
priemernym poétom bodov z testu v skupine chlapcov z experimentalnych $kol (13,93) av
skupine dievc€at z experimentalnych $kol (13,82) nie vyznamny rozdiel. Hypotéza H3 sa
potvrdila, teda Statisticki hypotézu Rozdelenie poctu bodov za test v skupine EZ a EM je
identické nezamietame. V experimentalnych skolach nie je signifikantny rozdiel v urovni
vedomosti medzi chlapcami a dievCatami.

Aby sme pri vyhodnocovani hypotézy H4, ateda porovnavani priemerov skupiny
ziakov s poruchou wucenia zexperimentalnych §kol abez poruchy ucenia
z experimentdlnych $kol, neporovnéavali dva subory s vel'mi odliSnym rozsahom, urobili
sme nahodny vyber 10 Ziakov zo skupiny ENie. Z vysledkov U testu pre porovnanie tychto
dvoch skupin vyplyva, Ze je vyznamny rozdiel v Grovni vedomosti medzi skupinami
EAno a ENie. Statisticka hypotézu Rozdelenie poctu bodov za test v skupindch EAno
a ENie je identické zamietame, teda naSa hypotéza H4 sa potvrdila.

Analyza kvality vystupného testu

V tejto Casti uvadzame popisné Statistiky poctu bodov za test bez ohl'adu na skupiny,
koeficient reliability testu a polozkova analyzu testu. Reliabilita testu by mala byt aspor
0,65. Reliabilita nad 0,85 sa povazuje za postacujucu na to, aby bolo mozné na zaklade
jednej skasky prijat’ rozhodnutie ([6]).

V tabul’ke 4 st uvedené popisné Statistiky po¢tu bodov za test a tabulka 5 obsahuje
polozkova analyzu testu, teda popisné Statistiky poctu bodov za tlohy — aritmeticky
priemer, median, modus, smerodajni odchylku, d’alej percento ziakov, ktori dosiahli
maximalnu uspes$nost’ rieSenia (loha je podozriva, ak je tychto ziakov aspon 80 %),
percento ziakov, ktori ziskali z tilohy 0 bodov (uloha je podozriva, ak je tychto ziakov
aspon 80 %). Vidime, Ze ani jedna tloha nie je podozriva. Modus poétu bodov je vo
vSetkych tilohach rovny 0.

Premenna | N platnych | Priemer | Median | Modus | Poé. mod. | Min | Max | Sm. odch.

Sucet 620 10,43 9 0 53 0 30 8,37

Tabul'ka 4: Popisné $tatistiky po¢tu bodov za test

Popisné statistiky
_ e .
priemer | med | mod Poc. . smer. | % zla}cov S O%0ziakov s
mod. odch. min max

EV‘;Z{:“@ 1,48 0 0 | 338 | 0 5 | 1,91 | 54,52% 15,81%

Dopravapo | 145, | 1 | o | 303 | 0 | 5 | 1.73 | 4887% 9,84%
Ukrajine

B 1 61 1 0 | 238 | 0 5 | 1,84 | 3839% 16,77%

vklad

PN 2210 | 2 | o | 177 | o | 5 | 186 | 2855% 20,16%
nakladu

Kozmetika 2,08 2 0 | 219 | o0 5 | 1,98 | 3532% 20,16%

Zékusky 1,68 1 0 | 227 | o0 5 | 187 | 3661% 18,39%

Tabul’ka 5: Polozkova analyza testu
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Vypocitali sme percentualnu uspesnost’ rieSenia kazdej ulohy u kazdého ziaka
a nakreslili sme Skatulové grafy pre priemerni percentualnu uspe$nost, smerodajni
odchylku percentudlnej uspesnosti a 1,96 nasobok smerodajnej odchylky percentudlnej
uspesnosti (obr. 3).

Box & Whisker Plot
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Kozmetika
Zéakusky

o Mean
[J MeantSD
T Meant1,96*SD

Doprava po Ukrajine
Terminovany vklad
Preprava nakladu

Obrazok 2: Skatul'ové grafy percentualnej Gispe$nosti iloh

Najvyssiu priemernu percentualnu uspesnost’ dosiahli ziaci pri rieSeni tlohy Preprava
nadkladu. Naopak, najtazsou tlohou bola pre ziakov tloha Doprava po Ukrajine.

Pre zistenie miery reliability testu sme vypocitali koeficient reliability Cronbachovu
alfu (0,846), ktorej hodnota sved¢i o dostatoénej reliabilite vystupného testu. Pre
stanovenie miery reliability testu je eSte nutné zistit' hodnotu spominaného koeficientu aj
po odstraneni jednotlivych tloh z testu. Ak sa hodnota Cronbachovej alfy zvaési po
odstraneni danej ulohy, tato tiloha znizuje reliabilitu testu. Hodnoty koeficientu reliability
po odstraneni jednotlivych uloh sa nachadzaju v tabulke 6.

Evidencné Doprava po Terminovany Preprava . .
¥isla Ukrajine vklad gy | AR | Zhadtsy
ggsatfo 0,807338 0,818892 0,802029 | 0,824704 | 0,814417 | 0,82663
Tabul’ka 6: Hodnoty koeficientu reliability po odstraneni jednotlivych tloh
Zaver

Preukézali sme, Ze nami vytvoreny vystupny test pre Ziakov 7. ro¢nika bol dostato¢ne
reliabilny.

Na zaklade jeho vysledkov moZno konS$tatovat’, ze materialy pripravené pre ucitel'ov
a prostrednictvom nich pre Ziakov 7. roénika ZS efektivne prispeli k zvyseniu kl'aéovych
matematickych kompetencii Ziakov 7. roénika ZS.

Ukazalo sa, ze ziaci z experimentalnych §kol s vyucovacim jazykom madarskym
dosiahli vyznamne lepSie vysledky ako ziaci z experimentalnych $kol s vyucovacim
jazykom slovenskym. Naopak, v kontrolnych skolach dosiahli lepsie vysledky Zziaci zo
§kol s vyucCovacim jazykom slovenskym. Mozno sa domnievat,, Ze to mdze byt spdsobené
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tym, ze v Skolach s vyuCovacim jazykom madarskym sa viac pracuje s pripravenymi
materialmi.

Nepreukézal sa signifikantny rozdiel v urovni vedomosti vzhl'adom na pohlavie ziakov

Vv experimentalnych skolach.

Dalej sa preukazal ocakavany vysledok, ze vedomosti Ziakov S poruchou ucenia st

vyznamne slabsie ako vedomosti ziakov bez portich u€enia v experimentalnych skolach.
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DIFFERENT APPROACHES IN SOLVING OF CHOSEN MATHEMATICAL
TASK FOR GRADUATING STUDENTS

ROZNE POSTUPY RIESENIA VYBRANEJ ULOHY Z MATURITNEHO TESTU

RENATA KUNOVA

ABSTRACT. Recently, graduation from mathematics consists of two distinct parts: external
written test given by national organization NUCEM and internal oral part, which is self-set by
each educational institution. In our contribution, we analyze one particular task found in
graduation test from 2012 and explain different means and approaches of solution from the
viewpoint of high school students.

KEey WoRbs: quadratic equation — solutions, NUCEM analysis

ABSTRAKT. V sucasnosti maturitna skiuska z matematiky pozostiva z dvoch casti: externd
pisomna cast' — test, ktory zadava celostatne NUCEM a ustna internd éast — maturitné zadania,
ktoré si pripravuje kazda Skola sama. Vnasom prispevku analyzujeme jednu polozku
maturitného testu z roku 2012.Poddvame rozne spésoby a postupy rieSenia z pohladu Ziakov
gymndzia.

KEUCOVE SLOVA: kvadratickd rovnica — rieSenia, analyza NUCEM

CLASSIFICATION: U94

1 Teoretické vychodiska

Postupy riesenia kvadratickych rovnic vysvetl'uje Muhammad al-Chorezmi v knihe
Hisab al-dZabr ua'l-muqdbala (z o< \Jzw 5 1dadld8). Zo slova al-dzebr vznikol nazov
algebra, ¢o znamena spojenie alebo doplnok. Je to ¢ast’ matematiky, ktord $tuduje vztahy
a vlastnosti kvantity pomocou matematickych symbolov.[1]
Algebru mézeme rozdelit’ eSte do d’alSich Casti:

e celementarna algebra zaoberajica sa zakladnymi vlastnostami operacii na
mnozine realnych c¢isel, vyrazmi a rovnicami, ktoré obsahuju realne
premenné,

e abstraktna algebra $tuduje abstraktné algebrické Struktiry, ako su napr.
grupy, okruhy, zvézy a polia,

e linearna algebra sa zaobera Specifickymi vlastnostami vektorovych
priestorov,

e pocitacova algebra $tuduje hlavne algoritmy symbolickych a numerickych
vypoctov riesiacich rozmanité algebrické problémy.

V Statnom vzdelavacom programe ISCED 3A [2] vo vykonovom Standarde
Vv tematickom okruhu Vzt'ahy, funkcie, tabul’ky, diagramy a v Cielovych poziadavkéach na
vedomosti a zru¢nosti maturantov z matematiky [3] v kapitole 1.4 Rovnice, nerovnice a ich
sustavy st uvedené pojmy, vlastnosti a vztahy, ktoré si ma osvojit’ ziak, maturujici
z predmetu matematika.
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RENATA KUNOVA

Osvojené zakladné pojmy kvadratickej rovnice su: koeficienty kvadratickej rovnice,
koretiovy ¢initel’, diskriminant, doplnenie do Stvorca, iprava na sucin, substitficia, kontrola
(skuska) rieSenia. RozSirujicimi pojmami su: koeficient pri linearnom a kvadratickom
Clene.
Vlastnosti a vzt’ahy:
e diskriminant kvadratickej rovnice ax? + bx + ¢ = 0 je D = b? — 4ac

—b+VD

2a
e Vvztah medzi diskriminantom a po¢tom (navzajom roznych) korenov

kvadratickej rovnice ax? + bx + ¢ = a.(x — x;). (x — x,), kde x;,x, su
korene rovnice ax? + bx + ¢ =0

e vyuzitie Vietovych vztahov, ktoré uruji vztah medzi korefimi X;, X
a koeficientmi a, b, ¢ kvadratickej rovnice ax? + bx + ¢ = 0
X1+ X2 =-b/a
X1.X2 = cla
(ak ma rovnica len jeden koren x4, tak sa jedna o tzv. dvojnasobny korefi)

e vztah medzi znamienkom sGfinu dvoch vyrazov aznamienkom
jednotlivych Cinitel'ov

e rieSenim kvadratickej rovnice ax®* + bx + ¢ =0 jex;, =

PoZiadavky na vedomosti a zru¢nosti
Ziak vie:

e najst vietky rieSenia kvadratickej rovnice ax? + bx + ¢ = 0, pri¢om pozna
vztah medzi korefimi kvadratickej rovnice a koreiovymi cCinitelmi, poctom
rieSent,

e zostavit’ kvadratickd rovnicu,

e vyuzivat ekvivalentné a neekvivalentné upravy,

e rozhodnut, ¢i uprava zachova alebo zmeni mnoZinu rieSeni danej rovnice. [3]

2 Ziacke rieSenia vybranej tilohy z testu MA 3606 (2012)

V naSom prispevku sme sa zamerali na rozbor jednej ulohy externej Casti
maturitného testu zroku 2012. Bola to tloha uzavreta s vyberom odpovede z piatich
moznosti, pricom spravna je vzdy len jedna moznost’.

Nasim cielom bolo, dani ulohu vyrieSit' za presne stanoveny casovy limit
a nasledne urobit’ rozbor vsetkych pontiknutych Ziackych rieseni.

Struktiira maturitného testu 7 matematiky

Kazdy skolsky rok je maturitny test externej ¢asti maturitnej skiisky z matematiky
urceny pre maturantov vietkych typov strednych $kol. Obsahuje 30 tloh, ktoré vychadzaju
z Cielovych poziadaviek na vedomosti a zru¢nosti maturantov z matematiky. Dvadsat’
tloh je otvorenych skratkou odpovedou. Ziaci poéitaju a vysledky zapisujii podla
pokynov Vv zadani — zaokruhl'uju, pocitaji s presnostou na jedno alebo dve desatinné
miesta. Desat’ tloh je uzavretych svyberom jednej spravnej odpovede =z piatich
pontknutych mozZnosti. Pomocky, ktoré Ziaci vyuzivaji su bezné pisacie potreby,
kalkulacka bez grafického displeja a vzorce vypisané vzadu v teste. Casova dotacia na cely
test je 120 minut. Test sa pise poCas pisomnych maturitnych skusok v polovici marca ako
treti v poradi, po slovenskom jazyku a cudzich jazykoch.
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Zadanie vybranej ulohy: Urcte realne ¢isla a, b tak, aby kvadraticka rovnica
ax? + bx — 2 = 0 mala korene —2 a %

A a=12 b= 9

B.a= 2 b=-3

C.a=2 b= 3

D.a=-2 b= 3

E.a=-2 b=-3
RieSenie 1.

1 , . . . , , [
Korene —2 a 3 dosadime do kvadratickej rovnice za neznamu X, zostavime a rieSime
sustavu dvoch linearnych rovnic S dvoma neznamymi.

4a—2b—2=0
la+ipb—-2=0 /4
4 2
4a—2b—2=0
a+2b—8 =0 [+
5a—10=0
a=2
b=3

Spravna odpoved: C

RieSenie 1.
Pri rieSeni vyuzivame Vietove vztahy. Kvadraticki rovnicu normujeme a zapiSeme do
sustavy.
b 2
x2+-x—-==0
a a

b 1 b
X1t Xy = —= —2+-=—-
1+ X3 g +% p
X1.Xy = —= —2.-=-==
172 a 2 a
a=2 b=3

Riesenie II1.
Pri rieSeni vyuzijeme rozklad kvadratického trojclena na sucin korenovych Cinitel'ov
ax? + bx + ¢ = a.(x — x4). (x — x,) a roznasobime.

alx —x1).(x —x,) =0

1
(x+2).<x—§) =0
2x2+3x—-2 =0
Zo zostavenej rovnice priamo vidime spravnu odpoved. a = 2 b=3
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RieSenie IV.
Kvadratick® rovnicu ax? + bx — 2 = 0 najcastejsie rieSime pomocou diskriminantu.
D = b?-4ac=h%+8a

2_—b+\/5

N 2a

1_zb=VD

2 2a
—4a= —b++VD

a= —b—+D
—3a =-2b

a—zb

3

Hladanim zavislosti medzi a a b najdeme vyhovujice rieSenie - najmensie hodnoty na
mnozine celych Cisel st b=3aa=2.

RieSenie V.
Overovanie kazdej z piatich moznosti po dosadeni do pévodného zadania kvadratickej
rovnice za premenné a a b a nasledné vypocitanie korefiov kvadratickej rovnice pomocou
diskriminantu.
12x2+9x—2=0 D=177
2x2-3x-2=0 D= 25 =2  X=—
2x24+3x—2=0 D= 25 =-2 X=;
—2x243x—-2=0 D= -7
—2x2-3x—-2=0 D= -7

Takto riesit’ ulohu je vhodné ziakom, ktori s v pocitani rychli a presni. Nerobia numerické
chyby, chyby v znamienkach a pod.

RieSenie VI.

Do danej kvadratickej rovnice ax? + bx — 2 = 0 dosadime koreii — 2.

Z rovnice 4a — 2b — 2 = 0 vyjadrime neznamu b = 2a — 1 a postupnym dosadzovanim
zistime, ze vyhovuju hodnoty a = 2,b = 3.

DalSie tlohy z maturitnych testov:
1. Urcte hodnotu c tak, aby ¢islo 4 bolo korefiom kvadratickej rovnice

3x2—2x+c=0 (c = —40).
2. Urcte hodnotu koeficientu b tak, aby jeden z korenov kvadratickej rovnice
5x2+bx+24=0bolx; =8 (b = —43).
3. Urcte parameter b tak, aby platila rovnost’
6x2+bx+2=0):2x—1)=Bx-2) (b=-7).
3 Analyza NUCEM

V Sprave o vysledkoch externej casti maturitnej skasky z matematiky
(2012) sa k danej ulohe (uloha ¢. 24 v maturitnom teste MA 6306) uvadza:
Testovana myslienkova operécia: zloZzitejsia.
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Predpokladané obtiaznost’: strednd obtiaznost'.
Celkova tspesnost’: 73 % (Gymnazia — 79,4 %, Stredné odborné skoly 61,3 %)

Odpovede a frekvencia vyskytu:
C 73 % spravna odpoved

B 9,9% numerickd chyba — spravne vyratana hodnota koeficientu a, ale
chyba pri

dopocitani hodnoty b
D 9,3% numerickd chyba — spravne vyratand hodnota koeficientu b, ale
chyba pri

dopocitani hodnoty a
E 5,2% numericka chyba — Ziak sa dopusti viacerych numerickych chyb,
alebo

volia odpoved’ ndhodne
nahodne
A 1,9% volia odpoved nahodne
0,7 % neuvedena odpoved.

Komentar: Uloha vyzadovala uréit’ kvadraticka rovnicu na zéklade korefiov
rovnice, zruénost’ pri umociiovani a pri praci so zlomkami. Uspesnejsi boli Ziaci
gymnézii v porovnani s odbornymi $kolami. Uloha nebola az tak obtiazna ako sa
predpokladalo. Ziaci s priemernymi schopnostami riesili ulohu
s pravdepodobnostou 0,8. Tiez rozliSovacia sila poloZky nebola velka. VSetky
distraktory si vyberali Ziaci rovnomerne. Pravdepodobnost’ volby spravnej
odpovede C sa s rastiicou hodnotou trovne schopnosti Ziaka zvySovala [4].

4 Priebeh a vyhodnotenie rieSenej ulohy

Ulohu riesilo spolu 94 ziakov, 19 ziakov 4. roénika — maturantov z matematiky
v tomto Skolskom roku, 56 ziakov 2. ro¢nika Stvorrocného gymnazia a 19 ziakov VI
roénika osemro¢ného gymnazia. Casova dotacia na danu ulohu bola 5 mintt. Spravne
rieSenie pocas stanoveného ¢asu nevedelo najst’ 24,47% ziakov.

. . . . Legenda:

Percentudlne zastupenie vyberu Rl - ststava dvoch
metody linedrnych rovnic

RII — Vietove vztahy

RIII - rozklad na korenové

Cinitele

RIV- rieSenie

diskriminantom

RV — spétné dosadenie

danych moznosti

A RVI — dosadenie jedného

RI RII R RV RV RV korefia

Obrazok 1: Vyber metddy riesenia
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Snazili sme sa o analyzu Ziackych rieSeni a z nich vyplyvajicich postupov a metod
pri rieSeni zdanlivo l'ahkej matematickej ulohy.

Najcastejsie pouzitou metédou bolo dosadenie oboch koretiov do kvadratickej
rovnice a zostavenie sustavy dvoch linearnych rovnic s dvoma neznamymi (Riesenie 1) —
tento postup zvolilo 31,91% ziakov. Potom nasleduje spitné dosadenie ponuknutych
moznosti v zadani ulohy a vypocet kvadratickej rovnice pomocou diskriminantu (RieSenie
V) — takto riesilo 27,66% ziakov. RieSenie pomocou korefiovych cinitel'ov (RieSenie III)
vyuzilo 7,47% ziakov. Sustavou, ktoru si Ziaci zostavili pomocou vztahov pre korene
kvadratickej rovnice (RieSenie IV) riesilo ulohu 6,38 % ziakov. Dosadenie jedného korena
anasledné vyjadrenie nezndmej (RieSenie VI) postupnym dosadzovanim ponuknutych
moznosti vyuzilo 2,13% ziakov.

Riesenie vyuzitim Vietovych vzt'ahov (RieSenie II) nepouzil ani jeden Zziak, az po
zadani navodu ucitel'om vedeli Ziaci pokracovat’. Vo 4. ro¢niku nevedelo riesit’ tlohu 31 %
ziakov, v II. roéniku 25% Ziakov a v V1. ro¢niku 15,78 % ziakov. Celkovo tspesnost’ danej
tlohy bola 75,53%, &o je v stlade s vysledkami NUCEM.

5 Zaver

V nasom prispevku sme chceli ukazat, Ze Ulohy v maturitnom teste poskytuji
Siroké moznosti rieSenia. Postupy rieSeni kvadratickych rovnic si Ziaci maju osvojit’ na
povinnych hodinach matematiky v prvom a druhom roéniku strednej $koly(podl'a SVP).
Nasli sme Sest’ spdsobov ako ddjst’ k spraévnemu vysledku vybranej ulohy, je teda len na
ziakoch aky postup zvolia pri rieSeni. Ulohou $koly a uéitelov je dbat na neustale
rozvijanie pisomného prejavu v matematike, pretoze od Skolského roku 2012/2013
(Maturita 2013) sa kladie vys$i doraz na vysledky pisomnej Casti maturitnej skisky.
Doteraz ziak zmaturoval bez ohl'adu na to, aké hodnotenie ziskal z EC MS, ak z Gstnej
Casti MS odpovedal aspoit na znamku dobry. Podla novych zmien z matematiky bude
musiet’ ziskat’ viac ako 25 % z EC MS, ak odpovie z ustnej ¢asti MS aspoii na znamku
dobry, alebo ziskat' viac ako 33 % z EC MS, ak odpovie z ustnej &asti MS na znamku
dostatocny.
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SUPER EDGE-MAGIC TOTAL LABELING OF SOME CLASSES OF GRAPHS

HRANOVO SUPERMAGICKE UPLNE OHODNOTENIE NIEKTORYCH TRIED
GRAFOV

LUKAS LEDNICKY

ABSTRACT. In this contribution we investigate the super edge-magic total labeling of certain
classes of graphs. We prove that the triangular book Bs, is super edge-magic for any n and
prove a necessary condition for a (n,k)-kite graph to be super edge-magic.

KEey WoRbs: Graph theory, Super edge-magic graphs, Book graph, Kite graph.

ABSTRAKT. V tomto prispevku sa budeme zaoberat hranovo supermagickym ohodnotenim
niektorych tried grafov. Dokdzeme, Ze kniha Bs, je hranovo supermagicka pre lubovolné n a
nutnii podmienku, aby bol graf draka Dy, hranovo supermagicky.

KeUCOVE SLOVA: Teoria grafov, Hranovo supermagické grafy, Graf knihy, Graf draka.

CLASSIFICATION: K35
Uvod

V tomto prispevku budeme pod oznagenim graf G = (V, E) uvazovat’ neorientovany

graf bez nasobnych hran a sludiek. Oznaéme V:|\/(G] pocet vrcholov grafu G a
e= | E(Gl pocet hran grafu G.

Existuje viacero druhov ohodnoteni s privlastkom magické. V tomto prispevku sa
budeme zaoberat hranovo magickym a supermagickym tUplnym ohodnotenim grafov.
Hranovo magické grafy prvykrat definovali Kotzig a Rosa v roku 1970. Okrem iného

dokazali, ze bipartitny graf K je hranovo magicky pre Tubovolné prirodzené ¢isla m

an, kruznica C, je hranovo magicka pre kazdé prirodzené ¢islo n>3[2].

Ziakladné definicie a poznatky

Ohodnotenie grafu je zobrazenie elementov grafu (vrcholov, hran) do mnoziny
prirodzenych alebo nezapornych celych ¢isel. V tomto prispevku bude definicnym oborom
tohto zobrazenia zjednotenie vrcholovej a hranovej mnoziny. Takéto zobrazenie sa nazyva
uplné. Na takéto zobrazenie mdzeme klast' rdozne podmienky, ¢im vznikd mnozstvo
réznych druhov ohodnoteni. Najuplnejsi prehl'ad takychto ohodnoteni podal Gallian [2].

Prenesenim vlastnosti magickych Stvorcov na hrany grafu vytvorime hranovo magické
uplné ohodnotenie grafu.

Definicia: Hranovo magické uplné ohodnotenie grafu G je bijektivne zobrazenie

A IV(G)U E(G) - {1,2,3, eV 6} s vlastnostou:
vuw e E(G): A(u)+ A(uw)+ A(w)=m,
pre nejaka konstantu m, ktori budeme nazyvat' magicky stcet grafu. Ak existuje aspon

jedno hranovo magické uplné ohodnotenie grafu G, tak hovorime, Ze graf G je hranovo
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magicky. Ak s vrcholy hranovo magického grafu ohodnotené ¢islami 1, 2, ..., v, tak sa
tento graf nazyva hranovo supermagicky.

Pre dany graf moze existovat viacero magickych ohodnoteni, ato Sroéznymi
magickymi suctami. Na obrazku 1 su tri rozne uplné ohodnotenia grafu Cs. Prvé nie je
hranovo magické, druhé je hranovo magické s magickym suc¢tom 11 a tretie je hranovo
supermagické s magickym suctom 9.

3 6 3
1 5 6 2 5 4 1 6

Obrazok 2

2

Z obrazku vidime, ze hodnota magického suctu pre ten isty graf moéze byt rdzna
azavisi od samotného magického ohodnotenia. Predpokladajme, ze graf G, je

supermagicky. Potom mnozina S ={A(u)+A(W);,uwe E(G)} je tvorena postupnostou e
po sebe nasledujucich prirodzenych ¢isel [4]. Kazdy vrchol prispieva svojim ohodnotenim
do tol’kych prvkov postupnosti, s kol’kymi hranami je incidentny. Potom plati:

> (deg(u)i(u))=s+(s+1)+...+(s+e—1)=es +e(eT—1) =es J{ej,

ueVv(G) 2

kde deg(u) je stupeni vrcholu u v grafe G a s je minimum mnoziny S.

Ak existuje bijektivne zobrazenie A ZV(G)—) {l,Z,...,V}, pre ktoré plati, Ze mnozina
S je tvorend postupnostou za sebou nasledujucich prirodzenych cisel, tak toto zobrazenie
indukuje hranovo supermagické uplné ohodnotenie grafu G. Toto ohodnotenie bude mat’
rovnaké ohodnotenie vrcholov ako zobrazenie A. Hranam priradime &isla v+1, v+2, ...
v+e tak, aby magicky sucet grafu bol s+v+e.
Niektoré hranovo supermagické grafy

Teraz sa budeme zaoberat’ magickymi ohodnoteniami istych skupin grafov. Graf knihy
(z anglického book graph) B, sa sklada z n kruznic C, s prave jednou spolo¢nou hranou.

Zovseobecneny graf knihy B, | sa sklada zn kruznic C, sprave jednou spolo¢nou
hranou. Pre knihy B, plati nasledujica veta.

Veta 1: Graf B, je hranovo supermagicky pre l'ubovolné n.

Dékaz: Oznacme vrcholy incidentné so spolo¢nou hranou vsetkych kruznic U; a U, .
Ostatné vrcholy oznacme Uy, Ugy ooy Uy Definujme zobrazenie
A :V(Bsyn)u E(B&n)—> {L.2,...3n +3} nasledovne:
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Au;)=i 1<i<n+2
Auu)=3n+5-i 2<i<n+2
Auu ,)=2n+4—i 2<i<n+l

in+2
Zobrazenie spiiia podmienky uvedené v definicii 1, apreto je graf hranovo
supermagicky s magickym suctom 3n+6. Na obrazku mozeme vidiet' ohodnotenie grafu

pomocou zobrazenia z dokazu vety 1.

Obrazok 3

Graf draka (z anglického kite graph) D, pozostdva z kruZnice dizky n a cesty dizky

k pripojenej kjednému z vrcholov kruznice. O tejto triede grafov mozeme vyslovit
nasledujticu vetu.
Veta 2: Ak je graf D, , hranovo supermagicky, tak n a k st rovnakej parity.

Dokaz: Graf D, obsahuje n+k vrcholov z toho jeden vrchol stupiia 3, jeden vrchol
stupnia 1 a ostatné vrcholy st stupnia 2. Ozna¢me X vrchol stupia 3 a y vrchol stupiia 1.
Nech graf D,, je hranovo supermagicky, potom existuje bijektivne zobrazenie

2:V(D,, )JUE(D,, )= {L2,....2(n +k)}a plati:
deg(ui(u)=2(x)-Aly)+ Y 24u)=(+k)n+k+1)+A(x)-A(y)=

ueV(Dyy) ueV (D,
n+kjn+k-1

=s(n+k)+ ( )(2 )

Z poslednej rovnosti vyjadrime S.

c_N+k+3 A(x)-A(y)
2 n+k

n+k—1. Ak uvazime, Ze s musi byt prirodzené &islo, tak jediné pripustné hodnoty pre
druhy zlomok st +0,5. V tom pripade vSak sicet n+ K musi byt parny, ateda ¢isla n
a k musia byt rovnakej parity.

Veta 2 je nutnou podmienkou, aby bol graf D, hranovo supermagicky. D4 sa ukazat,

ze graf Dj,nie je hranovo supermagicky. Dokaz tohto tvrdenia mozno vykonat

preskimanim vSetkych Siestich moznych ohodnoteni vrcholov x ay. Rozdiel medzi
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ohodnoteniami tychto vrcholov musi byt +£3, preto su pripustné len nasledujice sposoby
ohodnotenia oboch vrcholov:

Ax)=6 Aly)=3  Ax)=3 Aly)=6
Ax)=5 Aly)=2  Alx)=2 A(y)=5
Ax)=4 Aly)=1  Ax)=1 Aly)=4
Vezmime si prvé priradenie. Potom S =5a mnozina S je tvorend ¢islami 5, 6, 7, 8, 9
a 10. Potom vs$ak vrchol s ohodnotenim 1 nesmie byt’ susedny s vrcholmi s ohodnoteniami
1 a 2. Vrchol sohodnotenim 6 musi byt susedny s vrcholom, ktory ma ohodnotenie 4
a nesmie byt’ susedny s vrcholom, ktory ma ohodnotenie 5. Na obrazku 3 mézeme vidiet,
Ciastocné ohodnotenie tohto grafu. Vrcholom je potrebné priradit’ ohodnotenia 1, 2 a 4.
Ziadnemu z neohodnotenych vrcholov uz nie je mozné priradit’ ohodnotenie 2, lebo by
vznikol sucet 8. Ten vSak uz vytvaraju vrcholy s ohodnoteniami 3 a 5.K podobnym sporom
vedu aj ostatné moznosti ohodnotenia vrcholov x a y.

e
e
UJO

Obrazok 4

Na obrazku 4 mézeme vidiet' graf D;g, ktory hranovo supermagicky je s magickym

suctom 22. Pri hladani supermagickych ohodnoteni tejto triedy grafov ndm pomaha
podmienka z dokazu vety 2. Ak ma platit’

Ax)-2ly) 1

n+k 2
n+k
tak potom plati |/1(X)— /I(y] = —
1]
9
11 14 138 12 16 15
7 1 8 2 4 3
10
5
Obrazok 4
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Pre niektoré Specialne hodnoty k uz bola dokazand nutna a postacujica podmienka.
Park a kolektiv [3] dokézali, Ze graf D, , je hranovo supermagicky vtedy a len vtedy, ked’

N je parne.

Zaver

V prispevku sme sa dokazali, ze graf knihy By, je hranovo supermagicky pre k = 3 a
Pubovolné n. Dalej je mozné skiimat’ graf knihy pre iné hodnoty k a zistit, &i su hranovo
supermagické. Dokazali sme tiez nutnii podmienku, kedy je graf draka D,y hranovo
supermagicky. Okrem tychto tried existuje eSte mnoho d’al$ich, ktorych magické vlastnosti
neboli preskimané.
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MIND MAPS AS A TOOL FOR ENLARGING MATHEMATICAL LITERACY

RENATA MAJOVSKA

ABSTRACT. We present mind maps as one of tools suitable for problem solving, improvement
creativity and expanding capacity for knowledge in mathematical education at all levels of
education. We introduce our experiences with usage open source mind mapping software
Freemind. Basic rules for map creating are given.

Key WoRrbs: Mind Map, Open Source, Freemind, Problem Solving

ABSTRAKT. V prispévku predstavujeme mentalni mapy jako jeden z prostredkii pro reseni
matematickych problémii, zvySeni kreativity a rozsireni kapacity védomosti ve vyuce
matematiky na kazdé urovni vzdélavani. Uvadime své zkuSenosti s pouZivanim open source
programu Freemind pro tvorbu mentdlnich map. Uvadime zdkladni pravidla pro tvorbu
mentalnich map.

KLICOVA SLOVA: Mentdlni mapa, open source, Freemind, ieSent problému

CLASSIFICATION: C30, Q30

Introduction

Mind maps or “similar” semantic, concept or cognitive maps have been used for
learning, brainstorming, memory, visual thinking, problem solving by educators, scientists,
artists, psychologists and people in general in various spheres of activities for centuries.
We should mention Leonardo da Vinci, Isaac Newton, Charles Darwin, Albert Einstein,
Thomas Jefferson, Winston Churchill, Richard Feynman and many others.

Modern Mind mapping was invented by Tony Buzan as a special technique for taking
notes during his study of psychology, neurophysiology, neurolinguistics and informatics.
Tony Buzan is the world's leading author, lecturer and adviser to governments, businesses,
professions, universities and schools on the brain, learning and thinking skills. Tony Buzan
together with his brother Barry Buzan developed commercial PC programme iMindMap.
Nowadays mobile applications are available for Apple and Android [8].

Mind Maps

A mind map is a diagram used to represent words, ideas, tasks or other related items.
They are arranged radially around a central key word or idea. It is used to generate,
visualize and classify ideas and structures. It is an image-centred diagram that represents
semantic or other connections between portions of information.

The method of mind mapping is based on the assumption that the two halves of the
human brain perform different tasks. While the left side is mainly responsible for logic,
words, arithmetic, linearity, sequences, analysis, lists, the right side of the brain mainly
performs tasks like multidimensionality, imagination, emotion, colour, rhythm, shapes,
geometry and synthesis. Mind mapping enables to use both sides of the brain, letting them
work together and thus increases productivity and memory retention [2].

The style and shape of a mind map evokes the human neuron including its functions,
Fig. 1.
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Figure 1: Human neuron

Mind maps are useful for brainstorming — individually or as a group, studying,
memorizing and summarizing information, notes, consolidating information from different
research sources, thinking through complex problems, presenting information in a format
that shows the overall structure of your subject.

Mathematics as the network science

Mathematics is not a linear subject. It is extremely associative. We can look at any of
the notebooks or blackboards of the great mathematicians. They are filled with arrows,
boxes, doodles, pictures and all the ‘thinking tools’. Many studies of great mathematicians
show that a high proportion of them thought about numbers not as black and white digits
but in colours and spatial forms.

Mathematics is the network science. Mathematical objects, such as concepts,
definitions, theorems, proofs, algorithms, rules, theories are not only interrelated among
each other but also connected with other sciences and the real world. There is a widespread
consensus in the actual didactical discussions that mathematics should be cognized by
students in its connection not received as a collection of isolated rules and facts. The
significance of the previous sentence is apparent from the definition of The PISA
Mathematics Domain [5].

“The PISA mathematics domain is concerned with the ability of students to analyse,
reason and communicate ideas effectively as they pose, formulate, solve and interpret
mathematical problems in a variety of situations. The PISA mathematics assessment
focuses on real-world problems, moving beyond the kinds of situations and problems
typically encountered in school classrooms.”

In the same Pisa study we can also find the definition of mathematical literacy: “The
mathematical literacy is an individual’s capacity to identify and understand the role that
mathematics plays in the world, to make well-founded judgments and to use and engage
with mathematics in ways that meet the needs of that individual’s life as a constructive,
concerned and reflective citizen.”

One method how to support these mathematical domain, enlarge mathematical literacy,
express the network character of mathematics is its visualization. Teachers with modern
approach to mathematical education use various tools for it [6]. We can use mind maps and
concept maps for graphic presentation of mathematical network.
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Mind Maps in Mathematical Education

Mind mapping have been used in many fields since they were established. Mind maps
can be used for problem solving, exploration, development of thinking and individual
expression of creativity, memorizing, concentration, motivation, mental literacy,
improving memory, presentations, organization, preparation, brainstorming, work planning
and others [3].

Although mind maps have been often used in education, they are seldom used in
mathematics in spite of the special technique of mind mapping which uses both halves of
the brain and lets them work together what is very useful for mathematical thinking, which
requires engagement of both hemispheres. The left hemisphere is suitable for analytic
deduction and arithmetic, the right hemisphere for spatial tasks, e.g. geometry. The
constant emphasis on rules and algorithms in mathematical education which we can see in
our educational system for many years may prevent the development of creativity and
spatial ability. The balance between logic and creativity is very important.

Rules for Creating Mind Maps

It can be easy to create a map. We need a paper and pencil or the computer, especially
when we create more sophisticated or comprehensive maps, and our brain and pedagogical
skills of course.

At first we must decide if we will create a map using a large sheet of paper and
coloured pencils or using a mind mapping software which can be used effectively to
organize large amounts of information, combining spatial organization, dynamic
hierarchical structuring and node folding. Software packages can extend the concept of
mind mapping by allowing individuals to map their thoughts and ideas with information on
their computers. The main advantages we see in the facts that maps created using a
computer are graphically neat, can be complemented, corrected and reorganized
continuously, supported by pictures, uploaded into the internet, sharing with several
people.

Mind maps are hierarchically structured and it is necessary to observe some principles
when we are creating a mind map. Following rules are recommended [1]:

e Use a large sheet of paper without lines in landscape format or desktop.

o Place the topic of the mind map in the centre of the desktop (paper). The topic
of the mind map should be displayed in an eye-catching way, preferably by a
coloured image. If a picture does not seem appropriate, the topic should be
named by a well-chosen keyword.

e From the topic draw a main branch for each of the main ideas linked to the
topic. Write keywords denoting the main ideas directly on the lines. Use
printed letters. If a special order is needed for understanding the topics, the
branches may be numbered or ordered clockwise. If possible, only one word
per line, preferably a noun, should be written down. As 90% of the words in
texts are unnecessary, using a few meaningful keywords will be sufficient to
remember the entire context.

e Starting from the main branches you may draw further lines (sub-branches) for
secondary ideas (sub-topics) and so on. The order follows the principle: from
the abstract to the concrete, from the general to the special.

e Use colours when drawing a mind map.
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Add images, sketches, symbols, such as little arrows, geometric figures, exclamation
marks or question marks, as well as self-defined symbols to your mind map.

Open source programme Freemind

We use open source program Freemind. This mind mapping software is written in
Java. Free download and Freemind User Guide are available from [7]. This Mind mapping
software has wide range of usage as any commercial programme. We put down our ideas,
structure and expand and connect them. Freemind also works as a tree editor. We can
create foldable trees of plain text, notes enriched with colours, icons, cloud-shapes, and
other graphics. This will help us to customize our map. For example, we can use clouds to
group together the nodes that are interrelated, colours to differentiate between completed
tasks and other tasks, and icons to prioritize a node. We can add hyperlinks to web pages,
local files in our computer or email addresses.

Freemind gives us the option to export and import data. It is possible to export an
entire mind map or just a branch to HTML, XHTML, PNG or JPEG picture and Open
Office Writer document. We can import folder structures and Internet favourites into
Freemind. We can print the whole map into one page or to several sheets of paper.
Freemind web applet enables other users to view mind maps from their browser. We must
download and install the Java applet at our website so that users having Java 1.4 or a
higher version can browse through our maps.

The great positive of the Freemind is its usability. The presence of a simple and
intuitive interface makes the application easy to use and understand. It can be almost fully
controlled by the keyboard. The initial desktop of the program is in Fig. 2.
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Figure 2: Desktop of Freemind

Mind Maps in Calculus

We create and use mind mapping to help students to master basic theorems, features,
links and solving methods for more complicated topics such as Limits, Derivate, Integrals,
etc. Visual layout helps to clear orientation and facilitates remembering. Mind maps are
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inserted into elearning course in CMS Moodle. Unfortunately the Freemind does not
enable the export of mind maps with all its interactive tools. The mind maps are inserted
into CMS Moodle as a static bitmap. But students can download the programme Freemind
to their computers or portable flash disks and use the mathematical mind maps with all
dynamic advantages. After mind maps are presented in the mathematical course students
are able to use them at home, adjust them or create their own mind maps.

The limit of function belongs to one of the most important concepts and sometimes to
one of the most difficult as well as by students the most ignored topic of Calculus. We
started to support difficult definitions of the limit in our mathematical courses by applets
before five years [4]. But students confuse the methods of computation of the limit in the
definite point with the limit in the infinity as well as the limit of rational function with the
irrational function.

The special techniques of mind mapping organise the mathematical knowledge in a
clear and concise overview of the connectedness of mathematical objects around a main
topic and enable the balance between logic and creativity. Students see them on one sheet
of paper. The mind maps introducing the limit of function are in Fig. 3 and 4.
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Figure 3: Limit of function - Basic definition
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Figure 4: Limit of function - Basic rules

Some of subtopics contain the link to the file in PDF Format or web pages. The
connected files include basic information relating to the given topic. If a node contains the
arrow it means that it is the hyperlink.

In a subject like mathematics, students often forget important results, theorems or
methods and they are not able to apply them in the related questions. But with mind maps
they can remember the results in an order. Mind maps have an open structure and anybody
including students may add own concepts, methods or thoughts.

Conclusion

Mind maps are more compact than standard notes. Mostly we need one paper or
screen. Using mind maps enables us to make relations, dependences and generate new
ideas and conclusions. A good mind map shows the structure of the problem, importance
of individual items, and all interrelationships among them. We can quickly refresh and
repeat any topic. Students like to work with them. We recommend using an open source
programme for mental mapping because of its interchange ability, flexibility, reparability
and possibility of sharing.
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ABSTRACT. Teachers are considered as one of most important factors concerning
implementation of innovation in education, including inquiry-based learning. From the
research in this area we consider beliefs and knowledge for teaching mathematics as the
biggest influence on teachers’ decisions making in practice. So that is why beliefs and
knowledge of teachers are crucial inputs to courses of professional development. In our
contribution we design the theoretical framework for analysis of teacher beliefs. Tool for
characterizing teachers based on their beliefs is described and its use is illustrated on case of
Beata who participated in course of professional development.
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Introduction

Even teaching is considered as a social activity, the teacher is the main decision-
making person in the classroom. Approximately every two minutes teacher has to take
important decisions in order to solve various kinds of problems (related to students’
knowledge, classroom management, etc.) (Handal & Herrington, 2003). According to
Schoenfeld (2011), in order to attempt the process of solving problems (not only in
mathematics) and understand it, it is necessary to examine person’s knowledge base,
repository of problem-solving strategies, means of monitoring and self-regulation
(metacognitive skills) and his/her beliefs.

Variety of educational research examined the relation between teachers’ beliefs and
their institutional practice (Handal, 2003). Ernest (1989) suggested that beliefs are the
primary regulators for teachers’ acting and practice in classroom. Furthermore, they claim
that without change in teachers’ beliefs the change in school-practice is not possible
(Chapman, 1999). However, the change in affective level is longitunidal process and to be
successful in it, teacher has to obtain several good cases and examples of good-practices
within the innovation in education (Ceretkova/PRIMAS, 2011). Hermans et al. (2008)
suggest that there is a shared set of educational beliefs in particular schools. This is in
conclusion with Pajares (1992) who reported about sharing common beliefs within
supportive groups which teachers tend to form to gain confidence. Paris and Combs (2006)
propose that this kind of sharing of teaching practices depend on the school culture.

One of main objectives of 7FP project PRIMAS (Promoting Inquiry in Mathematics
and Science across Europe) was to “support teachers with inquiry-based learning (IBL)
pedagogies in mathematics and science”. According to project’s materials
(Ceretkova/PRIMAS, 2011), in a narrow sense, IBL may be defined as a teaching
approach which intends to promote learning by engaging students in any of the processes
or activities typically involved in scientific research. Within the project the broader
understanding what IBL means is used. It includes activity and independent work of
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students, role of teacher as a facilitator of students’ learning, collaborative classroom
atmosphere and processes and competences as a part of expected learning outcomes. In
promoting IBL to teachers’ community local contextual factors (e. g. national curriculum,
national assessment, textbooks, opinions of students and their parents) have to be taken
into account (Dorier/PRIMAS, 2012). Contextual factors defined in Dorier/PRIMAS
(2011) can be evaluated on the national level and taken into account when planning the
courses for professional development (CPD) of mathematics teachers. CPDs were chosen
as a main tool to spread the IBL into regular mathematics education. On the other side, the
characteristics of the teachers participating of CPD and their tendency to adopt IBL have to
be investigated individually.

The study

As Handal & Herrington (2008) claim: “Teachers are those who ultimately decide the
fate of any educational enterprise. Consequently...discrepancies between teachers’
opinions and ideas underpinning a curriculum innovation need to be identified, analyzed
and addressed.” Individual characteristics of teachers participating on CPD about IBL are
needed in order to adopt the structure of CPD and course materials for needs of the group
and to choose the right intervention for each participant. With this intention we tried to
develop a framework for such kind of identification. On the other hand it is useful for
better understanding of the mathematical background of Slovak mathematics teachers.

We assumed that the information of teachers’ knowledge and teachers’ beliefs will be
the most crucial aspects for positive implementation of IBL in their classrooms. In this
paper we focused on three different types of mathematics teachers’ beliefs and consider
their possible influence to willingness of teachers to implement IBL in their day-to-day
teaching. From the wide variety of areas we narrow ourselves to: mathematics that the
teacher consider as the most important in the classroom, the goal that this mathematics
have in the classroom and the instructions that are needed to achieve valuable outcomes.

Beliefs about mathematics

The first area Liljedahl (2008) describes three possible concepts of mathematics and
their influence on acting in classroom: (a) Mathematics as toolbox — means that
mathematics is seen as a set of rules, formulas, skills and procedure, therefore these are
stressed by the teacher and memorization and mastery are enforces. Mathematics activity is
understood as calculating, using rules, procedures and formulas. (b) Mathematics as
system — in this aspect mathematics is characterized by logic, rigorous proofs and exact
definitions with precise mathematical language. Proofs and definitions are used not only as
content, by also as pedagogical strategies. Doing mathematics activity means to develop
accurate proofs using precise language. (c) Mathematics as process — the main aim of the
teacher understanding mathematics as process is to provide students with experience with
the doing of mathematics. Relations between different notions play important role.
Mathematics activity in this case means generating rules and formulas, inventing or re-
inventing mathematics.

Beliefs about teaching goals

The second area that we consider as crucial in teacher beliefs system is connected with
contribution made by Kuhs & Ball (1986; in Pepin, 1999) which identified four distinct
approaches to teaching mathematics: (a) Learner-focused — teaching is focused on
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students’ inquiry and development; (b) Content-focused with emphasis to conceptual
understanding — teaching is led by content, but conceptual understanding is stressed; (c)
Content-focused with emphasis to performance — high performance and mastery of
students is the main goal; (d) Classroom-focused — teaching is based on good knowledge
about effective classroom.

Beliefs about mathematics instruction

The third part that we choose was defined by Murphy et al. (2004) which distinguishes
two main characteristics of instruction in mathematics classroom. (a) Teacher-centered
means mostly lecturing with classroom discussion. (b) Student-centered means involving
classroom practices that actively engage students in activities that can assist them to
construct mathematical concept, require reasoning and creativity, applying information etc.

Methodology

Looking for approach how to identify teachers’ beliefs we agree that it is hard to be
scientific about human affairs in comparison to objectivity of nature (Bunge, 1996).
Particularly, beliefs are hidden structures underpinning subjects’ behavior, opinions and
decision-making, therefore they have to be studied in indirect way. Constructivism was
chosen as an inquiry paradigm.

The research question was:
e How can be teachers’ beliefs identified congruent with their classroom
practice?
e How are these beliefs influenced by school culture?

According to previous analysis of national contextual factors (Dorier/PRIMAS, 2012),
we expect Slovak teachers to have concept of mathematics as a system due to the way how
are future teachers educated at the university in Slovakia. Based on nature of national
assessments we assume the teachers to be content-oriented with emphasis on performance.
As it is only few years since the curricular reform and lack of opportunities to practice, we
suppose that the teachers will use mostly teacher-centered instruction.

Several sources of data were analyzed. Teachers were interviewed by semi-structured
interview aimed to obtain information about their beliefs about mathematic and their
teaching. Sample lesson for each teacher was video-taped to investigate their classroom
practice. The whole-group discussion was performed to obtain information about the
teachers’ opinions what does good teaching of mathematics mean.

Implementation

In order to evaluate designed theoretical frame we piloted it at CPD about IBL in
upper-secondary mathematics organized within the project PRIMAS. We choose one
teacher, using pseudonym Beata, from grammar school that has strong tradition in students
performing high in assessments and in mathematics competitions. Teaching in
mathematics is mostly uniformed and teachers teaching in the same grade use the same
curriculum maps, so they may use the same assessment forms. Teachers usually do not
discuss their pedagogies, but they share developed tasks or other classroom materials.

Beata is a teacher with three years of teaching experience. As she mentioned, she is
teaching in traditional organization of lesson. At the beginning she explains the theory,
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then she shows it on few examples and then practice the topic together on several tasks.
We consider her teaching beliefs about mathematics instruction as teacher-centered.

Beata characterized a good math teacher as: “Somebody, that knows mathematics well,
at least at the higher level than he teaches.” Except it he must be able to explain the content
in several ways and adapt it also to the low-achieving students. As a third main condition
she mentioned that good teacher needs to be empathetic and able to work with young
people, to understand them and to be tolerant. It is evidence that she sees teaching within
its social environment and put strong emphases on teacher mathematical content
knowledge. We can connect it to the model of teacher knowledge that was presented by
Ball et al. (2008). In that model authors elaborated the two main categories of teachers’
knowledge running on Shulman (1986) who characterized teachers’ knowledge as
pedagogical content knowledge and subject content knowledge, in our case mathematical
content knowledge. If we analyze it more deeply, then Beata pointed to common content
knowledge CCK — as a mathematics that the teacher needs to know at least at the one level
higher to pass his students’ needs. The other key factor was the specialized content
knowledge SCK that she sees as something crucial for teaching mathematics. When she
was interviewed about outcomes of her teaching and her beliefs about learning she
mentioned that she “wanted her students to understand what they have learned”. And when
we turned the question to teaching she characterized it as: “leading students to use logical
thinking and constructive thinking” and this can be done in all mathematics topics. This is
in contradiction with the classroom practice where she spends a lot of time on practicing
and drills the algorithms and formulas that are required for tests and final assessment.
When she was asked how she defined a good learning and teaching Beata had difficulties
to formulate the answer. It is something that she has not questioned by herself in more
detail. It may be caused by lack of reflection on her pedagogical content knowledge, or
some level of uniformity in teaching at her school might cause that she is not questioning
in her teaching, or she may not be aware of different approaches she is using. Her teaching
goals are hidden into the common regular practice that she experienced as a student, at the
university and now as a mathematics teacher.

Generally, she mostly focused on the content. If we focused our attention to beliefs of
inquiry-based learning she was positive about it and willing to using it, but the main
contextual factor that is hindering her in the classroom is the lack of time.

Using descripted theoretical framework we would characterize Beata as teacher-
centered teacher (Murphy et al., 2004) and she is content-focused with emphasis to
performance (Kuhs & Ball, 1986) but she claims she would like to teach her students to
think, but she does not know how. This may indicate the internal tendency to emphasize
the conceptual understanding. In the relation to concept of mathematics (Liljedahl, 1999),
Beata emphasized practicing, memorizing and knowledge of formulas. This implies her
understanding mathematics as toolbox. However, in her personal beliefs she is set more
in concept of mathematics as process. She would like to stress relations between the
mathematical objects, role of metacognition, but she does not use this in her teaching.

If we look at it from the perspective of the content, there is discrepancy between her
actual beliefs and practice. She wanted her students to develop important process skills that
they will need in their future career but in the classroom she is using mostly mathematics
as a tool.
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Discussion

From the presented theoretical framework we consider that teachers understanding
mathematics as a process are the most tending to use constructivist pedagogies, inquiry-
based learning included. We assume that the teachers with concept of mathematics as a
system can also successfully implement IBL, but in other topics than teachers with
mathematics as process. Based on the analysis we would like to focus Beata’s attention to
the discrepancy between her beliefs and classroom practice. This may cause the
willingness of Beata to use classroom practices within her not enacted process beliefs.

Active role of student is typical for inquiry-based learning, so teachers whose beliefs
about mathematics instruction are student-centered are more likely to use IBL in their
practice. In the case of Beata and her teacher-centered beliefs we need to identify the
biggest source of contribution to these beliefs. We assume it may be the strong influence of
previous practice as a student as well as the strong school culture that is mostly teacher-
oriented. For accurate consideration more data are needed. Within these settings we need
to start questioning the school culture, teacher practice as well as looking and reflect at
different IBL processes that may occur also in teacher-centered classroom.

From characteristics of approaches it is obvious, that teachers with learner-focused
goals of teaching are the most willing to use inquiry-based learning. Teachers with
classroom-focused teaching goals may also tend to adopt IBL, as one of its characteristics
is collaborative classroom culture. Our assumption is that the most reluctant to IBL will be
teachers emphasizing the performance of the students, because classroom activities within
IBL are considered to more time-consuming and there will be less time for memorizing
and drill of some skills or algorithms. This can lead to teachers’ assumptions that their
students will score less of national assessment.

As we assumed, from observing the teaching practice and from the interview with the
teacher, we categorized Beata beliefs consistently with initial assumptions. But from the
interview we identify a tension between her current and ideal practice. We see the main
reason of this tension in the school culture oriented to performance and in the lack of
experience in students-oriented classroom activities.

As a consequence for CPD we think that experience and reflection on activity
involving students’ inquiry planned in detail can be helpful to persuade the teacher about
the advantages of implementing IBL into her day-to-day teaching. Designed framework
may serve as a tool for analysis that seems to be reasonable way to structure the interview
with participants of the CPDs about IBL. It was useful not only to evaluate current beliefs
and practice, but also identify the sources of tension between real and ideal practice.
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TASKS OF STEREOMETRY IN TEXTBOOKS AT THE PRIMARY LEVEL OF
EDUCATION IN SLOVAKIA AND GERMANY - SECOND VIEW

ULOHY ZO STEREOMETRIE V UCEBNYCH TEXTOCH NA PRIMARNOM
STUPNI VZDELAVANIA NA SLOVENSKU A V NEMECKU - POHIAD DRUHY

MAREK MOKRIS

ABSTRACT. Tasks of stereometry advancement geometric concepts of children. The article
deals with the identification and categorization tasks of stereometry. Tasks were selected from
textbooks, which are used for the second year of the primary level of education in Slovakia and
Germany (Land Baden-Wiirttemberg). We show the differences in educational content.

KEey WORDS: stereometria, geometrické predstavy, ucebné texty, primdrne vzdelavanie

ABSTRAKT. Ulohy zo stereometrie pomdhajii rozvijat geometrické predstavy. Prispevok sa
venuje identifikdacii a kategorizdacii uloh zo stereometrie, ktoré sa vyskytujii ucebnych textoch
pouzivanych vdruhom rocniku na Slovensku a v Nemecku (spolkova krajina Baden-
Wiirttemberg). Poukazujeme na rozdiely vo vzdelavacom obsahu a jeho spracovani.

KrUCOVE SLOVA: stereometry, geometric concepts, textbooks, primary education

CLASSIFICATION: D10, G10, G40

Uvod

Ucitel' na primarnom stupni vzdeldvania by mal v ramci predmetu matematika
u ziakov rozvijat’ aj priestorovii predstavivost. Podla O. Sedivého a kol. (2007, s. 2)
Stereometria napomaha pri rozvoji stereometrickych (geometrickych) predstav. Ako keby
existovali isté casové obdobia zvidst priaznivé pre rozvoj schopnosti priestorového
videnia. Ukazuje sa, Ze prvé takéto obdobie je vo veku 5 az 6 rokov. Dané vekové obdobie
zahtna prvy rok povinnej Skolskej dochadzky na Slovensku. Na zéklade toho, by mala mat’
stereometria v Skolskej matematike velmi vyznamné postavenie (zvlast na pociatku
primarneho vzdelavania, 1. — 2. ro¢nik zakladnej skoly).

Cielom c¢lanku je identifikovat’ a kategorizovat’ ulohy, ktoré su z oblasti geometrie.
Analyzované boli u¢ebné texty, ktoré su schvalené Ministerstvom §kolstva, vedy, vyskumu
a Sportu Slovenskej republiky a st pouzivané v druhom roéniku zakladnej Skoly na
Slovensku. Obsah u¢iva matematiky je na Slovensku spracovany v ucebnici [2] a v dvoch
pracovnych zoSitoch (pracovny zosit — 1. Cast’ [3], pracovny zosit — 2. Cast’ [4]). Existuju aj
iné uCebné texty z matematiky pre ziakov druhého roc¢nika, ale tie nedisponuji
schvalovacou dolozkou. Schvalovacia dolozka by mala zarucCovat’ nielen bezplatni
dostupnost’ ziakom, ale aj najvysSiu troven kvality. Tieto ucebné texty boli porovnavané
s ucebnicou [5] a pracovnym zoSitom [6] pre Ziakov tej istej vekovej kategorie, ktoré su
pouzivané v spolkovej krajine Baden-Wiirttemberg v Nemecku, ale su aplikovatel'né aj
v inych spolkovych krajinach (Mathematik fiir alle).
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Elementy stereometrie v u¢ebniciach a pracovnych zoSitoch v 2. ro¢niku zakladnej
$koly na Slovensku a v Nemecku

V nasledujticej Casti si uvedené jednotlivé kategorie uloh (zadani, problémov), ktoré
boli identifikované v danych ucebnych textoch. Z pohl'adu stereometrie boli do ucebnic
a pracovnych zoSitov na Slovensku aj v Nemecku, uréenych pre Zziakov 2. roc¢nika,
zaradené dve oblasti: oblast’ telesa a ich vlastnosti a oblast’ stavby z kociek. V nemeckych
ucebnych textoch sa navySe nachadzala aj problematika orientacie v priestore.

Oblast’ telesa a ich vlastnosti

Ucebnica pre slovenskych ziakov neobsahuje spracovanie problematiky zo
stereometrie, t4 je zaclenend len do pracovnych zoSitov. V slovenskych pracovnych
zositoch je len jedna tloha, v ktorej ziaci maju identifikovat’ pocet predmetov daného tvaru
(kocka, gula, valec apredmety iného tvaru). V nemeckej ucéebnici ide o analogicku
problematiku, ktord je vSak kontextovo zaradena do redlneho Zzivota (identifikacia
predmetov daného tvaru vo svojom okoli). Ziaci hladaju predmety, ktoré maj tvar kocky,
kvadra, guleavalca

B 230 pocet pomocou iarok -

Geometrische Korper untersuchen

© éb ®@o & D e s B e Qe e e
- lﬁ@%O
A’@O P aop28

POCET
(7 (KOCIEK) O (GuL) B (VALCOV) INYCH

MODRYCH ZLTYCH CERVENYCH ZELENYCH

Téma telesa a ich vlastnosti sa v slovenskych uc¢ebnych textoch neprehlbuje (oproti 1.
ro¢niku) o ziaden novy poznatok. V nemeckych ucebnych textoch pribidaju vlastnosti
priestorovych utvarov (vrchol, hrana, stena) a tiez Glohy na identifikaciu priestorového
utvaru na zaklade poctu jeho vrcholov, hran a stien.

@ ¥ - —)  Zeige Ecken, Fldchen und Kanten ® chchu Korper kann es sein? Schreibe auf.
| Kante g .~ Ecke | am Wiirfel, am Quader,
‘ | am Zylinder und an der Kugel ni-;/_.;:‘ > ( Mein Kérper 3 Mein Kdrper
= E ‘ e ;",‘L;‘ ) hat 2 Kanten. , hat 6 Flachen.
- | v v e
Flache . gl A
—~> L2
)
AD

Obr. 3. Vlastnosti telies (zdroj: [5], s. 117) Obr. 4. Vlastnosti telies (zdroj: [6], s. 58)

Oblast’ stavby z kociek

V podmienkach na Slovensku sa Ziaci prvykrat stretavaju s problematikou stavieb
z kociek v druhom roéniku (v Nemecku uZ v prvom roéniku — pozri Mokris [7]). Ulohy pre
ziakov na Slovensku boli zaradené do tychto kategorii:

e postavenie stavby z kociek na zakladne grafického zndzornenia stavby z kociek,
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e a) Poskladaj z kociek tieto stavby. = =

b) Vyfarbi rovnakou farbou alebo spoj €iarami stavby s plochou, na ktorej tieto stavby stoja.

Jo e

|
| |

Obr. 5: Stavba z kociek na zaklade obrazka, zdroj: [4], s. 21

¢ identifikacia stavebného miesta (zastavanej asti — propedeutika pohl'adu na stavbu
zhora) anasledné wuréenie poctu kociek pouzitych pri  postaveni stavby
(propedeutika objemu telesa).

Takto si Julka zaznadila stavbu na obrazku. Pomoz

Julke zaznacit, z kol'kych kociek sa stavby zlozené, Ak potrebujes, pouzi

ozajstné kocky

Obr. 6: Stavby z kociek — propedeutika objemu telesa, zdroj: [4], s. 43

V ucebnych textoch pre nemeckych ziakoch boli identifikované tieto typy tloh:
e urcenie poctu kociek pouzitych pri stavbe (propedeutika objemu telesa),

(D Wie viele Wiirfel sind es?
Zdahle. Baue zur Kontrolle nach.

a)

Obr. 7: Stavby z kociek — propedeutika objemu telesa, zdroj: [5], s. 118

e postavenie stavby z kociek na zaklade planu stavby,

@ f
| } 21213
wm e | 11 11

L 0.

Bauplatz Gebdude Bauplan

Baue nach diesen Baupldnen.

a) [2]2]2 b) [2]2]2 9 M d) [3T4]4]3
1121 213]2 1121211 213(3]|2
11214 1 1 112121 112]2]1

111(1]1 111

Obr. 8: Stavba z kociek na zaklade planu stavby, zdroj: [5], s. 118
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e priradenie planu stavby k znazornenej stavbe z kociek,

® Welche Baupldne passen zu diesem Gebdude?

A [312]3 B [312]3]2
2121211 2[2]1
2111 21
1 1

C 121273 D [2]37271

112]2 1122
103 12
2 3

Obr. 9: Priradenie planu stavby k stavbe z kociek, zdroj: [5], s. 118

e vytvorenie planu stavby k znazornene;j stavbe z kociek,

(M Schreibe zu jedem Gebdude einen Bauplan.

Obr. 10: Vytvorenie planu stavby z kociek, zdroj: [5], s. 119

identifikacia dvoch stavieb z kociek, ktoré po zlozeni vytvoria ,,vel'ka‘ kocku,

@ Immer 2 Teile ergeben einen groRen Wiirfel.
Ordne zu.
Ein Teil bleibt tibrig.

Obr. 11: Stavby z kociek, zdroj: [5], s. 119

e geometricky diktat, zamerany na postavenie stavby z kociek.
@ Baue das Gebdude. Schreibe den Bauplan.

Insgesamt sind es 24 Wiirfel.

Baue zuerst drei 3er-Tirme nebeneinander.

Stelle vor jeden Turm einen 2er-Turm.

Baue mit den restlichen Wiirfeln drei gleich hohe Tiirme.
Stelle sie vor die 2er-Turme.

59

SB»118/119 RE»SSl A 59) ]

Obr. 12: Stavby z kociek — geometricky diktat, zdroj: [6], s. 59
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Oblast’ orientacia v priestore

Tato téma nebola v slovenskych ucebnych textoch identifikovana. V nemeckej
ucéebnici a pracovnom zoSite sa vyskytovali nasledujice typy uloh:
e identifikacia pohl'adu na stavbu z jednoduchych telies (spredu, sprava, zozadu,
zl'ava, zhora),

(@ Wer hat welches Foto gemacht? Schreibe die Namen zu den Fotos.

Obr. 13: Identifikacia pohl'adu na stavbu z telies, zdroj: [6], s. 60

e znazornenie pohladu na stavbu z jednoduchych telies.

@ Zeichne die 3 Fotos, die die Kinder gemacht haben.

___von Lea

Obr. 14: Znazornenie pohl'adu na stavbu z telies, zdroj: [6], s. 60

Zaver

Na zaklade analyzy typov uloh zo stereometrie v u¢ebnych textoch na Slovensku
i v Nemecku, je mozné usudit’, Ze pozornost’ venovana rozvoju schopnosti priestorového
videnia, je v 2. ro¢niku na Slovensku nedostatoéni. Chyba prehibenie poznatkov o
zékladnych priestorovych utvaroch (kocka, valec, gul'a). Ziak v tomto veku (na Slovensku)
eSte nemusi poznat’ teleso kvader, nepozna vlastnosti priestorovych utvarov (vrchol, hrana,
stena). Statny vzdelavaci program ISCED 1 ([10], s. 5-12) uvadza, Ze vyucovaci proces by
mal, okrem kreslenia geometrickych tvarov a utvarov, zahfiiat'’ aj manipulaciu s niektorymi
priestorovymi geometrickymi utvarmi, budovanie telies z kociek podl'a vzoru alebo podla
obrazka, stavbu jednoduchych telies, stavbu telies z kociek podl'a vzoru a podla planu
(obrazka) a kreslenie planu stavby zkociek. Analyza typov uloh zo stereometrie
v uéebnych textoch v druhom ro¢niku tomu nenasvedéuje. Porovnanie jednotlivych typov
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uloh medzi uc¢ebnicami a pracovnymi zoSitmi pouZzivanymi na Slovensku a v Nemecku,
signalizuje, ze rozvoj priestorovej predstavivosti 6. — 7. rocnych deti na Slovensku je
nedostato¢ny. Presuvanie problematiky prace so stavbami z kociek do vysSich ro¢nikov,
moze mat’ negativny vplyv na schopnost’ priestorovo vidiet’.
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TASKS WITH APPLICATIONS IN THE TEACHING OF LINEAR ALGEBRA
APLIKACNE ULOHY VO VYUCOVANI LINEARNEJ ALGEBRY

DANA ORSZAGHOVA

ABSTRACT. In the paper we are dealing with one of topics of the theory of mathematics
teaching, which is the inclusion of applied tasks into the teaching of mathematical courses. The
chapter of linear algebra belongs to mathematical topics that are taught in economics study
branches at bachelor's degree study and it has multilateral application in specialized subjects
of economics. Presented examples of application tasks confirm that their solution is conditional
on combining the knowledge of mathematics and special subjects from the economics area.

KEey WoRDs: teaching of mathematics, applied tasks, linear algebra

ABSTRAKT. V prispevku sa zaoberame jednou oblastou teorie vyucovania matematiky, ktorou
je zaradenie aplikacnych uloh do vyucovania matematickych predmetov. K preberanym
tematickym celkom z matematiky v ekonomickych Studijnych odboroch na bakaldarskom stupni
Studia patria aj kapitoly z linedrnej algebry, ktora md v ekonomii mnohostranné aplikdcie.
Prezentované ukazky aplikacnych uloh potvrdzuju, Ze ich rieSenie je podmienené spojenim
vedomosti z matematiky a odbornych predmetov z ekonomickej oblasti.
KrUCOVE SLOVA: vyucovanie matematiky, aplikacné ulohy, linedrna algebra
CLASSIFICATION: A85, H65, M25

Uvod

Cielom vysokoskolskej pripravy budtcich inzinierov — ekonoémov je odborné
vzdelanie s takymi kvalitami, ktoré budi v stlade s narokmi praxe na ich teoretické
a odborné vedomosti, logické myslenie a tvorivé rieSenie problémov a praktickych uloh.
Tok informaénych a vzdelavacich zdrojov na bakalarskom stupni $tidia obsahuje vedecké
a odborné poznatky z rdznych oblasti. Je potrebné, aby ich Studenti vedeli vyhladat,
spravne vyhodnotit' a spracovat, =ziskat potrebné vedomosti, ktor¢ budi vediet
prezentovat’ a prakticky aplikovat’.

Matematika ako veda poskytuje ucinné a efektivne nastroje na rieSenie uloh
s aplikaciami, ¢im sa mnohokrat stadva nevyhnutnou sucastou metodického aparatu aj
vinych vednych disciplinach a $tudijnych odboroch. Stidium predmetov ako finanéna
matematika, poistna matematika, makroekonémia, mikroekondémia, optimalne
programovanie amnohé dalSie, vyzaduju dobré znalosti matematického aparatu.
Teoretické poznatky a matematické metddy sa stavaji pre Studentov pochopitelnej$imi
vtedy, ked si spojené s konkrétnou ukazkou aplikacie. Skusenosti z vyucovania
potvrdzuju, ze ukazky praktického pouzitia matematiky patria k motiva¢nym faktorom jej
Studia. Efektivnost matematického vzdelavania zvySuje aktivita Studentov v procese
ziskavania vedomosti, ¢im sa zaroven podporuje aj uc¢innost’ rozvoja schopnosti pouzivat’
matematicky aparat a metddy v aplikacnych tlohach.

Matematické modelovanie zakonitosti realnych situacii vyZzaduje schopnost’ aplikovat’
matematické metddy a ich pouzitie aj v tvorbe pocitacovych softvérov z matematiky. Tieto
poziadavky st zakladom pre moderné vzdelanie a ovplyvituju aj obsah vyucovacich
predmetov. Na praktické vypocty arieSenie aplikovanych uloh, pripadne na graficku
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interpretaciu ziskanych vysledkov mézeme pouzit’ rézne programy a softvéry. Napriklad
volne dostupny matematicky softvér GeoGebra v sebe kombinuje anavzajom spaja
geometriu, algebru a matematicka analyzu [1].

Zaradenie matematickych predmetov do Studijnych programov na fakultach
pripravujucich buducich bakalarov a inzinierov ma dolezité miesto najmd z aspektu
pouzitia matematickych metéd v aplikaénych tulohach. RieSenim aplikaénych tloh
vplyvame na:

— motivaciu Studentov rozumiet’ a ovladat’ teoretické principy matematiky,

— aktivitu, samostatnost’ a tvorivost’ Studentov,

— schopnosti Studentov matematicky zapisat’ podmienky vyjadrené slovne,

— trvacnost’ a systematickost’ vedomosti,

— rozvijanie medzipredmetovych vztahov,

— kvalitu vystupov vzdelavania.

Roéznorodost’ ukazok aplika¢nych tloh umoznuje ku kazdému tematickému celku
priradit’ ulohu, ktora bude spajat’ matematicku teodriu a jej praktické pouzitic na rieSenie
daného problému. Zavisi len od uditela, ¢i vhodnym vyberom prikladov s aplikaciami
ukdze Studentom uzitoCnu stranku matematiky, pripadne rozSiri pristup Studentov
k aplikaciam matematickych poznatkov aj atraktivnou formou e-vzdelavania [4].

Katedra matematiky na Fakulte ekonomiky a manazmentu (FEM) Slovenskej
pol'nohospodarskej univerzity (SPU) v Nitre ziskala a riesi projekt KEGA 021SPU-4/2011:
Vyucovanie matematiky s aplikaciami - obsahové zmeny v univerzitnom matematickom
vzdelavani (r. 2011-2013). Planovanym vystupom projektu je publikacia, v ktorej buda
k jednotlivym preberanym matematickym témam uvedené aplika¢né ulohy.

Pedagbgovia na Katedre matematiky sa vyuéovaniu aplikacii systematicky venujt
a aplikacné ulohy su zaradené v publikaciach, ktoré su urcené pre studentov SPU [5], [6].
Okrem toho realizujii pedagogické experimenty a vyhodnocuju tspeSnost’ Studentov pri
rieSeni uloh s aplikaciami [2], [7].

Obsahova napli tematického celku ,,Linearna algebra“

Na FEM SPU st v 1. ro¢niku bakalarskeho stupiia stidia vyucované tieto povinné
predmety: Matematika | a Matematika A v zimnom semestri, Matematika Il a Matematika
B vletnom semestri. Obsahova napli jednotlivych celkov na seba nadvdzuje, preto je
naro¢né pochopit’ matematicki nadstavbu bez prislusného zakladu. Do obsahovej naplne
predmetov letného semestra patria tieto tematické okruhy:

— neurcity integral funkcie jednej realnej premenne;j,

— urcity integral funkcie jednej realnej premenne;,

— linearna algebra (vektory, matice, determinanty, stistavy linearnych rovnic),

— zéklady teérie pravdepodobnosti.

Podrobnejsie sa budeme zaoberat’ okruhom ,,Linearna algebra®, ktory obsahuje tieto témy:
Vektory:

— pojem n-rozmerného vektora, operacie s vektormi,

— linearna kombinacia vektorov,

— linearna zavislost’ a nezavislost’ vektorov.

Matice:

— pojem matice, typy matic, operacie s maticami,

— elementarne riadkové (stipcové) tipravy matic,

— hodnost’ matice,

— inverzna matica.
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Determinanty:
— pojem a vlastnosti determinantu matice,
— vypocet hodnoty determinantu 2. a 3. stupna,
— rozvoj determinantu 4. stupiia podla riadku/stipca.
Sustavy linearnych rovnic:
—homogénne a nehomogénne sustavy,
— metddy rieSenia ststavy linearnych rovnic: Gaussova elimina¢na metoda, metoda
inverznej matice, metoda determinantov.

Ukazky aplika¢nych iloh

Uloha 1
Dodavatel'ska spolo¢nost’ C investovala do vyroby produktov V;,V, sumu 15 400 €.

Dodavatel'ska spolo¢nost’ D investovala do vyroby rovnakych produktov V;,V, sumu
16 100 €. Dodavatel C ma pri doddvke zisk 20€ a30€ na jeden vyrobok Vi,V,.
Dodavatel’ D ma pri dodavke zisk 15 € a 40 € na jeden vyrobok V;,V,. Vypocitajme, pri
akej minimalnej produkcii sa dodavatel'om vratia ich investicie.
Postup rieSenia:
A=£20 30) C B:(154OO]C X:(le A

15 40) D 16100 ) D Xy ) Vo

Vi Vo
Matica A vyjadruje zisk dodavatel'ov C, D na jeden vyrobok V;, V,.
Matica B vyjadruje celkové finan¢né investicie dodavatel'ov C, D.
V matici X su nezname Xi, Xo — pocet vyrobkov V,,V,, ktorych produkcia zabezpeci
dodavatel'om navratnost’ investicii.
Uvedené matice musia spiiat’ rovnicu: A-X=B = X= A1.B

Vypo&itame inverzni maticu A™! a pomocou uvedeného vztahu neznamu maticu X:

8 6
: - 1 0 @ —= -=
(AlE)=[20 00— (gAY 0 70
15 400 1 34
0 1 =2 =
70 70
8 6
w= ALlB | 75 70l (15400 _ (380) V4
34 | (16100) |260) V,
70 70

Zistili sme, ze minimélna produkcia pre navratnost investicii je 380 kusov vyrobku Vj
a 260 kusov vyrobku V5 .

Uloha 2

Podnik vyraba tri druhy vyrobkov V1, V2, V3, na ktoré potrebuje suroviny S1, s2, s3.
Na vyrobenie jedného vyrobku V1 potrebuje 20 jednotiek [j.] suroviny s1, 30 j. suroviny s2
a 40 j. suroviny s3. Na vyrobu jedného vyrobku V2 potrebuje 40 j. suroviny s1, 50 j.
suroviny s2 a 30 j. suroviny s3. Na vyrobu jedného vyrobku V3 potrebuje 30 j. suroviny s1,
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10 j. suroviny s2 a 50 j. suroviny s3. Vypocitajme, kol’ko kusov vyrobkov V1, V2, V3 bolo
vyrobenych, ak sa pritom spotrebovalo 5500 j. suroviny s1, 5900 j. suroviny s2 a 7500 j.
suroviny s3.
Postup rieSenia stru¢ne naznacime.
Spotrebné vektory pre jednotlivé vyrobky su:

(20, 30, 40) pre vyrobok V1,

(40, 50, 30) pre vyrobok V2,

(30, 10, 50) pre vyrobok V3

(5500, 5900, 7500) pre celkovu vyrobu.
Z tychto dajov zostavime ststavu linearnych rovnic s nezndmymi x,, x,, X3, ktort

mozeme rieit’ niektorou z uvedenych metdd (matica sustavy je regularna).

20%q +40x, +30x3 =5500 X, =80
30x; +50x%, +10x3 =5900 = X, =60
40x%; +30x, +50x%3 = 7500 X3 =50

Zistili sme, ze z daného mnozstva surovin s1, s2, s3 mozno vyrobit’ 80 kusov vyrobku V1,
60 kusov vyrobku V2 a 50 kusov vyrobku V3.

Uloha 3

Letecka spolo¢nost’ poskytuje prepravu tromi druhmi lietadiel a prepravuje tri druhy
nakladov. V tabulke ¢. 1 je uvedené optimalne prepravné zatazenie kazdého druhu
lietadla. Predpokladame, ze v dany deit ma spolo¢nost’ prepravit’ 1100 jednotiek (j.) posty
1. triedy, 1930 o0sdb a 460 j. balikov. Kol’ko lietadiel jednotlivych druhov na to potrebuje?

Druh lietadla
osobné nakladné vel’kokapacitné
Prepravované jednotky
posta 1. triedy 100 100 100
0soby 150 20 350
baliky 20 65 35

Tabul’ka 1: Optimalne prepravné zat'azenie spolo¢nosti [3]

Oznac¢ime hladané pocty lietadiel: X — pocet osobnych lietadiel, y — pocet nakladnych
lietadiel, z — pocet velkokapacitnych lietadiel. Potom podmienky lohy mézeme napisat’
V tvare sustavy troch linearnych rovnic:

100x +100y +100z =1100
150x + 20y +350z=1930 =
20x + 65y + 35z =460

Odpoved: V dany den potrebuje letecka spolo¢nost na prepravu nakladov 3 osobné,
4 nakladné a 4 velkokapacitné lietadla.

[x,y.z]=[34.4]

Aplikacné ulohy — suc¢ast’ matematickych predmetov

Z uvedenych ukazok tloh a postupov rieSenia vidime, Ze v aplikacii sa spajaju pojmy
a matematické metody linearnej algebry s praktickym kontextom ekonomickych
problémov. Slovné ulohy poskytuji priestor na konkrétne zadania zroéznych oblasti
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ekonomickej praxe, pricom najprv musime zadanie analyzovat, zostavit matematicky
zépis Ulohy a potom pouzit prisluini metédu rieSenia. Studenti na prednagkach &asto
ziadaju viac ukazok s aplikaciami, po ich uvedeni zistia, ze aplikacie st ,,nadstavbou*
a chcu sa vratit’ k rieSeniu uloh s matematickym zadanim.
Stcasné vyucovanie vysokoskolskej matematiky prechadza zmenami, ktoré stvisia aj
s uplatiovanim informacénych technoldgii vo vzdelavani. Stadium teoretického zakladu sa
minimalizuje a do popredia vystupuji poziadavky na schopnosti studentov aplikovat tedriu
a vSeobecné metody matematiky. Plati to aj na fakultach s ekonomickym zameranim, kde
prichddza studovat’ Coraz viac absolventov obchodnych akadémii, ktori si na strednej
Skole pripravovani pre prax. Tento trend postupne prechddza do 1. stupiia vysokoskolského
Studia, kde Studenti pozaduju praktické navody a vyhybaju sa stadiu teoretického zakladu.
To vyzaduje zmeny, aktualizaciu a inovaciu v matematickych predmetoch vo vztahu k ich
obsahu a pouZivaniu vyu¢ovacich metdd, ¢o méZeme zhrnat’ nasledovne:
1. obsah hlavnych tém z matematiky aktualizovat' a prisposobit’ Studijnym odborom
a programom podl'a poziadaviek z odbornych katedier a praxe,
2. vybrané témy vyucovat’ s vyuzitim informacnych technologii (napr. vysvetlit' princip
matematickej metody, realizaciu uskuto¢nit’ pomocou pocitaca),
3. matematicky aparat priblizit' studentom prostrednictvom aplika¢nych tloh z réznych
oblasti ekonomickej praxe,
ulohami z praxe motivovat’ zaujem $tudentov 0 matematiku,
inovaciou systému a ponuky volitelnych predmetov rozsirit moznosti Studia
niektorych matematickych tém a ich aplikacii podrobnejsie,
6. rieSenim tuloh rozvijat’ schopnosti Studentov tak, aby smerovali k samostatnej aktivnej
¢innosti v procese vzdelavania.

ok

Linearna algebra je zahrnutd na skuaske v letnom semestri, preto sme sa rozhodli
porovnat’ §tudijné vysledky a znamky z letného semestra v akademickom roku 2011/2012.
Vybrali sme zFEM tieto $tudijné programy: EKP — Ekonomika podniku, UCT —
Uttovnictvo, DS — denné §tadium, EXT — externé §tadium. Udaje su uvedené v tabul’ke
¢.2. Vo vypocte priemernej znamky sme vynechali tych Studentov, ktori neuspeli na
skaske. Z dajov v tabulke vyplyva, Ze Studenti dosiahli na skuske porovnateI'né vysledky.
Studenti programu Uétovnictvo dosahuju v ramci fakulty najlepdie $tudijné vysledky, ¢o
plati aj pre znamky z matematiky.

Pocet Priemerna
A) |B(LS)| €2) |B@Y| EB) §tudentov | zniamka
EKP - DS 11 15 21 12 16 75 2,05
EKP - EXT 2 3 6 3 7 21 1,81
UCT - DS 14 7 6 10 2 39 1,73
UCT - EXT 2 1 4 2 3 12 2,13
Spolu 29 26 37 27 28 147 1,997

Tabulka 2: Studijné vysledky vo vybranych $tudijnych programoch FEM (2011/2012)

Zaver/diskusia

V prispevku sme sa zaoberali vyucovanim tematického celku ,,Linearna algebra“ na
FEM SPU v Nitre, priom sme sa sustredili na aplikaéné ulohy so zameranim na
ekonomicku oblast. Bakalarske stidium v ekonomickych S$tudijnych programoch je
zamerané na prepojenie tedrie s praxou, €o sa prejavuje aj v matematike poziadavkami na
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ukazky praktickej aplikdcie matematickych postupov a metdéd. Aplikacné ulohy
orientované na ekondémiu vyZaduji ovladanie matematiky a ich spojenie s odbornymi
poznatkami z ekonomickej oblasti. Aby ich Studenti pochopili, musia rozumiet’ pojmom
z oboch oblasti, ¢o zvySuje naroky na obsah a metédy vyucby matematiky.

V ukazkach aplikaénych tloh sme sa sustredili na matematicky aparat a metody
linearnej algebry. Ak spravne zvolime ndro¢nost’ tlohy a zaradime ju do obsahu prednasky
alebo cvicenia, tak mame vytvoreny pristup k inovacii obsahu a vyu¢by matematiky.

Uspesnost’ §tidia matematiky je podmienena aktivnou samostatnou pracou a $tadiom
kazdého $tudenta. DalSou podmienkou st kvalitné $tudijné zdroje v tlatenej alebo
elektronickej verzii, ktoré budu obsahovat’ ukazky aplikacnych uloh, aby Studentom
demonstrovali praktické pouzitie matematiky.
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ROZVOJ GEOMETRICKYCH PREDSTAV O PYTAGOROVEJ VETE

GABRIELA PAVLOVICOVA! — LUCIA RUMANOVA — JULIA ZAHORSKA

ABSTRACT. In this paper we present activities and tasks which support increase of
understanding of Pythagorean Theorem and its applications in solving mathematical problems.
Some of the proofs we use for creation of geometric puzzles. We adapted the use of tasks in the
square grid in the mathematical education at primary school. Our aim was to present various
possibilities of implementation of graded tasks and activities which lead to discovering and
understanding of Pythagorean Theorem.

KEY WORDS: geometric conceptions, Pythagorean Theorem, discovering activities

ABSTRAKT. V prispevku prezentujeme vybrané aktivity aulohy podporujice zvySovanie
porozumenia Pytagorovej vete ako aj jej aplikdciam pri rieSeni matematickych uloh.
Z niektorych existujucich doékazov Pytagorovej vety sme vytvorili geometrické skladacky
a ulohy v Stvorcovej sieti, ktoré sme prisposobili ich vyuZitiu v ramci vyucovania matematiky
uZ na primarnom stupni vzdelavania. Nasim cielom bolo prezentovat rézne moznosti
zavadzania gradovanych uloh a aktivit vediicich k objaveniu a pochopeniu Pytagorovej vety.

KruCove SLOVA: geometrické predstavy, Pytagorova veta, objavné aktivity

CLASSIFICATION: G10, E50

1 Uvod

Podl'a SVP ISCED 2 sa v tematickom okruhu Geometria a meranie Ziaci na 2. stupni
zakladnej Skoly v Slovenskej republike zoznamuji so zdkladnymi geometrickymi utvarmi,
skiimaju a objavuju ich vlastnosti. Téma ,,Pytagorova veta, jej odvodenie a pouZitie pri
rieSeni praktickych  uloh” byva v skolskych vzdelavacich programoch zaradena
do deviateho ro¢nika ZS. Ziaci po jej prebrati maju poznat’ a vymenovat zakladné prvky
pravouhlého trojuholnika (odvesna, prepona, sucet dvoch ostrych uhlov je 90°); vediet,
pre aky utvar plati Pytagorova veta; poznat' a vediet formulaciu Pytagorovej vety a jej
vyznam. ZapiSu Pytagorovu vetu vztahom c®>=a”+b®, ale aj vztahom pri danom
oznaceni stran pravouhlého trojuholnika. Samostatne vyjadruju a zapisuji zo zékladného
vztahu Pytagorovej vety obsah §tvorca nad odvesnou a (a® =c”—b?) a nad odvesnou b (

b? =c? —a?), vyjadruju vztah pre vypocet odvesien a, b (a=+/c2—b’,b=+c?-a*) alebo
ich druhych mocnin. Vypoditaju dizku tretej strany pravouhlého trojuholnika, ak sii zname
dizky jeho dvoch zvy$nych stran a samostatne pouZivaju Pytagorovu vetu na rie$enie
kontextovych uloh z realneho praktického zivota.

Propedeutikou Pytagorovej vety moze byt uz v nizsich roénikoch ZS vypocet obsahu
rovinnych Utvarov v §tvorcovej sieti, vypocet obsahov obrazcov zlozenych zo Stvorcov
a obdiznikov, atiez analyza takto vytvorenych utvarov. V $kolskej praxi uéitelia Easto
vyuzivaju geometrické dokazy platnosti Pytagorovej vety a motivaéne uvadzaju historické

! Corresponding author
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poznamky. Na tuto oblast’ sa zameriame aj my v nasom prispevku. Uvadzame uz zndme
obrazce a postupy, ktoré sme sa snazili ucelene spracovat’ a poukazat’ na ich vyuzitie
v Skolskom vzdelavani.

2 Objavujeme vzt'ahy v Pytagorovej vete

S aktivitami, ktoré neskor mozeme vyuzit pri objavovani a zavadzani Pytagorovej
vety, je vhodné =zacat uz na primarnom stupni vzdeldvania. V ramci aktivit
s geometrickymi skladackami alebo v Stvorcovej sieti mézu Ziaci objavit dolezité
vlastnosti a vztahy. Tie neskor vedu k hlbsiemu porozumeniu Pytagorovej vete, i ked’ pri
ich realizacii ju eSte nepoznaju. Dalej uvadzame niektoré takéto aktivity bez pouZitia
Pytagorovej vety, ako aj aplikacné tlohy, v rieSeniach ktorych Pytagorovu vetu
vyuZivame.

2.1 Manipula¢né aktivity s papierom

Strihanie a skladanie vhodne vytvorenych geometrickych obrazcov a skladadiek moze
viest’ k poznaniu, ze ak vieme zlozit’ z dvoch menSich Stvorcov jeden velky Stvorec, tak
jeho obsah je suctom obsahov tychto dvoch §tvorcov.

A. Zdanych casti skladacky zlozte najskor dva mensie Stvorce a potom zo vsetkych

casti jeden vel’ky Stvorec.

2d N a—Cb

Obrazok 1

B. Z danych casti skladacky zlozte k malému Stvorcu jeden vacsi Stvorec a potom zo
vSetkych Casti jeden velky Stvorec.

I 2 —€

Obrazok 2 \ _

C. Stvorec na obrazku 3 vlavo rozstrihajte na jednotlivé &asti, pricom dizka jeho
strany je rozdelend na 3cm a 4cm. Potom zo S§tyroch trojuholnikov ohraniéte d’alsi
Stvorec, tak ako je na obrazku 3 vpravo. Skuste odpovedat’ na otazky.

*m

Obrazok 3
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1. Aky je obsah Stvorca C, ktory vznikol?
2. Preco je dlZka prepony trojuholnikov Secm?

D. Nastrihajte si §tvorce sroznymi dizkami stran, napriklad od lcm po 15cm.
Zistujte, ktorymi trojicami Stvorcov vieme ohraniCit pravouhly trojuholnik
(Stvorce k sebe prikladajte tak, aby sa dotykali vrcholmi aich strany vytvorili
pravouhly trojuholnik). Zistujte dizky ich stran, uréte ich obsahy a hl'adajte vzt'ah
medzi trojicami ¢isel urcujucich obsahy Stvorcov. Najdete tak trojice Cisel: 3,4,5;
6,8,10; 5,12,13; 9,12,15 a ich obsahy tvoria tzv. ,,s¢itacie rodinky “.

2.2 Aktivity v §tvorcovej sieti
Aktivita 1

Vyssie uvedené aktivity A, B moZzeme zadat’ aj ako ulohy v Stvorcovej sieti: rozdel'te
dany obrazok dvomi ¢iarami tak, aby sme zo vzniknutych ¢asti mohli zlozit’ jeden Stvorec.

i

Obrazok 4

Aktivita 2

V nasledujucej aktivite na objavenie Pytagorovej vety vyuzijeme ako didaktické
prostredie tiez Stvorcovu siet’.

Nakreslite I'ubovolny Stvorec ABCD do $tvorcovej siete (obrazku 5) a zistite jeho
obsah rozdelenim na Styri pravouhlé trojuholniky a Stvorec.

B

|

l
e
A A

Obrazok 5 Obrazok 6: A>——1B

Do aktivity zavedieme Sipkovy zapis vyjadrujuci pohyb po Stvorcovej sieti z bodu A do
bodu B pre zvoleny Stvorec ABCD, napriklad pre $tvorec na obrazku 6 je Sipkovy zapis
A———1 B.
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Potom zakreslujte rozne Stvorce do Stvorcovej siete, pocitajte ich obsahy a vysledky
zapisujte do tabulky. Najskor si zvolte strany Stvorcov tak, Zze budete zvySovat’ Sipky
doprava — a Sipka hore 7 bude len jedna. Zistujte obsahy tychto $tvorcov, ktorych stranu
ste urcili Sipkovym zapisom. Postupne zvySujte Sipky doprava — a Sipky hore 1 su teraz
dve, atd’. Pokuste sa vyjadrit’ vztah medzi obsahom vzniknutého Stvorca a poctom $ipok
doprava a nahor. Nakoniec ziskate takto vyplnenu tabul’ku (tabul’ka 1).

— 1 Obsah Stvorca |
a 1 a’+1
a 2 a’ + 4
a 3 a’+9
a 4 a’+16
a 5 a’ + 25
a b a’ + b?

Tabul’ka 1: Obsah stvorcov pre A—...1... B

Z tabulky zistite, ze ak mame usecku AB so Sipkovym zapisom A—...1... B, t. j. zapis
obsahuje a sipok doprava a b Sipok hore, potom obsah Stvorca je
a? + b?. Viimnite si, 7e a Sipok tvori jednu odvesnu a b Sipok tvori druhti odvesnu
pravouhlého trojuholnika, pricom stcet a® + b? je obsahom S$tvorca zostrojeného nad
preponou tohto pravouhlého trojuholnika.(viac v Pavlovic¢ova G. a kol., 2012, s.39-45).

c

A a v

Obrazok 7

3 Aplikacia Pytagorovej vety v ulohach

Uvadzame ukédzky dvoch aplikacnych tloh vhodnych pre skolski prax. Prva je ukazka
vyuzitia nadobudnutych vedomosti o trojuholniku, jeho vlastnostiach a aplikacie
Pytagorovej vety V jej rieSeni. Druha tloha poukazuje na moznosti pouZitia Pytagorovej
vety v rieSeni problému o kruZniciach. Vyuzivame tu vSeobecné znenie Pytagorovej vety
(plati pre vsetky navzajom podobné utvary, ktoré su zostrojené nad stranami trojuholnika).
Uloha 1

Dvaja majitelia pozemkov sa nemohli zhodnut na tom, kto ma vdacsi pozemok. Oba
pozemky mali tvar trojuholnikov. Rozmery prvého pozemku boli 50 m,50m, 80m; druhy

pozemok mal rozmery 50 m,50m, 60m. Prvy majitel’ tvrdil, Ze jeho pozemok md dlhsSiu

zdkladiu, preto md aj vicsiu vymeru. Druhy bol presvedceny, Ze na dlzke zdkladne
nezalezi a vymera je rovnakad. Kto z nich mal pravdu? (Sedivy a kol., 2008)
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Riesenie Ulohy pozostava z niekolkych krokov: 1) V rozbore tlohy nacrtneme oba
pozemky a konStatujeme, Ze ide o rovnoramenné trojuholniky s rovnakou dlzkou ramien,

ale roznou dlzkou zakladni.
c M

50 m 50m

80 m
A 60 m B

Obrazok 8

2) Zopakujeme si vlastnosti rovnoramenného trojuholnika a doplnime nacrty o vysky na
zakladne, ktoré rozdelia oba trojuholniky na dva zhodné pravouhlé trojuholniky. 3)
S pouzitim Pytagorovej vety Vvypo&itame dizky zndzornenych vysok. 4) Po zisteni, Ze
znazornené pravouhlé trojuholniky maji zhodné dizky stran prijmeme zaver, Ze podla vety
SsS su zhodné.

Pre ziakov je narocné sformulovat’ zaver V zneni ,,zhodné utvary maji zhodny obsah “,
CastejSie dokoncia rieSenie tlohy vypo¢tom obsahov obidvoch trojuholnikov ,,pre istotu‘.
V zavere rieSenia uvedieme spravne sformulovant slovnu odpoved’.

Uloha 2

Dané su dve kruznice ky (S1, 1) aku(Sy, ra). Zostrojte kruznicu ks, ktorej obsah je
suctom obsahov kruznic ky a ks.

Z rdznych moznych rieSeni ulohy uvaddzame aplikdciu Pytagorovej vety. Vztah medzi
obsahmi danych kruznic a hl'adanej kruznice je S3 = S; + S, . Po dosadeni do vzorca pre
vypodet obsahu kruhu dostaneme vztah pre polomery kruznic: r# = r? + r#. Dizku
polomeru hladanej kruznice teda vieme zostrojit' ako preponu pravouhlého trojuholnika,
ak vyuzijeme nasledovné vSeobecné znenie Pytagorovej vety: Sucet obsahov dvoch
podobnych utvarov zostrojenych nad odvesnami pravouhlého trojuholnika sa rovna
obsahu titvaru s nimi podobného zostrojeného nad preponou tohto trojuholnika.? Na
obrazku 8 prezentujeme tento vztah analogicky medzi polkruhmi, kde strany trojuholnika
tvoria priemery tychto polkruhov.

Obrazok 9

2 povodné znenie tejto vety uvedené v knihe Euklides: Zaklady, kniha VI, veta 31; najdeme aj v knihe Fulier, J. a kol., 2011,
s.197.
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Zaver

Pytagorova veta urcite patri medzi najcastejSie pouzivant vetu v Skolskej praxi a je
pravdepodobne aj najslavnejSou matematickou vetou vobec. Je to zaroven veta s najvacsim
poctom dokazov, v dostupnych zdrojoch sa ich uvadza az okolo 300. Tato geometricka
veta je pouzitel'na aj v praktickom zivote. Popisané aktivity v prispevku su riesitelné aj pre
slabsich ziakov, o mdze byt pre nich zaroven silne motivujice. Motivaciou pre ziakov
mozu byt aj konkrétne ukazky vyuzitia vSseobecného znenia Pytagorovej vety, pripadne aj
historicky pohl'ad na tato vetu.
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TASKS WITH ELEMENTS OF STATISTICS IN MATHEMATICS OF PRIMARY
SCHOOL

ULOHY S ELEMENTMI STATISTIKY V MATEMATIKE PRIMARNEJ SKOLY

ALENA PRIDAVKOVA

ABSTRACT. The concepts of basic statistic notions are created in children’s mind in younger
school age. Models of elementary statistic concepts can be presented in mathematical
education at primary school. Everyday life situations are basis. Propedeutical mathematical
tasks are presented in the article. Constructivist approach in mathematical teaching is applied
in the tasks.

KEYy WORDS: statistics, elementary mathematics, primary school

ABSTRAKT. Koncepty zdkladnych pojmov Statistiky su v myslent deti vytvarané uz v mladSom
Skolskom veku. Modely elementarnych Statistickych pojmov moézu byt prezentované vo
vyucovani matematiky na primdarnom stupni vzdelavania. Vychodiskom su pritom situdcie
Z kazdodenného Zivota. V clanku su prezentované ulohy na propedeutiku niektorych
elementarnych pojmov matematickej Statistiky, vyuzZivajuce konStruktivisticky pristup
k vyucovaniu.

KrUCOVE SLOVA: Statistika, elementarna matematika, primdrna skola

CLASSIFICATION: B50, C70, D30

Uvod

Statistika je oblast’ matematiky, ktord méa svoje zastiipenie v obsahu vyucovacieho
predmetu matematika uz na primarnom stupni vzdelavania. Pri vytvarani prvotnych
predstav o zadkladnych pojmoch danej casti matematiky by mal byt aplikovany
konstruktivisticky pristup vyucovania, ktory je zaloZzeny na procese tvorby vlastnych
predstav o abstraktnych matematickych pojmoch [2]. VyuZivané st pritom rozli¢né druhy
reprezentacii na réznych urovniach abstrakcie. Spociatku sa manipuluje s konkrétnymi
predmetmi, nasleduje praca s obrazkovym reprezenticiami a postupuje sa az k mentalnym
reprezentantom. Uvedeny pristup moze pomoct’ prekonat’ obavy ucitelov primarnej Skoly
z u¢iva zameraného na propedeutiku Statistickych pojmov.

Statistika vo vyu¢ovani matematiky primarnej $koly

Analyzovany bol vzdelavaci obsah matematiky primarnej Skoly na Slovensku
a v Taliansku z pohl'adu vyskytu elementov uciva spojenych so Statistikou.

V $tatnom vzdelavacom programe ISCED 1 na Slovensku je ucivo, tykajice sa danej
oblasti, zaradené do jedného z piatich tematickych okruhov s nazvom Kombinatorika,
pravdepodobnost’ a Statistika. Vykonovy §tandard je uvedeny v ramci tematického celku
Riesenie aplikacnych uloh auloh rozvijajucich Specifické matematické myslenie.
V nasledujucej Casti prezentujeme formulacie odporucanych ciel'ov v kontexte spominane;j
oblasti matematiky (podla [1]), uvadzané ako vykonovy Standard.
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Odporicany vykonovy

Odporucana téma Standard

Odporuacané pojmy

ulohy na zbieranie
a zoskupovanie udajov

vytvorit’ jednoduchu tabul’ku

a orientovat’ sa v nej,

urobit’ zo ziskanych a znazornenych
udalosti jednoduché zavery

vytvaranie tabuliek z dajov tabul’ka, riadok, stlpec

ziskanych ziakmi

ziskavat’ a zhromazd'ovat’ potrebné
udaje,

zo ziskanych udajov vediet’
zostavit’ a precitat’ tabulku

gitat' a nakreslit’ (vytvorit)) stipcovy
diagram zo ziskanych udajov

vytvaranie stipcovych diagramov
z udajov ziskanych ziakmi

vypocet aritmetického priemeru
pre mensi pocet dat
(propedeutika)

aritmeticky priemer,
stlpcovy diagram, data,
priemer

vypocitat’ aritmeticky priemer pre
mensi pocet primeranych dat

Tabul’ka 1: elementy uciva $tatistiky na Slovensku

Vystupy vzdelavania v Taliansku st formulované vo forme znalosti a zru¢nosti. U¢ivo
je rozdelené do piatich tematickych okruhov, pricom jeden z nich zahrnuje aj propedeutiku
Statistiky. Ide o okruh nazvany Udaje a predpovede. Uvadzame odporu¢ané znalosti
a zrucnosti z danej oblasti matematiky, ktoré ma Zziak zvladnut v jednotlivych piatich

ro¢nikoch primarneho stupna vzdelavania (podla [9]).

Znalosti

Zrucnosti

reprezentacia jednoduchych udajov,
rozne druhy ich usporiadania a
triedenia

zhromazdi Gdaje a informacie,
zorganizuje ich symbolické (ikonické) reprezentacie

prvky Statistického zistovania

zhromazdi udaje a informacie,
zorganizuje ich symbolické reprezentécie

prvky Statistického zistovania

kladie otazky v konkrétnych situaciach (skupiny l'udi,
vek 0sob, povolanie, $port atd’.);

zozbiera informacie uréitého typu, roztriedi informacie
podl'a druhu;

prezentuje data vo frekvenénej tabulke alebo pomocou
grafu, ktory je primerany danej situacii;

rozozna modus v mnozstve dajov prezentovanych
tabul’kou alebo grafom

symbolické reprezentacie
jednoduchych tdajov, ich usporiadanie

zhromazdi udaje a informacie, organizuje ich symbolické
reprezentacie na urovni skupiny a/alebo v malych
skupinach

analyza a porovnavanie tidajov
prostrednictvom charakteristik: modus,
median, aritmeticky priemer;
vyhl'addvanie informacii z oficidlnych
Statistik

upravi zozbierané tidaje, zaznamenavanie
kvantitativnych udajov je rozsirené o kvalitativny znak;
interpretuje idaje pouzitim Statistickych metod;
analyzuje a porovnava subory na zéklade charakteristik:
modus, medidn, aritmeticky priemer.

Tabul'ka 2: elementy uciva Statistiky v Taliansku
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Zbieranie a zoskupovanie udajov je v talianskom vzdeldvacom obsahu zastipené
znalostami v Casti prvky Statistického zistovania. Na druhej strane, zakladné fakty t. j.
znalosti z oblasti $tatistického zistovania slovenské kurikulum zahfia v témach vytvdranie
tabuliek z sidajov ziskanych Ziakmi a vytvaranie stipcovych diagramov z iidajov ziskanych
Ziakmi. V slovenskom S$tandarde je zaradena téma zamerana na vypocet aritmetického
priemeru, zatial ¢o v Taliansku je priestor venovany aj pojmom modus a medidn,
presnejsie ich propedeutike.

V Taliansku je vo vystupoch primarneho stupiia matematického vzdeldvania kladeny
doraz na rdzne reprezenticie pojmov. Aplikuje sa tak konStruktivisticky pristup
k vyu€ovaniu danej témy matematiky, ktory vyuziva rézne typy reprezentacii abstraktnych
pojmov, ako st napriklad konkrétne objekty, ideogramy (obrazkové znaky), ilustracie, teda
separované¢ modely a nakoniec st pouzivané univerzalne modely. Na propedeutickej
urovni su, okrem kvantitativnych znakov Statistickych jednotiek, spristupnené aj znaky
kvalitativne.

Ulohy na propedeutiku zakladnych pojmov §tatistiky

Uvadzame niekol’ko nametov z talianskych ucebnych textov ([5],[6].[7],[8]), ktoré su
zamerané na vytvaranie prvotnych predstav o zakladnych pojmoch matematickej Statistiky.

Prvad ukazka je uréena ziakom prvého ro¢nika zakladnej Skoly [5] aide Vv nej
0 zaznamendvanie udajov do tabulky.

Uloha 1: Ucitel robil prieskum medzi detmi, ktoré navstevovali Sportové kluby.

] La maestra ha svolto un'indagine sugli sport praticati dai suoi alunni

¢ Completa I'ideogramma (‘ﬁ‘ = 1 bambino)
6 bambini praticano il calcio

4 bambini praticano il tennis

5 bambini praticano il baseball

N\ @@

Obrazok 1: zdroj [5]: Romano, 2010, s. 95

Dopli ideogramy (obrazky) ( = = I dieta).
6 deti trénuje futbal

4 deti hrajii tenis

5 deti hrd baseball

Stcastou zadania ulohy je aj legenda, vyuzité su grafické reprezentacie objektov —
deti, obrazkové znaky, tzv. ideogramy. Udaje vyjadrujuce podet deti zaoberajiicich sa
danym druhom Sportu st zaznamenavané do jednoduchej tabulky, nazvanej
,ideogramma“. Prvy riadok tabulky sluzi ako vzor na prezentovanie d’alSich udajov.
Pracuje sa na nizSej urovni abstrakcie, manipuluje sa s obrazkovymi reprezentaciami. Zo
znalosti sa v ulohe vyskytuje reprezentacia jednoduchych tidajov a zru¢nost’ zamerana na
prezentaciu dat v tabul'ke. Ziak ma byt schopny orientovat’ sa v tabulke, rozliSovat’ pojmy
riadok a stlpec.
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V nasledujucej ulohe sa vyskytuju iné reprezentacie objektov, ktoré maju abstraktnejsi
charakter. Vstupné informéacie st rovnaké ako v ulohe 1.

Uloha 2: Zaznamenaj iidaje do histogramu (C = [ dieta).

2 0ra riporta i dati nellistogramma ((____| = 1 bambino).

® Qual € lo sport piu praticato?

* Quanti bambini hanno
partecipato allindagine? [ |

@ | P | L

Obrazok 2: zdroj [5]: Romano, 2010, s. 95

Ktory sportovy klub navstevuje najviac deti?
Kolko deti sa zucastnilo prieskumu?

V tulohe ide o zaznamenavanie Udajov do diagramu, ktory predstavuje histogram. Ten
je uz vytvoreny, ziak vyznacuje prislusné udaje. Stcastou zadania je aj legenda, ktord ma
abstraktnej$i charakter v porovnani s predchadzajucou tlohou. Aj napriek tomu, ze uloha
je uréena pre ziakov prvého rocnika, je pouzity pojem histogram (,istogramma‘), ako
pomenovanie daného typu diagramu. Vyuziva sa symbolickd reprezenticia objektov
pomocou univerzalneho modelu (). Ide 0inG reprezenticiu rovnakej situacie ako
v predchadzajucej tlohe, len na vysSej urovni abstrakcie. Pocet deti zaoberajucich sa
danym druhom S$portu nie je v diagrame na tejto Grovni vyjadreny prirodzenym ¢islom.

Dalsia ukazka sa tyka spristupnenia pojmu modus, presnejsie predstavenia jeho
podstaty. Vyuzita je situacia z realneho Zivota a uloha je uréena pre Ziakov tretieho ro¢nika

[7].

Uloha 3: Ziaci v triede sa zhovdrali 0 réznych predmetoch. Na konci rozhovoru deti
povedali, ktory predmet je ich najobliibenejsi.
BN —» | Student

anglicky jazyk
informaticks

prirodoveda
vychova

slovensky
jazyk
matematika
vlastiveda
telesna
vychova
vytvarna
hudobna

Pozoruj udaje v histograme a odpovedaj na otazky.
Kolko ziakov je v triede?
Ktory z predmetov je najoblubenejsi?

176



ULOHY S ELEMENTAMI STATISTIKY V MATEMATIKE PRIMARNEJ SKOLY

Ktoré predmety su najmenej obluibené?
Udaj, ktory sa opakuje najcastejsie sa nazyva modus.
V nasom pripade modus je .....

Jednym z ciel'ov, ktory sleduje tiloha je ¢itat’ a interpretovat’ udaje z diagramu, ako aj
rozoznat’ modus v mnozstve udajov prezentovanych grafom. Prvotna predstava o pojme
modus je vysvetlena na jednoduchom priklade, na propedeutickej Girovni, ako udaj, ktory
sa opakuje najcastejSie. Vyuzité si uz zname symbolické reprezentacie objektov — v tomto
pripade ziakov.

Pojem medidn je tiez mozné Ziakom prezentovat’ na tlohe vyuzivajucej realnu situaciu
[8], ako je to naznacené v nasledujticej ukazke.

Uloha 4: Martin je na dovolenke a chee zistit medidn (strednii hodnotu)poctu kilometrov
tras, ktoré presiel kazdy den na jeho skutri. Poméze vam, ak udaje zapisete do tabulky v
vzostupnom poradi.

Pondelok | 636
Utorok 525
Streda 426
Stvrtok | 435
Piatok 641

Sobota 412
Nedela 389

1389 | | | ] | [ 641 |
MEDIAN

V ulohe ide o vysvetlenie pojmu medidan, ako strednej hodnoty zistenych hodnot.
V zadani je naznacené, ze je dolezité udaje usporiadat’ podl'a vel'kosti vzostupne. Cielom
je upravit’ zistené udaje a identifikovat’ median ako prostrednt hodnotu.

Situdcie podobného charakteru je mozné vytvarat a zaradit do vyucovania aj
v konkrétnych skupinach ziakov, kde su pouzité hodnoty audaje vychadzajice zo
skutoénych zisteni samotnych ziakov. Tato skuto¢nost ma v neposlednom rade aj
motivacny charakter, ¢o je vychodiskom pri aplikacii konstruktivistického pristupu
k vyuCovaniu matematiky.

Zaver

Matematicka Statistika je Cast’ matematiky, ktora vo velkej miere vyuziva situacie
z realneho zivota. Kazdy ucitel’ by si mal uvedomit’, Ze s elementarnymi pojmami Statistiky
aich modelmi sa stretavame denne. Projekty, Glohy a ¢innosti zamerané na zber tdajov,
ich organizaciu, triedenie a zaznamenavanie roznymi formami (tabulkami alebo
diagramom) mézu byt sucastou vyucovania nielen matematiky, ale aj inych predmetov na
primarnom stupni vzdelavania. RieSenie uloh s elementmi Statistiky ma vyznam ako
z pohl'adu rozvijania matematickej gramotnosti ziakov, tak aj klicovych kompetencii,
akou je napriklad schopnost’ riesit’ problémy kazdodenného Zivota [4].
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GEOMETRY AND MEASUREMENT IN PRIMARY EDUCATION IN SLOVAKIA
AND THE REPUBLIC OF IRELAND

GEOMETRIA A MERANIE V PRIMARNEJ EDUKACII NA SLOVENSKU
AV IRSKU

IVETA SCHOLTZOVA

ABSTRACT. The comparative survey TIMSS (Trends in International Mathematics and Science
Study) measures the pupils’ mathematical performance in three contents domains. Geometric
Shapes and Measures is one such domain. In this paper is presented the comparison, as this
issue is included in the curriculum for primary education in Slovakia and Ireland.

KEY WORDS: geometry, measurement, primary education

ABSTRAKT. V medzindrodnej komparativnej Studii  TIMSS (Trends in International
Mathematics and Science Study) sa meranie vykonov ziakov v matematike uskutocriuje v troch
obsahovych oblastiach. Jednou z nich je obsahovad oblast Geometrické utvary a merania. V
prispevku je prezentovana kompardcia, ako je tdato problematika zaclenend v kurikularnych
dokumentoch pre primdrne vzdeldvanie na Slovensku a v Irsku.

KrUCOVE SLOVA: geometria, meranie, primdrna edukdcia

CLASSIFICATION: D10, G10, U20

Uvod

Medzinarodna komparativna studia TIMSS (Trends in International Mathematics and
Science Study) uvadza tri obsahové oblasti, v ktorych sa uskuto¢iiuje meranie vykonov
ziakov: Number, Geometric Shapes and Measures, Data Display. Tieto nazvy obsahovych
oblasti sa v slovenskom prostredi uvadzaju ako: Cisla, Geometrické Gtvary a merania,
Zobrazovanie udajov. Statny vzdelavaci program ISCED 1 pre matematické vzdelavanie
[5] vymedzuje pit tematickych okruhov: Cisla, premenna a poétové vykony s &islami;
Postupnosti, vztahy, funkcie, tabul’ky, diagramy; Geometria a meranie; Kombinatorika,
pravdepodobnost, Statistika; Logika, dovodenie, dokazy. Kurikularny dokument pre
primarne matematické vzdelavanie v Irskej republike [3] uvadza takyto obsah: Number,
Algebra, Shape and space, Measures, Data. Analyza uvedenych zdrojov ukazuje spolo¢né
ale aj niektoré rozdielne aspekty. V §tudii TIMSS je ako preklad pojmu Measures uvedené
meranie. Slovenskému pojmu meranie by mohol zodpovedat presnejsie v anglickom
jazyku pojem measurement. Pojem measures by do slovenského jazyka bolo mozné
prelozit’ ako miery. Takyto preklad sa ponuka, ak je v irskom kurikularnom dokumente
analyzovany obsah tematického okruhu Measures: Lenght — dizka, Area — obsah, Weight —
hmotnost’, Capacity — objem, Time — ¢as, Money — peniaze. V kurikularnych dokumentoch
pre primarne matematické vzdelavanie na Slovensku je exaktne uvedené iba meranie
dizky. Problematika obsahu, ¢asu a peiazi sa v matematike vyskytuje iba v podobe uloh.
Meranie (Cas, teplota, objem, hmotnost’) sa objavuje v obsahu predmetu Prirodoveda [6].
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Geometria v primarnej edukicii na Slovensku a v irsku

Statny vzdelavaci program. Matematika. (Vzdeldvacia oblast: Matematika a prdca
S informdciami). Priloha ISCED 1 [5] uvadza geometrické ucivo v tematickom okruhu
Geometria a meranie. frsky kurikuldrny dokument pre primarne matematické vzdelavanie
Mathematics. Primary School Curriculum [3] ma geometrickl problematiku uvedent v
dvoch &astiach Shape and space — tvar a priestor, Measures (Length) — miery (dizka).

Obsah v jednotlivych ro¢nikoch:

Rotnik Slovensko Irsko
Kreslenie Ciar. Rysovanie priamych Orientacia v priestore (medzi, pod, nad,
ciar. okolo, cez, vlavo, vpravo), pohyb podla

Manipulacia s niektorymi
priestorovymi a rovinnymi
geometrickymi utvarmi.

Geometrické tvary a Gtvary — kreslenie.

pokynov.

Rovinné utvary — §tvorec, obdiznik,
trojuholnik, kruh, polkruh — velkost’,
vrcholy, podet a dizka stran, skladanie
a rozdel'ovanie, kons$trukcia a rysovanie
(Sablony). Rovinné ttvary v okoli.

1. Priestorové utvary — kocka, kvader, valec,
gula —hrany, vrcholy, pocet a tvar stien.
Priestorové ttvary v okoli.
Vztahy medzi rovinnymi a priestorovymi
utvarmi.
Meranie dizky s pouzitim netandardnych
jednotiek, Standardnej jednotky — metra.
Riesenie praktickych uloh tykajucich sa
dizky.
Bod, priamka, polpriamka, usecka. Orientacia v priestore — zlozitej$i pohyb
Rysovanie priamok a useciek. podl’a pokynov.
Vyznacovanie tiseciek na priamke, Rovinné utvary — §tvorec, obdiznik,
polpriamke a na danom geometrickom | trojuholnik, kruh, polkruh, elipsa —
utvare. porovnavanie, ¢o je rovnaké/odlisné,
Jednotky dizky — cm, dm, m. Meranie | skladanie a rozdel'ovanie, rysovanie a
dizky usec¢ky. Porovnavanie useciek kreslenie, identifikacia polovice a $tvrtiny
podra ich dizky. utvaru.
Budovanie telies z kociek podl'a vzoru | Priestorové utvary — kocka, kvader, valec,
alebo podl'a obrazka. Stavba gula, kuzel’ — siete telies.
5 jednoduchych telies. Vztahy medzi rovinnymi a priestorovymi

utvarmi.

Symetria v geometrickych ttvaroch

a v okoli.

Uhly — uhly v okoli, uhly vo vrcholoch,
pravy uhol (rovinné utvary).

Meranie dizky s pouzitim nestandardnych
jednotiek, Standardnych jednotiek —m, cm.
Riesenie praktickych uloh tykajucich sa
dizky.

Meranie obsahu s pouZitim nestandardnych
jednotiek.
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Meranie dlzky tise¢ky v mm a v cm.
Meranie vacsich vzdialenosti: priblizne
(napr. krokmi), s presnost’ou na metre.
Odhad dizky: kratiej v cm (mm), dlhsej
v metroch.

Rysovanie — zakladné zasady
rysovania.

Rysovanie priamok a tseciek.
Vyznacovanie tseciek na priamke a
danom geometrickom ttvare.
Rysovanie rovinnych ttvarov v

Rovinné utvary — §tvorec, obdlnik,
trojuholnik, kruh, polkruh, elipsa,
Sest'uholnik, nepravidelné utvary — strany,
uhly, rovnobezné/nerovnobezné linie,
rasovanie a kreslenie.

Priestorové utvary — kocka, kvader, valec,
gul’a, kuzel, trojboky hranol, ihlan — pocet
a tvar stien, pocet vrcholov a

hran, schopnost’ gul’ania, kizania, skladania
na seba. Konstrukcia priestorovych
utvarov.

3 Stvorcovej sieti. Symetrie v okoli, vyznacenie osi

Stavba telies z kociek na zéklade planu | siimernosti v rovinnych utvaroch.

(obrazka). Vertikalne, horizontalne a paralelné linie.

Kreslenie planu stavby z kociek. Uhol a rotacia, pohyb v smere/proti smeru
hodinovych ruciciek, uhol
vacsi/mensi/rovnaky ako pravy uhol, pravy
uhol v rovinnych a priestorovych ttvaroch.
Meranie dizky v cm a m, premiefianie
jednotiek dizky.
Meranie obsahu s pouzitim pravidelnych
a nepravidelnych ttvarov.

Rysovanie — zakladné zasady Rovinné utvary — rovnostranny,

rysovania. rovnoramenny, réznostranny trojuholnik,

Rysovanie $tvorca a obdiznika v rovnobeznik, kosostvorec, patuholnik,

Stvorcovej sieti, pomenovanie vrcholov | osemuholnik — strany, uhly,

a stran, dvojic susednych stran. rovnobezné/nerovnobezné linie, rysovanie

Obvod §tvorca (obdiznika) — (len ako | utvarov.

sucet vel'kosti stran, propedeutika). Priestorové utvary — kocka, kvader, valec,

Sucet a rozdiel dizok usegiek. gul’a, kuzel, trojboky hranol, ihlan.

Nasobok dizky usecky. Konstrukcia priestorovych ttvarov.

Rysovanie trojuholnika (l'ubovol'ného a| Symetrie v okoli, vyznacenie osi

ak su dané dizky stran), pomenovanie | simernosti horizontalnej, vertikalnej,

jeho vrcholov a stran. diagonalne;.

4 Meranie diZok stran trojuholnika s Sikmé a kolmé linie, uhlopriecky v §tvorci.

presnost’'ou na cm, na mm.

Obvod trojuholnika (len ako sucet
velkosti stran, propedeutika).
Rysovanie l'ubovol'nej kruznice a
kruhu s danym stredom, kruznice a
kruhu s danym stredom a polomerom.
Vlasnosti kruhu a kruznice.
Premiefanie jednotiek dizky.
Premienanie zmieSanych jednotiek
dizky.

Stavba telies z kociek podl'a vzoru a
podla planu (obrazka).

Kreslenie planov stavieb z kociek.

Pretinajuce sa linie/r6znobezky

a vznikajuce uhly, ostry, tupy, pravy uhol,
uhol vaési/mensi/rovnaky ako pravy uhol.
Meranie dizky réznych objektov, pouZitie
vhodnej jednotky a vhodného nastroja na
meranie. Zapis dizky desatinnym &islom
resp. zlomkom. Premienanie jednotiek
dizky (m, cm, km).

Meranie obsahu s pouzitim pravidelnych
a nepravidelnych utvarov. Pouzitie
Standardnych jednotiek obsahu: cm? m
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Komparativna analyza obsahu geometrického uciva v primarnej matematickej edukacii
na Slovensku a v irsku ukazuje mnoho spolo¢nych prvkov, ale aj niekolko rozdielnych
aspektov. Detailnejsi pohl'ad prezentuje, o je v obsahu matematického vzdelavania v frsku
navyse oproti slovenskému:

e Rovinné utvary
Elipsa; rovnobezné/nerovnobezné linie (strany); rovnostranny, rovnoramenny,
roznostranny trojuholnik; rovnobeznik, kosostvorec; uhly v rovinnych ttvaroch.
e Priestorové utvary
Kuzel, trojboky hranol, ihlan; pocet a tvar stien, hrany a vrcholy; siete telies.
e Symetria
(v SR iba na propedeutickej trovni, v podobe uloh)
Vertikélne, horizontalne, paralelné, diagonalne linie.
o Uhly
(pojem uhol nie je v matematike 1. — 4. ro¢nika zakladnej $koly v SR)
Uhol pravy, ostry, tupy. Porovnavanie uhlov s pravym uhlom.
e Meranie dizky
Najprv meter, potom centimeter. Zapis dizky desatinnym ¢islom a zlomkom.
e Meranie obsahu
(v SR iba na propedeutickej urovni)
Jednotky obsahu cm?, m?.
A naopak, ¢o sa nachadza v slovenskom primarnom vzdelavani, ale nie je v irskom:
= Rovinné atvary
Kruznica, vlastnosti kruznice a kruhu, rysovanie kruznic; tsecka; obvod Stvorca,
obdiznika, trojuholnika; rysovanie trojuholnika (dané dizky stran).
= Priestorové utvary
Stavby z kociek podl'a planu, kreslenie planov stavieb z kociek.
= Meranie dizky
Jednotky mm, dm.

Zaver

Poslednej stadie TIMSS 2011 sa zucastnilo 21 krajin Eurdpskej tnie a 25 krajin
OECD. Vysledky slovenskych a irskych ziakov 4. ro¢nika v medzinarodnom porovnani
boli nasledovné (podl'a [4] a [7]:

Krajina Priemernd tispesnost Priemerni uspesnost’ v oblasti
Geometric Shapes and Measures

Irsko 527 520

Priemer krajin OECD 521 -

Priemer krajin EU 519 -

Slovensko 507 500

Priemer skaly TIMSS 500 —

frski Ziaci dosiahli v matematike $tatisticky lepsi vysledok ako slovenski Ziaci. Aj
v geometrickej oblasti bola priemerna uspesnost’ irskych ziakov vyssia ako slovenskych
ziakov. Analogické boli aj vysledky v obsahovych oblastiach Cisla a Zobrazovanie tidajov.

Dalsie zaujimavé informéacie uréite prinesie aj analyza uéebnych textov pre primarnu
matematick( edukéciu, pouzivanych v frsku, ktora bude v buducnosti realizovana.
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na 1. stupni zakladnej Skoly na Slovensku atiez pre skvalitnenie pregradudlnej
matematickej pripravy uditel'ov-elementaristov.
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INOVATIONS IN PREPARATIONF FUTURE MATHEMATICS TEACHERS
INOVACNE PRISTUPY V PRIPRAVE BUDUCICH UCITELOV MATEMATIKY

MARIA SLAVICKOVA

ABSTRACT. Paper deals with using information technologies in preparation future mathematics
teachers, application of new teaching/learning procedures on lessons. We briefly describe
activities on lessons that could help students obtain betterinterconnection between theoretical
and practical knowledge in mathematics and itsdidactics.

KeEYWoRDs: preparation future mathematics teachers, innovations in teaching/learning
process.

ABSTRAKT.V clanku sa venujeme problematike pripravy budicich ucitelov matematiky,
zavadzaniu modernych technologii do vyucovanie a aplikacii modernych ucebnych postupov
priamo na vyucovacich hodindch. Ponikame strucny opis predndSok a cviceni s aktivitami,
ktoré maju budicim ucitelom matematiky pomoct k prepojeniu teoretickych a praktickych
znalosti z preberanej problematiky.

KeUCOVE SLOVA:priprava budiicich ucitelov, inovacné pristupy k vyucovaniu.

CLASSIFICATION: B59

Uvod

Dlhodobom sa stretdvame s poziadavkami modernizacie, informatizacie a humanizacie
Skolstva. O krize v Skolstve (a nemame na mysli finan¢nu) ¢itame uz viac ako 15 rokov.
Na ucitel'ov kladieme stale viac povinnosti, zodpovednosti, chceme aby sa vzdelavali,
ziskavali kredity a pod. Vyvstava potom otazka — to mame naSich ucitelov tak slabo
pripravenych, ze ich nutime sa d’alej ,.chodit’ do Skoly™ a ziskavat' kredity? Na druhe;j
strane, na viacerych blogoch sa docCitame, ze dobry uditel’ sa vzdelava aj sam, lebo nechce
za svojimi Studentmi zaostavat. Robi to vo svojom volnom ¢ase, dobrovolne. Napr.
Kuchtova v [1] piSe: , Sprdvne motivovany ucitel’ nepotrebuje kredity z nepotrebnych
Skoleni. Bude sa vzdelavat' sam, ak chce uspiet a byt uspesny. Na to, aby mal ucitel
potrebu sa sam vzdelavat, je potrebného viest’ uz buducich ucitel'ov (a nielen matematiky)
k samovzdelavaciu, hl'adaniu novych informacii a podnietit’ v nich zvedavost a tazbu
ziskat’ najnovsie informdcie nielen zo svojho odboru.

Na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave sa
snazime prave o vzbudenie potreby samostidia u budicich uéitel'ov matematiky. Nie vzdy
sa samozrejme stretneme s pochopenim, Studenti vzdy volia cestu menSieho odporu a
minimalnej namahy, €o je castokrat na Skodu veci. Bohuzial’, aj takito 'udia potom idd ucit’
— bez zaujmu o problematiku, bez zaujmu o didaktiku a bez zaujmu o ¢okol'vek, ¢o sa
vyuCovania profilovych predmetov tyka. Samozrejme, stale sa snazime o inovéciu
Studijnych programov, aby Studenti, ktori skoncia uclitel'ské §tidium na naSej fakulte mali
dostatocne rozvinuté vSetky dolezite kompetencie pre vykonavanie ucitel'ského povolania.

[2]
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Postupné zmeny vo vyucovani vybranych predmetov

Zmeny vo vyucovani sme zacali robit’ postupne, zo semestra na semester, z hodiny na
hodinu. Zmeny sa tykali nielen didaktickych, ale aj matematickych predmetov. Dévodom
bolo ukéazat’ budicim ucitelom matematiky, Ze technoldgie pouzivané vo vyucovani
matematiky neznamenaju pripravit’ si zopar snimok v Power Pointe, ale najmé interaktivne
vyuzitie dostupnych matematickych priamo na vyucovacej hodine. Vzhl'adom na situaciu
nielen v §kolstve sme volili voI'ne pristupné softvéry. Studenti dostavali (a stale dostavaji)
za ulohu vypracovat’ projekty na rdézne témy, pripadne pouzit' softvér na demonstraciu
matematického javu. K tymto tlohdm je nevyhnutné nastudovat’ si vo volnom Ccase
napriklad zaujimavosti z historie, najst’ v okoli objekty, ktoré mozno opisat’ matematickou
funkciou a pod. Prepojenie znalosti z viacerych predmetov vyucovanych na fakulte potom
vedie k zaujimavym projektom, ktoré st prezentované pred spoluziakmi a vyucujucimi.
Blizsie opiseme niektoré aktivity v priprave buducich ucitelov matematiky.

Matematicka analyza

Predmet, ktory absolvuju vSetci Studenti, majuci na vysokej Skole asponi semester
matematiky. Vynimkou nie st ani buduci ucitelia matematiky. V matematickej analyze je
vel'a pojmov, ktoré mozno zaviest vel'mi ptutavym a do podstaty idiicim sposobom. Ako
ukazku uvedieme pojem derivacie. Definicia derivacie a nasledné mechanické pocitanie
derivacie sucinu, podielu funkcii a zlozenych funkcii bol zvy¢ajny postup. My sme vsak po
zavedeni definicie derivacie pokracovali inak — Studentom sme zadali gradovanu ulohu
(podrla [3]):

e najst pomocou definicie hodnotu derivacie funkcie v danom bode,

o 7z definicie najst’ dotyCnicu ku grafu funkcie v danom bode,

o n3jst’ mnozinu vsetkych smernic doty¢nic ku grafu funkcie vo vSetkych
bodoch z definiéného oboru funkcie

Vo vsetkych troch pripadoch sme pouzili softvér GraphicCalculus. Na obr. 1 je rieSenie
znazorneny priebeh rieSenia ulohy: ,, Ndjdite mnozZinu vsetkych bodov [a,b], pre ktoré
plati: a € Dy funkcie y = x?, b je hodnotou smernice dotycnice ku grafu tejto funkcie
vbode a.“ Program pracoval nasledovne: najskor sa vypocitala hodnota smernice
doty¢nice v danom bode (a), tato hodnota bola nasledne nanesena ako y-ova suradnica
bodu, vktorom sa dotyCnica zostrojila. Pouzivatel mohol menit’ presnost, s ktorou
program pocital, zmenou hodnoty Ax. Z ukazky vidno, Ze hodnota Ax bola pomerne
vysoka, ked’ze vznikajuca priamka (ktorej predpis by mal byt y = 2x) neprechadza bodom
[0,0].

: e

Q

Obréazok 1: hladanie hodnoty smernice doty¢nice ku y = x2 v bode a
185



MARIA SLAVICKOVA

Podobnym sposobom sme pracovali aj s pojmom limita postupnosti a funkcie,
integralom (cez integralne sucty) a aplikacie derivacie a integralu. Ked’ze GraphicCalculus
ma vol'ne dostupnu DEMO verziu (http://www.vusoft2.nl/DownloadDemo.htm), vyuzili
sme to nielen na hodinach, ale Studenti mali moZnost’ sa s programom pracovat’ aj doma.
KedZe sme vedeli tymto sposobom nakreslit' grafy vsetkych dolezitych funkcii a ich
derivacii, urobili sme neformalne odvodenie vzorcov pre derivovanie (len pomocou
urcenia rovnice vzniknutych kriviek v programe), ktoré boli neskér na prednaske odvodené
formalne.

Didakticky seminar zo S$kolskej matematiky

Predmet, na ktorom sa Studenti stretavaju s ulohami zo zakladnejskoly a
stredoSkolskej matematiky, s cielom nielen vediet ich vypocitat (¢o by nemal byt
problém), ale aj vediet’ urobit’ rozbor tlohy. Ukazeme pouzitie d’al§ich softvérov na dvoch
témach z tohto predmetu.

Pojde o programy GeoGeobra (http://www.geogebra.org/cms/sk/download) a VuStat
(http://www.vusoft2.nl/DownloadDemo.htm). Samozrejme, mozno pouzit' aj program
GraphicCalculus napr. pri vyucovani funkcii alebo finan¢nej matematiky.

Téma 1: Konstrukéné ilohy

Klasické pouzitie nastroja dynamickej geometrie GeoGebra. Vac¢sina ucitelov tento
program pozna, je zadarmo stiahnutelny. Velkou vyhodou je, Ze okrem nakresleného
utvaru mame moznost’ vidiet' aj analytické vyjadrenie objektov (tito moznost moZeme
skryt’, alebo ukazat v zavislosti od ciela vyucovacej hodiny). Napr. uloha o mnoZzine
bodov danej vlastnosti: ,, V rovine je dana usecka AB. Zostrojte mnozine vsetkych bodov
tejto roviny, z ktorych vidiet usecku AB pod uhlom 30°.“

e

Obrazok 2: mnozina bodov danej vlastnosti

Zapnutim stopy bodu M v trojuholniku ABM s uhlom vel'kosti 30° pri vrchole M
vidime, aky utvar nam vznikol. Otdzka je, preco a ako. Diskusia k ulohdm je velmi
dolezita, snazime sa viest buducich uditelov matematiky k vecnej argumentacii a
objasneni matematickych zakonitosti. Samozrejme, na obr. 2 je demonstrované rieSenie len
v jednej polrovine. Ako a i existuje rieSenie aj v druhej polrovine je opét témou na
diskusiu. Samozrejme, Studenti si pamitaju, ze boli ,,nejaké vel'ké a malé kruznice®, doraz
sa viak snazime klast na argumentaciu, ze PRECO je to tak. Daliie zaujimavé tlohy a
aktivity s opisané v [4].
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Téma 2: Finan¢na matematika

Ukazeme aj negeometrické vyuzitie programu GeoGebra, kde demonstrujeme dva
rozne pristupy k rieSeniu danej ulohy. Zadanie ulohy znelo: ,, Klient banky si zalozZil dna
4.3. vikladnii knizku a ulozil na fiou 240 EUR. Dna 12.6. viozil na knizku dalSiu ciastku vo
vike 415 EUR a dita 14.10. ciastku 310 EUR. Urokovacie obdobie je 1 rok a banka tiroci
na konci kalenddarneho roka. Kolko EUR mal klient na vkladnej knizke na konci
kalenddrneho roka po pripisani zadaného iiroku? Urokovd miera bola po cely rok
nemenna a predstavovala 2,4%. Klient Ziadne peniaze pocas roka z knizky nevybral.*
Z diskusie so Studentmi sme zistili, Ze prave spdsob urocenia danych bankovych produktov
(periodicita trocenia a doba urocenia) spdsobuju Studentom problémy pri rieSeni tohto
typu uloh. Nazorna demonstracia (obr. 3) prostrednictvom GeoGebry tento problém do
urCitej miery odstranila. Manipuldciou s posuvnikmi mali Studenti zdroven moznost’
sledovat’ vplyv vysky vkladu a doby jeho trocenia na celkovy zisk na konci urokovacieho
obdobia. Pri rieseni danej Glohy sme okrem nazorného vysvetlenia spdsobov uro¢enia
pomocou GeoGebry vyuzivali i MS Excel, v ktorom sme vSak nepouzivali preddefinované
finan¢né funkcie, tuto aplikaciu Studenti vyuzivali na urychlenie vypoctov. [5]

[F> GeoGebra - FMIB7.03b
Subor Uprawy Vanfag Nastavenia Nistoje Okno Mipoveda

Al |y sl [l 2 e s Pomyb.
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adna 14.10. iastku 310 EUR (9 339,06 SKK). Urokovacie obdobie je 1 rok, banka urogi na konci kalendarneho roka. Kolke eur mal klient na vkladnej knizke
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Obrazok 3: Demonstracia dvoch réznych spdsobov riesenia tlohy zameranej na urocenie na
sporiacich uétoch

Téma 3: Statistika

Pouzili sme softvér VuStat, ktory je zamerany na demonstraciu pravdepodobnostnych
a Statistickych javov. Ukazeme si vystup z programu na priklade: ,, Dodavatel’ tvrdi, ze
Jjeho vyrobok vydrzi zataz X. Objednavatel si chce byt isty, ze hovori pravdu, a preto si
vyberie vzorovu zasielku objednaného tovaru. Ten vSak poZadovanu zataz nevydrzal. Ma
moznost uspiet’ v spore s dodavatelom? Situaciu sme nasimulovali v spominanom
programe. Stanovili sme si nulova hypotézu: dodavatelov vyrobok vydrzi zataz X
a alternativnu: doddvatelov vyrobok nevydrzi zataz X. Program nam vysledok graficky
znazornil (obr. 4, vlavo dodavatel, vpravo objednavatel’), ulohou bolo rozhodnut
0 platnosti alternativnej hypotézy. Na zaklade zvoleného kritéria ndm deliaca Ciara urcuje,
ze neplatnost’ hodnoty ,vlavo“ je menej pravdepodobna, ako neplatnost hodnoty
,vpravo®. Grafy na obr. 4 ¢itame nasledovne: pravdepodobnost’, Ze prijmeme alternativu,
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ked’ plati nulova hypotéza je nizsia, ako naopak (podla prienikov oboch grafov). V tejto
situacii sa objednavatel’ nemdze stazovat’, bo nie je Statisticky vyznamny rozdiel medzi
tym ¢o dodavatel’ deklaruje a redlne doda.

Obrazok 4: chyba prvého a druhého druhu

Ddlezitost’ interpretacie vysledku je opat velmi dolezitym prvkom. Pre zistenie
konkrétnych hodndt program pontika moznost’ otvorenia dialdégového okna s vysvetlenim
v anglickom jazyku (jazyk zavisi od stiahnutej verzie, slovencina ani CeStina zatial’ nie st
k dispozicii)

Didaktika matematiky

Inovacie presli aj do na pohlad velmi teoretick¢ého predmetu, akym je didaktika
matematiky. Preto sme do vyufovania priamo zaradili projektové vyuCovanie, ukazky
problem-solving metédy a samozrejme vyuZivanie informaénych technolégii. Studenti boli
nabadani k vymysl'aniu podobnych aktivit v ramci pracovnych skupin, kde mohli vyuzit’ aj
medzi predmetové vztahy (Studenti boli rozdeleni vyucujucim do skupin tak, aby tam bolo
zastupenych ¢o najviac predmetov, napr. matematika, informatika, fyzika, bioldgia, telesna
vychova).

1x éinky = = 4
15 500x ziibky ) 1x schody = 430x zGbky

(21 rokov 2x denne)

i
Obrazok 5: ukazka Studentského projektu

Studenti dostali zadana tému projektu, ktord mali spracovat’ a nasledne prezentovat’
pred spoluziakmi a ucitel'mi. Témy sa kazdy rok menia, zvycajne vsak ide o modifikaciu
témy ,,matematika okolo nas (obr. 5). Studenti sii rozdeleni do minimalne 4-&lennych
skupin, kde sa ucia nielen spolupraci a planovaniu, ale aj vecnej argumentacii, pokial’ ma
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niekto na spracovanie projektu iny nazor. Projekt prezentuje zvycCajne jeden zastupca,
vynimkou bol projekt zo Skolského roku 2010/2011, ked’ si skupina pripravila divadelné
predstavenie. Prinos takéhoto typu vzdelavania vidime najmd vo vyuZiti ziskanych
teoretickych vedomosti z prednasky pri praktickom pouziti. Tym, Ze vSetci Studenti st
pritomni pri prezentovani projektov ostatnych skupin, vznikaji nové napady a podnety, co
mohli este urobit’, co mohli urobit’ lepSie a Comu nebolo treba venovat’ az tak pozornost.

Zaver

Vyvoj softvérov napreduje velkou rychlostou. Implementacia novych funkcii do
existujucich programov (¢i uz vyucbovych, alebo nie) nds na jednej strane nuti stale sa
vzdeléavat’, no strane druhej nam to ulahcuje pripravy na vyucovanie. Napr. najnovsia
verzia GeoGebry ma uz zabudované aj nastroje na pracu s financnou matematikou (a
mnohé d’alSie negeometrické funkcie), ktoré umoznia jednoduchsiu pripravu aktivit.

Informacné technoldgie nam ponukaju silny potencial vo vyu¢ovani matematiky, ak sa
pouziji rozumne (tj. nie za kazdi cenu na kazda tému). Sami sme mali moznost’ overit’ si
V praxi prinos vyucby podporovanej technoloégiami. Prinos mozno zhrnit' do nasledujicich
troch bodov:

e pozitivne reakcie na formu aobsah vzdelivania — vyroky Studentov pocas
vyucovania, ako aj reakcie v Studentskej ankete, kde maji moznost’ sa po skonéeni
semestra vyjadrit’ k naplni a forme konkrétneho predmetu

e zlepSenie Studijnych vysledkov — z priemerne dosahovanych 55% na 75%
Z priebezného testovania Studentov

o zlepSenie vztah k predmetu samotnému — vysledky Studentskej ankety poukazuju
na zlepSenie o 1 az 2 stupne vzhl'adom na dlhodoby priemer hodnotenia predmetu
v predchadzajucich rokoch

V prispevku sme sa pokusili nacrtnit’ sposob pripravy buducich ucitelov, o ktorom
predpokladame, ze bude viest' k aktivnejSiemu vyuzivaniu informac¢nych technolégii a
novych pristupov k vyuCovaniu matematiky na Skolach. Predpokladany dopad, okrem
osvojenia si vedomosti z odboru, je aj pouzitie zazitych metdod vyucby v Skolskej praxi,
otvorenost’ pre zmeny v obsahu a forme. Praca s technologiami a pouzivanie inova¢nych
metdd moze napomoct’ aj ako prevencia pred formalnymi poznatkami, ¢i uz u Studentov
uditel'stva matematiky, alebo neskor u ich Ziakov, resp. §tudentov na ZS, resp. SS.
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PROJECT TEACHING IN STATISTICS FOR NON-MATEMATICIANS
PROJEKTOVE VYUCOVANIE STATISTIKY PRE NEMATEMATIKOV

EDITA SZABOVA

ABSTRACT. The paper describes the project teaching of statistics for non-matematicians, which
was implemented in the summer semester of 2012/2013 in two groups of students of marketing
communication and advertising. Final projects were evaluated in terms of processing issues
performance, other criteria were visual and textual level of projects, statistical processing
(creating tables and graphs) and interpretation.

KEY WORDS: project teaching, project themes, non-matematics and statistical level

ABSTRAKT. Prispevok popisuje projektové vyucovanie predmetu Statistika pre nematematikov,
ktoré bolo realizované v letnom semestri 2012/2013 v dvoch skupinach Studentov
marketingovej komunikacie a reklamy. Findlne projekty boli hodnotené z hladiska ndarocnosti
spracovania problematiky, dalsimi kritériami boli vizudlna a textovd stranka projektu,
Statistické spracovanie (tvorba tabuliek a grafov) a interpretacia.

KrUCOVE SLOVA: projektové vyucovanie, témy projektov, mimomatematické spracovanie
projektu, Statistické spracovanie projektu

CLASSIFICATION: D40,M10

Obsahova naplii predmetu Statistika pre nematematikov 1

Na Univerzite Konstantina Filozofa v Nitre je Statistika sucast'ou vysokoskolského
vzdelavania buducich chemikov, biolégov, ekoldégov, psychologov, sociologov,
archeoldgov, marketingovych pracovnikov a pedagdégov. Okrem Studijného programu
psycholdgia je vyucba Statistiky zabezpeCovana Katedrou matematiky Fakulty prirodnych
vied.

V zimnom semestri Skolského roka 2012/2013 sme realizovali vyucbu predmetu
Statistika pre nematematikov 1, ktory je v $tudijnych programoch marketingova
komunikacia a reklama a masmedialne $§tadia s integrovanym vyuéovanim francuzskeho
jazyka zaradeny v Studijnych planoch do prvého rocnika bakalarskeho $tadia. Hodinova
dotacia predmetu je jedna hodina prednasky a jedna hodina cvi¢enia tyZdenne.

Ciel'om predmetu je poskytnut’ Studentom zaklady Statistiky so zameranim na popisnii
Statistiku, jednoduché, intervalové a skupinové triedenie, charakteristiky polohy
a variability, korelaéni a regresnd analyzu a najpouZivanej$ie parametrické testy. Studenti
sa mali nau€it’ vyhodnocovat’ $tatistické tidaje na pocita¢i pouzitim programu Excel.

Projektové vyucovanie

Vzhladom na to, Zze zdkladnym cielom seminarov bolo, aby sa Studenti naucili
aplikovat’” teoretické poznatky vpraxi predovSetkym v oblasti masmedialnej
a marketingovej komunikacie, zvolili sme vyucovanie formou projektového vyucovania. V
ramci projektového vyucovania modzu Studenti spravit komplexnu Statistickii analyzu
vlastného vybraného problému vratane uvodu, diskusie o pouzitych metddach, kritiky
predpokladov, analyzy dat a zaverov ([1]). Medzi vyhody projektového vyuCovania patri
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to, Zze je blizke Zzivotu, je motivujuce, kreativne, uci Studentov hladat’ informacie a
selektovat’ ich, uci Studentov navrhovat’ rieSenia, skvalitnit’ komunikaciu a podobne. M4 aj
svoje nevyhody, napriklad ndrocnost na pripravu ¢i moznd nedostatocna tUroven
dosiahnutych vysledkov ([1], s. 99). Vyslednym projektom mal byt novinovy alebo
Casopisecky c¢lanok, resp. poster, v ktorom Studenti analyzuju vlastné namerané alebo
ziskané $tatistické data. Studenti sa rozhodli pracovat’ nie v skupinach, ale samostatne. Po
prvom cviceni si zvolili tému svojho projektu a zhromazdili tdaje k d’al$iemu
spracovavaniu. Ich domacou tlohou po kazdom cviceni bolo na svojich udajoch realizovat’
analyzy, ktoré boli prave vysvetlené na hodinach §tatistiky. Studenti svoje domace ulohy
pred nasledujicim cvi¢enim posielali vyucujiicej na mail. Vyhli sa tym pripadnému
zabudnutiu postupov prace v programe Excel a zaroven sme tak kontrolovali plnenie
priebeznej prace na projekte. Nevyhnutni stcast’ mailovej komunikdcie tvorila spétna
viizba atykala sa najmi technickych problémov $tudentov pri praci s Excelom. Studenti
tak pravidelne dopliiiali svoje rozpracované projekty. Pocas poslednych dvoch tyzdiov
sumarizovali data a vytvarali finalny projekt — ¢lanok do ¢asopisu po vizualnej, textovej a,
samozrejme, aj Statistickej stranke spolu s interpretaciou zisteného.

Z 39 studentov odovzdalo finalny projekt 27 Studentov. 12 Studentov odovzdalo iba
excelovsky stibor s grafmi a tabul’kami bez spracovania do podoby ¢lanku. Tieto projekty
sme d’alej nehodnotili, ked’ze nesplnili poziadavky kladené na vysledny projekt.

Studentské projekty a ich hodnotenie

Na zaklade narocnosti rieSeného problému sme projekty zaradili do jednej z piatich
skupin. Kritérium bolo nasledovné:
e troven 1 — Student sledoval jeden Statisticky znak, realizoval 'ubovol'nti anketu
a sumarizoval tdaje jednoduchym spdsobom (napr. vypocet %)
e tUroven 2 — Student triedil udaje jedného Statistického znaku, vytvoril tabulku
rozdelenia pocetnosti a graf
e uroven 3 — Student sledoval jeden Statisticky znak, vytvoril tabulku, graf
a vypocital zakladné charakteristiky (aritmeticky priemer, modus, median,
rozptyl, smerodajnt odchylku)
e uroven 4 — Student sledoval dva a viac $tatistickych znakov a porovnal ich
jednoduchym spésobom (graficky, tabulkou rozdelenia pocetnosti)
e Uroven 5 — Student pouzil Statistické metody — korela¢ni alebo regresnu
analyzu alebo parametricky test.
Studenti sa zaoberali napriklad témami:
obl'ibeny sviatok v roku,
mesiac narodenia,
obl'ibeny den v tyzdni,
spdsob dopravy do skoly,
pocet mobilov v internatnej izbe,
pocet I'udi v byte,
ceny ¢ajov,
ceny doplnkov v sieti H&M,
pocet obyvatel'ov miest,
pocet priatelov muzov a Zien na Facebooku,
ceny Skolskych potrieb v sieti Tesco a Hypernova,
vel'kost’ topanok muzov a Zien,
dizka reklamy a po&et reklamnych blokov v televiziach,

VVVVVVVVVVVYVYY
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platy modeliek blondinok a brunetiek,

zavislost’ po¢tu nakrutenych filmov hercov od ich veku,
zavislost’ poc¢tu vnucat od veku Zeny,

zavislost’ poctu stran reklamy od poctu stran Casopisov.

Relativne pocetnosti projektov v % v kazdej urovni zobrazuje graf 1. Najviac
Studentov — 41% - sledovalo jeden Statisticky znak, vytvorilo tabulku rozdelenia
pocetnosti, graf a vypocitalo zakladné charakteristiky (priemer, modus, median, rozptyl,
smerodajna odchylka). Iba Styria Studenti pouzili zlozitejSie Statistické metody, napr.
korela¢nu, regresntl analyzu, jeden Student pouZil parovy t-test.

YV VY

Naroénost pouZitia Statistickych metod

5 4
18% 15% , .
M uroven 1
M Uroven 2
= Uroven 3
H Uroven 4
M Uroven 5
41%
Graf 1

Projekty sme dalej hodnotili spolu so zamestnancom Katedry masmedialnej
komunikacie a reklamy FF UKF na zaklade toho, do akej miery su kvalitne spracované
Z nematematickej stranky — vizualne spracovanie atextové spracovanie projektu,
a Z matematickej strdnky — Statistické spracovanie (tabulky, grafy) a interpretacia tabuliek
a grafov. Projekt mohol byt v kazdom kritériu zaradeny do jednej z piatich Grovni, kde
uroven 1 znamena najniz8iu kvalitu spracovania a uroven 5 najvyss§iu kvalitu spracovania
projektu.

Hodnotenia projektov podl'a danych kritérii su uvedené v grafoch 2, 3, 4, 5.

Vizualne spracovanie projektu Textové spracovanie
1 5 projektu
4% M Uroven 1
15% [ 1 2 mdroven 1
® Urover 2 4% 15%
30 44% ° W Uroven 2
11%  w grover 3

3 mdroveri3

M Groven 4 18% . 5
4 4 M uroven 4
 Uroven 5
15% 19% M droven 5
Graf 2 Graf 3

Priemerna troven vizualneho spracovania projektu je 4,03, najcCastejSia dosiahnuta
uroveil bola 5, kam sme zaradili 55 % projektov. Celkovo boli projekty po vizualnej
stranke na vysokej trovni. Podobny vysledok sme aj predpokladali vzhl'adom na fakt, ze
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projekty tvorili Studenti marketingovej komunikacie, ktori boli prijati na $tadium po
Gispesnom absolvovani talentovej skiisky, ktora pozostavala z tvorby kolaze. Co sa tyka
textového spracovania projektov, priemernd uroven bola 3,85, najcastejSia dosiahnuta
uroven bola 5 (dosiahlo ju 44% projektov). Textové spracovanie bolo o nieco slabsie ako
vizualne spracovanie, ¢o sa prejavilo aj v tom, Ze projekty obsahovali menej textu ako
obrazkov. Statistické spracovanie projektov bolo najkvalitnejsie spomedzi vsetkych
kritérii. Priemerna hodnota urovne bola 4,296, najcastejSia hodnota urovne bola 5 (az
77%). Je to zaroven jedina oblast’, v ktorej sme im poskytovali pomoc pri spracovavani
projektu formou mailovej komunikacie alebo pocas konzultaénych hodin. Studenti si na
Statistickom spracovani dali obzvlast’ zéalezat, ked’Zze podla ich nazoru je préve tvorba
tabuliek rozdelenia pocetnosti a grafov najdolezitejsim cielom predmetu a napliou skusky
zneho. Naopak, najslabSou strankou projektov bola interpretacia tabuliek a grafov.
Priemerna urovenl interpretacie je 2,8125, najcastejSou hodnotou urovne bola 1 (37%)
astrednou hodnotou 2. Studenti teda celkovo vedeli svoje data kvalitne a prehladne
Statisticky spracovat’, nedokazali ich vSak adekvatne interpretovat’, resp. interpretacie
nezahrnuli do svojich vyslednych projektov, pretoze ju nepovazuji za nevyhnutnu Cast’
Statistickej analyzy dat.

Statistické spracovanie Interpretacia vysledkov
projektu
M Uroven 1
1 2 B Groveh 1 50 1
4% 11% 3 30% 37% mGrovefi 2

8% Muroven 2
4 11% 3 2 W Uroveri 4

5 , .
M uroven 4
7% FUTOV 7%  15%

70% M Uroven 5

M Uroven 5

Graf 4 Graf 5

Priklady Studentskych projektov podl’a dosiahnutych drovni

Uvedieme priklady dvoch projektov, ktoré sa zaoberaji podobnou tematikou, ale liSia
sa svojim spracovanim.

Na obrazku 1 je uvedeny vystup projektu, v ktorom sa $tudentka zaoberala velkostou
topanok. Projekt ma charakter casopiseckého alebo internetového ¢lanku s rozsahom Styri
strany formatu A4. Clanok obsahuje titulok, kratie Gasti s nematematickym obsahom
(Preco je spravny vyber velkosti obuvi dolezity?, Zdkladné zdasady pri ndkupe obuvi),
zachytné body su zvyraznené tu¢nym pismom. Prechddza plynule do matematickej Casti —
Akt velkost' topanok majii najcastejSie muzi a Zeny? Studentka uvadza tabulku s dvomi
stipcami — pohlavie a ¢&islo topanok. Tieto udaje nasledne triedi do tabulky s dvomi
stipcami — vel’kost’ topanok Zeny, velkost’ topanok muzi, z ktorej zostrojuje zakladny graf.
Nasledne zostavuje usporiadant tabulku rozdelenia pocetnosti aj s charakteristikami
polohy a variability zvlast’ pre zeny, potom zvlast’ pre muzov a nakoniec pre obe pohlavia
spolu. Za kazdou tabul’kou uvadza 7 bodov, ktoré vyplyvaju z tabul’ky. Ako jedna z mala
Studentov interpretuje taktiez kumulativne pocetnosti (napr.: 9 z opytanych Zien ma nohu
mensiu ako 40). Projekt obsahuje 10 ilustraénych obrazkov. Tento projekt je naro¢nost'ou
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zaradeny do tUrovne 3, ale kvalita spracovania kazdd zjeho matematickych aj
nematematickych stranok dosahuje uroven 5.
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Obrazok 1: studentska praca
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03333 166666667
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05000 133333333
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09333 666666667
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o Priemer = 4022581
*Modus = 37
« Medidn = 40
* Rozptyl = 7594173

« Odchylka = 2755753

velkost nohy

.....

A

Obrazok 2 : studentska praca

Projekt na obrazku 2 sa zaobera podobnou tematikou — vel’kost’ nohy, jeho spracovanie
je takmer tplne odlisné ako spracovanie na obrazku 1. Rozsah projektu je jedna strana A4.
Po titulku nasleduje na I'avej strane kratky text o tom, na o sa zameriava prieskum, pocet
ucastnikov prieskumu a namerané udaje a informacie otom, aké tdaje sa znich ida
zistovat (Z nameranych udajov som vypocitala kumulativnu, relativnu a kumulativno-
relativnu pocetnost. Dalej priemer, modus, median a smerodajnii odchylku.). Text na lavej
strane projektu ma podobu klasického zadania ulohy na hodine Statistiky, odliSuje sa len
pouzitim prvej osoby singularu minulého ¢asu. Jednou vetou autorka poznamenava, ze tdto
praca moze pomoct najmd vyrobcom topanok. Samotné Statistické spracovanie je uvedené
na pravej strane projektu (roven naro¢nosti 3, Groven $tatistického spracovania 5). Chyba
akakol'vek interpretacia tidajov z tabul’ky rozdelenia pocetnosti (Uroven interpretacie 1).
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EDITA SZABOVA

Nazory Studentov na projektové vyucovanie

Na zaklade dotaznikov sme chceli zistit, ¢i vobec mali Studenti o tvorbu projektu
zdujem a ako celkovo hodnotia predmet Statistika pre nematematikov a pracu v Exceli.
Vyberame niektoré reprezentativne:

» Domace ulohy boli kreativne, naucili sme sa organizovat' udaje. Grafy a tabulky
pocetnosti by som pouzila aj v BC praci. Praca v exceli je prehl’'adnd a nenaro¢na.

» Pochopili sme vsetko, ¢o bolo treba, domace ulohy boli dobré, pomohli mi pochopit’
Excel. Pri vyskume v praktickej ¢asti BC prace si viem predstavit’ pouzitie tabuliek a
grafov. Praca v Exceli bola nezaujimava, aj ked’ potrebna.

» Najprv som si myslela, ze hodiny zo Statistiky budu nudné, ale neboli a nebolo to ani
vel'mi tazké. Ucivo bolo dobre a jednoducho vysvetlené. Na to, ze sme mali dost’ malo
semindrov, tak sme boli na skasku pripraveni dobre. Pomohla nidm aj mailova
komunikécia a vzorové rieSené a vysvetlené priklady. Domacu tlohu — pripravit
projekt — beriem pozitivne, pretoZze som si mohla precvi¢it’ svoje znalosti. vSetko, ¢o
som sa naucila, je podl'a mna uZito¢né. Vo svojej BC praci by sa dal pouzit’ napr. graf.
Ur¢ite som sa vel'a naucila, ale je toho este vel'a, co neviem. Niektoré veci v Exceli st
jednoduché, iné dost’ zloZité.

» Bavilo ma tvorit’ plagat. Naucila som sa nové funkcie pouzitia Excelu. Program Excel
mam rada, zda sa mi uzito¢ny.

Zaver

Projektové vyuCovanie sa ukazalo ako vhodny nastroj na vyuCovanie Statistiky pre
nematematikov v §tidiu marketingovej komunikacie a reklamy. Pri tvorbe projektov
prepojili svoju tvorivost’ s invenciou a zaroven pouzili prave naucené vedomosti zo
Statistiky. Tvorbou projektov si neustale cvi€ili zru¢nost’ s pracou v programe Excel. Z
dotaznikov, ktoré sme dali Studentom na konci semestra, sme zistili, Ze praca na projekte
ich bavila, pretoze robili svoju vlastnu prvotnil vyskumnil ¢innost’ na probléme, ktory ich
zaujal, ¢im pre nich Statistika bola predmetom aplikaénym, zdbavnym. Studenti podl'a ich
nazoru ziskali sklsenosti, ktoré moézu byt prinosnymi pri pisani svojich budtcich
bakalarskych a diplomovych prac ¢i v zamestnani.
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NEURODIDACTICS AND MATHEMATICS EDUCATION
NEURODIDAKTIKA A VYUCOVANIE MATEMATIKY

ONDREJ SEDIVY — VILIAM DURIS

ABSTRACT. In the introductory section the need for enhancing the efficiency of mathematics
education and the role of theory of mathematics education is stressed. Further the
neuropedagogy and neurodidactics, which aim to implement the findings from neurology into
pedagogical practice, are characterised. Focus in on neurodidactical view to stress as a factor
influencing process of learning mathematics. Based on brain-based learning the theoretical
considerations for more effective mathematics education are formulated.

Key WOoRDs: brain, neuropedagogy, neurodidactics, emotion, memory, motivation, stress,
effective mathematics education.

ABSTRAKT. V uvode prispevku sa zdoraziiuje potreba zvysSenia ucinnosti vzdelavania v
matematike a uloha teorie vyucovania matematiky. V dalSom je charakterizovana
neuropedagogika a neurodidaktika, ktorych cielom je preniest neurologické objavy do
pedagogickej praxe. Zviast je rozvedeny neurodidakticky pohlad na stres ako faktor
ovplyviujuci proces ucenia matematiky. Na zaklade poznatkov z teorie mozgovokompatibilného
vyucovania su uvedené isté vychodiska pre ucinnejsie vyucovanie matematiky.

KrUCOVE SLOVA: mozog, neuropedagogika, neurodidaktika, emocia, pamdt, motivdcia, stres,
ucinné vyucovanie matematiky.

CLASSIFICATION: C 30

Vyucovanie matematiky a jeho vysledky vyvolavaju zaujem Sirokej verejnosti o tato
problematiku. Odborné kruhy reaguju na tento zaujem verejnosti a hladaju cesty na
zvySenie u¢innosti vzdeldvania v matematike. Rozvojom prechadza Tedria vyuCovania
matematiky ako vedna disciplina. Organizuju sa konferencie, sympodzia, medzinarodné
vyskumné projekty. Predmetom skiimania tedrie vyuCovania matematiky je konkrétna
oblast’ T'udskej cinnosti, ktorej obsahom, predmetom a cielom je matematika v jej
rozli¢nych trovniach a v rozlicnych formach. Teoria vyucovania matematiky Studuje
vztahy medzi matematikou a ¢lovekom.

V roku 2003 Déffer (Déffer, W., 2003)" charakterizoval teériu vyudovania matematiky
ako vedu:

* 0 rdznych sposoboch ako sa uéi a ,,robi* matematika,

* o tom, ako ucenie a ¢innost’ v oblasti vyuCovania matematiky ovplyviiuji a su
ovplyviiované roznymi vplyvmi (pouzivanim pomocok, kalkulatorov, pocitacov),

* 0 r0znej reprezentacii matematickych pojmov,

* 0 roznych moznostiach organizovania matematickej ¢innosti.

NajvyznamnejSou udalostou, ktora ovplyvnila vyskum v tedrii vyuCovania a tiez
samotné vyucovanie matematiky, bol Svetovy kongres o vyucovani matematiky ICME-10
v juli 2004 v Kodani.

Yin: Ceretkova, S. — Sedivy, O.: Aktualne problémy teérie vyucovania matematiky. Edicia Prirodovedec ¢. 200, Nitra 2005
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Vychadzajuc zo spravy, ktorad vydala americkd Narodnd komisia (1970) pre
poziadavky v matematike, sa treba sustredit’ najmi na tieto vnutorné ciele vyucovania
matematiky:

» Zamerat’ sa na potreby a zaujmy jednotlivcov s cielom pripravit’ kazdého z nich
na aktivny sukromny a spolo¢ensky Zivot.

* Rozvinut osobnost’ kazdého Ziaka a posiliiovat’ jeho sebavedomie.

» Podporovat’ aktivitu Ziakov poéas vyucovania, odburavat’ pasivne nadobudanie
vedomosti.

» Zdoraznovat’ matematické myslienkové postupy v procese rieSenia tloh (napr.
matematické skumanie, formulovanie problémov, reprezentaciu, modelovanie) a
nezameriavat’ sa iba na vysledky (obsah, vysledok pouzitej metody, uplatnenie
zruénosti).

» Podporovat’ matematické myslenie a tvorivost’.

* Dat ziakom moznost identifikovat’ problém, zaujat’ k nemu stanovisko,
formulovat’ ho vlastnymi slovami a vlastnym sposobom riesit’.

*  Pomoct’ ziakom pochopit’ matematiku a ocenit’ jej krasu.

* Dovolit' ziakom aplikovat’ rozne sposoby modelovania riesenia.

* Dovolit ziakom kriticky analyzovat’ a posudzovat’ pouzitic matematiky.

* Vysvetlit ziakom tulohu matematiky v spoloCenskom a kultirnom Zzivote
spolo¢nosti.

» Naucit’ ziakov pracovat’ so sicasnymi informa¢nymi technoldgiami a dostupnou
technikou.

Aj ked’ tieto ciele boli sformulované pred Styridsiatimi rokmi, stale su aktualne a Skola
musi sa snazit’ ich plnit’.

V snahe zameranej na zefektivnenie vzdelavacieho procesu rozpracivaju sa také
metddy a formy vzdelavania aj v matematike, ktoré maju zabezpecit’ kvalitu vzdeldvania,
ktora bude zodpovedat’ si¢asnému vedeckému poznaniu.

V mnohych krajinach Eurépy sa Coraz castejSie hovori o neuropedagogike a
neurodidaktike ako o novych moznostiach vo zvySovani u¢innosti vo vyucovani.

Preto aj vo vyuCovani matematiky sa za¢nime zamys$lat nad vyuzitim tychto
myslienok pri h'adani optimalnejsich vysledkov vo vzdelavani v matematike.

Najskor vSak si pripomenime, ¢o je neuropedagogika a neurodidaktika. Existuje viacero
pohl'adov na definovanie tychto pojmov.

J. P. Sawinski hovori: ,, Neuropedagogika sa zameriava na Strukturu a funkcie mozgu,
na zmyslové preferencie, na rozdiely vo fungovani mozgovych hemisfér v kombindcii oka,
ucha, skuma vplyv stresu na pamdt, zaoberd sa efektivnostou ucenia. Jej cielom je
preniest neurologické objavy do pedagogickej prace. “ (Sawinski, J. P., 2005).

Online slovnik Worterbuch ponuka pre neurodidaktiku nasledovnii definiciu:
., Neurodidaktika je spolocny termin pre rozme na prax orientované pristupy, sleduje
rozvijanie vzdelavacich a pedagogickych planov so zretelom na dolezité poznatky
neuroldgie, najmd na novsie vyskumy mozgu. “ (Worterbuch, 2009).

Mozgovokompatibilné udenie’ je ucenie zaloZené na tom, ako su transformované
poznatky tykajuce sa Struktury a funkcii mozgu do vychovnovzdeldvacieho procesu.
Zaobera sa napriklad tym, ako pracuje nas mozog vo vzdelavacom procese, aké principy a
stratégie zamerne vybera ucitelia na dosiahnutie vychovnovzdelavacieho ciel’a.

2 E. Petlik a kol.: Neuropedagogika a vyucovanie. UKF 2010, s. 6
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Neurovedci a psycholdgovia sa sustred’uju na mozgové hemisféry. Sucasné vyucovanie
sa sustreduje na Pavi hemisféru, ktord riadi re¢, logické myslenie, matematické
operacie, ..., kym pravda hemisféra riadi emocie, predstavy, tvorivost, divergentné
myslenie, ... a vo vyucovani je zanedbavana.

Treba zdoraznit, Ze zakladom mozgu je neurén. Neurdny su pospdjané nervovymi
vlaknami, ktoré prenasaju signaly. Cim viac je spojeni, tym je mozog pruznejii a I'ahsie sa
uci, teda ¢im mame bohatSiu neurdlnu siet, tym lahSie cez fiu prechadzaju vzruchy a
informacie.

I. Turek robi zaver: ,, Ucenie mozno definovat' ako tvorbu synapsii, t.j. spdjania
neuronov, a tym tvorbu neurdlnych sieti, alebo zmenu spésobu spojenia neuronov.*
(Turek, 1., 2008, s. 435).

K vytvaraniu neuralnych sieti neprispieva transmitivne vyuovanie, pasivne poctvanie,
mechanické ucenie, memorovanie, ale aktivna ¢innost’ u¢iaceho subjektu. K tomu moze
posluzit’ problémové a skupinové vyucovanie, tvorivé metody, atd’.

Neurodidaktika sa na paméit’ nepozera ako na ,,skladiste vedomosti®, ale predovsetkym
ako na ,rekons$trukciu informacnych blokov*, ktoré su ulozené na réznych miestach v
mozgu a prepojené neurdlnou sietou. Treba si uvedomit, Ze mozog zabuda to, Co
nepovazuje za potrebné, ¢o sa neaktualizuje. Z toho vyplyva, Ze k poznatkom sa treba
systematicky vracat’, pracovat’ s nimi, aktualizovat’ ich.

Neurodidaktika vel'mi zdorazituje potrebu emocionalnosti vo vyucovani, pri radosti sa
vylucuju hormoény, ktoré ulah¢ujii ucenie a blahodarne vplyvaju na dlhodobu pamat, ¢o
zvySuje UCinnost vzdelavania. Treba pripomenut aj to, ze ked ziak preziva stres,
vylu¢ované hormény blokuju procesy v mozgu, znizuje sa efektivnost’ vyucovania. Ako je
to so strachom Ziaka? Primerany strach méze na ziakov posobit’ kladne, méze ich viest’ k
zvySenému vykonu pri uceni sa. Problém strachu méze pdsobit’ aj negativne. Ak je ziak
pod dlhodobejsim tlakom strachu, dochddza k nezelanému stresu, o ma za nésledok
znizenie vykonu. Pocit $tastia, radosti ziaka kladne pdsobi na d’alSie ucenie, povzbudzuje
do d’al$ieho ucenia a prispieva ku koncentracii pozornosti.

Vzhl'adom na to, Ze pri vyuCovani matematiky Cast’ ziakov je pod tlakom strachu a z
toho vyplyvajuceho stresu, budeme vacsiu pozornost’ venovat urcitym situacidm.

Ako sme uz vyssie uviedli, existuje ,,dobry stres“ a ,negativna“ forma stresu. Dobry
stres (eustres) je stres, ktory nie je akutny a chronicky. Vznika vtedy, ked’ sa citime mierne
ohrozeni a verime, Ze situaciu zvladneme. Tento stres zvySuje naSe vnimanie, zvicSuje
naSu motivaciu a zlepSuje ucenie. Dobry stres vznikd pri ufeni sa matematiky za
nasledujucich podmienok:

» aktivne chciet’ vyriesit’ dany problém (danu ulohu),

* mat schopnost’ vyriesit’ problém,

» uvedomit si zmysel kontroly nad rieSenim,

* moznost myslietna pripadné mozné rieSenia problému.

»Negativna® forma stresu (distres) vznika vtedy, ked’ sa citime ohrozeni nejakym
(fyzickym alebo emocionalnym) nebezpeCenstvom, zastrasovanim, t'azkostami, stratou
prestize, strachom alebo odmietnutim, ked” sme v cCasovej tiesni, atd’. Pri uceni sa
matematiky distres vznika, ked”:

* mame riesit’ problém, ktory nechceme riesit’,

* nevnimame rieSenia problémov,

* mame pocit riskovania, ktory je zapri¢ineny komplikaciami,
* je stres opakovany alebo dlhotrvajuci.
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Ohrozenia su definované ako akékol'vek podnety, ktoré v mozgu spdsobia spustenie
pocitu strachu, pochybnosti, obav alebo celkovej bezmocnosti.

Pri kazdom type vnimaného ohrozenia mozog robi nasledovné:

* straca svoju schopnost’ spravne interpretovat’ podnety z okolitého prostredia,

* vracia sa K intuitivnym reflexnym vzorom spravania

* straca niektoru zo svojich schopnosti zaradit’, ulozit’ a dostat’ sa k informaciam,
* straca niektoru zo svojich schopnosti vnimat’ vztahy a vzory,

* je menej schopny pouzit’ zrucnosti myslenia vysSieho radu,

» straca schopnost’ ulozenia do dlhodobej pamiiti.

Mnohi neurovedci vnimaju motivaciu ako prvoradu pri vzdeldvani, od dobrej
motivacie zavisia vysledky ucebnej Cinnosti Ziakov a uspech jedinca vobec. Motivacia
pomaha vytvarat’ sebaddveru jedinca a napomaha pri seba hodnoteni. Spitzer upozoriiuje aj
na chyby, ktorych sa dopustame, napr. Casté chvalenie najlepsich ziakov, zdoéraznuje, Ze
pochvaly st pre kazdého. Zdoraziuje, Ze motivujice je aj to, ako ucitel’ vyucuje, aky ma
zaujem o svoj predmet a jeho vyuCovanie. Upozoriiuje, Ze pre motivaciu nie je
rozhodujuce napr. premietanie folii, rozne xerokopie alebo premietanie prezentacii Power
Pointu, ale rozhodujice je predmetom zaujaty ucitel, predmet musi byt centrom
pozornosti a nie nejaké kritiky vnasané do ucenia (Spitzer, M., 2007, s. 145).

Jednou z d’alSich charakteristik mozgovokompatibilného vyucovania je, aby ziaci mali
vyucovanie doplnované o modelové situacie z kazdodenného zivota. Vnasanie takychto
situacii do vyucovacej praxe si vyzaduje vyuzivat nielen raciondlne postupy, ale aj
emotivne podsobenie hravych aktivit, tvorivej dramatiky, ¢i vytvarného prejavu. Toto
pdsobenie je ovela GcinnejSie ako bezne zauzivané postupy pri vyuovani matematiky a
takto ziskané vedomosti su trvacnejsie. UCitel’ vo svojej praci by mal vytvarat’ situacie, v
ktorych:

* maju ziaci moznost’ to, o sa naucili, priamo a intenzivne prezit’ a precitit,
 aktivizuju prirodzené potreby Ziakov a suc¢asne su aj uspokojované,
* sa prirodzenou cestou realizuju medzipredmetové vztahy,
» Ziaci pochopia, Ze sa ucia nie pre znamky, ale pre Zivot.

Na zéklade poznatkov z tedrie mozgovokompatibilného vyucovania (podla R. N.
Caine a G. Caine, 2008, in Turek, I. s. 446-450) vo vyu¢ovani matematiky je potrebné si
uvedomit’:

*  Mozog je paralelny procesor — naraz mdze vykonavat' viacej ¢innosti — mysli,
preziva emdcie, predstavuje si a pod. Pre vyucovanie aj matematiky vyplyva — robit
vyu€ovanie zaujimavé, réznymi podnetmi a pomockami zamestnavat’ mozog. Efektivne
vyuCovanie matematiky vyuZziva mnozstvo vyucovacich stratégii. Tym sa mozog nebude
»hudit* a bude motivovany do ¢innosti.

* Do procesu ucenia je zapojend cela fyziologia ¢loveka — uCenie aj matematiky je
prirodzeny proces, ktory moze byt’ nie¢im brzdeny alebo poskodzovany. Vyucovaci proces
treba uskutocnovat’ tak, aby v niom bolo ¢o najmenej distresu a inych vplyvov negativne
ovplyviujicich ¢innost’ mozgu.

*  HPladanie vyznamu (zmyslu) je vrodené — pre Cloveka a jeho mozog su prirodzené
zvedavost’ a aktivita, aktivitu mozgu nemozno zastavit, ale len usmernit. Vo vyucovani
matematiky treba vytvorit podmienky pre tvorivost, objavovanie, kombinovanie,
poskytovat’ obohatené prostredie.
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* HPladanie vyznamu sa uskutoliiuje prostrednictvom rozpozndvania a
generovania vzorovych schém — pre vyucovanie matematiky z toho vyplyva vyucovat’ tak,
aby uciaci sa videl zmysel ucenia, u¢itel matematiky ma vytvarat’ zmysluplné vzorové
rieSenia a schémy, ma orientovat’ vyuCovanie a ucenie sa matematike ziadicim smerom.

*  Emdcie maju zdsadny vyznam pre rozpozndvanie a generovanie schém — aj
vyuc€ovanie matematiky a ucenie sa matematike je ovplyviiovanie emociami, pocitmi a
postojmi.

*  Mozog spracuva celok a Casti sucasne — vo vyuCovani matematiky treba vyuzivat
spolupracu obidvoch mozgovych pologul. Z toho vyplyva, ze vysvetlovat' alebo inak
sprostredkovavat’ nové ucivo v suvislostiach, vyhybat sa sprostredkivaniu izolovanych
faktov.

» Uclenie stile zahiiia vedomé i nevedomé procesy — z toho vyplyva, ze pre
spracovanie informacii je treba zabezpe¢it’ dostatok ¢asu. Skoda, Ze Ziaci maji malo &asu
na spracovanie informacii (treba vytvarat v Struktre vyucCovania viac Casu na
spracovavanie informaciti).

*  Ludia maji najmenej dva druhy pamditi: priestorovit a mechanickiu — priestorova
pamit je nevycCerpatena, umoziuje okamzité vybavenie si z pamiti. Vo vyucovani
matematiky je vhodné vyuzivat ¢o najmenej mechanickl pamét. Treba umoznit’ ziakovi
vyuzivat logicko-matematick a priestorovu inteligenciu a jemu vlastny $tyl ucenia sa.
Mozog chape a paméta si najlepsie, ak vedomosti z matematiky s ulozené v prirodzenej,
priestorovej pamiti. Pre vyuCovanie z toho vyplyva, Ze treba vyuzivat také metody
vyucovania, ktoré st prirodzené a zapajaji do ucenia ¢o najviac zmyslov.

*  KaZdy mozog je unikdtny, jedinecny, Struktiira mozgu sa ucenim meni — ucenie
musi byt rozmanité a dovolovat' tak ziakom vyjadrit' svoje preferencie, treba volit’
diferencované pristupy, reSpektovat’ §tyly ucenia sa ziakov a vychadzat z ich zaujmov a
skusenosti.

Este k vysSie uvedenému jedna poznamka k opakovaniu uciva. Pamét’ nie je stila —
mozog zabuda to, ¢o nepovazuje za potrebné pre svoje preZitie, to, o sa neaktivizuje. Z
toho vyplyva poziadavka systematicky sa vracat’ k poznatkom, pripominat’ ich, pracovat’ s
nimi, aktivizovat’ ich. Klasické didaktické poucky nabadaju k tomu, aby sa prebrané ucivo
¢o najskor upeviiovalo, sktsalo. Pohl'ad neurodidaktiky je zaujimavy v tom, Ze odporuca
isty Casovy odstup medzi prebranim nového uciva a jeho opakovanim. Zdévodnuje to tym,
Ze novo naucené ucivo potrebuje isté ,,usadenie®, isté zaclenenie do systému doterajSich
vedomosti, a preto skiiSanie z nového uciva by nemalo nasledovat’ na d’alSej vyucovacej
jednotke.

Zaver

Na vyucovanie matematiky je potrebné pozerat’ nielen ako na didakticky proces, ale aj
ako na proces vyrazne ovplyvneny mozgom ¢loveka. Aj ked’ tato oblast’ nie je eSte celkom
preskimana, napriek tomu je velmi podnetnd, a preto s fiou sa treba oboznamovat a
poznatky z neuropedagogiky a neurodidaktiky prendSat do kazdodennej vychovno-
vzdelavacej praxe.
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TRAINING OF NUCEM ACTIVITY 1.4 AND TEACHERS‘ OPINIONS ON
TEACHING OF RANDOMNESS

SKOLENIA AKTIVITY 1.4 NUCEM A NAZORY UCITELOV NA VYUCOVANIE
OBLASTI NAHODOST

UHRINOVA EVA! — KOSOVA MARIA - LUBOMIR RYBANSKY - VRABELOVA MARTA

ABSTRACT. The following contribution gives information about training carried out by realized
the National Institute of Certified (NUCEM) within 1.4 Activity of ESF project called Research
of Interventions to Increase Statistical and Financial Literacy of Slovak Pupils at ISCED 2.
Training is carried out in cooperation with the Department of Mathematics, Constantine the
Philosopher University in Nitra. The contribution also presents results of a questionnaire filled
up by the training teachers. The aim of the questionnaire was to assess the level of training and
finding the opinion of teachers to teach the randomness.

Key Worbs: NUCEM, statistical literacy, didactic game, tasks with real-life context

ABSTRAKT. Nasledujiici prispevok podava informdcie o zrealizovanych Skoleniach Narodného
ustavu certifikovanych merani vzdelavania v ramci Aktivity 1.4 projektu ESF s nazvom Vyskum
intervencie na zvySenie Statistickej a financnej gramotnosti slovenskych Ziakov na stupni
ISCED 2. Skolenia sa realizovali v spolupraci s Katedrou matematiky Univerzity Konstantina
Filozofa v Nitre. V prispevku dalej uvadzame vysledky dotaznika, ktory vyplnili Skoleni ucitelia.
Jeho cielom bolo zhodnotenie urovne Skoleni a zistenie nazorov ucitelov na vyucovanie oblasti
nahodnost.

Kro¢ovE SLOVA: NUCEM, Statistickd gramotnost, didakticka hra, ulohy s kontextom
Z redlneho Zivota

CLASSIFICATION: B50, K70.

Uvod

Nasledujuci prispevok podava informdacie o zrealizovanych Skoleniach ucitel'ov, ktoré
organizoval Narodny ustav certifikovanych merani vzdelavania (NUCEM) v ramci
Aktivity 1.4 s nazvom Vyskum intervencie na zvysSenie Statistickej a financnej gramotnosti
slovenskych ziakov na stupni ISCED 2 v ramci projektu ESF s nazvom Hodnotenie kvality
vzdelavania na ZS a SS v SR V kontexte prebiehajiicej obsahovej reformy vzdeliavania [8].
Tieto Skolenia uditel'ov sa realizovali v spolupraci s Katedrou matematiky Univerzity
Konstantina Filozofa v Nitre.

V prispevku sa zmiefiujeme aj o nazoroch ucitelov na vyucovanie oblasti ndhodnost’
prostrednictvom vyhodnotenia dotaznika, ktory vypliiali $koleni u¢itelia ZS z nitrianskeho,
trnavského a trenc¢ianskeho kraja, ktori sa zacastnili Siestich skoleni.

Skolenia 3tatistickej gramotnosti

Projekt ESF Hodnotenie kvality vzdeldvania na ZS a SS v SR V kontexte prebichajiicej
obsahovej reformy vzdeldavania zaal prebiechat vroku 2010. Pred zrealizovanymi
Skoleniami bolo napliiou prace NUCEM-u a regionalnych spolupracovnikov pre oblast’

! Corresponding author
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nahodnost’ z Katedry matematiky Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre pod vedenim
doc. Vrabelovej vypracovanie ramca Statistickej gramotnosti, tvorba testovych tloh pre
oblast ndhodnost’, tvorba sady 27 novovytvorenych testovych tloh pre testovanie
Statistickej gramotnosti pre 9. roénik ZS, zrealizovanie pilotného testovania (12 §kol, 29
tried, 482 vyplnenych testovacich zoSitov), vyhodnotenie pilotného testovania, Uprava
testovych uloh na hlavné testovanie, priprava materidlov na Skolenia ucitel’ov.

Do skoleni NUCEM v ramci spominanej Aktivity 1.4 bolo zapojenych 40 uéitelov
matematiky z nitrianskeho, trnavského a trenCianskeho kraja. Oslovenie ucitelov
a organizaciu §koleni mal na starosti NUCEM, samotné §kolenia mali na starosti regionalni
spolupracovnici z Katedry matematiky UKF. Pre 40 oslovenych ucitelov matematiky sa
zrealizovalo spolu 6 skoleni (Obrazok 1).

Obrazok 1: Ucitelia na piatom $koleni

Prvé $kolenie ucitel'ov sa konalo 12.10.2012 v Bratislave. V vode $kolenia si ucitelia
prostrednictvom prezentacie Zdkladné pojmy pravdepodobnosti zopakovali dblezité pojmy
z pravdepodobnosti, stochasticky model nahodného pokusu a bolo im vysvetlené ako by
mali vyzerat’ stochastické ulohy v Skole. Dozvedeli sa tiez, ako prebieha u deti vnimanie a
porozumenie pravdepodobnostnych pojmov a zrucnosti ([3], [16]).

Prostrednictvom prezentacie o Statistickej gramotnosti bolo ugitelom vysvetlené, ¢o
znamena byt Statisticky gramotny, ¢o by mal Statisticky gramotny Clovek vediet’, aké
otazky by si mal Statisticky gramotny clovek klast na pochopenie prezentovanych
Statistickych udajov. Zaroven boli vysvetlené tri oblasti Statistickej gramotnosti: zalozena
na nahode, na korelacii a na klame ([7], [10], [11], [12]).

V prezentacii Heuristiky sa ucitelia dozvedeli o troch metédach rozhodovania sa
v urCitych situacidch ato heuristike reprezentativnosti, dostupnosti, ukotvenia
a prispdsobovania. Prostrednictvom nich bol vysvetleny podiel podvedomého
rozhodovania sa Cloveka za urcitych okolnosti, o vyraznou mierou zvySuje frekvenciu
chyb pri (Statistickom) rozhodovani sa ([5], [6]).

V prezentacii Hra vo vyucovacom procese bola uéitelom predostreta jedna z metdd
vyuCovania matematiky a to didaktick4 hra. Boli im vysvetlené zékladné prvky didakticke;j
hry a sposob zapojenia hry do vyucovania matematiky. Prostrednictvom workshopu sme
ucitel'om ukazali, ako mozno prostrednictvom hry vyucovat’ nahodnost’ a snazili sme sa
ich presvedCit’ o tom, ze vyuCovat nahodnost’ je potrebné cez zazitok. Ucitelom sme
predviedli hry: Sporta, Tahanie gul'6¢ky, Vestiaca Galtonova doska, Nemusi§ odpovedat’,
Hra o desiatku, Hadaj poradie, Stebla, Losovanie pomocou zapaliek [9],[15].
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Druhé Skolenie sa konalo 26.10.2012 v Trnave. Na s$koleni boli prezentované
Teoreticke zaklady tvorby testovych uloh, didaktickych testov a 0 typoldgii testovych uloh
([13]). Dalsi prednaskovy blok bol zamerany na metodiku tvorby testovych wloh
a prakticke ukazky postupov pri tvorbe konkrétnych uloh z oblasti Statistickej gramotnosti,
kde sme predostreli ucitelom praktické skusenosti z vlastnej tvorby testovych tloh do
pilotného testovania Statistickej gramotnosti. V ramci popoludiiajSieho workshopu ucitelia
vytvorili nové testové tllohy, ktoré¢ budu sucastou zbierky uloh zo Statistickej gramotnosti
pre 9. ro¢nik ZS.

Tretie stretnutie sa konalo 23.11.2012 v Nitre. Obsah $kolenia tvorilo kddovanie
testovacich uloh ucitelmi pomocou Koédovacich priruciek Statistickej gramotnosti, ktoré
pripravil nas tim.

Najskor boli uéitefom predostreté instrukcie ku kodovaniu uloh testovych zoSitov
a potom sa preslo k samotnému kddovaniu rieSeni tloh ucitel'mi. Kédovanie prebiehalo po
klastroch. K niektorym uloham bolo pripravené kodovacie cvicenie. S kédovanim sme
ucitelom pomahali a rie§ili sme s nimi problematické odpovede Ziakov, najma tie, ktoré sa
tykali zdovodnenia odpovede.

DalSie 4. - 5. dvojdiiové Skolenie sa uskutoénilo 7. - 8. 12.2012 v Trnave. V tvode
Skolenia ucitelia prezentovali skusenosti s vyuCovanim zameranym na Statistickl
gramotnost’. Vacsina prezentacii sa tykala vyuzitia didaktickych hier. Jedna prezentacia
bola zamerana na skusenosti zo seminara, v ramci ktorého Ziaci uskutoc¢nili a spracovali
vlastny Statisticky prieskum.

Dalej nasledovali prezentacie, ktoré sa tykali zdkladov Statistického prieskumu a mali
pomdct’ ulitelom pri vedeni ziakov pri uskutocnovani a spracovani Statistického
prieskumu vramci medzinarodnej Statistickej sutaze o najlepsi poster. Jednalo sa
0 prezentacie Charakteristiky polohy, Charakteristiky variability, Grafy, Plinovanie
vyskumu a metody vyberu, Zber udajov prostrednictvom dotaznika, Problémy s pouzivanim
informacii. Podklady na tieto prezentacie tvorila kanadska stranka Statistika Kanady, kde
sa okrem roznych Statistickych informacii o Kanade nachadza aj Cast zamerana na
vzdelavanie ucitel’ov a Ziakov zo Statistickej gramotnosti [14].

Na zéver Stvrtého Skolenia ucitelia vyplnili dotaznik zamerany na zistenie ndzorov
ucitel'ov o zrealizovanych $koleniach a o vyucovani oblasti nahodnost’. Dotaznik sme eSte
vten defi spracovali avyhodnotili a na druhy defi sme ucitelov oboznamili s jeho
vysledkami.

Dalej sa ucitelia dozvedeli 0 novej metode spracovavania testov - IRT metéde (Teorii
odpovedi na polozky), jej vyhodach oproti klasickej teérii testov [1], [2]. Touto metédou
sa spracovavali aj vysledky pilotného testovania Statistickej gramotnosti, spracovavaju sa
fiou testy PISA a NUCEM mé zaujem takto spracovavat’ aj vietky ostatné testovania, ktoré
realizuje, napriklad monitory deviatakov.

Sieste ¥kolenie sa konalo 15.2.2013 v Nitre. Na 8koleni sa detailne prediskutovali
problémy spojené s tvorbou testovych uloh z oblasti Statistickej gramotnosti uciteI'mi ako
aj rieSenie problémov pri zapojeni sa Skolskych timov do medzinarodnej $tatistickej sutaze
Statistickej gramotnosti.

Ucitelom sme prostrednictvom prezentacie pripomenuli vSetky nosné body spravne
vytvorenej testovej ulohy a zosumarizovali sme opakujuce sa nedostatky (chyby), ktorych
sa dopustaji ugitelia pri ich tvorbe. Cerpali sme uZ z vytvorenych testovych tloh ugitelmi
(87 testovych tloh), ktoré sme predtym kontrolovali a komentovali. Individualne problémy
spojené s tvorbou testovych tloh sa riesili v druhej ¢asti Skolenia. S uéitel'mi sme pracovali
Vv pracovnych skupinach.
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Okrem tychto Siestich Skoleni sa v ramci tohto projektu realizovali aj jednodnové
a dvojdiiové skolenia pre ucitelov matematiky zo zvySnych krajov, kde sme na
prezentovanie vyuzili uz pripravené materidly z predchadzajucich Skoleni.

Jednodiové Skolenia sa konali v ramci seminara Financna a Statisticka gramotnost
Ziakov v kontexte medzindarodnych studii v Bratislave (6.11.2012, 33 ucitel'ov), v KoSiciach
(7.11.2012, 20 ugitelov) a Ziline (8.11.2012, 23 ucitelov). Na tychto $koleniach boli
ucitel'om prezentované materialy o Statistickej gramotnosti a prostrednictvom workshopu
im boli prezentované didaktické hry zamerané na vyucovanie nahodnosti.

Takisto sme sa zicastnili na dvojdiiovych skoleniach v Banskej Bystrici (8.-9.3. 2013,
14 ucitelov) a KoSiciach (15.3.2013, 21 ucitel'ov). Program S$koleni tvorili zaklady
pravdepodobnosti a Statistiky, Statisticka gramotnost’, workshop hry, tvorba testovych tloh.

Vyhodnotenie dotaznika

Dotaznik vyplnilo spolu 31 ucitelov v rdmci 5. Skolenia Aktivity 1.4. Dotaznik bol
zamerany na zistovanie nazorov ucitelov na zrealizované $kolenia, na vyucovanie oblasti
nahodnost’ prostrednictvom didaktickych hier a iloh s realnym kontextom.

Pri ohodnoteni prednaSok a workoshopov na pét stupniovej skale sme dostali od
ucitel'ov spétnti vdzbu, Ze vdcsina ucitelov bola spokojna s prednaSkami a prevazne ich
ohodnotili ako vel'mi vhodné (Obrazok 2). Zo vSetkych prednasok zastava vyraznejSiu
poziciu workshop hry, ktory mal u uéitelov velky uspech. Takisto sa ucitelom pacili
praktické ukazky tvorby uloh. Naopak, najhorSou zndmkou ohodnotili ucitelia pracu
v skupinach, kde mali spolupracovat’ pri tvorbe uloh s realnym kontextom.

Vhodnost prednasok a workshopov
5

2
@ upo1
s )
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velmivhodné  vhodné priememé  nevhodné velmi nevyplnené P97
nevhodné

tefav
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.
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$Skala odpovedi na polozku

Obrazok 2: Ohodnotenie vhodnosti prednasok a workshopov (P91 — Zakladné pojmy
pravdepodobnosti, P92 — Statistickd gramotnost’, P93 — Heuristiky, P94 — Workshop hry, P95 —
Praktické ukazka tvorby tloh, P96 — Praca v skupinach na tvorbe uloh, P97 — Kodovanie klastrov)

Podobné vysledky mozeme vycitat’ aj s kontingenénej tabul’ky, kde sme dali do vzt'ahu
najzaujimavejsiu a najmenej zaujimavu prednasku podl'a nazoru ucitel'ov (Obrazok 3).

P26 P27 najmenej
najviac spolu

P93 0 0 0 1 1 0 0 0 2
P94 6 1 3 0 0 2 4 6 22
P95 0 0 0 0 0 1 1 0 2
P96 0 0 0 0 0 0 1 0 1
P97 0 0 0 0 0 0 0 1 1
9 0 0 0 1 0 0 0 2 3
spolu 31

Obrazok 3: Kontingen¢na tabul’ka pre najzaujimavejsiu (P26) a najmenej zaujimavu (P27)
prednasku (workshop)
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Kodom 9 sme oznacili nevyplnent polozku. Az 22 ucitel'ov oznacilo workshop Hry
ako najzaujimavejSiu prednasku. Z nich sa Siestim zdala najmenej zaujimava prednaska
Zakladné pojmy pravdepodobnosti a takisto Siesti neoznacili ziadnu prednasku ako
najmenej zaujimavi. Styrom z nich sa zdalo byt najmenej zaujimavé kodovanie klastrov.
Dvom ucitelom sa vSak workshop Hry pacil najmenej. Jednému z nich sa najviac pacili
Heuristiky a druhy neuviedol prednasku, ktora sa mu pacila najviac. Zaujimavé je aj, ze
vsetci ucitelia, ktori uviedli ako najmenej zaujimava prednasku o Zakladnych pojmoch
pravdepodobnosti, ale i Heuristikach, uviedli, ze sa im najviac pacil workshop Hry.

Spokojnost’ ucitel'ov so Skoleniami ukazuje aj graf na obrazku 4.

Ohodnotenie vhodnosti informacii pouZitel'nych pre
prax, materidlov a spdésobu prednasania

Informacie vyuzitelné v praxi

h m nevyplnené
= velminevhodné
Poskytnuté materialy )
- m nevhodné
- W priemerné
Sposob prednasania mvhodné

t 1 1 1 L 1 mvelmivhodné
o] 5 10 15 20 25 30

Pocet ucitefov

Obrazok 4: Ohodnotenie vhodnosti informacii pouzitenych pre prax, materialov a spésobu
prednasania

Vicsina ucitelov ( 81%) ohodnotila poskytnuté informacie na Skoleniach ako vel'mi
vhodné pre vyuzitie vich praxi. 87% ucitelov ohodnotilo poskytované materidly na
Skoleniach ako vel'mi vhodné a 61 % ucitel'ov ohodnotilo aj spdsob zvolen¢ho prednasania
ako vel'mi vhodny (Obrazok 4).

Z poloziek, ktoré boli zamerané¢ na didaktické¢ hry, sme sa z odpovedi uclitelov
dozvedeli, Ze vSetci povazuju pouzitie didaktickych hier vo vyucovani matematiky za
vhodné, pripadne vel'mi vhodné (vyber odpovede z 5 stupnovej skaly).

Co sa tyka konkrétnych didaktickych hier, ktoré si ugitelia zahrali na workshope,
vhodnost’ ich zapojenia do vyucCovania matematiky znazornili ucitelia na pétstupiiovej
Skale, kde 1 bolo najlepSie hodnotenie (Obrazok 5).

Ohodnotenie vhodnosti zapojenia hier do
vyucovania matematiky
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Obréazok 5: Vhodnost’ zapojenia hier do vyucovania matematiky
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Pri vSetkych hrach oznacila vicsina ucitelov na Skale jednotku. Najviac vhodna sa
ucitePom zdala hra Tahanie gul'6¢ky, ktora bola najjednoduchsou z poniiknutych a bola
zamerana na odhad pravdepodobnosti prostrednictvom uskutocnenia dostato¢ného
mnozstva nahodného tahania gul'6¢ok z vrectiska s vratenim a zapisania tychto vysledkov.
Naopak, najmenej vhodnd sa zdala ucitefom hra Nemusi§ odpovedat, ktora je
modifikovanim Monty Hall paradoxu, teda jej oznaCenie ako najmenej vhodnej modze
suvisiet’ aj s nepochopenim tohto paradoxu.

Dalej sme sa z odpovedi na polozky dozvedeli, Ze 80% uéitelov pouziva didaktické
hry vo vyu€ovani matematiky, 14% ucitelov ma v plane vd’aka skoleniam zacat’ pouzivat
didaktické hry.

77,4% ucitelov si mysli, ze didaktické hry, ktoré im boli pontknuté na Skoleniach,
moézu ovplyvnit’ obl'ibenost’ matematiky u ziakov (zvysni ucitelia nevedia).

Ostatné polozky dotaznika boli zamerané na ulohy s redlnym kontextom pre tematick
oblast Kombinatorika, pravdepodobnost’, Statistika. Tu z vysledkov vyplyva, ze takmer
vsetci ucitelia pouzivaju tieto lohy vo vyucCovani nahodnosti a aj si myslia, Ze pouzivanie
tychto uloh moze byt pre oblast’ nahodnost’ prinosom.

Zaujimavé je, ze 87 % ucitel'ov nevidi ziaden problém v pouzivani tychto uloh vo
vyucovani nahodnosti, hoci 81% ucitelov uvadza, Ze nemaju k dispozicii dostatoéné
mnozstvo uloh s realnym kontextom z oblasti nahodnost’ a tplne vSetci ucitelia by uvitali
vytvorenie internetovej stranky, ktorej obsahom by boli tlohy s redlnym kontextom pre
vyucovanie oblasti nahodnost’ pre vSetky ro¢niky ISCED 2. 65 % ucitel'ov uvadza, ze uz
vytvorili takyto typ tloh okrem tohto $kolenia a ¢o sa tyka naro¢nosti tvorby tychto tuloh,
jej ohodnotenie na pét'stupniovej skale (1 — vel'mi jednoduché¢) dosiahlo priemernt hodnotu
3,7, teda vicsina ucitel'ov je toho ndzoru, ze tvorba tychto tloh je naro¢na (Obrazok 6).

Ohodnotenie naro¢nosti tvorby tloh
s redlnym kontextom
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Obrazok 6: Narocnost’ tvorby tloh s kontextom z realneho Zivota
Zaver

V prispevku poddvame informacie o zrealizovanych $koleniach NUCEM zameranych
na $tatisticki gramotnost’ ako aj o vysledkoch dotaznika, ktory vypliali u¢itelia na piatom
$koleni NUCEM.

Tim z Katedry matematiky UKF vyskolil spolu 151 ucitelov matematiky z celého
Slovenska. Ucitelia si odniesli (podl'a ich slov z dotaznika) cenné informécie o Statisticke;
gramotnosti, zakladoch pravdepodobnosti, Statistiky, o tvorbe tloh s redlnym kontextom,
0 moznosti vyuCovat nahodnost pomocou hier anechat tak ziakov =zazit
pravdepodobnost’.

V stéasnosti sa tento projekt zameriava na medzinarodnt sutaz Statistickej
gramotnosti (ISLP) [4], ktora sa kona pod zastitou medzinarodnej asociacie pre Statistické
vzdelavanie (IASE) atvorbu zbierky testovych uloh, kde sa budu nachadzat wlohy
z testovych zoSitov z hlavného testovania Statistickej gramotnosti a uloh vytvorenych
uditelmi, ktori sa zaastnili $koleni NUCEM.
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ACTIVE LEARNING OF GEOMETRY THROUGH TOPOGRAPHICAL TASKS

AKTIVNE UCENIE SA GEOMETRIE PROSTREDNICTVOM
TOPOGRAFICKYCH PRAC

DUSAN VALLO! — KITTI VIDERMANOV A

ABSTRACT. Topographical tasks had their place in the curriculum 20 years ago. Today the
time and technical reasons caused that their teaching has disappeared. We think that it is
necessary to show to pupils what kind of applications of geometry may they meet in real life
and prepare them to solve these problems. So we decided present to our students — future
teachers of mathematics the basics of topographical tasks during a workshop. This paper deals
with this workshop, the tasks given to students and their solutions.

KEey WORDS: active learning, topographical tasks, measurement in landscape, aplications of
geometry.

ABSTRAKT. Topografické prace mali v minulosti svoje miesto v Skolskom ucive. Dnes sa
Z ¢asovych i technickych dévodov z vyucovania vytratili. Myslime si, Ze je potrebné ukdzat
Ziakom, s akymi réznymi aplikaciami geometrie sa mozu v redlnom Zivote stretnut a pripravit
ich na riesenie tychto problémov. Preto sme sa rozhodli nasim Studentom — buducim ucitelom
matematiky predstavit formou workshopu zdklady topografickych prac. V prispevku popisujeme
jeho priebeh — studentom zadané vlohy a ich rieSenia.

KrUCOVE SLOVA: aktivne vyucovanie, topografické prdace, meranie v teréne, aplikdcie
geometrie.

CLASSIFICATION: B55, G95

Uvod

Mnohi vyskumnici (Kagan, 1992; Lortie, 1975; Thompson, 1984; Huibregtse,
Korthagen & Wubbels, 1994) tvrdia, Ze sposob, akym boli u¢eni Studenti — buduci ucitelia
v §kole v ramci nejakého predmetu, ma silny vplyv na ich predstavy o tomto predmete,
jeho uceni sa a aj ako ho vyucovat’. Stofflett and Stoddart (1994) ukazali, Ze $tudenti, ktori
sami zazili aktivne ucenie sa, viac inklinuju planovat’ hodiny takym spdsobom, ktory
umoziiuje aktivne nadobudanie vedomosti. Tito autori zddraziiuju naro¢nt tlohu v ramci
pripravy buducich ucitel'ov - zastavit’ kruh ,,uenie — ucenie sa — ucenie” (ako nas niekto
ucil, tak budeme u¢it’ aj my). Ked sa v sedemdesiatych a osemdesiatych rokoch rozvijalo
realistické vyucovanie v Holandsku (z orig. realistic education), tato iloha mala najvyssiu
prioritu v programe pripravy ucitelov matematiky pre druhy stupen zakladnych s$kol
v Utrechte.

Realistické vyucovanie matematiky (z orig. realistic mathematics education)
nevychadza z abstraktnych principov a pravidiel scielom naucit sa aplikovat' ich
v konkrétnych situacidch. Zameriava sa na to, aby ziaci matematické vedomosti ziskali
rieSenim problémov s redlnym kontextom (z redlneho sveta). Najdenim rieSenia zadanej
ulohy praca ziakov nekon¢i. Ucitelia pomahaji detom rozvijat’ ich neformalne stratégie do

! Corresponding author
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viac formalnych pristupov, ktoré potom mozu pouzit' v inych situdciach (Treffers,
1987).[in: Wubbels, Korthagen & Broekman 1997]

Jednou moznostou, ako dosiahnut’ aktivne nadobudanie vedomosti z oblasti geometrie
je napriklad opétovné zaradenie topografickych prac do vyucovania matematiky na
zakladnych aj strednych $kolach. Poznamendvame, Ze podl'a osobnych skusenosti prvého
autora tohto prispevku s vyucbou matematiky na zakladnej Skole, ide o ucivo, ktoré sa
z technickych i ¢asovych dovodov takmer vobec nevyucuje.

V nasom prispevku popisujeme workshop, v rdmci ktorého sme naSich Studentov,
budicich ucitel'ov matematiky, oboznamili so zdkladmi topografickych prac. Najskor si
vsak predstavme topografické prace v Skolskej matematike. Analyzovali sme ich vyskyt
Vv u¢ive v minulosti i dnes.

Topografické prace v minulosti a dnes

Topografické prace st také ulohy a problémy, ktoré vychadzaju z realnych potrieb a
vyzaduju meranie vzdialenosti, vyty¢ovanie ploch v teréne.

Ucebné osnovy zroku 1973 uvadzali vramci vyuCovania matematiky nasledovné
témy:

6. ro¢nik: VytyCovanie priamky a useCky v teréne — odhad a meranie vzdialenosti.
Vyty&ovanie pravého uhla. VytyGovanie $tvorca, obdiznika, aru, pripadne hektara.

7. ro¢nik: Meranie a vytyCovanie uhlov v horizontalnej rovine a trojuholnika v teréne.
Prenasanie uhlov — zmeranie nepristupnej vzdialenosti — Stanovenie vymery (obsahu)
pozemka tvaru Stvoruholnika podl’a merania v teréne.

9. ro¢nik: Meraci stolik, zastaniCenie, rajonovanie. Jednoduché pripady pretinania
vpred.

V ucebnych osnovach z roku 1997 boli topografické prace zaradené ako rozsirujice
ucivo. V uéebniciach matematiky pre zakladné $koly autorov O. Sedivy a kol. nachadzame
témy a K nim odporucené ulohy:

6. ro¢nik: Meranie vzdialenosti. VytyCovanie seciek v teréne. VytyCenie pravého uhla
(s pomocou zamerného kriza).

7. rocnik: Vytycenie pravého uhla bez pouzitia zamerného kriza. Vytycenie rovinného
obrazca v teréne. Pouzitie stredovej sumernosti pri merani vzdialenosti.

8. ro¢nik: Meranie vzdialenosti (cez prekazky).

9. roénik: Meranie vySok v teréne.

Od roku 2008 plati pre vzdelavanie Statny vzdeldvaci program. V jeho prilohe
ISCED 2 pre 2. stupenn zakladnych §kol su zaradené topografické prace do tematického
celku Podobnost trojuholnikov, konkrétne rieSenie jednoduchych praktickych
topografickych tloh s vyuzitim vlastnosti podobnosti trojuholnikov. Priloha ISCED 3 pre
gymnazid obsahuje odportcanie, aby sa vyuzivali aj iné formy vyucovania, ako priklad st
uvedené terénne prace pre meranie. Pri preStudovani novych ucebnic matematiky pre
zékladné a stredné $koly (Zabka a kol., Kubacek a kol.) sme nenasli Ziadne namety na
topografické ani terénne prace.

Vyhody zaradenia topografickych prac do vyu¢ovania matematiky:
e maju vysoky motivacny faktor — realne vyuzitie v praxi;
e  7Ziaci si overuju rozne definicie a vztahy naucené v ramci teorie;
e podpora tvorivej ¢innosti ziakov;
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o vedenie ku kolektivnej praci — delba prace adobra spolupraca clenov
pracovného kolektivu moze viest’ k tspesnému splneniu ulohy;
ucitel’ spozna povahu ziakov a ich pracovni moralku v kolektive;

e uditel’ vedie ziakov k Setreniu majetku a jeho oSetrovanie — Cistenie pasma,
ukladanie pomocok do skatule, atd’.

Priebeh workshopu

Workshop sme zrealizovali v akademickom roku 2011/12 na travnatej ploche vedl'a
hlavnej budovy UKF v Nitre. Stretnutia sa zucastnili $tudenti 3. ro¢nika bakalarskeho
Studia ucitel'stva matematiky, v celkovom pocte 18 Studentov.

Uvodom sme §tudentov nechali riedit elementdrne tulohy zamerané na merania
a konstrukcie:

a) odmerat useky dizok 12 m, 3 m, 5 m a vyzna¢it' ich pomocou $pagétu,

b) prediZit dant Gsedku vyznadena $pagatom na stanovenu dizku,

€) na danej GseCke vymedzenej Spagatom urcit’ stred,

d) zostrojit’' z daného bodu mimo Gisecky kolmicu a ur¢it’ patu kolmice,

e) zamerat’ pravy uhol pomocou zdmerného kriza (obr. 1),

f) zamerat’ pravy uhol pomocou pytagorejského trojuholnika so stranami dizok 3 m,
4mabm,

g) odmerat’ vzdialenost’ medzi dvomi vybranymi stanovi§tami (bodmi), ak sa medzi
nimi nachadza prekazka (prekazkou bolo polyfunkéné ihrisko, obr. 2).

Obrazok 1: Zameranie pravého uhla pomocou Obrazok 2: Meranie vzdialenosti medzi
zamerného kriza dvoma stanovistami cez prekazku

Po takychto standardnych topografickych meraniach, ktoré posluzili ako ,,rozcvicka®,
sme zadali Studentom niekol’ko naro¢nejsich konstrukénych uloh. Podotykame, Ze Studenti
sa sami rozdelili do troch skupin a v jednotlivych skupinach riesili zadané problémy.

Uloha 1. Vymerajte na zemi rovnoramenny lichobeZnik so zékladiiami 10 m a 6 m,
ktorého rameno bude 5 m.

Riesenie. Studenti odmerali use¢ku 10 m dlhd, uréili na nej dva body, vzdialené od
krajnych bodov po 2 m. V tychto bodoch zostrojili pomocou zamerného kriza kolmice
(obr. 3). Pytagorovou vetou vypocitali vysku lichobeznika s hodnotou 4,6 m, namerali tlito
vysku na obe kolmice a vyznacili hranicu lichobeznika pripravenym foliovym pasom ako
naznacuje fotografia na obr. 4.
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Obr. 3 Obr. 4

Na nasu vyzvu vykonali skiisku — odmerali dizku kratSej zakladne a zistili hodnotu
rovnu 6 m — jasna kontrola spravnosti vypoctu vysky a samotného technického prevedenia
konstrukcie. Na koniec sme ich eSte poziadali, aby vypocitali aj obvod lichobeznika. Pri

pohl'ade na vyznacenu ,,mali“ plochu zostali mierne prekvapeni, ked’ zistili, Zze obvod je az
26 m.

Uloha 2. Vymerajte na ploche pravidelny Sestuholnik s diZkou strany 3 m.

Riesenie. Riesenie, ktoré nam prezentovali Studenti, nas vyrazne prekvapilo. Pomocou
$pagatu si vytvorili ,,§ablonu jedného rovnostranného trojuholnika so stranou dizky 3 m
(obr. 5). Dvaja Studenti uchopili tento Spagat tak, Zze ho napli vo vrcholoch (obr. 6) a
postupne otacali o uhol velkosti 60° do jedného smeru okolo potencionalneho stredu
Sest'uholnika.

Obr. 5 Obr. 6

Znackovacimi kolikmi urcovali pozicie jednotlivych vrcholov Sestuholnika. Hranicu
utvaru nakoniec vyznacili foliou (obr. 7).

Obr. 7

Aj v tomto pripade sme ich poziadali o kontrolu — presne odmerat’ uhlopriecky
zameraného Sestuholnika. Trvali sme na tom, aby merali uhlopriecky v opa¢nom poradi,
neZ konstrukéne vznikali. Pri uhlopriecke, ktori zostrojili ako poslednt namerali dizku
6,12 m, pri druhej bola dizka 6,04 m a tretia uhlopriecka mala presnti dizku 6 m.
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Vysvetlenie bolo zrejmé hned’ po merani. Otacali zakladny trojuholnik vzdy len v
jednom smere a chyba narastala. Studenti rychlo prisli s napadom, 7e ak by otacali
zakladny trojuholnik do oboch smerov, chyba by sa minimalizovala.

Predpokladame, ze ich postup s jednym zakladnym trojuholnikom ako Sablonou bol
in§pirovany vytyCovanim pravého uhla pomocou pytagorejského trojuholnika, t.j illohou
rieSenou v tvode hodiny.

Uloha 3. Zistite vysku stoziaru elektrického osvetlenia pri polyfunkénom ihrisku.

Riesenie. Studentom sme dali navod v podobe napovede o dizke tiefia 1 m pravitka.
Realizacia ich riesenia bola vSak nad ocakavania unikatna. K stoziaru sa postavila jedna
Studentka, ktora s presnost'ou na cm udala svoju vysku, postavila sa k stoZiaru a spoluziaci
odmerali jej tief.
Pomocou jednoduchého vypoctu
vyplyvajliiceho z podobnosti trojuholnikov
ucili vysku stoziara na 7 m.

Pre kontrolu sme im predviedli urcenie
vysky stoziara pomocou zrkadla, olovnice
alm pravitka. Spravnost vypocltu sa
potvrdila.

Obr. 8

Obr. 9 Obr. 10

Uloha 4. Vymerajte na ploche obdiznik 15 m x 8 m. Vyznaéte na ploche §tvorec
rovnakého obsahu.

Rie§enie. Pomocou meracieho pasma Studenti odmerali usek dlhy 15 m, podla
pyragorejského trojuholnika (obr. 11) uréili v krajnych bodoch usecky kolmice, vyznacili
Spagatom a na nich odmerali 8 m dlhé usecky.
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Kvéli kontrole sme ich poziadali, aby:

a) odmerali stranu rovnobeznt s 15 m dlhym usekom,

b) Pytagorovou vetou vypoéitali dizku uhlopriecky a obe uhloprie¢ky aj odmerali.

Meranim rovnobeznej strany zistili, Ze je dizka je 15,75 m a teda nejde o obdiznik.
Tym sme ich upozomili, Ze pouZitie pytagorejského trojuholnika s obvodom 12 m méze
pri dlhsich tiseCkach meranych na ,.kolmici* viest’ ku nepresnostiam.

Pomocou Pytagorovej vety zistili, Ze uhloprie¢ka ma dizku 17 m, premeranim oboch
rozmerov a ich néslednou upravou urcili plochu pozadovanych rozmerov.

Nasledna premena na rovnoplochy $tvorec bola realizovana pomocou Euklidovej vety
o vySke. Po teoretickej stranke Studenti problém zvladli hravo, dokonca s najvacsim
zaujmom sa stretla konstrukcia Talesovej polkruznice - jeden Student drzal meracie pasmo
na dizke 11,5 m a druhy $tudent drzal koniec pasma a ,kracal po polkruznici* (obr. 12).

Obr. 12

Po urceni vrcholov §tvorca Studenti oba Utvary vyznacili vymedzovacou foéliou (obr. 13).
Studentov prekvapilo, ze hoci maju oba utvary rovnaku plochu, obdlznik pdsobi opticky
ako vacsi pozemok.

Obr. 13

Zaver

Topografické prace a merania priamo v teréne ponukaju Studentom, resp. ziakom
priamu spitnu viazbu o geometrickom ucive, jeho podstate a vyzname. Z pozorovanych
situacii sme zistili, Ze tvorivost a logické rieSenie problémov je zo strany Studentov
podporené hravostou, motiviciou a snahou problém vyriesit. Ulohy, ktoré sme im
zadavali vychadzali z redlneho zivota, ako napr. urcenie plochy altanku, zahrady, oplotenie
pozemku, urcenie vysky budovy, atd’.

Zaujem, s akym sa stretol priebeh workshopu, bol aj pre nas, vyucujucich, znacne
prekvapivy. Studenti, ktori sa workshopu zilastnili, sa podla ich slov pocas
predchadzajuceho Stidia nikdy predtym nestretli s topografickymi pracami, ale po jeho
ukonceni povedali, ze ak raz ucit’ budq, uréite ich zaradia. Ved’ $kola ma pripravit’ ziakov
najma na rieSenie problémov vychadzajucich z realneho Zivota.

Na zaver by sme este podotkli, ze po workshope sa nazory a reakcie Studentov na jeho
priebeh objavili aj na socialnej sieti. Studenti uploadovali svoje fotky zworkshopu
a pochvalovali si vyborné hodiny. Jedna $tudentka nam napisala: ,,Ulohy boli zaujimaveé,
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aktivizovali Studentov, vytvorili priestor pre praktické a tvorivé myslenie, pozitivna
atmosfeéra, utuzenie kolektivu. Zvyraznenie praktickej stranky matematiky. Dufam, Ze sa mi
jedného diia podari pripravit takuto hodinu a uskutocnit’ ju s mojimi budiicimi Ziakmi.*
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ANALYSIS OF THE WINNING STRATEGY OF THE GAME ENADES
AS A TASK FOR PUPILS

PETER VANKUS

ABSTRACT. In this paper we will deal with the mathematical didactical game Enades. Analysis
of its winning strategy is task that can be solved with student during mathematics education at
secondary schools and also at the universities. In the paper we will introduce the game,
analysis of the strategy of two versions of this game and also our experience from using this
activity in the education in the preparation of future mathematics teachers.

KEey WoRDs: mathematics education, didactical game, winning strategy

ABSTRAKT. V ¢lanku sa zaoberame matematickou didaktickou hrou Enddy. Analyza vyhernej
stratégie tejto hry je uloha, ktord méze byt rieSend v ramci matematického vzdelavania na
druhom stupni zdkladnej skoly, na strednej Skole ale aj na vysokej skole. V clanku predstavime
hru, analyzu vyhernych stratégii dvoch verzii hry a tieZ nase skiisenosti z pouzZivania tejto
aktivity v ramci pripravy budiicich ucitelov matematiky.

KrUCOVE SLOVA: matematické vzdelavanie, didakticka hra, vvherna stratégia

CLASSIFICATION: D40, A20, E30

Introduction

The game is activity that is attractive for a majority of pupils and also a lot of adults.
Attractiveness and motivational impetus of the game are used also in the mathematics
education (Burjan and Burjanové, 1991; Kohanova, 2010; Pavlovi¢ova and Svecova, 2009;
Pavlovi¢ova et all, 2012; Slavi¢kova, 2008; Vallo, Zahorska and Duri§, 2011; Vallo and
Sedivy, 2012; Vidermanova and Uhrinova, 2011). The game used by this way we call
didactical game or mathematical didactical game.

In our paper we will introduce a game from our book Didaktické hry v matematike
(Didactical games in mathematics; Vankas, 2012). This book is dealing with the
problematic of mathematical didactical games. It is accessible for free at the address
http://www.comae.sk/didaktickehry.pdf, therefore is available for the teachers community.
The important part of the book is collection of 30 didactical games designed for various
thematic areas of the secondary school mathematics education.

The game Enades from this collection is the content of our paper. We will describe
brief analysis of its winning strategy as a task for pupils. We will also speak about our
experience of using this activity in the preparation of future mathematics teachers.

This paper is meant to be motivation for readers to use analysis of winning strategy of
didactical games as activity in mathematics education.

Mathematical didactical game Enades

In this chapter we will present two versions of the game Enades. They are different just in
the rules so all other things in the game description are the same for both versions. First we
will give some basic information about the didactical game Enades applicable for
secondary school mathematics:

Thematic area: This game is suitable for the thematic area of Powers and Roots.
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Educational targets: To practice determining the powers of some numbers by heart. To
get feedback on pupils' knowledge from the subject matter. The game develops pupils'
combinatorial and strategic thinking.

Game environment: Pupils and the teacher: Pairs of pupils at desks play. The teacher
has an organizational and controlling role.

Material environment: Sheet of paper for each pair.

Game duration: 5-10 min

Benefits of the game: Active work of the class, inner motivation of pupils through
competitiveness. The pupils' mutual cross-checking eases the load on the teacher.

Game rules: First we will present the version of the game Enades as published in book
(Vankas, 2006, p. 45). Then we will present the version from the book (Vankus, 2012,
p. 119).

Enades version 1 (Vankis, 2006, p. 45)

Game procedure: The players deduct any powers of 2, 3 or 5 with an exponent of a non-
negative integer from an initial number n (e.g. n = 100). Both players take turns and write
down the status of the game on the sheet of paper. The player who gets O in his/her turn
wins. In the following game, the pupils will change the order in which they started the
previous game. Players play more games. The lowest number is 2 to make sure that each
player has started the same number of games. Pupils will put down the mutual score and
submit the record to the teacher. Both the winner and the loser will get a certain number of
points for the activity for each game (e.g. 3 points for the winner, 1 point for the loser).
A sample game — see figure 1.

The first player
wins

number _’1 player _’number _’2 player _’number _’1 player e
100 -25 75 -9 66 -16

number player umber 1. player number player

50 -3 39

number 1. player umber 2. player number 1. player

30 -16 -2 -5

number 2. player number 1. player number
7 -2 5 -5 0

Figure 1: A sample Enades game

Enades version 2 (Vankus, 2012, p. 115)

Game procedure: In the second version of the game the players deduct any powers of 2, 3
or 5 with an exponent of a positive integer from an initial number n (e.g. n = 100). Both
players take turns and write down the status of the game on the sheet of paper. The player
who gets 0 or 1 in his/her turn wins. All other things are the same as in version 1.

So the differences between the versions are that in version 1 we use non-negative
integers as powers, in version 2 we use positive integers. So in version 1 we can also
deduct number 1, which we get when we power any number by 0. Winning condition in
version 1 is to get 0; in version 2 winning numbers are 0 and 1.
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Analysis of the game winning strategy

Before the analysis of the game we let pupils play few games to better understand game
mechanics. Just after they played some games we can start with the analysis. Analysis of
the game winning strategy differs for version 1 and version 2 of the game, so we will
briefly describe them separately.

Winning strategy Enades version 1

Pupils will find out, that some positions in this game are winning and some are losing after
some thinking during the playing of the game. Because the winning final position is 0, any
number from which we can get to 0 is winning. So, all the non-negative integer powers of
2, 3 and 5 are winning positions. So they are numbers: 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 16, 25, 32, 64 and
81.

We can see that all numbers from 1 to 5 are winning positions. When the player is on
the number 6, any possible move he/she makes will put the next player on one of these
winning positions. So the number 6 is losing position. Any number from which we can get
to the number 6 by deducting non-negative integer power of 2, 3 and 5 is again winning
position. Let us depict the table with the new winning positions added — see figure 2.

35| 36

40 | 41 | 42 | 43 45 | 46 | 47 | 48 | 49

50 | 51 | 52 | 53 55 | 56 | 57 [ 58 | 59

63 65 | 66 | 67 | 68 | 69

73 75|76 (77| 78|79

83 85 | 86 88 | 89
90 [ 91 | 92| 93 95 [ 96 | 97 | 98 | 99 100|

Figure 2: An analysis of winning strategy Enades v. 1

As we can see new losing position is 12. Pupils will soon find out that the next losing
position will be 18, 24, and so on. This fact is easy to notice, just looking on some numbers
those we can use in the game: 1, 2, 3, 4, 5, 8 and 9. We can see that just 6 and 7 are the
numbers from 1 to 10 those are not powers we can deduct in the game. But we can go from
7 to 6 by subtracting 1. So just every number divisible by 6 can be losing position in the
game Enades version 1. Any other power we can use in the game is not divisible by 6, so
all number divisible by 6 will be the losing positions. So the winning strategy for the first
player in the game will be to start e.g. with subtracting 4 to get to 96. That is losing
position. Now when second players moves we again do the move so he/she will be on the
nearest losing position — number divisible by 6. By this way the first player will win.

Winning strategy Enades version 2

The process of analysis of the winning strategy is the same as for version 1. We will try
to find the winning and losing positions. In this version of the game we cannot subtract 1.
Initial winning positions are 0 and 1. Any number from those we can get to 0 or 1 by
subtracting available powers will be winning position. So they are numbers: 1-6, 8-10, 16,
17, 25-28, 32, 33, 64, 65, 81 and 82.
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We can see that in this version the first losing position is number 7. The new winning
positions we get by adding all available powers to number 7. Then we get the next losing
position, number 13. And so on we can apply this procedure to get all the losing positions
in the game. The final table with all the losing positions is in the figure 3.

Figure 3: All losing positions, Enades v. 2

In this case the losing positions are not to be found as easy as in version 1. It is because
more difficult mechanics of this version of the game. The winning strategy in this version
is for the second player, because the initial number 100 is the losing position. After the
first move the second player subtracts number so that he/she gets the losing position
number. Then he/she after every move of the first player just subtract some of available
powers so that he/she gets losing position number. So the first player is after each round in
the losing position and he/she loses the game.

Experience from analysing the games with the future mathematics teachers

We have tried to make this activity with the future mathematics teachers those were in the
bachelor degree of their study. They had to analyse nine mathematical didactical games:
3D Noughts and Crosses, Bard, Dim, Enades, Snake, Powers, Letter 'L' Travelling,
Number of Divisors and Equations (Vankus, 2012). They had to find the answers to these
guestions:

1. Has in the game advantage the first player or the second player? Why?

2. lIsthere a strategy to make a draw for any of players? What is it?

3. Is there a winning strategy for any players? What is it?

They got also additional instructions: The answers on these questions explain and
illustrate on concrete examples. If it is difficult to find the answers, try to take smaller
game board or fewer objects in the game. Write the answers to the questions for your board
dimension or your fewer objects and state also that dimension or number of objects.

The activity was team work; there were 2 teams of 5 members. They had 4 hours for
the activity. We will now speak about their result more in detail.

The first group for the question 1 stated concrete scores of two players. So they started
their argumentation with examples from games. Further they used in argumentation for this
guestion more mathematically based facts as for game 3D Noughts and Crosses: "Nor the
first or second player has the advantage. There are 4° possibilities so the chance to win is
equal.” Or for the game Bard the first team wrote: "The advantage from the first move is
compensated by the fact that first player needs to make the numbers divisible by 3 so he
has just one third of numbers available. So there is no advantage for the first neither for the
second player. What matter is the numbers they use at the beginning and how they use
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them."” The most exact answer had the first group for the question 1 for the game
Equations: "The advantage is given by the number of equations. For the odd number the
second player wins, for the even number wins the first player."”

The second group used for the question 1 also some observation-based arguments. For
the game 3D Noughts and Crosses they wrote: "It comes from our observation that the first
player has the advantage. When he/she plays optimal he/she wins." For the game Powers
they used incomplete analysis: "The second player has the advantage. We tried almost all
possible first moves looking if the second player could win and he can win in all of them."”

The question 2 about the draw strategy was reduced by students from both teams just
to the question if the draw can be in the games or not. They all gave correct answers to this
modified question except for the second group for the game 3D Noughts and Crosses,
where they answered that there is no possible draw but the correct answer is that draw is
possible in this game. The argumentation for this question was usually simple, they just
answered yes or no or used logical argument as the first group for the game Powers: "The
draw is not possible. Just one player can come to the negative value as the first."

The question 3 about the winning strategy was the most difficult. The groups wrote
some strategies those were just playing tips e.g. for the game 3D Noughts and Crosses the
second team stated: "The strategy is to start moves in the middle, then we have more
possibilities to win and the second player cannot defend all of them." or for the game
Snake the first group wrote: "The strategy is to take as much space as possible and to make
for the opponent impossible to place his/her snake in the game board." But some answers
were very nice and mathematics based. The second group for the game Bard said: "The
first player puts 3 to the middle and then he/she just controls the divisibility. The game we
can analyze more easy when we use instead of original number 1,...,9 just their remnants
after division by 3, so we use just number 0, 1 and 2, each three times." At the end of the
activity the first groups did good analysis of the tactics of the games 3D Noughts and
Crosses, Bard, Dim and Number of Divisors and found exact strategy of the game
Equations. The second group did good analysis of the tactics of the games 3D Noughts and
Crosses, Bard and found exact strategy for the games Dim and Enades. After the activity
we discussed the answers with the students and we spoke about their good or false results.

The activity was very successful; both teams managed to find some nice answers with
good argumentation. They liked the activity and found it good to get know selected
mathematical didactical games that can be useful for their teaching practice.

Conclusion

In our paper we dealt with mathematical didactical game Enades. We discussed two
versions of this game and found the winning strategy for both. Then we wrote about the
analysis of the games strategy as the activity for future mathematics students. We
described our experience from this activity and their results and feedback.
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ZAZITKOVE VYUCOVANIE V MATEMATIKE
EXPERIENTIAL EDUCATION IN MATHEMATICS

ZUZANA VITEZOVA

ABSTRAKT. Prispevok sa zaobera metodou zazZitkového vyucovania (s dérazom na vyucovanie
matematiky), ktora patri medzi nové edukacné metody. Pokusa sa ukdzat niekolko definicii
zazitkovej pedagogiky a zdZitkového vyucovania az nich vybrat spolocné zavery. V ¢lanku
uvdadzame ukdzky zdaZitkového vyucovania v matematike.

KeUCOVE SLOVA: zazitkova pedagogika, zazitkové vyucovanie, zazitok, zazitkové vyucovanie
v matematike

ABSTRACT. The paper deals the experiential education method (with emphasis on the
mathematics education), which is ranked among the new education methods. It tries to show
several definitions of the experiential pedagogy and experiential education and to put out
common conclusion. In the paper we show samples of the experiential learning in the
mathematics.

KEey WoRDSs: experiential pedagogy, experiential education, experience, experiential education
in mathematics

CLASSIFICATION: A30, D40

Uvod

,Povedz mi a ja zabudnem. Ukdz mi aja si mozno zapamdtim. Zapoj ma a ja
pochopim. “ hovori jedno Cinske prislovie.

Nevyhnutnou podmienkou existencie ¢loveka je ucenie sa. No ked’Ze si tento proces
vyZaduje niekedy vela Casu, namahy a trpezlivosti, nemusi ho mat' kazdy ziak rad.
Vo vyucovani matematiky sa s tymto problémom stretdivame pomerne ¢asto. Napriek tomu
je mozné dosiahnut, aby mal ¢lovek zucenia sa radost. Ved uz malé dieta sa pri
spontannej hre uci a pritom ho toto uéenie bavi. Ani si mozno neuvedomi, Ze sa uci
napriklad matematiku.

Tym, ¢o sa snazi ziakom pomdct’, prekonat’ strach zo Skoly, nechut’ k uceniu sa
anadobudnit’ radost, je =zazitkova pedagogika. Na zaklade zazitku vedie ziakov
k aktivnemu ziskavaniu vedomosti a poznatkov. Okrem toho ich podporuje vo vyjadrovani
vlastného nazoru, myslienok a emdcii, napomaha im respektovat’ nazory inych, uci ich
tolerancii a spolupraci.

Zazitkova pedagogika a zazitkové vyucovanie

Pojmy zazitkové vyuCovanie a zdzitkovd pedagogika su pomerne nové anie si
zaradené do stiboru pedagogickych disciplin. Napriek dokladnému hladaniu v literature,
ktora sa venuje teoretickym poznatkom o didaktike a jej disciplinach, nebolo mozné néjst’
medzi pedagogickymi disciplinami zazitkovi pedagogiku. Priicha [6] vo svojom Prehlede
pedagogiky uvadza niekol’ko ¢leneni pedagogickych vied. Napriklad podla pouzitych
metdd rozliSuje filozofiu vychovy, sociologiu vychovy, pedagogicku diagnostiku
a Specialnu  pedagogiku. Z hladiska predmetu skamania pedagogiku rozdeluje
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na vSeobecnu pedagogiku, vSeobecnu didaktiku, technoldgiu vzdelavania ¢i predmetové
didaktiky. Dalej sa u neho spomina rozdelenie podl'a druhov kol alebo tirovne vzdelania
a podrla typu eduka¢ného prostredia.

Dagmar Cabalové [7] deli pedagogické discipliny na zakladné, hraniéné a aplikované.
Medzi zakladné zarad’'uje vSeobecnu pedagogiku, tedriu vychovy, komparativnu
pedagogiku, metodoloégiu pedagogiky a Specidlnu pedagogiku. Medzi hrani¢né patria
podl'a nej napriklad pedagogicka psychologia, socialna pedagogika, socioldgia vychovy ¢i
kyberneticka pedagogika. Aplikované pedagogické discipliny ¢leni podla vyvoja 'udského
jedinca, podl'a vychovnej institicie a podl’a realizicie vychovy a vzdelavania.

Ani jeden autor vo svojom ¢leneni vSak nespomina z4zitkova pedagogiku. Aj preto sa
definicia zazitkovej pedagogiky neustale vyvija ahlada svoje Specifikd. Absencia
jednoznacnej definicie zazitkovej pedagogiky sa prejavuje aj tym, ze sa vyuziva mnozstvo
inych pomenovani. Skor sa hovori o metdde vychovy zazitkom, vychovy dobrodruzstvom,
zazitkovej vychovy. Zrejme to suvisi s prekladom pomenovani pedagogickych smerov
pouzivanych v zahrani¢i, ako napr. adventure education ¢i environmental education. [1]
V aplikécii zazitkovej pedagogiky sa uplatiiuju a prelinaju viaceré pedagogické smery.
Inspiruje sa globalnou, waldorfskou pedagogikou, ale aj klasickym Skolstvom, $portmi
alebo umeleckou ¢innostou. [2]

Rozne pristupy k definicii

V literature a ¢asopisoch mozno najst’ niekol’ko roznych pristupov ku charakteristike
zazitkove] pedagogiky a zazitkového vyucovania. Vsetky sa od seba nie¢im liSia, no
mozno v nich najst’ aj spolocné Crty.

Emilia Kratochvilova [3] chape pedagogiku zazitku ako ,,tedriu a metodiku vychovy
zazitkom, ktora sleduje ciele intenzivneho celostného rozvoja osobnosti. Vyuziva Specificky
obsah, formy, metédy a prostriedky vychovy, ktoré si zaloZené na osobnych zdzitkoch a
ziskanych skusenostiach. *

Jirasek [1] rozumie pod pojmom zazitkova pedagogika ,, teoretické uchopenie
a analyzu takych vychovnych procesov, ktoré pracuju s navodzovanim, rozborom
a reflexiou zdzitkovych udalosti za ucelom ziskania skiusenosti, ktoré sa daju preniest
do dalsieho Zivota.

Podl'a Hanusa [4] je mozné zazitkovi pedagogiku chapat’ aj ako tedriu vychovy
k prezivaniu.

Asociacia zazitkovej pedagogiky (AEE — Association for experiential education)
charakterizuje zazitkovii pedagogiku ako proces, v ktorom uciaci sa ziskava
prostrednictvom priameho zazitku vedomosti, zru¢nosti a hodnoty.

Nemecky sociolog Willy Klawe a psycholég Wolfgang Brauer [5] tvrdia, Ze
zakladnym pojmom zazitkovej pedagogiky je zazitok, ktory vnimaju ako pedagogické
médium. Tento zazitok predstavuje nieCo nezname, dobrodruzné, potencialne nebezpecné,
ale napinavé, a teda predstavuje protiklad k vsednému dnu.

Stefan Svec [8] vo svojom Anglicko-slovenskom lexikéne pedagogiky a andragogiky
uvadza, Ze ide o vzdelavanie zalozené na skusenostiach a zazitkoch.

Hanus a Chytilova [4] vidia nasledovné charakteristiky zazitkovej pedagogiky:

o zakotvenie zazitku do Sirsich suvislosti
znalost’ a analyza navodzovanych situécii
cielené vyvolanie zamerného zazitku
spracovanie zazitku
prevedenie do skusenosti
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Medzi prvky zazitkovej pedagogiky Chytilova aHanu§ [4] zaraduju
ucitela/inStruktora, okamziti, doésledni aplikdciu poznatku a ¢as pre reflexiu a spatnt
viazbu. Podl'a Kapsovej [4] si v zazZitkovej pedagogike spojené zazitok, vnimavost,
poznanie a spravanie, a poktsa sa zapojit' tieZ emdcie, predstavivost, fyzické telo a
intelekt. Tvrdi, ze pedagogicky zazitok spociva v sebareflexii, teda pre nadobudnutie
poznatku su potrebné okrem samotnej aktivity aj reflexia a upevnenie si nadobudnutého
poznatku alebo skiisenosti.

Zazitkové vyucovanie v matematike

Zazitkové vyuCovanie zahrituje v sebe Siroké spektrum vyucovacich metod a foriem.
Uplatiiuje sa tu tak samostatnd ako aj skupinova praca, vyuzivaju sa matematické hry,
projekty, hadanky, exkurzie. Dolezité vsak je, aby ziaci vedeli, preco su zapojeni do danej
aktivity. [11]

Zapojit myslienku zazitkového vyucovania o aktivnom uceni sa ziakov do matematiky
je tazké, pretoze matematika je abstraktna veda. Autori Hartshorn a Borenova vo svojom
¢lanku Experiential Learning of Mathematics: Using Manipulatives povazuju za jednu
z moznosti zaradenia zazitkového vyucCovania do matematiky pouzivanie predmetov,
ktorymi mozu ziaci pocas hodiny manipulovat. Myslia tym nielen s modelmi telies, ako st
kocka, ihlan a podobne, ale aj manipulaciu s predmetmi ako st Zetony, hracie kocky, rozne
stavebnice. [12]

Spojeniu  matematiky, zazitkového vyufovania a medzipredmetovych vztahov sa
na Slovensku venovalo len niekol’ko zaverecnych prac, kde sa zameriavali autori na iné
predmety, nie na matematiku. V Ceskej Republike bola na Univerzite v Olomouci
napisand diplomova praca [9] Ktejto téme. Jej autor sa pokusil vyuzit' zazitkové
vyucovanie vo vyucovani matematiky v prvom ro¢niku osemro¢nych gymnazii. Vytvoril
sadu piatich pohybovych aktivit suvisiacich s u¢ivom o osovej simernosti. Pri realizacii
svojho vyskumu pouzil $tyri metody: testy (pretest a posttesty), experiment, pozorovanie
a anketu na zistenie spitnej vizby od Ziakov.

Ako priklad zo spominanej diplomovej prace uvedieme hru hadzanie papierovou
gul’ou, ktora bola vyuzita v experimente. Ku hre je potrebna papierova gul'a pre kazdého.
Mozno ju hrat’ v triede. Na zaciatok ucitel’ ur¢i os sumernosti, podl'a ktorej hra¢i hadzu
papierovi gul'u z miesta vzoru na miesto obrazu. Hadzu len ti, ktori maju komu hadzat’.
Nehadze sa o stenu ani na prazdne miesto. Hraci sa kontroluju navzajom.

Autor celej diplomovej prace a experimentu vyvodil po¢as svojej vyskumnej prace
niekol’ko zaverov tykajucich sa nielen vysledkov experimentu, ale aj zazitkového
vyucovania a pripravy s nim spojenej. Posttest 11 ukédzal, Ze z hI'adiska uchovania si stalych
vedomosti dopadli vyrazne lepSie Ziaci z experimentalnej skupiny. Z vysledkov ankety
vyplynulo, Ze respondentov dané pohybové aktivity pocas hodin venovanych osovej
sumernosti bavili a uvitali by ich aj CastejSie.

Navrhy vyuZitia zaZitkového vyucovania v matematike

Dal$ou mozZnostou, ktora sa v zazitkovom vyudovani vyuZiva, su skupinové sitaze
na vyucovacej hodine, pri ktorych sa rozvijaji u ziakov vzajomné vztahy a spolupraca.
Napriklad hra Miliondr na hodine matematiky. Ziakov je mozné rozdelit' na dva alebo viac
timov (je mozné ich rozdelit’ napriklad na chlapcov a diev¢atd). Ku kazdej z pripravenych
otazok dostanu tri alebo $tyri moznosti. Za kazdu spravnu odpoved’ ziskaju bod. Vyhrava
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tim, ktory ziska najviac bodov. Tato forma je vhodna hlavne na opakovanie a upevnenie
matematického uciva.

Podobne sa dajii vyuzit matematické hadanky, ktoré v sebe ukryvaju matematicky
algoritmus. Takéto hadanky maju nielen zabavnu funkciu, ale tiez motivuju Zziakov
k odhalovaniu zakonitosti, ktoré v danej hadanke platia. Ako priklad uvedieme jednu
Z hadaniek, ktoré¢ boli vyuzité na Vedeckom jarmoku v obchodnom centre Mlyny v Nitre
v roku 2012. Zadanie je nasledovné:

e Mysli si 'ubovol'né jednociferné ¢islo okrem nuly.
Vynasob ho ¢islom 9.
Scitaj ¢islice ¢isla, ktoré si dostal.
Od vysledku odcitaj ¢islo 5.
Povedz si vduchu abecedu (A, B, C, D, E, F, ...) ana pismeno, ktoré sa
v abecede nachadza na pozicii Cisla, ktoré ti vyslo v kroku 4, si pomysli nazov
Statu v Eurdpe.

e Na nasledujuce pismeno v abecede si pomysli dopravny prostriedok.

e Na nasledujuce pismeno si pomysli farbu.

e V poslednom kroku sa uz ten, kto dava hadanku zahra na jasnovidca a opyta

sa: ,,Preco si myslis, Ze v Dansku jazdia fialové elektricky?

Takato hadanka by mala vzbudit’ u ziakov zvedavost’ a zdujem o postup alebo princip,
ako zadavatel’ hadanky prisiel na to, o hadacom vyslo.

Zaujimavou moznostou, ako Zziaci mozu ,zazit* matematiku je, aby si Zziaci
naplanovali vylet alebo exkurziu. V prvom rade sa musia spolo¢ne rozhodnut, aké miesto
by radi navstivili. Ich prvou tlohou je zistovanie a prepocitavanie, kolko financ¢nych
prostriedkov budi potrebovat na dany vylet. Pritom musia zohladnit niekol'ko
premennych, ako su trvanie vyletu (¢i id( na jeden den alebo na dlhsiu dobu), pocet 0sob,
doprava a podobne. Nasledne musia vymysliet’, ako si dané peniaze zarobia, pri¢om vyber
aktivit je len na nich. Uz tu zacina aktivne ucenie sa, pretoze Ulohy vychadzaju z bezného
zivota ziakov a st s nim spojené.

Pocas vyletu alebo exkurzie mézu tieZ rieSit matematické tlohy a problémy tykajice
sa rdznych oblasti matematiky:

1. Grafy avztahy: Ziaci mozu dostat zadanie, aby nakreslili graf, ktory bude
znazoriovat, mnozstvo penazi zarobenych v priebehu hodiny (minity) za predané
predmety a mali by dokazat’ pracovat’ s grafom.

2. Pomery apercentd: Pocas vyletu mézu medzi I'udmi robit’ anketu a pytat' sa
napriklad na to, ako dlho uZ na Ziakmi zvolenom mieste Ziju. Ulohou Ziakov by bolo
ukazat’ pomer l'udi, ktori v danej lokalite zijii viac ako dvadsat’ rokov a ktori menej ako
dvadsat’ rokov. Vyber anketovej otdzky zavisi od vol'by miesta. Je mozné Ziakov rozdelit’
na niekol’ko skupin a kazdej skupine pridelit’ inu anketova otazku. Vystupom tejto ulohy
by mohla byt kratka prezentacia vo forme tabulky alebo grafu na zaklade ziskanych
odpovedi.

3. Rychlost: Ak sa nachadzaju Ziaci v prirode alebo na mieste, kde nejazdia auta,
mozno odhadnut’ napriklad vzdialenost 250 metrov pozdiZ rieky alebo chodnika. Ulohou
ziakov je, aby si zvolili nejaky druh pohybu, okrem obyc¢ajnej chédze abehu (napr.
Stvornozky) a vyjadrili rychlost’, akou presli danti drahu v metroch za minutu.

4. Mierka (meranie): Uloha Ziakov spo¢iva v hl'adani podobnych objektov, ktoré si
maju nakreslit. Nasledne maji odhadnat mierku zmensenia alebo zvdc¢Senia jedného
objektu v porovnani s druhym. Taktiez mozu pocitat alebo odhadnit plosny obsah
najdenych a nakreslenych objektov a porovnavat’ ich.
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Po navrate z externé¢ho prostredia do triedy by mali Ziaci diskutovat’ o tom, €o sa pocas
vyletu naucili, aké informacie zozbierali, ako postupovali pri rieSeni uloh, ktoré im boli
zadané. Mo6zu si zodpovedat’ otazku, preco tak postupovali a ¢i to bol jediny spdsob, ako sa
dostat’ k vysledku.

Zaver

Zazitkova pedagogika a zazitkové vyucovanie nie su jednoznacne definované a nie su
zaradené medzi pedagogické vedy. Kazdy autor ich definuje a chape trochu inak. Napriek
tomu je vSak mozné vo vsetkych definiciach najst’ niekol’ko zhodnych ¢it. Vo vSeobecnosti
tvori zaklad zazitkovej pedagogiky vlastna aktivita, cez ktort ziak alebo vychovavany
ziskava zazitky, ktoré sa vyuZzivaju na ucenie a rozvoj osobnosti. Do aktivity je zapojeny
Clovek fyzicky, intelektudlne aaj emocne. Takyto sposob ziskavania poznatkov
a skusenosti je dynamickejsi. Cim je aktivita fyzicky ¢ psychicky naroénejsia a vyzaduje
si viac energie, tym je zazitok intenzivnej$i, zapamitatel'nejsi a vyuZziteIny pre vyucbu.
Dolezitou je vsak aj reflexia a upevnenie ziskaného poznatku, zvlast vo vyucovani
matematiky. Okrem vedomosti sa u ziakov rozvija aj osobnost’, a to Vv oblasti spoluprace,
komunika¢nych zru€nosti, rieSenia problémov a konfliktov, socializacie a socialnych
zru¢nosti. Napriek tomu, Ze matematika je veda abstraktna, je mozné aj tu vyuzit’ metody
zazitkového vyucovania. Alternativ a moznosti je hned niekolko. Zalezi pri tom len
na vyucujucom, aku metddu a pristup si zvoli. Ved’ uz samotna manipulacia s predmetmi,
ako st modely telies, ¢i objekty kazdodenného zivota nachadzajtice sa v triede, v sebe
nesie isty zazitok uziakov. Ako dalSia moznost sa naskytuji matematické hry
a hlavolamy vyuzivané vo vyuCovani matematiky alebo matematicka exkurzia.

Literatira:
[1] Jirasek, I. (2004). Vymezeni pojmu zazitkova pedagogika. In: Gymnasion, 2004, ¢.1,
S. 6-16

[2] Kapsova, J. (2008). Zazitkova pedagogika. In: Zoom — m: zaostrené na mladych.
Bratislava: Rada mladeze Slovenska, 2008. S. 4 — 6. ISSN 1336-4340

[3] Kratochvilova, E. (2010). Pedagogika vol'ného ¢asu. Bratislava: Veda, 2010. 356 s.
ISBN 978-80-808-2330-6

[4] Hanus, R. — Chytilova, L. (2009). Zazitkové pedagogické uceni. Praha: Grada
Publishing, 2009. 192 s.. ISBN 978-80-247-2816-2

[5] Klawe, W. — Brduer, W. (1998). Erlebnispiddagogik zwischen Alltag und Alaska:

Praxis und Perspektiven der Erlebnispddagogik in den Hilfen zur Erziehung. Mnichov:
Juventa Verlag, 1998. 208 s. ISBN 3-7799-1391-7

[6] Prucha, J. (2006). Piehled pedagogiky. Praha: Portal, 2006. 272 s. ISBN 80-7178-944-
5

[7] Cabalova, D. (2011). Pedagogika. Praha: Grada Publishing, 2011. 271 s. ISBN 978-
80-247-2993-0

[8] Svec, S. (2008). Anglicko-slovensky lexikén pedagogiky a andragogiky. Iris, 2008.
323 s. ISBN 978-80-89256-21-1

[9] Marek, J. (2011). Vyuziti zazitkové pedagogiky pifi vyuce matematiky (Diplomova
praca). Olomouc, 2011. 106 s.

228



ZAZITKOVE VYUCOVANIE

[10] http://www.aee.org/about/whatISEE

[11]Wurdinger, S. D. 2005. Using experiential learning in the classroom: practical ideas
for all educators. Lanham, Md.: ScarecrowEducation, 2005.

[12]Hartshorn, R. — Boren, S. (1990). Experiential Learning of Mathematics: Using
Manipulatives. ERIC  Digest, 1990. 7 s. Dostupné na internete:
http://www.eric.ed.gov/PDFS/ED321967.pdf

[13] Ingwalson, G. (2010). Exploring Experiential Learning. In: The Researcher, 2010,
Vol. 23(1), S. 30 - 40. Dostupné na internete:
http://www.nrmera.org/PDF/Researcher/Researcherv23nlingwalson.pdf

Clanok prijaty diia 24. aprila 2013.

Adresa autorov:

Mar. Zuzana Vitézova
Katedra matematiky, Fakulta prirodnych vied, Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre,
Tr. A. Hlinku 1, SK - 949 01 Nitra, e-mail: zuzana.vitezova@ukf.sk

229


mailto:name@domena.xx

FACULTY OF NATURAL SCIENCES
CONSTANTINE THE PHILOSOPHER UNIVERSITY NITRA
ACTA MATHEMATICA 16

EXPRESSIONS WITH VARIABLES AND EQUATIONS IN ELEMENTARY
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PROSTREDNICTVOM RIESENIA PROBLEMOV BEZNEHO ZIVOTA
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ABSTRACT. The article is focused on a research of appropriate procedures in introduction of
concepts of variable, expression with variable and equation in elementary school. Problem
situations with real-life context whose mathematical models are created with help of the
concepts mentioned are formulated.

KEeY WoRDSs: variable, expression with variable, equation, problem based task

ABSTRAKT. Clanok je zamerany na skimanie vhodnych postupov zavedenia pojmov premennd,
vyraz s premennou, rovnica na zdikladnej skole. Formulujii sa také problémové situdcie
bezného zivota, ktorych matematické modely su vytvorené pomocou uvedenych pojmov.

KrUCOVE SLOVA: premennd, vyraz s premennou, rovnica, problémova uloha

CLASSIFICATION: C70, D40, D50, U40

Introduction

Teaching of mathematics should lead to building the relationship between mathematics
and reality, to gaining experience with mathematization of a real-life situation and with
creating of mathematical models. Not very impressing results of Slovak pupils’ assessment
in international PISA measurements and the new state educational program encourage
mathematical education from elementary school to be more oriented on development of
knowledge and skills in solving of real-life situation problems, which need to be imposed
and formulated. These requirements are quite well met by the latest mathematical
textbooks for grades 5 — 8 by authors J. Zabka, P. Cernek [5]. However, there is never
enough of good and interesting practical problems. Therefore it is necessary to create
collections of such problems, proven and taught in real elementary school conditions
([11.[2],[3]). Such problems are then widely applied in integration in the mathematical
education process. This contribution is oriented on formulation of such real-life context
problem situations whose mathematical models are created using concepts of variable,
expression with variable, equation.

Expression with Variable and Equation with the Unknown in Elementary School

The concept of expression with variable is more-less used only in elementary school in
propaedeutics of dependencies (functions) and equations with one unknown. As such, it is
not featured in mathematical terminologies ([4]). But the truth is it is connected with
functions. This concept is systematically prepared with use of the concept of expression
with variable and dependency of two values. The concept of expression with variable is

'Corresponding author
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formed through problems (tasks) with comparing, containing phrases: “several more”,
“several less”, “several times more”, “several times less”. Investigation in such problems
leads to formal expressions with variable, e.g. 2 + d;4 — T; 5x; 21Y; 3,7 + 1,5x, where
after substitution of a variable (d,T,x,Y) with a number we get a numerical expression,
i.e. a problem to calculate. The result of this computation is called value of expression for a
selected value, which we are looking for. Expressions with variable are then used to
express the relation (dependency) between two variables (values). For example the
notation

b =2 +d, respectively y = 3,7 + 1,5x
represents the dependency between values b and d, respectively y and x. The letter b
respectively y may be seen as (mainly in initial simple tasks) as a name of expression
2 +d, respectively 3,7 + 1,5x. Often we want the value of expression to fulfill some
requirement, e.g. to equal some previously given number. This is common when solving
real-life situations, where we want the result to meet “our expectations”. This is how we
come to the concept of equation, where the variable “becomes” the unknown. In general,
we search for such number (numbers) that after substituting this number (numbers) in the
equation two expressions with the same variable have the same value. Thus we search for
an unknown number (numbers) with the said property. But now we already arrive to
operations with expressions, equivalent modifications of equations.

Real-Life Context Problems with Models with Variable

Learning and teaching of mathematics can be made more attractive with the option of
solving real problems with real-life context. This may result in positive attitude of pupils
toward solving if such problem situations, as they may have already encountered or
probably will encounter similar situations. This paragraph contains examples of such
problem based tasks leading to creation of a simple mathematical model using expressions
with variable.

Car Consumption

Cars have different average fuel consumption when driving in a city and when driving
outside the city. For example Skoda Fabia has a quoted average extra urban consumption
of 5,6 liters of fuel per 100 km and an urban consumption of 9,6 liters per 100 km.

Task 1. Fill in the following table of the average fuel consumption, if we are driving
Fabia only in urban traffic.

km 50 100 150 215 X

consumption 9,6

[96-3=96-05=48 96-2=96-15=144; 962 =09,6-215 = 20,64

X
96—

Task 2. Mr. Rosina drove 1 000 km per month, while x km in the extra urban traffic.
Let S denote the overall fuel consumption in liters per month. Depending on X, how many
liters of fuel were consumed? State S as an expression with a variable x.

[Extra urban consumption = 5,6 - %; urban consumption = 9,6 - 10105)0-9; . consumption per
month=S5 =5,6-—+ 9,6 - 1000—x ]
100 100
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On Sale
Shops often offer their stocks on so called sales.

The advertising leaflet of MODERNA shop included among other things the offer that
if a total price of a purchase is at least 250 euro you will get a 40% discount. There was no
discount on purchases under 250 euros.

Mrs. Mercantile originally intended to make a purchase worth 75 euro. However, the
40% discount attracted her. She agreed with her friend Mrs. Coin that they would merge
their finances. Mrs. Mercantile put in their collective funds 90 euro, Mrs. Coin 60 euro and
they made their purchase together.

Task 1.Did the combined 150 euro funds of Mrs. Mercantile and Mrs. Coin suffice the
combined purchase worth 250 euro with the discount?

Task 2.1f both friends bought merchandise costing 125 euro, what discount in % had in
reality Mr. Coin with regard to her 60 euro contribution to the collective fund?
[Mrs. Coin saved 125 — 60 = 65 euro. Pupils can count % from 125:

1% of 125 equals the number % , 50 1,25; 50% of 125 equals % - 50, s0 62,5;

52% of 125 equals % 52, 50 65; x % of 125 equals % - x. We may also think like
this: 1% of 125 is 1,25; then 65 is 16—255 percent of 125 and 16—255 =52.]

Task 3.How should Mrs. Mercantile and Mrs. Coin fairly compensate, if both friends
bought merchandise costing 125 euro and a criterion for a fair compensation is that the
offered discounts (achieved benefits) of both friends will be at the same ratio as the sums
of money added, namely 3:2.

[Both had a 125-0,4 = 50 euro discount. Mrs. Coin will give Mrs. Mercantile a sum so
that their collectively saved money is in a ratio 3:2.

Mrs. Coin will give Mrs. Mercantile 5 euro 10 euro X euro

Saved money of Mrs. Mercantile 55 60 50+x

Saved money of Mrs. Coin 45 40 50-x
Saved money ratio 55:45 =11:9 | 60:40 = 3:2 | (50+x):(50-x)

Mrs. Coin will give Mrs. Mercantile 10 euro as compensation, what could have been
guessed.]

Didactic note. The way of compensation in the task 3 was proposed and enforced by
Mrs. Coin. The easiest fair way of compensation considering the purchase would be to
contribute to their collective funds with the same amount of money. This would be
achieved if Mrs. Coin gave Mrs. Mercantile 15 euro. The truth was that Mrs. Coin did not
want to join this action. Therefore Mrs. Mercantile persuaded her by offering her to share
the money in a way Mrs. Coin would propose. Mrs. Coin was a walking calculator. The
way of compensation may be left upon pupils’ discussions as part of task 4.
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Saving

Banks offer a variety of interest-bearing financial products with different penalties for
early deposit withdrawals. If the financial market is stable, the interest rate of deposit with
a longer notice period is usually higher. However, the disadvantage is the longer
commitment period.

Bank A provides a 3% interest rate with annual term deposit. In case of early deposit
withdrawal up to 80 days since the deposit opening no interest is given, and in case of 80
days earlier withdrawal interests from the withdrawn sum are reduced by 80 days. Bank B
offers an interest rate of 4% for annual term deposit. In case of earlier withdrawal the
interest rates of the withdrawn sum changes in the following way:

Period of deposit from- to (number of days) interest rate

0-29 0,00%
30-89 0,50%
90-179 1,00%
180 - 269 1,50%
270 - 364 2,00%
365 4 %.

Task 1. Calculate the interests in banks A, B after every 60 days and after a year from
the deposited sum of 10 000 euro.

[In the bank A, the interest per day equals % = 0,8219 euro and per x days equals

(x-80).0,8219 euro except the withdrawals after 60 days and 1 year . In the bank B the
interest depends not only on the number of interest-bearing days, which is not decreasing,
but also on the changing interest rate.]

X 60 120 180 240 300 360 365

A 0 32,88 | 82,19 | 131,50 | 180,82 | 230,13 | 300
B 8,22 | 32,88 | 73,97 | 98,63 | 164,38 | 197,26 | 400

Task 2. Express the difference between interests in the bank A and in the bank B
depending on the number of days since the deposit of 10 000 euro from 90 days to 179
days. Decide about the profitability of making a deposit in both banks for 90 and 179 days.

[Interest in the bank A after x days equals (x —80) - 0,8219 euro, while we can
substitute x with a random number from 90 to 179. Interest rate in the bank B for the
deposit period 90 — 179 days is unchanged and equals 1%. Therefore interest rate in the
bank B for every interest-bearing day equals % eur = 0,2739 eur.

After x days the interest in this bank equals x - 0,2739 euro, while we can substitute x
with a random number from 90 to 179. The difference between interests in the bank A and
the bank B depending on the number of days of deposit input from 90 to 179 days is
expressed by the expression (x —80) - 0,8219 — x - 0,2739. If x = 90, the difference
equals 8,22 — 24,65 = —16,43. That means, in case of withdrawal of the deposit after 90
days, it is more beneficial to have the deposit in the bank B. If x = 179 then the
difference equals

(179 -80)- 0,8219 — 179 0,2739 = 32,34.
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So in the case of withdrawal of the deposit after 179 days it is more beneficial to have
the deposit in the bank A.]

The ,,Clever* School

The primary School on the Clever street is famous for its talented pupils. This year
there are also interesting numbers of pupils in classes at the lower grade. There are two
classes at grade 1: |A and IB, and one class at each one of grades 2, 3 and 4. There are 16
pupils in the 1.A class, 7 boys and 9 girls, and 24 pupils in the class at grade 2.

Task 1. We know that if four pupils from the I.A class would move to the I.B, it would
be exactly two times fewer pupils in the I.A than in the 1.B. What is the number of pupils
in the 1.B?

[There is intentionally given unnecessary information (7 boys and 9 girls in the 1.A). If
we denote by x the number of students in the 1.B, the task leads to an equation 12.2 = x+4,
where we get the solutionx=20. However, beware of the false equations

%=x+4, or 12=2.(x+4) , which often appear in pupils” solutions. This task can be

also easily solved by judgment.]

Task 2. The sum of pupils in the I1.B and the I.A reduced by the proportion of pupils in
I.A and the smallest even-integer indicates the number of pupils in the grade 3 class. What
is the number of pupils in the third class?

[Since the smallest even integer is 2, the number of students in the grade 3 class is
(16+20)—(16/2)=28.]

Task 3. We know that the total number of grade 3 and grade 2 pupils is 16 more than
the number of all first graders. Furthermore, if 5 boys and 3 girls from fourth grade would
not come to school, there will be just as many fourth graders as pupils in the grade 2.
What's the number of pupils in the grade 2 a what’s the number of pupils in the grade 4?

[Let x denote the number of pupils in the second grade. We solve the equation
X+28= (16+ 20) +16, where x is 24. Let’s find out what is the number of fourth graders.

The information "If 5 boys and 3 girls from fourth grade would not come to school ... is
irrelevant, dividing students into boys and girls is not important. Let x denote the number
of pupils in the fourth grade. Eight of them will not attend school, so we solve the equation
x—8=24, where x is 32, which is the number of fourth graders.

Task 4. Let x be the number of students in the class I.A. Express the number of all
pupils in the grades (1-4) (and simplify it).

[Number of pupils for each class is: 16 (1.A), 20 (1.B), 24 (2.), 28 (3.), 32 (4.). Every
"following™ class has 4 more pupils than the "previous"” class (each number of students
represents one member of arithmetic progression with difference of 4), so the number of all
pupils is X+ (x +4) + (X +8) + (x +12) + (x +16) =5x + 40 .]

Task 5. Now let x be the number of students in the second grade. Express the number
of all pupils in the grades (1-4).
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Computing with Temperatures

Absolute zero is the theoretically lowest possible temperature, at which all motion
ceases and at the same time it is the null point of the Kelvin scale. In Celsius scale, which
is more commonly used in Slovakia, the absolute zero has the value approximately -273,16
°C. Another scale, mostly used in the USA, is the Fahrenheit scale. A German physicist
Fahrenheit took as the null point of this scale, i.e. 0°F, the lowest temperature he was able
to measure during his experiment in 1724,

When converting units of these scales we use the following equations, where K denotes
temperature in Kelvins, °F in Fahrenheit and °C in Celsius:

K =273+°C
°F—9°C+32
"5

Task 1.Three friends — Joe, Erica and Matt were given a physics homework to measure
the outside temperature ten-times per day and to compute the average temperature for that
day according to the measured data. To make this task more interesting, each one of them
measured the temperature using a different scale. As it was a cold day in January, Joe
measured the average temperature -8°C, Erica got as a result 264 K and Matt, who
measured the temperature in Fahrenheit, got the average temperature of 14°F. What
average temperatures did each one of these three pupils measured on the Celsius scale?

[Joe measured -8°C, so this result doesn’t need further editing. Erica got the value 264
K. If we denote the resulting number of Celsius degrees by x, from the given equations we
get: 264 = 273 + x, and from this equation it is easy to find that —9 = x. So Erica
measured —9°C as the average temperature. Matt’s result also require to be converted into

Celsius scale, we obtain the equation 14 = %x + 32 , after the modification we have

—-18 = gx, and from this we get —10 = x. Thus Matt’s average measured temperature
equals -10°C. ]
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| - CONVERGENCE AND | - CONTINUITY
OF THE FUZZY NUMBER-VALUED FUNCTIONS

| - KONVERGENCIA A | - SPOJITOST FUNKCII
S HODNOTAMI VO FUZZY CiSLACH

PETER VRABEL — MARTA VRABELOVA

ABSTRACT. In this paper we study a convergence and continuity of the fuzzy number-valued
functions with respect to an ideal. We prove some basic properties this convergence and
continuity.

KEey WoRDs: fuzzy number, I-convergence, I-continuity

ABSTRAKT. Tento c¢lanok pojednava o konvergencii a spojitosti funkcii s hodnotami vo fuzzy
Cislach vzhladom na nejaky idedl. V clanku su dokdzané zakladné vlastnosti takejto
konvergencie a spojitosti.

KruCoVE SLOVA: fuzzy cislo, I-konvergencia, I-spojitost

CLASSIFICATION: 26A03 26A15, 54A20, 03E72, 119

Introduction

I-convergence and I-continuity of the real-valued functions was defined by T. Salat, P.
Kostyrko and W. Wilczynski in [2]. It is possible find further results and some
generalizations of this problem in papers [1], [3], [5]. We generalize I-convergence and I-
continuity for the fuzzy number-valued functions. The fuzzy set-valued mappings are
studied in various settings in the last few years. For example the integrals of fuzzy set-
valued mappings have applications in mathematical economics and optimal control theory.

I-convergence of fuzzy numbers

In this section we deal with the structure of fuzzy numbers and its I-convergence.

Definition 1. The fuzzy number is any function u:R —[0,1], where R is the set of real
numbers, satisfying the following conditions:
(1) there exists x, € R such that u(x,) =1,

(2) the a—cutset (u)* ={x e R;u(x) > o} is convex for every « < (0,1],
(3) u is upper semi-continuous, i.e. any « - cut (u)“ is a closed subset of R,
(4) the support %x eRu(x)> 0} of the function u is a compact set.

The set of fuzzy numbers we denote E. The set of real numbers can be embedded into
E; the real number z is identified with the fuzzy number z = iz} i.e. with the function

Z{z}(x)= { Lx=z

0, x#z.
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For the proof of the following lemma see [4].
Lemma2. If ueE then

(@ (u)* isaclosed interval for every a < (0,1],
(b) (u)* < (u)* whenever 0< o <ar, <1,

© if a, Ta, then N(u)" =(u)*.

n-1
Conversely, if system of intervals {(M )“;a e[O,l]} fulfills (a) — (c), then there exists a
unique u € E such that (u)* = (M )* for every & (0,1].
The sum of fuzzy numbers u, v is a fuzzy number z such that
z=u+v < (2)" =) +(v)
for every « (0,1], where the sum of intervals [a, b]+[c, d]=[a+c, b+d].
The partial ordering on the set E is defined in the following way
usv < (u"‘)s (v)*
for every « e (0,1], where [a,b]<[c,d] < (a<c A b<d).
The Hausdorff distance d of closed possibly degenerate intervals is defined by equation
d([a b} [c,d])=max{|c—4],|d -b| }.

We can define the metric D : E x E — [0, o),

D(u,v)=sup {d((u)a (v)* ); a<(0,1] }

Then (E, D) is a complete metric space. The following properties of the metric D can be
found in [6]:
(i) D(u+w,v+w)=D(u,v) forall u,v,weE,
(i) D(u+v,w+2)< D(u, w)+ D(v, z) forall u,v,w,z cE,
(iii) D(u+v,0)< D(u, 0)+ D(v, 0) forall u,veE,
(iv) D(u+v, w)< D(u, w)+ D(v, 0) forall u,v,weE.

The product of fuzzy numbers u, v is a fuzzy number z such that

z=uve (2)Y=wW* (v)*forevery a e (0, 1],

where the product of intervals [a,b]-[c,d] = {xy;x € [a,b] Ay € [c,d]}. The absolute
value of a fuzzy number u is a fuzzy number |u| such that (Ju])®* = |(w)¥| for every
a e(O,l], where |[a, b]| = {|x|; x € [a, b]}.

For any intervals [a, b], [c,d], [e, f]

d([a,b] - [e, f], [c,d] - [e, f]) < max{le|, |f[}.d([a, b] - [c,d]).
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Letu,v,z € E and let |z| < K, K € R*. Then for every a € (0,1] (|z|)* < [0, K] and

d((uz), (vz)*) < d((Kw)*, (Kv)®) = Kd((w)*,v%),
consequently D (uz,vz) < KD (u,v).

Lemma 3. If a sequence {u,};=; of fuzzy numbers converges in metric space (E,D) to
u € E, then there is K € R such that u,, < K foreveryn € N.

Proof. There is m € N such that D (u,, u) < 1 for any € N, m < n. Denote
(up)* = [a;a),b,(la)], ul® = [a(“),b(“)], n € N.
For any a € (0,1] we have
|b,(1a) — b(“)| <d((u)% W) < Dup,w) <1l,m<n.
Put
L = sup {max {bl(a),bga), ---,b,(,‘f)}; a € (0,1]}, M= sup{b(“) +1;a € (0,1]}.
The number K, K = max{L, M}, is searched number.

I-convergence of a sequence of fuzzy numbers is defined by notion admissible ideal
| of sets of natural numbers.

Set I, I € P(N), where P(N) is system of all subsets of N, are called ideal, if satisfies
conditions:

1° foranyA€l,B€lalso AUBEI;
2° ifAelandBc A, thenB €,

3% every finite subset of N belongs to I;
4 Nel.

Let N, denote the set of all even natural numbers. Let I; = {A € P(N); A is finite},
I, =1, u{A€P(N); 3B € P(N,)3C €1, A= B UC and B isinfinite}. Then I,,1, are
examples of admissible ideals.

It is suitable to use also the notion of the filter which is determined by an ideal I, i. e.
F(D)={XeP(N); IA€IX=N—-A}.

Next assertions about an ideal I are evident:
5° ifAel, thenN—A¢l,
6° if A € I, then N — 4 is infinite.

Definition 4. A sequence {u,}n=, of fuzzy numbers is said to converge to u with respect

to the ideal I (we write I — lim,_, o, u, = u) if

A(e) ={ne N;D(u,,u) =} el
foreach e > 0.

Any sequence {u,}n=; of fuzzy numbers has at most one I-limit. If u, v are I-limit this
sequence, then for every € > 0

A()={meN; Dunw)=elel,B(3)={neN; Dupv) 2 e} €,
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c=A(5)uB(3)el,N-C=0.
Foranyx e N - C
0 <D(u,v) <D(,u,)+D(u,,v) <e.
SoD(u,v) =0and u = v.

A fuzzy number u is called the limit point of a sequence {u,}n=; of fuzzy numbers, if
u is limit of some its subsequence, i.e. Iy — limy,_ uy, =u, where {k,};-; is an
increasing sequence of natural numbers.

Proposition 5. Let I — lim,,_,,, u,, = u. Then u is a limit point of the sequence {u,, }y=1-

Proof. For any n € N the set {k EN; D(u,u) < %} is infinite. There is an increasing

sequence of natural numbers {k,};_; such that D(uy,,u) <% for every n€ N. It is
evident that I; — lim,,_,, u,, = u. So u is a limit point of a sequence {u,};~-;.

Proposition 6. If I — lim,,_,, u,, = uand I — lim,,_,,, v, = v, then
[ = lim(u, +v,) =u+w.
n—-oo

Proof. Denote us
A(e) ={n € N;D(u, + v, u+v) = ¢},

419 ={n e N;D@upw) 2}, 4,(5) = {n € N; D(wy,v) = 5}

for any & > 0. Obviously A;(£), A, (%) € 1.
Foranyn € N D(u,, + v,,u + v) < D(uy,,u) + D(v,, v) (see (ii)).
The following implication is true

(nea()anea(d))=ne @),
or otherwise equivalently

n€A(e) = (n €4, G)Vn € 4, (;))
accordingly A(e) € A1 (%) U A,(%) € 1, consequently A(e) € I.
Proposition 7. If I — lim,,_,, u,, = uand I — lim,,_,,, v, = v, then

[ — lim (u,v,) = uv.
n—oo

Proof. Forany € N D(u,v,, uv) < D(u,v,, uv,) + D(uv,, uv). By lemma 3 we obtain
K,L € Rt suchthat |u| <L and |v,| <K forevery n € B € F(I). Let ¢ > 0. The sets

M; = {n € N; D(u,,u) < 2}, My ={n€N;D(v,,v) <Z} belong to F(I). Evidently
M; N M, NnB € F(I).Soforanyn € M; N M, N B we obtain

D (upvy,, uv) < D(Kuy, Ku) + D(Lvy,, Lv) =

& &€
KD(un'u)-l_LD(Un:v) <K'ﬁ+L'Z—€.

Hence {n € N; D(u,v,, uv) = €} € I and s0 I — lim,,_,,, (u,v,) = uv.
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I-continuity of the fuzzy number-valued functions

It is possible to define I-convergence of sequences in any topological space. Let (X,7")
be a topology space with topology 7 and let I be an admissible ideal.

Definition 8. A sequence {x,}n-; of points from X is said to converge to x with respect to
the ideal I (we write I — lim,,_,o X, = x) if

AT)={neN; x, ¢T}el
foranyT € T,x €T.

We will consider functions f: X — E, where (X,7) is a topology space and E is the set
of fuzzy numbers.

Definition 9. Let I; and I, be admissible ideals. A function f: X — E is said to be (I, 1,)-
continuous at x,,x, € X, if

b= Jim x, = %0 = I = lim f(v) = £(xo)

holds for every sequence {x,}n=; of points from X.

Proposition 10. If functions f, g are (I,1,)- continuous at x,, then f + g is (I, 1,)-
continuous at x, .

Proof. Let I; — im0 X, = Xo, Ap4g(€) = {n € N; D((f + 9)(x), (f + 9)(x0)) = €},
Ar = {n € N; D(f (xn), f (x0)) = 5}, Ay = {n € N; D(g(x),9(x0)) =2} for any &> 0.
Foranyn € N

D((f + 9) (), (f + 9)(x0)) = D(f (xn) + g(x0), f(x0) + g(x0)) <
D(f (xn), f (x0)) + D(g(xn), g(x0)).
By proposition 5 Ar, ;(e) € Ar U Ay € I, consequently A(e) € I.
Proposition 11. If functions f,g are (I;,1,)- continuous at x,, then f-g is (Iy,1,)-
continuous at x, .

Proof. Let I; — lim,_ 4 X, = xo. By lemma 3 we obtain K, L € R* such that |f(x0)| <L
|lg(x,)| < K forevery n € B € F(I,). Lete > 0. The sets

M; = {n € N; D(f (xn), f (x0)) < 3}, Mz = {n € N; D(g(x5), g(x0)) < 5}
belong to F(I,). So forany n € M; N M, N B € F(I,) we obtain
D((f - 9) ), (f - 9)(x0)) = D(f (xn) g (xn), f (20 )9 (X0 )) <
D(f (xn) g (xn), f (%0 )g(xn)) + D(f (x0 ) g (xn), f (X0 )9 (x0)) <
K D(f (xp), f(x0)) + LD (g (x5), g (x0)) < &.

Hence {n EN; D(f(xn)g(xn),f(xo )g(xo )) > E} €I, and so
I = limy 00 f (xn) 9 (xn) = £ (%0 ) g (x0).
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HOW TO MISUSE L'HOPITAL'S RULE 2
AKO NA L'HOSPITALA 2

MICHAL ZAKOPCAN

ABSTRACT. The article refers to works [1], [2], in which there are created such limits of types
,0/0“ or ,,00/00 ", which are not solvable by L’Hopital’s rule, as a motivation for students
of Mathematical analysis to learn elementary techniques. The article is an extension and
an adding of the works [1], [2].

KEeY WORDS: L’ Hépital’s rule, limit of a function, differential equation

ABSTRAKT. Clinok vychddza z prac [1], [2], ktoré sa zaoberali vytvaranim takych limit typu
,0/0“ alebo , 00/ ktoré nie su riesitelné 1’Hospitalovym pravidlom, ¢im sa poskytuje
motivdcia pre Studentov matematickej analyzy ucit’ sa elementdrne postupy. Clanok tieto prdce
dalej dopliia a rozsiruje.

KrUCoVE sLoVA: |'Hospitalovo pravidlo, limita funkcie, diferencidlna rovnica

CLASSIFICATION: D55

Uvod

Tento &lanok priamo nadvizuje na prace [1] a [2], dopliia ich a dalej rozsiruje.
V oboch tychto pracach sa hl'adaju priklady limit, vo vypocte ktorych je pouzitie 1'Hospi-
talovho pravidla skor na skodu, hoci je mozné a opravnené pouzit’ ho. Ide o priklady limit
typu ,,0/0% alebo ,,00/00%, ktoré su zvac¢sa jednoducho riesite'né za pomoci elementarnych
uprav. Tym sa chce Studentom matematickej analyzy zddvodnit’ potreba ovladania vypoctu
limit elementarnymi postupmi.

Praca [2] tiez obsahuje priklady limit, v ktorych je mozné a vhodné pouzit
I'Hospitalovo pravidlo v prvom kroku, no v nasledujucich krokoch je opét’ potrebné vratit’
sa k elementarnym upravam, pretoze d’al$im pouzitim 1'Hospitalovho pravidla sa dostava-
me k zacykleniu. Tento ¢lanok ponuka rozsirenie aj v tomto smere.

Ako oklamat’ ’Hospitala druhykrat

V prvej Casti prace sa vratme k ¢lanku [1]. Autor v iom na najdenie vhodnych limit
lim £& vychadza zo vztahu:
x—a g(x)

'@ _ gt
g0 f&

z ktorého sa da odvodit’ diferencialna rovnica:

fOOf'(x) dx = g(x)g' (x) dx.

Potom pre I'ubovolnti funkciu f spiiiajucu predpoklady vety s nazvom 1'Hospitalovo
pravidlo voli funkciu g tak, aby platilo:
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g() =£/f?(0) +c,

kde c je vhodna realna konstanta. Dalej staéi pracovat's g(x) = +/f2(x) + c.
Ako dalej ukazeme, funkciu g moZzeme hladat’ aj v nasledujicom vSeobecnejSom

tvare:
gl =) +c, €Y)

kde n > 2 je l'ubovol'né prirodzené ¢islo. Skutocne potom dvakrat aplikujtc 1'Hospitalovo
pravidlo dostavame:

PR ACO R S CO N ')

im ——s
x—a g(x) xsag'(x) x-al [f"(x) + c](@-m/mpfn-1(x)F (x)

et EEre e
I 0 ~ M e D R g

Pozrime sa, ako to vyzera v konkrétnej tilohe. Nech napr. f(x) =e*, c =10, n=4a
x — oo, RieSme nasledujicu tlohu najprv pomocou I'Hospitalovho pravidla:
Uloha 1:

x e* [e** +10]3/4
9}1—{20 ,/e4x + 10 - gll_{g; [e4x + 10]—3/4e4x = 3}1_{?0 e3x =
[e4x + 10]—1/4e4x e*
B R L R
a teraz jednoduchymi upravami, napriklad takto:
eX e4x 1/4
A% Ve +10 ki [e“'x + 10] = [1 et 10]

Prirodzene miesto volby funkcie g v tvare (1) by sme mohli volit' nasledujucim
spdsobom:

g(x) = [fP(x) +c]'/?,

kde p > 1 je l'ubovolné realne ¢islo. Ni¢ sa tym na naSich predchadzajucich uvahach
nemeni a vyssie uvedené odvodenie plati aj v tomto pripade.

DalSie zovseobecnenia
V ¢lanku [2] bolo ukazané, Ze ak pre Pubovolnu funkciu f spiiajucu predpoklady vety
1

s nazvom 1'Hospitalovo pravidlo zvolime funkciu g(x) = (T:T? ) + C)m kde m,

E ;Je typu ,,0/0 alebo

,,00/00“, pri¢om g spifa predpoklady vety s nazvom l'Hospltalovo pravidlo, tak plati:
f'@ _gmw
g'x)  frx)

n su prirodzené Cisla a ¢ je vhodna konstanta taka, ze limita 11m
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Dosledkom toho je, ze pouzitim 1'Hospitalovho pravidla na rieSenie llm f) dvakrat za

gx)
sebou prichadza opétovne k zacykleniu.

Zovseobecnenie v tomto pripade je nasledovné. Vol'me pre toto f funkciu g ako:

g(x) =[fP(0) + ]9,

kde p > 1 a q € (0,1) st realne ¢isla a konsStantu ¢ volime tak, aby dana limita bola typu
,,0/0% alebo ,,00/00%, pricom g splia predpoklady vety s nazvom I'Hospitalovo pravidlo.
Ukézeme, ze po dvojnasobnom pouziti I'Hospitalovho pravidla nastane zacyklenie:

lim fx) lim f'(x) —lim f'(x) _
xoag(x)  wmag'(x)  xapqlfP () + P (0 f (x)
 lim [fPCx) +c]'™7 I (1= QplfPx) +c]CPFPL(x)f'(x) _

d-g " 119(6)) Txha pa(p— D2 ()
lim

Tl —DirmagQ)

Ako aj v predchadzajucom plati, Ze na rozdiel od pocitania ['Hospitalovym pravidlom
vedu elementarne postupy rychlo k vysledku. Staci preniest’ cCitatela do menovatela
menovatel'a a vojst’ pod g-tu mocninu.

Nech napr. p =m a q = 1/3, nech dalej f(x) =Inx, c =5 a x - 0. RieSme nasle-
dujucu tlohu 1'Hospitalovym pravidlom:

Uloha 2:
3
_ Inx _ x 3[(Inx)™ + 5]2/3
lim ~ 3= lim — = lim — =
x—o [(Inx)™ + 5] o 2 [(Inx)™ +5]-2/3(Inx)m1 x>~ 7(nx)
2n[(Inx)™ + 5]"Y3(nx)™1 1 2 Inx
= lim 1 X — 1 im ~ 73
e m(m - D(nx)"2 = (m — 1) x>0 [(Inx)™ + 5]

Vidime, ze priSlo k zacykleniu. Na druhej strane skusme riesit tato ulohu
elementarnymi postupmi:

y Inx i 1 _
5o [(nx)™ +5]1/3 T (Inx)7 + 113 -
(Inx)3 ]

kde sme vyuzili, Ze podiel 1/(Inx)3 ide k 0 pre x = oo a (Inx)™ 3 ide do o pre x — .

Znovu o0 krok spat’

Nakoniec sa budeme venovat rozsireniu poslednej Casti prace [2]. V nej sme sa
oboznamili s tlohami na vypocet limit typu ,,0/0“ alebo ,,00/0% v ktorych pouzitie
I'Hospitalovho pravidla ma opravnenie v prvom kroku, ale d’alej si musime vystacit
s elementarnymi postupmi. Zvlast’ ve'mi vd’a¢na bola:
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2 o= (Ve + W)) VeTre @

kde ¢ je l'ubovolna kladna redlna konstanta. Uloha (2) vznikla integrovanim ¢itatel'a aj me-
novatela v nasledujucej limite z prace [1]:

X

e
llm—
x—>oo,/62x +c

ktord vel'mi lahko vypocitame elementdrnymi postupmi, ale pri opédtovnom pouZiti
I'Hospitalovho pravidla dojde k zacykleniu.

Takto vSak mézeme postupovat’ aj pri d’alSich limitach z prace [1]. Ako prvé budeme
skamat’ limity:

xm
lim ———
X—00 ,/x2m +c

kde m je nejaké prirodzené ¢islo a ¢ je nenulova konstanta.
Na zaciatok vezmime to najl’ahsie, tj. pripad, ked m = 1:

X
lim ——. 3)
xo®4/x2 4 ¢

Potom hladana limita je:

x%+d
lim 4)
x50 x\x2 + ¢ + cln(x + Vx? + )

kde d je nejaka konstanta. V pripade, Ze ¢ je kladna konStanta, hned’ vidime, ze ide
0 limitu typu ,,00/00“. V pripade, Ze ¢ je zapornad konStanta, bolo by vhodné ukazat, ze
tomu tak tiez je. Na to sta¢i ukazat, ze menovatel’ ide do oo, ak x — oco. Ukazeme to.
Vyjmime vyraz xVx? + ¢ pred zatvorku, dostaneme:

Xy x?% + c(l + Cln(x i C)>

xVx? +c¢
Dalej ukaZzeme, Ze podiel ln(x;ﬂ c) ide k 0 pre x —» oo. Pombzeme si 1'Hospitalovym
pravidlom:
1 x+Vx?+c
In(x+Vx>+c) = x4Valtc Vxl+c 1
im = lim > = lim >——=10
x>0 x/x2 ¥ ¢ xX—>00 2x“+c x—0 2x% + ¢
Vx? +c

A teda menovatel’ z limity (4) naozaj ide do o, ak x — oo.
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xZ
xVxZ+c’
Integrovat’ menovatel’ xVx?2 + ¢ je jednoduchsie nez Vx? + ¢. U¢ifime tak. Dostaneme:

Vyraz —— \/_ z ktorého pocitame limitu (3) pre x — oo sa da upravit’ na tvar

x3 + d
lim — (5)

kde d je nejaka konstanta. Pouzitim 1'Hospitalovho pravidla na limitu (5) prejdeme znovu
k limite (3). Limita (5) ma navySe oproti limite (4) uspornejsi zapis a na prvy pohlad je
pre studentov l'ahSie ,,stravitelna“. Inymi slovami neodradzuje ich od pocitania, ako by
tomu mohlo byt v pripade limity (4). A ako bonus ide velmi lahko vypocitat’ aj
elementarnymi postupmi hned’ od zaciatku a nie je potrebné derivovat’.

_ x3+d x3 _ d _ 1
llm—3—11m +11m—3=11m—3+0=
TOWxT+c) TO(WxZ 4+ ) e O < x2 + c>

X
li —1 1
= lim =1.
xX—00 c\3/2
(1+3)

Pre m > 1 moZeme postupovat’ rovnako ako v predoslom a vyuzit' postup, v ktorom
xm 2m-1 3m—-1

vyraz najprv upravime na tvar
Y2 Jamye NPTV UP

X
———— alebo na tvar ———=——= a potom
xm—l,/x2m+c x2m—11/x2m+c p

integrujeme Citatel’ aj menovatel’. Napriklad pre m = 2 dostaneme po zintegrovani limitu:

i x*+d ©
im
x=0 x24x4 + ¢+ ¢ ln(x2 +Vx* + c)
resp. limitu:
+d
lim —— x° @)
= (Va g )

kde v oboch pripadoch d je nejaka konstanta. Aj tu vidime, Ze limitu (7) mozno rychlo a
'ahko vypocitat’ elementarnymi postupmi hned’ od zaciatku.

ESte napiSme vSeobecny tvar limit (4), (5), (6) a (7) pre 'ubovolné prirodzené ¢islo m.
Zovseobecnena verzia limit (4) a (6) teda bude:

X" +d
lim

%00 yma[y2m 4 ¢ + cIn(x™ + V2™ + ¢)

Zovseobecnena verzia limit (5) a (7) potom bude:

X" +d
lim ——
o ()
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Z limit uvedenych v praci [1] mozno predosly postup zopakovat’ aj pre nasledujicu
limitu:

y In x ®)
im ———.
x=>04/In? x + ¢
Rozsirme zlomok ———x— v limite (8) vyrazom YX 4 zintegrujme Citatela aj menovatela
VInZ x+c¢ y 1/x gry) d
zvlast, dostaneme:
In?x +d

lim

x=o4/lnZ x + clnx +cln(lnx +VIn2x + c)’

kde opét’ d je l'ubovol'na konstanta.

Zaver

Tento ¢lanok je doplnenim a rozsirenim prac [1], [2]. Podarilo sa ndAm v fiom najst’
dalsie priklady limit typu ,,0/0° alebo ,,00/00“, v ktorych je sice mozné 1'Hospitalovo
pravidlo pouzit, no k vysledku sa s jeho pomocou nedopracujeme, resp. najst’ také limity,
pri rieSeniach ktorych je opravnené a vhodné jeho pouzitie v prvom kroku, ale v d’alSich si
musime vystacit’ s elementarnymi postupmi. Uvedené priklady a tilohy je mozné uvadzat’
Studentom na cviceniach, ¢i seminaroch z matematickej analyzy ako demonstraciu nutnosti
ovladania elementarnych postupov na vypocet limit typu ,,0/0* alebo ,,00/c0%.
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VYZNAMNE ATRIBUTY SYSTEMU GEOGEBRA Z POHCADU UCITELOV
MATEMATIKY

KATARINA ZILKOVA

ABSTRACT. The degree and method of using dynamic geometry systems in the process of
teaching mathematics depends on math teachers’ attitudes and their willingness to integrate
DGS into the educational process. The contribution describes the results of research, which
was aimed to find out how mathematics teachers rate GeoGebra system, which tools they use
the most and also how they use GeoGebra system in the process of teaching mathematics and
in which mathematical topics they integrate GeoGebra system into mathematics education.

KEY WoRDSs: GeoGebra, math education, research

ABSTRAKT. Miera a spésob vyuzivania dynamickych geometrickych systémov vo vyucovani
matematiky je zavisla od postojov ucitelov matematiky aich ochoty integrovat DGS do
edukacného procesu. Prispevok opisuje vysledky vyskumu, ktorého cielom bolo zistit, ako
hodnotia ucitelia matematiky systém GeoGebra, ktoré uzivatelské nastroje vyuzivaju
najcastejsie, ako vyuzivaju systéem GeoGebra vo vyucovani matematiky, a\V ktorych
matematickych témach integruju systéem GeoGebra do matematického vzdelavania.

KrUCOVE SLOVA: GeoGebra, matematické vzdelavanie, vyskum

CLASSIFICATION: B50, U50, R20

Uvod

V sucasnej dobe existuje pomerne vela §tudii, ktoré opisuju vyznam dynamickych
geometrickych systémov (DGS) v oblasti matematického vzdelavania (Karatas, 2011;
Kokol-Voljc, 2007; Sour-Lavergne, Jahn, Trgalova, 2011, atd.). Vyskumy zvi¢sa
potvrdzuju, ze samotny pristup ucitelov matematiky k technoloégiam nie je postacujlici na
uspesnu a efektivnu integraciu digitalnych technologii do vzdelavacieho procesu. Podla
niektorych odbornikov (Hohenwarter, M., Jarvis, D., Lavicza, Zs. 2009) su jednym z
najdolezitejSich faktorov na zvysenie snahy a ochoty ucitelov integrovat’ technologie do
svojej vyucby najmi primerané a priebezné Skolenia a tiez vzajomna kolegialna podpora.
Jednym z najvacsich vzdelavacich projektov, ktoré umoznili slovenskym ucitel'om (nielen)
matematiky ziskat’ novy pohl'ad na vzdelavanie prostrednictvom digitalnych technologii je
projekt s nazvom Modernizacia vzdelavacieho procesu na zékladnych a strednych skolach.
V tomto kontexte sa vynara otazka, aka je efektivita projektov podobného typu? Tiez by
bolo zaujimavé zistit', ¢i sa aj na Slovensku potvrdi hypotéza o tom, Ze $kolenia ucitel'ov z
oblasti modernizacnych trendov vo vzdelavani maji vyznamny vplyv na ich dalSie
pedagogické pdsobenie. Potrebnymi udajmi a podkladmi na vyhodnotenie vyskumnych
otazok podobného typu so vSeobecnou platnostou pre podmienky Slovenska disponuji
riesitelia a zadavatel uvedeného projektu. Vzhl'adom na mimoriadne zaujimava tému sme
sa podujali riesit’ aspon parcidlny problém, ktory sa tyka miery vyuzivania dynamickych
geometrickych systémov v matematickom vzdelavani na zakladnych a strednych $kolach.
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Niektoré vysledky vyskumu o zistovani vplyvu Skoliacich aktivit (urenych pre ucitel'ov
matematiky) na mieru vyuzivania dynamickych geometrickych systémov vo vyucovani
matematiky st uZ publikované (Zilkova, 2013) a v zasade potvrdzuju aj vyssie uvedené
vysledky zo zahranicia.

V tomto prispevku sa zameriame na opis vysledkov a zisteni z oblasti vyuzivania DGS
GeoGebra, pretoze po Skoliacich aktivitach vyznamne stupla miera vyuzivania uvedeného
softvéru v matematickom vzdeldvani.

GeoGebra vo vyucovani matematiky — vyskumné otazky

Vzhl'adom na potvrdenie hypotézy o preferenciach systému GeoGebra pred inymi
dynamickymi geometrickymi systémami absolventami Skolenia sme jednu cast’ dotaznika
venovali polozkam, ktorych ciel'om bolo hl'adat’ odpovede na otazky:

1. Ako hodnotia ucitelia matematiky technické a uzivatel'ské atribity systému
GeoGebra, a ktoré atributy systému GeoGebra povazuju ucitelia matematiky za
benefity systému?

2. Ako, kde a ako casto vyuzivaju ucitelia systétm GeoGebra vo vyucovani
matematiky?

3. Ktoré z konstrukénych nastrojov z ponuky systému GeoGebra si najviac
vyuzivané v matematickom vzdelévani a s akou frekvenciou?

Ako explora¢nti metédu vedeckého skiimania sme pouzili elektronicky (web) dotaznik

s nazvom ,,Dynamické geometrické systémy v matematickej edukacii“. Dotaznik bol
koncipovany do Styroch oblasti (okrem Standardnych Strukturdlnych stcasti), pricom
posledna oblast’ s nazvom ,,Geogebra vo vyucovani matematiky na zakladnych a strednych
Skolach* mapovala nazory a skuisenosti relevantné pre odpovedanie vyssie formulovanych
otazok. Struktira tejto Gasti dotaznika je znazornena na obrazku 1.

GeoGebra b \ vyuzitie z technického

{ v matematickom hladiska
N\ vzdeldvani v - uzfvatel'skd ndrotnost
—_— - prehl'adnost

vyuZitie z odborného hl'adiska

- vyber matematickych tém
- etapy rie$enia problémov
- vyber uZivatel'skych nastrojov

popularizicia

Obrazok 1: Struktura &asti elektronického dotaznika 0 DGS GeoGebra

Zber udajov

Na vyplnenie dotaznika boli osloveni frekventanti Skolenia Modernizacie
vzdelavacieho procesu na zakladnych a strednych $kolach, ktori absolvovali $kolenie z
oblasti dynamickych geometrickych systémov vo vyuCovani matematiky. Proces
ziskavania respondentov prebiehal prostrednictvom lektorov, ktori garantovali a
zabezpecovali priebeh Skoliacich aktivit a boli ochotni rozposlat' informaciu o
prebichajicom vyskume svojim frekventantom. ISlo o frekventantov Skoleni
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lokalizovanych po celom Slovensku, ale najviac oslovenych respondentov bolo zo
zapadného Slovenska. Zber udajov prebiehal od 26. maja 2012 do 14. septembra 2012.
Vyplnenych a korektne odoslanych bolo 96 dotaznikov. Vzhl'adom na spdsob ziskavania
respondentov (respondenti boli oslovovani mailovou komunikéaciou) nie je mozné presne
vyhodnotit’” navratnost’ dotaznikov. Na zaklade ziskanych tdajov od lektorov (pocet
rozposlanych Ziadosti o vyplnenie dotaznika) je vSak mozné odhadovat’ navratnost
elektronického dotaznika na urovni 56%. Uvedomujeme si, Ze generalizacia vysledkov
vyskumu nie je v kontexte podmienok Slovenska mozna, najmi z dovodov uskutocnenia
dostupného vyberu respondentov, a tiez so zretelom na dalSie nevyhody pouzitia
elektronického dotaznika. Napriek uvedenému su niektoré zistenia a vysledky zaujimavé.

O Strukture respondentov (vek, vzdelanie, pocet rokov praxe a pod.) sa Citatel mbze
dozvediet zo spominanej publikacie (Zilkova, 2013).

Hodnotenie technickych a uzivatelskych atribuitov systému GeoGebra podla uditelov
matematiky

Napriek tomu, ze bolo administrovanych 96 dotaznikov, po dokladnejsej analyze sme
vyradili 9 dotaznikov z dovodu odhalenia tzv. 1zivych odpovedi. Preto vyskumny subor po
redukcii ma rozsah 87 respondentov. Jeden respondent sa k systému GeoGebra
nevyjadroval, i ked” bola v ponuke moznost’ ,,neviem sa vyjadrit*. Preto je vyhodnotenie
realizované na vzorke 86 respondentov. V tabulkach 1 a 2 s zhrnuté ziskané udaje o
nazoroch na uzivatel'ski naro¢nost’ a prehladnost ponuky kons$trukénych néastrojov
systému GeoGebra.

jednoduchy 24 prehradny 36
viac jednoduchy ako naro¢ny 43 viac prehladny ako neprehladny 41
viac naroény ako jednoduchy 14 viac neprehl'adny ako prehladny 4
narocny 1 neprehladny 0
neviem sa vyjadrit 4 neviem sa vyjadrit 5
spolu 86 spolu 86

Tabul’ka 1 (vlavo): Vysledky o nazoroch respondentov na uZivatel'ski naro¢nost’ systému
GeoGebra
Tabul’ka 2 (vpravo): Vysledky o nazoroch respondentov na prehl'adnost’ konstrukénych nastrojov
system GeoGebra

Z uvedeného vyplyva, ze 78% respondentov uviedlo, Ze Geogebra je z uzivateI'ského
hl'adiska jednoducha alebo viac jednoducha ako naro¢na. Zaroven az 90% respondentov
uviedlo, Ze ponuka konstrukénych nastrojov je prehladnd alebo viac prehladnd ako
neprehladna. Z uvedeného moézeme povazovat systém GeoGebra za ,,userfriendly®.

Respondenti mali moznost’ definovat’ atribaty systému GeoGebra, ktoré podla ich
nazoru povazuju za jeho prednosti. NajcastejSie boli uvadzané nasledujuce benefity:
nazornost, prehladnost, jednoduchost, l'ahké ovladanie. Okrem nich sa najcastejSie
vyskytli charakteristiky, ktoré uvadzame v poradi od najpocetnejSich: volne dostupny
softvér, dynamickost’, interaktivita, moznost' vidiet' algebraicky zapis aj geometricka
formu utvarov a moznost’ grafickej (estetickej) Gpravy virtualnych vykresov.
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Sposob, témy a etapy vyuZitia systému GeoGebra vo vyuc¢ovani matematiky

K polozke mapujtcej sposob vyuzivania GeoGebry v priprave a vo vyucovani
matematiky sa vyjadrilo 57 respondentov a vysledky su uvedené v tabul’ke 3. Otazka bola
koncipovana ako zatvorena polozka formou viacnasobného vyberu. Pocetnost’ odpovedi na
jednotlivé pontikané moznosti je pomerne vyrovnana, avsak za zaujimavé zistenie, ktoré sa
ukdzalo aj v inych castiach dotaznika, modZeme povazovat preferenciu ucitelov
matematiky vytvarat’ si vlastné - autorské virtualne vykresy (¢i uz vo forme ggb suborov
alebo html appletov) pred pouzivanim dostupnych (vytvorenych) produktov inych autorov.

tvorba vlastnych appletov (html suborov) 58%
tvorba vlastnych vykresov (ggb suborov) 36 63%
vyuzivanie appletov inych autorov (html stiborov) 30 53%
vyuzivanie ggb suborov inych autorov 22 39%
aktivna praca ziakov na hodine s GeoGebrou 33 58%
tvorba a prezentacia vykresov prostrednictvom dataprojektora 37 65%
tvorba a prezentacia vykresov prostrednictvom interaktivnej tabule 30 53%
iné 1 2%

Tabul’ka 3: Sposoby vyuZzivania systému GeoGebra V priprave a vo vyucovani matematiky podla
nazorov respondentov

Z hladiska vyberu matematickych tém, k polozke formulovanej: ,,Vyberte témy, v
ktorych vyuzivate systéme GeoGebra pri vyuCovani matematiky*, najcastejsSie respondenti
vyberali moznosti konsStrukénad geometria v rovine a funkcie a grafy. Percentualne
vyjadrenie je uvedené v tabul’ke 4, pricom celkovy pocet respondentov, ktori sa k uvedenej
otazke vyjadrili je tak ako v predchadzajicom pripade 57.

konstrukéna geometria v rovine 72%
funkcie a grafy 40 70%
analyticka geometria v rovine 26 46%
vypodtova geometria (uréovanie dizok, obsahov, ...) 24 42%
stereometria 19 33%
algebra 9 16%
aritmetika 4 7%
zaklady diferencialneho a integralneho poctu 4 7%
kombinatorika 2 4%
pravdepodobnost’ a statistika 2 4%
iné 1 2%

Tabulka 4: Matematické témy, v ktorych respondenti vyuzivaja systém GeoGebra
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Pocty odpovedi v ponuknutych moZnostiach na otazku: ,,V ktorej etape rieSenia
matematickych uloh vyuzivaji ucitelia matematiky systém GeoGebra™ boli pomerne
vyrovnangé, a teda podla ich vyjadreni vyuzivaji systém aj vo faze nacrtu, rozboru, v
samotnom rieSeni, a tiez v diskusii o pocte rieSeni ulohy. Podrobnejsie informacie o
frekvencii vyuzivania GeoGebry v jednotlivych fazach nebudeme v tomto prispevku
uvadzat’ nielen z dévodu obmedzeného rozsahu prispevku, ale aj z hl'adiska ziskanych
vysledkov, pretoze vo vsetkych polozkach respondenti vyznacili ¢asté vyuzivanie.

Frekvencia vyuZivania konstrukénych nastrojov z ponuky systému GeoGebra

Frekvenciu vyuZzivania jednotlivych konstrukénych nastrojov sme skimali formou
posudzovacich trojstupiiovych slovnych skal. V tabul’ke 5 st uvedené vysledky zisteni pre
vymedzené nastroje systému GeoGebra, pricom percentualne vyjadrenie je v zavislosti od
poc¢tu respondentov, ktori sa k danej polozke vyjadrili. Iné vysledky by sme ziskali
vzhl'adom na celkovy pocet respondentov, ktori sa vyskumu zucastnili. Tieto tidaje vSak
presahujui ramec prispevku, preto ich neuvadzame.

bezné nastroje (bod, priamka, ...) 0% 11%

prehravanie krokov konstrukcie 12% 54% 33%
zobrazenie postupu konstrukcie 5% 68% 27%
tabul’ka v GeoGebre 33% 53% 15%
algebraické okno 10% 54% 37%
prikazovy riadok 7% 57% 35%
podmienka na ukazanie objektu 23% 57% 21%
zobrazenie stopy bodov 15% 61% 24%
posuvnik 2% 44% 55%
zaciarkavacie policko na zobrazenie alebo skrytie objektov ~ 15% 39% 46%
animacie 11% 49% 40%
mnozina bodov s danou vlastnost'ou 17% 48% 35%
dynamické farby 23% 42% 36%
grafické tpravy vlastnosti objektov (farba, styl a pod.) 6% 38% 57%

Tabul’ka 5: Miera vyuZivania nastrojov systému GeoGebra ucitel'mi matematiky

Moznost ,,nikdy* (VO vyzname nikdy nepouzivam) najcatejSie uviedli respondenti pri
nastrojoch: tabulka v GeoGebre, podmienka na ukéazanie objektu a dynamické farby.
Posledné dve moznosti nie su pre nas vel'kym prekvapenim, pretoze uvedené nastroje maju
skor informaticky zaklad a ich vyuzitie si vyzaduje isté informatické, ¢i algoritmické
zruénosti. Domnievame sa, Ze nevyuzivanie tabuliek v systéme GeoGebra modze byt
spdsobené jednak tym, Ze je to pomerne novy nastroj v ponuke systému, ale aj tym, Ze
uvedeny nastroj ponika moznosti analogické so systémom MS Excel, ktory ma zrejme u
nas vacsiu tradiciu. Zddvodnenie by si vSak vyzadovalo hlbSiu analyzu a d’alSie vstupné
udaje. Nie je prekvapujuce, ze za najCastejSie vyuzivané nastroje boli oznacené bezné
nastroje z hlavnej ponuky systému a moznost’ ich grafického formatovania na celkovi
ipravu virtudlneho vykresu. DalSie v poradi najéastejiie vyuzivané nastroje boli
respondentmi vybrané posuvnik, zaciarkavacie policko na zobrazenie alebo skrytie

254



VYZNAMNE ATRIBUTY SYSTEMU GEOGEBRA Z POHLADU UCITELOV MATEMATIKY

objektov a animacie, ¢o povazujeme za vysSiu Uroven pouzivania systému GeoGebra,
ktora vedie k vyuzivaniu prednosti systému z hl'adiska zvySovania miery dynamiky a
interaktivity virtualnych vykresov.

Zaver

Cielom prispevku bolo opisat’ vysledky ziskané z elektronickych dotaznikov
respondentov, ktori absolvovali $kolenia v oblasti vyuzivania a integracie dynamickych
geometrickych systémov do matematického vzdelavania na zakladnych a strednych
Skolach. Zaujimali nas nazory ucitelov matematiky na prednosti dynamického systému
GeoGebra, opisali sme ako hodnotia ucitelia matematiky technické a uzivatel'ské atributy
systému GeoGebra. Zamerom bolo tiez identifikovat’ matematické témy, v ktorych ucitelia
matematiky najéastejSie vyuzivaju systém GeoGebra v priprave vyucovacich hodin alebo
priamo vo vyucCovani matematiky. Analyzovali sme mieru vyuZzivania vybranych
konstrukénych nastrojov z ponuky systému GeoGebra pri tvorbe virtudlnych vykresov
alebo v ich vyuzivani v matematickej edukacii.

Systém GeoGebra sme vybrali z dovodu, Ze zavery zo SirSie koncipovaného webového
dotaznika ukézali, Ze ucitelia matematiky preferujt DGS GeoGebra pred ostatnymi
dynamickymi geometrickymi systémami. PoteSitelnou skutocnostou je, ze vécSina
respondentov (na urovni 74% z aktivne vyuZzivajtacich systém GeoGebra vo vyucovani
matematiky) sa podiel’a na popularizacii systému GeoGebra medzi svojimi ziakmi formou
tvorby vlastnych appletov aich poskytnutim na ziacke experimentovanie; 68%
respondentov popularizuje GeoGebru medzi svojimi kolegami - ucitelmi a 9% ucitel'ov
vyuzivajucich  GeoGebru zverejiuje vlastné dynamické interaktivne applety
prostrednictvom webovych stranok, ¢im prispieva k d’alSiemu Sireniu modernizacnych
metod vo vyuCovani matematiky.

Je zrejmé, Ze oblast’ integracie digitalnych technologii do matematického vzdelavania bude
predmetom nielen d’alSich overovani, ale bude podliehat’ neustalym inovaciam. Preto
Skolenia ucitelov matematiky v uvedenej oblasti zuvedenych i dalSich dovodov
povaZujeme za prinosné, ale aj Ziaduce.
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SPACE IMAGINATION IN PRE-SCHOOL EDUCATION
PRIESTOROVA PREDSTAVIVOST V PREDSKOLSKOM VEKU

VIERA UHERCIKOVA

ABSTRACT. In this paper we want to inform about successful training for teachers and
managers of kindergartens: Orientation in space and space imagination in pre-school
education. We want to discuss importance of this theme and mathematics at all in pre-school
education and the need to link it with next step of education.

KEY WORDS: orientation in space, space imagination, geometry, pre-school age

ABSTRAKT. V ramci prispevku chceme informovat’ o prebiehajiicom uspesnom vzdelavani na
temu Orientdcia v priestore a priestorova predstavivost v predprimdrnom vzdelavani pre
ucitelky a riaditelky materskych s$kol. Chceme poukdzat na vyznam uvedenej tematiky
a matematiky vobec v predskolskom vzdeldavani a potrebu nadviznosti na dalSom stupni
vzdelavania.

KrUCOVE SLOVA: orientdcia v priestore, priestorova predstavivost, geometria, predskolsky vek

CLASSIFICATION: G10, G11, G19

Rozvijanie priestorovej predstavivosti v predskolskom veku

Rozvijanie priestorovej predstavivosti vplyva na rozvoj osobnosti deti, suvisi
s uspesnostou v spolocnosti, ako aj s rieSenim praktickych uloh v beznych situaciach
kazdodenného zivota. Osobitni ulohu zohrava v matematike, menovite v geometrii.
Riesenie zaujimavych tloh na rozvijanie priestorovej predstavivosti pontka dosiahnut’
lepsie vysledky v geometrii, rieSenie geometrickych uloh zlepSuje priestorovi
predstavivost. S jej rozvijanim je potrebné zacat' ¢im skor, uz v predskolskom veku.
Vel'mi vhodné st hry so stavebnicami, s kockami apod. Aj vo vysSich vekovych
kategoriach dosahuju v geometrii vyznamne lepSie vysledky ti ziaci a Studenti, ktori sa od
utleho veku zaoberali spomenutymi typmi hier. V prispevku chceme uviest’ ukazky
uspesSnych zavereénych prac frekventantiek kontinualneho vzdelavania Orientacia
Vv priestore a priestorova predstavivost’ v predprimarnom vzdelavani a poukazat’ na potrebu
nadvéznosti V rdmci tejto tematiky na d’alSom stupni vzdelavania
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