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ABSTRACT. This contribution discusses a limit and continuity of two composite functions of the
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form F(x,y) = y2+g2(x),F(0,0) = 0, respectively f(x) = IR which are associated

with Peano function g:p(x,y) = #(0,0)=0 in case that lirroz gx) =0,
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ABSTRAKT. V tomto prispevku sa budeme zaoberat limitou a spojitostou dvoch zloZenych

., _ yg) _ _ g@)h) , S

Sfunkcii  tvaru  F(x,y) = y2+g2(x),F(0,0) = 0,resp.f(x) = IR ktoré  suvisia

s Peanovou funkciou g:g(x,y) = 2y #(0,0) =0 za predpokladov, Ze lin(% gx) =0,
X—

x2+y?’
limh(x) = 0.
x-0
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1 Uvodné poznamky

Tento ¢lanok je bezprostrednym pokracovanim prace, v ktorej sme sa zaoberali limitou
a spojitostou funkcie, ktort sme pracovne nazvali Peanovou funkciou a oznadili sme ju
symbolom g; na pocest’ vynikajiiceho talianskeho matematika Guiseppe Peana (1858 -
1932), ktory vpraci (Peano, 1884) zostrojil funkciu g = 2, s pozoruhodnymi
vlastnostami. Funkciu g, sme definovali nasledovne
Xy
P1:01(x,y) = {x* +y? -pre bx.y] = (0.0}
0, pre [x,y] = [0,0].
V prvej Casti sme sa zaoberali jednym z moznych zovSeobecneni Peanovej funkcie g, (ako
funkcie dvoch premennych), zovSeobecnenim pre pripad funkcie n — premennych.
V tejto Casti zostaneme v dvojrozmernom pripade, pricom budeme vyuzivat v podstate iba
Peanovu funkciu g, a operaciu skladania. DokaZeme niekolko vSeobecnych tvrdeni,
z ktorych bezprostredne vyplyvajii pozoruhodné vlastnosti istych funkcii, s ktorymi sa
stretivame v narocnejSich zbierkach tiloh a problémov z matematickej analyzy, ¢i dokonca
ako protipriklady, napriklad vo vynikajiicej monografii Counterexamples in Analysis
(Gelbaum et Olmsted, 1964).
KedZe Peanova funkcia g, bude bazalnou pre naSe dalSie uvahy, sformulujme
opatovne jej zakladné vlastnosti.
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Zdkladné viastnosti funkcie §,: z = ,(x,y)
Funkcia g4 v bode [0,0] nemd limitu, preto nie je spojitd, nie je diferencovatel’nd v tomto bode,
napriek tomu, Ze funkcia 4
4.  je spojita v bode [0,0] (i na celej rovine) vzhladom na premennit x i vzhladom na premennii
y; Specialne to tiez znamend, Ze funkcia §1 je spojita na suradnicovych osiach y = 0,x = 0;
5. jej kazda parcidlna funkcia vzhladom na lubovolnii priamku prechddzajiicej bodom [0,0],
je s vynimkou tohto bodu konStantnd, S konsStantou zdvisiacou od smerového vektora
prislusnej priamky, preto v bode [0,0] existujii vlastné limity kazdej z tychto parcidlnych
Sfunkcii funkcie §04;
6. jej obe parcidlne derivdcie prvého radu existujii na celej rovine, teda aj v bode [0,0].

2. Zovseobecnenia — vyuZitie zloZenej funkcie s hlavnou zloZkou 4

Prvy  priklad, ktorym uvedieme celi problematiku je funkcia tvaru

2 pre [x,y] = [0.0];
f2:f2(6,y) =, (x*y) = w2 Pre Loyl = 10,0k , ktorym sa vo forme protiprikladu
0, pre [X, y] = [0'0];
v zdkladnych kurzoch matematickej analyzy dokazuje, ze pre existenciu limity
lim[y 510,01 f (X, ¥) nepostacuje, aby existovali a rovnali sa navzijom Vsetky limity
parcidlnych funkcii k funkcii na priamkach prechadzajucich bodom [0,0]. Napriek tomu,
ze ide o znamu tulohu (¢i protipriklad) a mal by ju poznat' kazdy absolvent ucitel'ského
Studia matematiky, opatovne sformulujme kl'aicové vlastnosti aj funkcie f,.

Priklad B. (pozri napr. (Fulier et Vrabel, 2007), (Gelbaum et Olmsted, 1964)). Dokazte, Ze funkcia

o f>(x,y) = $0,(x?,¥) vbode [0,0] nema limitu, preto nie je spojita, nie je diferencovatelnd

V tomto bode, napriek tomu, ze pre funkciu f, plati

1. jef kazda parcidlna funkcia vzhladom na lubovolnii priamku prechddzajiicej bodom [0, 0]) je
spojita v bode [0,0] (samozrejme aj v ostatnych bodoch prislusnej priamky);

2. jej kazda  parcialna  funkcia vzhladom — na  lubovolnu  parabolu  tvaru
y = Ax%(A € R) je, s vynimkou bodu [0,0], je konstantnou funkciou s konstantou rovnou

Cislu #, preto v bode [0,0] existujui viastné limity kazdej ztychto parcidlnych funkcii
k funkcii f5;
3. jej obe parcidlne derivicie prvého radu existujii na celej rovine, teda aj v bode [0,0].

Obr. 1. Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie f,:z = f,(x,y) = $,(x2,y)
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Nacrt rieSenia. Spojitost parcidlnej funkcie vzhladom k l'ubovolnej priamke x =at,y = ft,t €R,
2
a? + B2 # 0 vyplyva z toho, 7e pre kazdé t € R je f,(at, Bt) = o1 ((at)?, Bt) = — Ft50= £(0,0) pre

att?+p
t = 0. Parcialna funkcia k funkcii f, vzhladom k [ubovolnej parabole tvaru y = Ax? (x # 0, A € R), tj.
funkcia g, (x?% Ax?) = ﬁ = const, preto existuje jej vlastna limita ling) p1(x%, Ax?) = ﬁ. Pre rozne A
xX—
dostavame vsak rozli¢ne vysledky, preto [ l]inEO - f,(x,y) neexistuje ateda funkcia f, nie je spojitd v bode
xy]-lo,
[0,0].

Poznamka 1. Pozoruhodné spravanie sa funkcie f, je mozné odhalit’ na priestorovom
a vrstevnicovom grafe tejto funkcie vytvorenom systémom Mathematica na Obr.1.

V niektorych zbierkach uloh nachadzame casto pripad funkcie, ktory je symetricky
k funkcii f,, tj. funkciu hy:hy(x,y) = f,(x,y*). Zhladiska naSich cielov je rozdiel
medzi tymito funkciami nepodstatny. Totiz rozdiel je iba vtom, Ze funkcia g, je
konstantna na parabolach s rovnicou x = Ay?,(y # 0,A € R) (pozri tiez graf funkcie h,
na Obr. 2).

Obr. 2. Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie hy: z = h,(x,y) = 0, (x, y?)

V nasledujucej casti sa budeme venovat zovSeobecneniu ulohy z Prikladu B.
Bezprostrednym zovSeobecnenim moze byt pripad, v ktorom rolu kvadratickej funkcie
y = x? preberie Tubovolna spojita funkcia g: y = g(x) s vlastnostou lim,_,q g(x) = 0.
Vyuzitim Peanovej funkcie vytvorime zlozenu funkciu

gx)y

F:F(x,y) = :(g(x),y) = 7200 + 92

Tato funkcia mé uz jednu zaujimavu vlastnost’: jej parcidlne funkcie vzhl'adom na kazda
z kriviek y = Ag(x), (kde A€ R je lubovolna konstanta), tj. funkcie  tvaru

. _ g)Agx) A
fA' fA(x) T g2(0)+g2(x) ~ A?+1

funkciami, ktoré maju limity, ale ich hodnota zdvisi od ¢isel 4, preto limpy 110,01 F (x, )
neexistuje. To v8ak znamen4, Ze funkcia F je nespojita v bode [0, 0]. Zostava eSte najst’
funkciu h:y = h(x), ¢i mozZno este lepSie, systém funkcii (napr. hg:y = Bh(x), kde B je
Tubovolné realne ¢islo), vzhl'adom ku ktorym su prislusné parcialne funkcie k funkcii F

spojité v bode x, = 0, t.j. pre ktoré je lim,_ o F(x, hg(x)) = liH(l) % = 0. Tato
xX—

vlastnost’ vieme zabezpecit’ dvoma jednoduchymi podmienkami na funkcie g, h.

su v prstencovom okoli bodu xy =0 konStantnymi

70



O JEDNEJ ZAUJIMAVEJ TRIEDE FUNKCII VIAC PREMENNYCH II.

Uvedenu tivahu mozeme preformulovat’ do nasledovnej vety.

Veta 1. Nech je funkcia g: y = g(x) je dana spojita v okoli U(0) bodu 0, pricom pre
kazdé x € U(0),x #0 je g(x) # g(0) =0. Nech h:y = h(x) je Tubovolna spojita
funkcia v okoli U(0) bodu 0 taka, ze h(0) = 0 a pre kaidé x e U(0), x #0, je h(x) # 0.

Nech funkcie g, h naviac spinaja: llm gE 3 = 0, alebo llm g(x) = 0. Potom plati:
Funkcia F: F(x,y) = p,(g(x),y) = % , kde g, je Peanova funkcia. nemd v bode [0, 0]

limitu, preto nie je spojita anie je ani diferencovatelna v tomto bode, napriek tomu, ze
funkcia F ma nasledovné vlastnosti

1. je spojita (na mnozine U(xy) X (—%,%)) vzhladom na premennii x i\ vzhladom na
premenni y,

2. jej  parcialna  funkcia  vzhladom ku  krivke  Hp danej  rovnicou
y = Bh(x), (kde B € R je lubovolna konstanta), je spojitou funkciou v okoli
U(0) ateda i v bode [0,0], preto pre limitu funkcie F vzhl'adom ku krivke Hp plati

lim F (x,y) = lim,_,, F[x, Bh(x)] = F(0,0);
[X;Y]—’[O'O]'[x:Y]E}[B

3. jej kazda parcidlna funkcia vzhladom k Tubovolnej krivke L, danej rovnicou
y=A4g(x), (A€ R je lubovolna konstanta), je pre kazdé x € U(0),x #0
konstantnou funkciou, preto v bode [0,0] existuju viastné limity kazdej ztychto
parcialnych funkcii k funkcii F, pricom

F (x,y) = limy F[(x, Ag(x)] =
dF(0,0) dF(0,0)

ox ' oy
Dékaz. Nech funkcie spiiaji predpoklady vety anech A # 0,B # 0 (pre A=0,B =0 je
dokaz trivialny). Pre limitu parcidlnej funkcie k funkcii F vzhladom k Tubovolnej krivke
Hp danej rovnicou sa rovna

F (x' Y) = limx_,OF[x, Bh(X)] = }Cl_% Sol[g(x)»Bh(x)] =

lim —
[x,¥]1-[0,0],[x,y]€L4 A1’

4. existujui obe parcialne derivacie

lim
[x,y]-[0,0],[x,y]eH

Bg(0)h(x) (%) - 8GE)

lim - e = }Cl_r;r(l) (@)24_32 = chl_rg 1+Bz(h(x)) =0 = F(0,0), pretoze podl'a
h(x) gx)

predpokladu bud’ Exi — 0 alebo hEx; — 0 pre x = 0. To vSak znamena (ak uvazime aj

spojitost’ funkcii g, h), ze funkcia F je spojita vzhl'adom na krivku Hp v celom okoli U(0).
Analogicka situacia je aj s limitou funkcie F vzhl'adom ku krivke £,. Plati totiz
. Ag*(x) A A
[x,y]*[lég},[x,y]EEA ) = llmF[(x A9l = oA2 g2(x) + g%(x) L_r)ré AZ+1 AZ+1

Tato limita vSak zavisi od vyberu kriviek £y, preto I« ll]m[0 ol F (x,y) neexistuje.

A celkom na koniec, 'ahko nahliadneme, Ze napriklad pre % plati

OF(00) _ iy EXO-FOO) _ 13y O = 0. Podobna situécia je aj s 900 _ ),
ox x-0 X x-0X ay

Poznamka 2. LCahko overime, Ze vo formulacii Vety 1 méze byt okolie U(0) bodu 0
nahradené pravym, resp. lavym okolim tohto bodu, ba dokonca aj okolim U(xg)
I'ubovolného bodu x4 € R. Zaujimavé, ze poziadavky na limity funkcii g, h, f/g mdzeme
sformulovat’ aj pomocou tzv. symbolov ,,0°: g(x) = o(h(x)), alebo h(x) = o(g(x)) pre
x = 0. AvSak vzhl'adom na nejednotné pouZzivanie uvedené¢ho symbolu, to neurobime.
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Na zéklade vySsie uvedenej vety je mozné l'ahko vyriesit’ nasledovnu ulohu
Uloha 1. a) Nech n €N, n>2a a € R, a > 0 su dané &isla. Dokazte, ze nasledovné
funkcie nie st spojité v bode [0,0]

a) F,(x,y) = xzfl_+yy2'pre [x,y] # [0,0]; b) Fy(x,y) = xtﬁl+§zrpre [x,y] # [0,0];
0’ pre [x' J/] = [OPO]J 0, pre [x’ y] = [0’0]1

napriek tomu, ze funkcia F; (resp. F,) ma nasledovné vlastnosti:

1. je spojitd vzhl'adom na premennt x i vzhl’adom na premennu y;

2. jej kazda parcidlna funkcia vzhladom k Tubovolnej Krivke tvaru y = Agx¥* (resp.
y = B|x|#) pre Tubovolny exponent k € Nk #n (resp. S € R, > 0,8 # a)
a kazdu konstantu B € R, je spojitou funkciou;

3. jej kazda parcialna funkcia vzhladom k Tubovolnej krivke tvaru y = Ax™ (resp.
y = Alx|%), kde A € R je lubovolna konstanta, je pre kazdé x # 0 konstantnou
funkciou, preto v bode [0,0] existujui viastné limity kazdej z tychto parcialnych funkcii;

4. jej obe parcidlne derivicie prvého radu existuju na celej rovine, teda aj v bode [0,0]
(v tomto bode su vSak obe tieto parcidlne derivacie nespojité).

3
Obr. 3. Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie F:F(x,y) = }%, F(0,0)=0

Poznamka 3. Je vhodné poznamenat, Ze pri tvorbe narocnejsich tiloh uvedeného typu je
gx)y
g*(x)+y?
vynasobenim ,,neSkodnym* stcinitelom, napriklad funkciou f:z = f(x,y), pre ktora

je:  lim x,y)=b€eR, b#0.
I (B ) )

mozné ,,skomplikovat* konkrétne zadanie funkcie F:F(x,y) = ,(g(x),y) =

V pripade, Ze funkcie f, g maju naviac aj derivacie, tak Vetu 1 je mozné preformulovat’
do nasledovného tvaru.

Veta 2. Nech n € N, je l'ubovolné, ale pevne zvolené ¢islo a nech k € Nk #n je
lubovolné <¢islo. Nech funkcia g:y = g(x) je definovana v okoli V(0) bodu
X9 =0,9(x) # 0 pre x # 0 a nech je vtomto okoli n — krat spojite diferencovatelna,
pricom pre g®(x) # 0 (i = 0,1, ...,n) pre kazdé x # 0 a v bode x, nech spiia

g0 =g'0)=g"0) = =g"D(0)=0,9"0)=a+0, a€R.
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Potom funkcia F: F(x,y) = $,(g(x),y), kde [x,y] € Q =V (0) X R nema v bode [0,0]
limitu, teda nie je ani spojita a ani diferencovatelna, napriek tomu, ze funkcia F ma
vlastnosti:
1. je spojita (aj v bode [0,0]) vzhladom na premennti x i vzhl'adom na premennt y;
2. jej parcialna funkcia vzhladom KTlubovolnej krivke  danej rovnicou
y = Bh(x), pre kazdi kon$tantu B € R je spojitou funkciou ateda pre limitu

funkcie F vzhladom ku krivke H plati lim F (x,y) = 0 kde funkcia
[xy]-[o, 0] [x.y]ex

h:y = h(x) je vokoli V(0) k — krat spojite diferencovatelna, s vlastnost’ami:
kde R (x) 0 (j=0,1,....,k)prex #0a
h(0) = h'(0) = h"(0) = - = h*D(0) = 0,h®(0) =b # 0,b € R;

3. je kazda parcidlna funkcia vzhladom k Tubovolnej krivke tvaru y = Ag(x), kde
A € R je 'ubovolna konstanta, je (s vynimkou bodu [0, 0]) konsStantnou funkciou,
(s konstantou ﬁ), preto v bode [0,0] existujii viastné limity kazdej z tychto
parcialnych funkcii k funkcii F;

4. obe parcialne derivacie prvého radu funkcie f existuji na mnozine Q =V (0) X R,
teda j v bode [0,0].

Dokaz. Zrejme staci dokdzat’ iba tvrdenia z Casti 2. Nech st teda splnené predpoklady vety.
Vytvorme parcialnu funkciu F(x, Bh(x)) = §#1(g(x), Bh(x)),x € V(0). Mame dokazat,
ze limg, (9 (x), Bh(x)) = 0.

X—
Vzhladom na to, Ze pre n, k € N, plati k # n, mozu nastat’ dva pripady:

h(x)
. _ sgeone __ o Bloc) y
a) Nech k > n. Potom chl_rggol(g(x),Bh(x)) 11_r)r(1) GCOP+BROE — m Bz[hg";] » a staci
gx
n — krat aplikovat’ L "Hospitalovo pravidlo na limitu llm E ; a vyuzit’ spojitost’ n —tych
R _ h(n)(x) _h™@ o _ oy
derivacii funkcii g, h, teda llm T T Im e S = ™) —a 0, vyuzitim
¢oho uz 'ahko dostaneme 11rr(1)501 (g(x), Bh(x)),
xX—
gx)
b) Nech k <n. Potom limg, (9(x),h(x)) = &L)) a opitovne stadi k — krat
[h(x)] +1
aplikovat L’ Hospitalovo pravidlo na limitu 11m Ex; % =0), teda tiez plati

91(1_r)r(1)F(x,Bh(x)) = }cl_r)r(l)gol(g(x), h(x)) =0= F(0,0).

Na zaver sformulujeme tvrdenie, v ktorej vystupuje jedna zaujimava funkcia, ktora sa
objavuje v mnohych protiprikladoch z matematickej analyzy. Ide o pozoruhodnu funkciu
definovant nasledovne

. _ e~ 1/x* pre x # 0,
g9:9(x) = {0, pre x = 0.

Tato funkcia je nekonecne krat diferencovatelna na celej Ciselnej osi, s vynimkou jediného

bodu x = 0 je kladna, ale napriek tomu je g¢¥)(0) = 0 pre kazdé k € N, pozri napriklad
(Kluvanek et kol.,1961, s.111, priklad 5)).
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Dosledkom uvedenych vlastnosti tejto
funkcie je, ze MacLaurinov rad funkcie g
konverguje na intervale (—oo, o), ale jeho
sucet sa v ziadnom bode x # 0 nerovnd
funkcii g(x).

V uvedenom priklade je tiez dokdzané, Ze osf
pre kazdé nezaporne celé Cisla n a k plati

@
lirrég x,fx) =0. Tento fakt v dalsom
X—

vyuzijeme.

Obr. 4. Graf funkcie g:y = g(x)

Da totiz o¢akavat, ze aj zlozena funkcia vytvorena z funkcie g a Peanovej funkcia
F:F(x,y) = $1(g(x),y)

bude mat’ urcite zaujimavé vlastnosti.
V monografii (Gelbaum — Olmsted, s. 148-149, 1964) je uvedené, ze limita funkcie F

n
v bode [0,0] vzhl'adom na Fubovolnu algebraicki krivku x™ = (%) , tj.y =cx™™,
kde ¢ # 0 je konStanta a m,n € N su nesudelitelné ¢isla, (v pripade parnecho n sa
samozrejme predpoklada, ze x > 0) sa rovna nule. Tento vysledok v dokaze nasledujuce;j

vety zovSeobecnime pre Pubovol’nui krivku y = x%(kdex =0, € R,a > 0)
a nasledne ho vyuzijeme v nasej teorii.

Veta 3. Funkcia F:F(x,y) = #,(¢(x),y) nema vbode [0,0] limitu, teda nie je ani

spojita a ani diferencovatel'na v tomto bode, napriek tomu, ze pre funkciu F plati

1. jespojitd (i v bode [0,0]) vzhl'adom na premennu x i vzhladom na premennu y;

2. jej parcidalna funkcia vzhladom KTubovolnej krivke H danej rovnicou
y=Bx%* x=0! (kde a,B € R, a >0 sa l'ubovol'né konStanty), je spojitou
funkciou, a teda pre limitu funkcie F vzhl'adom ku krivke H plati

. s ay — 0.
byl ege? (0 Y) = 1imgo1(g(x), Bx®) = 0;
3. jej kazda parcidlna funkcia vzhladom ku Kkrivke H; tvaru y = Ag(x), (kde A € R

, preto
A%+1

v bode [0,0] existujui viastné limity kazdej z tychto parcidlnych funkcii k funkcii F;
4. obe parcialne derivacie prvého radu funkcie f v bode [0,0] existuju.

je l'ubovol'na konstanta), je pre x # 0 konsStantnou funkciou s konstantou

Doékaz. Opitovne dokazeme iba tvrdenie z Casti 2. Ostatné tvrdenia st zrejmé. Rovnako
ako v predchadzajucich pripadoch 'ahko nahliadneme, Ze pre x > 0 plati

g(x)
F(x,Bx%) = $,(g(x), Bx*) =

Bg(x)x“* _ @
[g(012+(Bx®? 7 [g(x)/x ]2 +B2
plati v pripade, ak ¢islo @ > 0 je ¢islo prirodzené, t.j. ak « = n € N. V tomto pripade je
g(x)
=0,

xn

Tvrdenie vety zrejme

podl’a citovaného prikladu pre kazdé n € Nakazdé x € R,x # 0 plati liH(l)
xX—
preto aj lir% F(x,Ax™) = 0.
g

1 A s i s, < s . . [
a > 0 mdZe byt aj iracionalnym &islom, preto mocninna funkcia y = x% je definovand iba pre x = 0.
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-2 -1 0 1 2

Obr. 5. Priestorovy a vrstevnicovy graf funkcie F:F(x,y) = ,(g(x),y)

Pre 0 < a & N zrejme existuje nejaké n = 0,1,2, ... také, ze pre a € (n,n + 1). Vyuzitim
monotonnosti mocninnej funkcie s kladnym exponentom dostaneme pre kazdé x > 0

nerovnost’ f(—x) < gt < %, z ktorej na zaklade vety o limite troch funkcii dostaneme pre

n+1 x
kazdé x > 0, @ > 0 pozadovant rovnost’ lim g _ 0. Zvysok dokazu je uz zrejmy.
x>0 x%
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