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ABSTRACT. In the arcticle with the help of the elementary geometric considerations we will try
to find Viete's formula for evaluation the number 7z . At the same time we find the possibility
of approximation of this constant.
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ABSTRAKT. V ¢lanku sa pomocou elementdrnych geometrickych uvah pokiisime ndjst Vieteov
VZOrec na vypocet c¢isla 7z . Sucasne najdeme moznost aproximdcie tejto konstanty.

KeUCOVE SLOVA: Ludolfove Cislo, kruznica vpisana (opisand) n — uholniku, aproximadcia

CLASSIFICATION: A 308
Uvod

Eulerova formula e” +1=0 je povaZovana za najkraj§i matematicky vzorec.
Obsahuje totiz zakladné konstanty matematickej analyzy, algebry, tedrie Cisel i geometrie.
V dalsich riadkoch sa budeme venovat' prave ¢islu 7, spomenutému aj v uvedenom
vztahu, ktoré pozname predovsetkym z geometrie. Toto Cislo je zname uz z viacerych
starovekych civilizacii, pricom kazda pouzivala svoju vlastni aproximaciu. Napriklad

. . . 25 . .
Vv babylonskej matematike sa pocitalo s hodnotou ﬂ:E:&lZS; egyptski matematici

256

zas polozili 7= a1 =3,1605; v Biblii postacila aproximacia 7 =3. Zatial’ ¢o nas prvy

uvedeny odhad je asi zobdobia 2000 rokov p. n. I, Archimedes zo Syrakuz v dobe
22 22 y

priblizne 200 rokov p. n. l. uz nasiel ohranicenie 7—13i3,140< 7r<7i 3,142 . Dalsi

zaujem o toto Cislo prichadza az v stredoveku — Viete ho ur€il s presnostou na 9
desatinnych miest, van Roomen na 15, Ludolf van Ceulen dokonca na 35 desatinnych
miest (v roku 1610). Odvtedy ¢islo 7 nesie oznacenie Ludolfove ¢islo.

Nasledujtiicimi tivahami sa pokiisime odvodit’ rovnost’

ﬁ'\¢2+\/§.xlz+\/2+ﬁ ‘\/2+x/2+¢2+\/§‘ 2
; > ) 5 =

V4
ktoru este v roku 1593, no odlisSnym spdsobom, objavil francizsky matematik Francois
Viete a ktoré zovseobecnil Leonard Euler v tvare

. a o [04
lim COS—-COS— -COS—-...-COS — = ——.
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Z nagho postupu vyplynie aj istd moznost odhadu &isla 7 ."

KruZnice opisané n - uholniku

2"1. yholnikov s konstantnym obvodom o.

Uvazujme postupnost’ pravidelnych
Nech kruznice k, (kde n=1, 2,...) opisané uvazovanym 2"*1_ uholnikom su ststredné

so stredom v bode S (obr. 1).
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Ozna¢me AB; stranu pravidelného 22 - uholnika s obvodom o, potom pre jej dizku

. 0 . . .
samozrejme plati |AlBl|=Z Ak bod S je stred kruznice k,, opisanej uvazovanému

Stvorcu, potom usecka SA je jej polomerom (obr. 2).

Ozna¢me P, pdtu kolmice z bodu S na stranu A B, uvazovaného Stvorca, t.j. isecka SP

je vyskou zbodu Sna stranu uvazovaného §tvorca. Dizku polomeru SA, kruZnice k;

oznaéme r adizku vysky zbodu Sna stranu AB, uvaZovaného $tvorca ako v, teda

Nech use¢ka A,B, je stranou nasledujuceho pravidelného 23~ uholnika s obvodom o.
o 0 360° .

Potom pre jej dlzku a velkost’ uhla A,SB, plati |AQBZ|:§, |KAZSBZ|:T, tj.

[ABy| =J|AB, |<A,SB,| =2 |cASE.

To vSak znamena, Ze stranu A,B, pravidelného osemuholnika m6Zeme zostrojit’ ako
strednu priecku trojuholnika AB,C;, kde bod C; je priese¢nik osi uhla ASB,

“v predoslych riadkoch sme spomenuli velikanov, ktory sa snazili vy¢islit 7z logickymi, tj. matematicky
korektnymi, postupmi. Ako protiklad k tomuto rieSeniu problémov mézeme tradi¢ne pouzit’ politikov a ich
spravanie. V roku 1897 sa v state Indiana jednoducho rozhodli, ze “spravnu” hodnotu 7 mdzu uzakonit’
legislativne... Nastastie, tato procedura bola preruSena istym matematikom, ktory zhodou néhod sa tohto
zasadania zucastnil.
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skruZznicou  k;. Potom je polomerom kruznice k,, opisanej uvazovanému
osemuholniku. Nech P, je pdta kolmice zbodu S na stranu A,B, uvazovaného
osemuholnika, t.j. ise¢ka SP, je vySkou z bodu S na stranu uvazovaného osemuholnika.
Dizky use¢iek SA,, SP,, podobne ako v predchddzajicom pripade ozna¢me |SA2| =r,,
|SP2| =v,. KedZe r, je dizka strany a v, dizka vysky na zakladiu rovnoramenného
trojuholnika A,SB,, je zrejmé, Ze plati r, > v, .

Z obr. 2. tiez vidime, Ze 1, -V, =|C,P|<|C\R|=r—V;. KedZe v, je vyskou na stranu
A,B, rovnoramenného trojuholnika A,B,S, kde |A,S|=|B,S|=1,, tak r,—v,>0.
Odtial’ uz vyplyva platnost’ nerovnosti 0<r, —v, <f—V;. No vzhladom k tomu, ze
usetka A,C, lezinaosiuhla B,A,C,, bod C, patriusecke C,P,, tj. |C,R|<|CP,|.
Kedze usecka A,B, je strednou prieckou trojuholnika AB,C,,  tak

|C1P2| = %|C1P1| = %(I‘1 —V;). Zhrnutim uvedeného dostavame

1
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Stranu A;B, pravidelného Sestnastuholnika, pre ktorej dizku plati |AgB3| = %|AQBZ| = %
modzeme analogicky ako v predchadzajicom pripade zostrojit ako stredn(i priecku
trojuholnika A,B,C,, kde bod C, je priese¢nik osi uhla A,SB, skruznicou Kk,
(obr. 3). Potom tusecka SA;, kde |SA3| =1;, je polomerom kruznice k; opisanej
uvazovanému 3estnastuholniku a usetka SP;, kde |SPy|=v;, je vyskou zbodu S na
stranu uvazovaného pravidelného Sestnastuholnika.

Z obr. 3 vidime, 7e Iy —V; =|C3Ry| <|CoRy| =1, —V,, tj. O<ry—Vy<r,—V,. Vyuzitim

nerovnosti z predchadzajtceho pripadu tak dostavame O<r;—v; <r, -V, < —V;. KedZze
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Usetka AC, lezi na osi uhla B;AC,, bod C, patriusecke C,Py, tj. |C5Py|<|C,Ry|.

Analogicky ako v predchadzajuicom pripade, tUse¢ka  AsB;  je strednou prieckou
1 1

trojuholnika A;B,C,, teda |C2 P3| = §|C2 P2| = E(rz —V,). Odtial uz vyplyva nerovnost’

1 1 1

resp.
0<r;—Vv, <2—12(r1—v1).

V zostrojovani pravidelnych 2" uholnikov s konstantnym obvodom 0 médzeme zrejme

podobnym spdsobom pokracovat’ l'ubovolne dlho. Nech teda usecka SA,, kde |SA1| =r,,

je polomerom kruznice K,, opisanej uvaZovanému 2" uholniku a usecka SP,, kde

2™1_ yholnika.

|SPn| =V,, je vyskou z bodu S na stranu tohto pravidelného
Potom zrejme plati aj nerovnost’ I, —V, =|Cn Pn| <|Cn_1Pn_1| =I,_4—Vy4. Vzhladom na
to, z& Vv, je vySkou na zadkladfiu rovnoramenného trojuholnika AB,S, kde
|AS|=|B,S|=T,, pre kazdé neN tiez plati r,>v,, &z r,—v,>0. To viak
znamena, Zze plati O<r, =V, <Ih1—Vh- Vyuzijuc nerovnosti, ziskané
v predchadzajucich pripadoch, dostavame
0<.<lh =V, <.u<3=Va <L =V, <[ —V;.

Podobnymi tvahami ako V predchadzajicich pripadoch by sme zrejme tiez dospeli
k zaveru (ktory mozno dokazat’ matematickou indukciou), ze pre vSetky neN tiez plati

1 1 1
h—Vh = |Cn I:)n| < |Cn—1Pn| = §|Cn—1Pn—1| = E(rn—l _Vn—l) < F(rl _Vl) )
resp.
1
r—v, < F(rl V).
Z uvedeného uz vyplyva, ze pre vSetky neN plati

1
o<r,—v, <F(rl—v1).

. . 1 - .
Ked7e lim0=0 asucasne lim ——(r —v;)=0, tak na zéklade vety o limite zovretej
n—o n—oo 2n—l

postupnosti dostavame
lim (r, —v,)=0 resp. limr, =limv,.
—0

I
n—oo n—oo n

Nech limr, =limv,=R. Pretoze r, je polomer kruZnice opisanej 2"*'- uholniku a
n—oo n—o0

V, zas polomer kruZnice vpisanej 2" uholniku, pre obvod 0 2" uholnika, kde
n=12,..., plati
27V, <0< 27k, .
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No kedze lim 2zv, =27zR atiez lim 271, =27R, z vety o limite zovretej postupnosti

n—oo nN—oo
, .- . 0
vyplyva, ze aj 0=27zR, Cize R:2—.
T

Geometricky mozno interpretovat’ tento fakt nasledovne: existuje jedind kruznica, ktora je
zaroven Clenom postupnosti vpisanych i opisanych kruznic; navysSe — tato istd kruznica je

sucasne akymsi limitnym ,, 2" yholnikom* v postupnosti nami konsStruovanych 2mi_
uholnikov.
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Ak ozna&ime velkost uhla |ASC,| =% symbolom ¢, potom z obr. 6a, 6b je uz zrejmé,

5 T a a ) ) . . "
7e plati -2 = COSE , 2= Cosz—z. Matematickou indukciou uz potom l'ahko dokazeme,
h I

y oy . ,
7e pre kazdé neN plati rovnost —— =cos .
r 2”—1
n-1
Dosadenim prave =ziskanych rovnosti do nasledujucej trividlne platnej rovnosti
LhEh T

L=n2.3. 2. pre r, tiez dostdvame
h b I3 T2 T
L Lo ha T a o o @
h=n-2.2. 2. L. —p.c0S - C0S—-COS—z-...-COS——.
nnn o g 2 2 2

Vyuzijic skuto¢nost’, ze  lim r, =R, ziskavame

n—oo
. . (24 (24 (24 (24
limr, = limr -cos—-cos— - CoOS—-...- COS =R,
n—o n—ow 22 23 on-1

resp.

. o a a a R _on
lim COS—-COS—Z-COS—3-...-COS ==
n—o0 2 2 2 2n_ n n
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7 _\2
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Kedze o= a cos , pouzitim vztahu pre polovi¢ny argument kosinusu, t.j.
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COSE = , mozeme predchadzajiicu rovnost’ napisat’ v tvare
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1 2
Ak zvolime 0=2, potom R=— a r=—, dostdvame

V4 4
\/2+J§_«/2+\/2+\/§_\il2+x¢2+\/2+«5. 22
2 2 2 T

T

pripadne po uprave ziskavame rovnost’

ﬁ.\¢2+\/§.\/2+\/2+\/§ '\[i2+\/2+«l2+\ﬁ_ 2
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3

Navyse si v§imnime, Ze z uvedeného tieZ vyplyva moznost’ aproximacie ¢isla 7, kedze
pre kazdé neN plati

0 .0 0
vV, <R<n, v, <—<rn, tj, —<zr<—.
2w 2r, 2V,

Zaver

Vypocet Cisla 7z fascinoval matematikov ¢i laikov uz oddavna. V ¢lanku sme sa
dostali k vzorcu, ktory inym spdsobom odvodil koncom 16. storo¢ia Francois Viete
(zaujimavost'ou hodnou spomenutia je, Ze v tomto zapise sa prvykrat v historii matematiky
objavil nekone¢ny sucin). Zaroveni sme pri naSom postupe pri opisovani kruznic nasli
metddu na jednoduché ohranicenie Ludolfovho ¢isla.

Literatara
[1] Znam, S. (1986). Pohl'ad do dejin matematiky. Bratislava, Alfa, 1986. 240 s.

[2] Beckmann, P. (1998). Historie ¢isla 7 . Praha, Academia, 1998. 172 s. ISBN 80-200-
0655-9

Clanok prijaty diia 12. aprila 2013.

Adresa autorov

Mgr. Michaela Klepancova

Katedra matematiky Fakulta prirodnych vied Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre,
Tr. A. Hlinku 1, SK — 94974 Nitra; e-mail: michaela.klepancovaQukf.sk

PaedDr. Marek Varga

Katedra matematiky Fakulta prirodnych vied Univerzita KonStantina Filozofa v Nitre,
Tr. A. Hlinku 1, SK — 94974 Nitra; e-mail: mvarga@ukf.sk

104





