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THE SECOND GRAPHIC VIEW OF PROGRAM GEOGEBRA
DRUHE GEOMETRICKE OKNO V PROGRAME GEOGEBRA

MARIA KMETOVA

ABSTRACT. Dynamic program GeoGebra has its place in mathematics teaching for several
years. The program allows its effective use in various areas of mathematics by opening of
different types of views (such as algebraic, CAS, spreadsheet, construction protocol, etc.). In
this paper, we focus on the use of possibility to open the second graphic view, which provides
program GeoGebra 4.2. We present examples for simultaneous viewing and comparing
different geometric constructions with the same starting data.
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ABSTRAKT. Dynamicky program GeoGebra ma uz niekolko rokov svoje miesto vo vyucovani
matematiky. Otvaranie réznych typov okien (ako napr. algebraické, CAS, tabulkovy kalkulator,
postup konstrukcie, atd’) v programe umoznuje jeho vyuZitie v réznych oblastiach matematiky.
V tomto ¢lanku sa zameriavame na vyuzitie moznosti otvorit’ druhé geometrické okno, ktoré
poniika program GeoGebra 4.2. Uvadzame priklady na simultanne sledovanie a porovndvanie
roznych geometrickych konstrukcii s totoznymi vychodiskovymi udajmi.

KrUCOVE SLOVA: GeoGebra, geometrické konstrukcie, paralelné suradnice

CLASSIFICATION: G90, R60, U70

Uvod

Vo vyuCovani geometrie je ¢asto vel'mi uzito¢né nejaky jav skimat’ z réznych hladisk
a poukazat’ na viaceré suvislosti. Geometrické objekty sa viacSinou daju zostrojit’ roznymi
kons$trukciami. Dve vedla seba umiestnené geometrické okna v GeoGebre [5] poskytuju
vyborni moznost’ na porovnanie a pochopenie vztahov medzi jednotlivymi krokmi
roznych konstrukcii toho istého geometrického objektu.

V prispevku uvedieme priklady na dva druhy konstrukcie kuzeloseciek, konsStrukciu
hodografu krivky a konstrukciu dudlneho obrazu krivky. V kazdom z vymenovanych
pripadov je mozné sledovat’ konstrukciu jedného vybraného bodu danej krivky (resp. jemu
zodpovedajticej priamky) paralelne v dvoch réznych suvislostiach.

KonS$trukcie kuzeloseéiek

Jeden z dvoch tu porovnanych konstrukcii elipsy (resp. hyperboly) je nasledovna. Tieto
kuzeloseCky vytvarame ako mmnozinu vsetkych stredov kruznic dotykajlcich sa danej
kruznice a prechddzajlicich danym bodom. Ak dany bod sa nachadza vo vnutri danej
kruznice, dostaneme elipsu, v opa¢nom pripade dostaneme hyperbolu. Konstrukcia
pomocou programu GeoGebra je nasledovna: Na urcujlcej kruznici & so stredom O; (a
polomerom dizky hlavnej osi hlPadanej elipsy) si zvolime bod D. Hrladany stred
G kruznice, ktora sa dotyka kruznice kvbode D aprechadza danym bodom O, sa
nachadza na osi o tetivy DO, a zaroven na priemere DO, kruznice k, teda G = DO; N o.
Kedze uz pozname jeden bod (bod G) hl'adanej krivky, sta¢i pouzitim tlac¢idla ,,mnozina
bodov* vyznacit bod D kruznice kabod G, ktory hladanti mnozinu bodov urcuje.
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Program vykresli mnozinu bodov, ktoré by sme dostali obdobnou konstrukciou ku vsetkym

bodom kruznice k, teda elipsu s ohniskami O; a O,.

Ak bod O, je vonkaj$im bodom

kruznice k, tak body G opiSu hyperbolu. Ak danu kruznicu k£ nahradime priamkou p, tak
mnozina vsetkych stredov jej dotykovych kruznic prechadzajicich bodom O, tvori

parabolu s riadiacou priamkou p a ohniskom O,.

a=6

Obrazok 1

Z didaktického hladiska je velmi dobré tGto konstrukciu porovnat’ s konstrukciou
kuzel'oseCiek podla definicie. Teda v pripade elipsy zostrojime body, ktorych stcet
vzdialenosti od danych dvoch bodov F; a F; je dana konStanta vicsia ako vzdialenost’ F,F,
(dizka hlavnej osi hladanej elipsy). Na obrazku 1 vidime ukazku stcasnej konstrukcie
bodu elipsy danej velkostou hlavnej osi 6 jednotiek a vzdialenostou ohnisk 4 jednotky
v dvoch geometrickych oknach, kde pohybom bodu D po urcujucej kruznici program
GeoGebra postupne vykresl'uje vznikajice body G na pravej strane a zodpovedajice body

A na lavej strane (pricom |F;A| = |0,G| a |F,A| + |F,A| = |0,G| + |0,G| = 6).

N N
=N

.

a=6

Obrazok 2

Obdobne sa daju vytvorit’ dvojice konstrukeii bodov hyperboly alebo paraboly.
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Tato konStrukcia umoziuje aj ukdzku tvorby prisluSnej obalovej krivky, ktoru tvoria
doty¢nice v jednotlivych zostrojenych bodoch. Pre elipsu to vidime na obrazku 2.
Konstrukcia krivky a jej hodografu

Hodograf krivky je taka krivka, ktora vyjadruje zmeny smeru doty¢nice povodnej
krivky v kazdom jej bode [1], [3].

A C B

P o -

Obrazok 3

Na obrazku 3 na pravej strane vidime hodograf krivky z I'avej strany. Pohybom bodu C po
usecke AB ur¢ime parameter z intervalu (0, 1) pre ktory sa zobrazi bod krivky ur¢eny de
Casteljauovym algoritmom [1] s vyznacenou doty¢nicou a dotykovym vektorom, ktory je
polohovym vektorom bodu H na hodografe krivky na pravej strane.

Dualita a paralelné suradnice

Nech su dané body shomogénnymi suradnicami (xq,x,,1) v kartezianskej
suradnicovej ststave (0, &, é,) rozsirenej euklidovskej roviny E,. Nech je suradnicové
ststava s paralelnymi osami [2], [4] vloZena do suradnicovej sustavy (0, €;, €,) S kolmymi
suradnicovymi osami X, Y tak, Ze paralelné suradnicové osi x; a x, st dané rovnicami X =0
resp. x =1 v tejto sustave.

Definujeme dualitu, ktora priradi kazdému bodu B = (xq,x,,1) rozsirenej
euklidovskej roviny E, priamku uréent spojnicou vyznadenych suradnic x; ax, na
paralelnych suradnicovych osiach. Rovnice priamok — obrazov bodov ur¢ime nasledovne:
Ku kazdému bodu B priradime priamku p dant vSeobecnou rovnicou ax + by + ¢ = 0,

kde
1 -1 0\ /x1
[a,b,c] = ( 0 O 1) <x2> .
-1 0 O 1

Pre nevlastné body rozsirenej euklidovskej roviny (x4, x5, 0) dostaneme

1 -1 0\
0o 0 1 .<x2> = [x1 — x3,0, —x4],
-1 0 0 0
¢o znamena, ze obrazmi nevlastnych bodov rozsirenej euklidovskej roviny budu priamky

rovnobezné s 0sou y. Viac 0 tejto dualite najde Citatel v literattre [4].
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Kvoli jednoduchosti, v d’alSej Casti namiesto zobrazovania Utvarov v siradnicovej sustave
S paralelnymi sturadnicovymi osami budeme hovorit’ o zobrazovani utvarov Vv paralelnych
suradniciach.

Program GeoGebra umozni vizualizovat body aich dudlne obrazy v paralelnych
suradniciach simultanne v dvoch geometrickych oknach. Na obrazku 4 vidime vyznacené
body leziace na jednej priamke aich dudlne obrazy - priamky prechadzajuce jednym
bodom, ktory je duadlnym obrazom povodnej priamky.

a4

Obrazok 4

Obrazy niektorych rovinnych kriviek v paralelnych stradniciach

Pomocou programu GeoGebra [5] vieme vykreslit obrazy niektorych rovinnych
kriviek v paralelnych suradniciach vo vedl'a seba umiestnenych geometrickych oknach.
Mozeme tak simultdnne sledovat’ tvorbu bodovej krivky a zodpovedajucej dualnej
priamkovej (obalovej) krivky v paralelnych suradniciach.

/

/77/%

* /1 ”/ 1y /

Obrazok 5

Obrazom nevlastného bodu v tomto dualnom zobrazeni je priamka rovnobezna s osou Y.
[2], [4]. Vyplyva z toho, Ze priamky, ktoré tvoria obraz krivky s vlastnymi bodmi, obal'uju
krivku ,,podobnu hyperbole” [4]. Priklad takejto krivky a jej obrazu, ako boli sucasne
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vytvorené v dvoch geometrickych oknach vedl'a seba, vidime na obrazku 5. Dualny obraz
elipsy (aj kruznice) je hyperbola, obrazy bodov hyperboly obaluju elipsu [3] (pozri
obrazok 6).
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Obrazok 6

Dalsi zaujimavy vztah mozeme objavit a zviditelnit pomocou dvoch
geometrickych okien programu GeoGebra medzi bodovou krivkou a jej dudlneho obrazu.
Inflexnému bodu krivky zodpoveda bod vratu na dudlnej krivke a naopak, bodu vratu na
krivke zodpoveda inflexny bod na dualnej krivke [4]. V prvom geometrickom okne na
obrazku 7 je Bézierova krivka sinflexnym bodom zostrojena de Casteljauovym
algoritmom [1] a v druhom geometrickom okne je vykreslena prislusna (obalova) dualna
krivka s bodom vratu .

-02

Obrazok 7
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Zaver

V ¢lanku sme poukazali na uzito¢nost’ didaktického vyuzitia druhého geometrického okna
Vv novej verzii programu GeoGebra.
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