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ABSTRACT. In the article, the basic ideas of Eudoxus’ proportionalities and relationship
between quantities are explained and they are compared with the underlying ideas of
Dedekind’s cuts. Some quotations (excerpts) from Dedekind’s and Lipschitz’ correspondence
show their interest in building an exact theory of real numbers as well as their embarrassment
which the comparison of both theory caused.
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idejemi Dedekindovy teorie Fezii. Uryvky z korespondence Dedekinda a Lipschitze doklddaji
Jjejich zdajem 0 exaktni vybudovani teorie redlnych cisel i urcité rozpaky, které komparace obou
teorii vyvolala.
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1. Uvod

V 5. stoleti pfed Kristem fecti matematici zjistili, Ze existuji nesouméfitelné usecky
(napf. strana a thlopiicka &tverce, strana a uhlopfitka pravidelného pétithelniku atd.).!
Tento objev vedl k padu jejich diivéjsich piedstav, ze celou matematiku je mozno postavit
na pfirozenych Cislech a jejich pomérech. Od aritmetickych veli¢in proto ptesli k veli¢inam
geometrickym a v geometrické feCi zacali vyjadiovat zalezitosti aritmetické, ciselné
teoretické i algebraické. Zrodila se tzv. feckd geometricka algebra, rozvijelo se studium
iracionalit. Aritmetickou teorii poméru piirozenych CcCisel nahradila teorie proporci
geometrickych veli¢in. Vytvotil ji Eudoxos z Knidu (asi 408 az 355), matematik,
astronom, lékai a geograf, ktery byl po né&jakou dobu Zakem Platona (427-347). Kromé
teorie proporci koncipoval tzv. exhaustivni metodu a teorii homocentrickych sfér. Jeho
matematické vysledky se objevily na ptelomu 4. a 3. stoleti pfed Kristem v Eukleidovych
Zakladech. Viz [Bel], [Be2], [Be3] a [He].

2. Eudoxova teorie proporci

Eudoxova teorie proporci, teorie poméra a imér geometrickych velic¢in (délek, obsaht
a objemu), je zpracovana v paté knize Eukleidovych Zdkladii. Eukleidés si byl dobie
védom jejiho vyznamu i postaveni v tehdejs$i matematice. Vzdyt' partie o podobnosti, ktera
predpoklada teorii poméri a umér geometrickych veli¢in, je v Zdkladech podana
v nasledujici knize Sesté. V sedmé az devaté knize jsou pfedmétem zkoumani soumétitelné
veli¢iny (Cisla), v obsahlé desaté knize zejména veli¢iny nesoumétitelné.

! Usetky a, b se nazyvaji souméFitelné, existuje-li tsecka ¢ (nékdy se hovofi o mérné usedce)
a piirozena ¢isla m, n, pro ktera je a = mc, b = nc. V opa¢ném ptipadé se nazyvaji nesoumériteiné.
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Pata kniha Zdkladi zacina 18 definicemi, po nichz nasleduje 25 vét. Nejprve uvedeme
prvnich sedm definic,® které jsou nejdillezitdjsi, a objasnime problematiku v nich
obsazenou. Pfiblizime tak duch Eukleidova dila a pozname styl Ceského piekladu.
Soucasn¢ ukazeme, jaké Usili vyzaduje porozuméni matematice, kterd je psana jinym
stylem a téméf bez uziti symboliky, zcela jinak, nez jsme zvykli.®

Prvni dvé definice a jejich vyklad
1. Dilem veliciny vétsi jest velicina mensi, kdyz velicinu vetsi domeéruje.
2. Nasobkem pak veliciny mensi jest vétsi, kdyz ji mensi doméruje.

V prvnich dvou definicich je zaveden pojem nasobku a dilu veliCiny: jestlize pro
veli¢iny a, b je na = b, kde n je pfirozené ¢islo, pak se veli¢ina b nazyva nasobkem
veli¢iny a a veli¢ina a dilem veli¢iny b.

Znovu pripomeiime, ze veli¢inami jsou minény veli¢iny geometrické, tj. délky, obsahy
a objemy a ze nasobkem veliiny a pfirozenym cislem n rozumime veli¢inu na, ktera
vznikne sectenim n exemplait veli¢iny a.

Treti a ¢tvrta definice a jejich vyklad

3. Pomeérem jest néjaky vztah dvou stejnorodych velicin dle jejich kolikosti.
4. Pravime, Ze k sobé maji pomér veliciny, které nasobeny jsouce mohou byti jedna
druhé vetsi.

O poméru dvou veli¢in je mozno hovofit jen tehdy, jsou-li stejnorodé, tj. maji-li
V dne$nim slova smyslu ,,stejnou dimenzi“. Mizeme tedy uvazovat pomér dvou délek,
pomér dvou obsahti, pomér dvou objemtl, ale nikoli pomér délky a obsahu, pomeér délky
a objemu apod. Tento piistup odpovida zakonu homogenity (,,stejnorodosti*), ktery byl
feckymi matematiky zaveden po prechodu od aritmetickych veli¢in k veli¢inam
geometrickym a polozen do zékladi fecké geometrické algebry.* Pomér dvou veligin
zachycuje vztah jejich velikosti (,,kolikost™).

Ctvrta definice navic ika, Ze pomér mohou tvofit jen takové veli¢iny a, b, k nimz
existuji ptirozena ¢isla m, n, pro néZ na>b a mb > a; tato dulezita podminka vylucuje
z dalsich Givah nekone&né malé veli¢iny.” Uvédomme si, Ze n-ndsobkem nekoneén& malé
veli¢iny je opé€t nekonecné mala velicina.

Poznamenejme, ze v Eukleidovych Zdkladech se nekonecné malé veli¢iny nevyskytuji,
ackoliv vychozi axiomy, které jsou uvedeny na pocatku prvni knihy, je a priori z dalich

2 Vyuzijeme Ceského ptekladu Zdikladii [Eu], jehoz autorem je FrantiSek Servit (1848-1923).
O ceskych piekladech a piekladatelich Eukleidovych Zakladui viz [B].

0 problematice prekladi a pfepisii starych matematickych texti viz napiiklad [Be5].

* Poznamenejme, 7e se k zdkonu homogenity v 16. stoleti vratil francouzsky matematik Francois
Viete (1540-1603), autor vyznamné knihy In artem analyticem isagoge (1591). Ve svém
teoretickém poctu zvaném logistica speciosa zavedl celou hierarchii skalard riznych ,,dimenzi®.
Zékon homogenity definitivné odstranil René Descartes (1596—-1650) ve své slavné knize La
géométrie (1637). Viz naptiklad [Bed].

>V fecké matematice nemély misto ani nekonecné (tj. nekonecné velké) veliciny, nebot’ aktualni
nekoneéno Rekové neuznavali. Piijeti aktualniho nekoneéna naraZelo az do 19. stoleti na 8. axiom
Eukleidovych Zdkladii: A celek veétsi nez dil. Kazda aktudlné nekone¢nd mnozina ma totiz vlastni
podmnoziny, které maji stejnou mohutnost jako ona.
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uvah nevylucuji. Vyjimkou je ,,uhel sevieny tecnou ke kruznici a kruznici samou®, ktery je
,men3i nez jakykoli ostry thel* (I11. kniha, 16. v&ta).®

Podminka uvedena ve Ctvrté definici je znamd jako Eudoxtv axiém, Archiméduv
axiéom nebo Eudoxtv-Archimédiv axiém. Archimédés ze Syrakis (287-212) tento
pozadavek, ktery pfipisuje Eudoxovi, formuloval pro délky, obsahy a objemy v praci
O kouli a valei,? pro délky a obsahy ve spise O spirdldch® a pro obsahy v praci Kvadratura
paraboly.® Mizeme jej vyjadtit takto: VEtsi ze dvou danych veligin, at’ jsou to délky,
obsahy nebo objemy, piesahuje mensi o jisty rozdil, ktery, kdyz je dostateCné znasoben, je
vetsi nez kazda z obou danych velicin.

To znamena, Ze napiiklad délky dvou usecek se nemohou liSit 0 nekone¢né malou
a filozofli o povaze a charakteru geometrickych utvarti: co je usecka a z ¢eho se sklada, zda
je délitelna do nekonec¢na atd. (viz napt. [Hj]).

Pata a Sesta definice a jejich vyklad

5. Pravime, Ze jsou veliciny v téemz pomeru k sobé, prvni ke druhé, a treti ke ctvrté,
kdyz stejné nasobky veliciny prvni a treti nad stejné nasobky druhé a ctvrté jsou
dle jakekoli nasobnosti bud’ jeden nad druhy zdaroven vétsi bud’ zaroven stejné bud’
zdroven mensi, jsouce vzaty ve vzdajemném pordadku.

6. Veliciny majici tyZ pomér nazyvame umérou (imérnymi).

Pata a Sesta definice zavadéji rovnost dvou pomért, neboli iméru geometrickych
veli¢in. Pomoci souc¢asné matematické feci a symboliky vyjadiime piedchozi dvé definice
takto: poméry a:b a c:d se rovnaji, tj. tvoii iméru a:b=c:d, jestlize pro libovolné
zvolena ptirozena ¢isla m, n plati:

na<mb pravé tehdy, kdyz nc <md,
na>mb pravé tehdy, kdyzZ nc >md,
na=mb pravé tehdy, kdyz nc =md.

Pokusme se nyni objasnit definici rovnosti poméri pro délky, které lze reprezentovat
useckami (pro obsahy a objemy by byla obdobna piedstava méné nazorna). Piedstavme si,
ze jsme na jednu polopfimku nanesli n exemplaid Gsecky a a m exemplaid tGsecky b
a ziskali tak body A, B a na druhou polopfimku nanesli stejnym zptisobem n exemplait
usecky ¢ a m exemplait usecky d a ziskali tak body C, D. Jsou-li pro kazdou dvojici

® Kolmice na konci priiméru kruhového ziizend padne vné kruhu, a v prostor mezi piimkou (kolmici)
a obvodem nevejde se primka jina, a uhel polokruzni vétsi jest nad jakykoliv ostry uhel primkovy,
zbyvajici vSak jest mensi. ([Eu], str. 43)
" Archimédovo dilo mame k dispozici zejména v publikacich [Arl], [Ar2].
® Further, of unequal lines, unequal surfaces, and unequal solids, the greater exceeds the less by
such a magnitude as, when added to itself, can be made to exceed any assigned magnitude among
those which are comparable with [it and with] one another. ([Ar1], str. 4)
° And here too, as in the books previously published, I assume the following lemma, that, if there be
(two) unequal lines or (two) unequal areas, the excess by which the greater exceeds the less can, by
being [continually] added to itself, be made to exceed any given magnitude among those which are
comparable with [it and with] one another. (JAr1], str. 155)
10 the following lemma is assumed: that the excess by which the greater of (two) unequal areas
exceeds the less can, by being added to itself, be made to exceed any given finite area. ([Arl],
str. 234)
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prirozenych cisel m, n koncové body A, B a C, D na obou poloptimkach (vii¢i poc¢atklim
téchto poloptimek) ,,stejné umistény*, tvoii dané poméry uméru, tj. a:b=c:d.

Rozeberme nyni problematiku uméry podrobnéji, uvazujme pevné dany pomér a : b.
Mnozina NxN vSech dvojic pfirozenych ¢isel (m, n) se rozpadne na tii disjunktni
podmnoziny: X ={(m, n); na <mb}, Y ={(m, n); na>mb}, Z={(m, n); na = mb}.

Mnoziny X, Y, Z jsou uzavieny na ,kraceni“ a ,rozSifovani dvojic, tj. napt. dvojice
(m, n) lezi v mnoziné X pravé tehdy, kdyZz v této mnoziné lezi dvojice (km, kn). Proto
muzeme od dvojic pfirozenych cisel (m, n) prejit ke kladnym raciondlnim ¢islam m/n
a mnoziny X, Y, Z chapat jako podmnoZiny mnoZiny Q" vSech kladnych racionalnich ¢&isel.
Mnozina Q" je tedy disjunktnim sjednocenim mnozin X, Y, Z. Snadno lze dokézat
nasledujici tvrzen:

— mnozina X obsahuje s kazdym ¢islem X vSechna racionalni Cisla, kterd jsou vétsi

nez X,

— mnozina Y obsahuje s kazdym ¢islem y vSechna kladna racionalni Cisla, ktera jsou
mensi nez Y,

— jestlize je z prvkem mnoziny Z, potom kazdé racionalni Cislo, které je vétsi nez z,
je obsazeno v mnoziné X a kazdé kladné racionalni ¢islo, které je mensi nez z, je
obsazeno v mnoziné Y,

— mnozina Z je nejvySe jednoprvkova; jsou-li veli¢iny a, b nesouméfitelné, je
prazdna, jsou-li souméfitelné, je jednoprvkova.

Pomér a: b tedy definuje rozklad mnoZiny kladnych racionalnich &isel Q" na disjunktni
mnoziny X, Y, Z, které maji vySe uvedené vlastnosti. Poméry a : b a c:d se podle paté
(a Sesté) definice rovnaji, tj. tvoii iméru, pravé tehdy, kdyz jim odpovidaji (ve vyse
uvedeném smyslu) stejné rozklady mnoziny Q°.

Sedma definice a jeji vyklad

7. Kdyz ze stejnych ndsobkii ndasobek veliciny prvni jest vétsi nez nasobek druhé,
nasobek tieti viak neni vétsi nez nasobek ctvrté, tehdy pravime, Ze prvni ke druhé
jest v poméru vétsim nez tieti ke ctvrté.

Tato definice umoziuje srovnani pomeérii podle velikosti: existuji-li pfirozena cisla
m, n takova, Ze na>mb a nc <md, pak budeme psat a:b>c:d.

Uvazujme opét pevné zvoleny pomér a:b a rozliSme dva ptipady.

Jestlize jsou veliCiny a, b soumétitelné, pak pro néjaka prirozena ¢isla m, n je a = mc,
b = nc, kde c je jejich spole¢na mira. Pak je na = mb = nmc, tj. ¢islo m/n leZi v mnoziné Z.
Pomér a: b neboli mc:nc je nyni rozumné reprezentovat pomérem m: n dvou piirozenych
¢isel m, n, tj. (v nasi feci) racionalnim Cislem m/ n-

Jsou-li veli¢iny a, b nesoumétitelné, je mnozina Z prazdnd, a proto je Q" disjunktnim
sjednocenim mnozin X a Y. Jestlize je Cislo m/n prvkem mnoziny Y, potom je podle
7. definice a:b>mc:nc, nebot na>mb a nmc=mnc. Pomér a:b je tedy vétsi nez
pomér mc:nc, kterému jsme v piedchozim odstavci ptifadili racionalni ¢islo " n - Jestlize
je cislo m/n prvkem mnoziny X, potom je podle 7. definice b : a > nc : mc, nebot’ mb > na
a mnc =nmc. Pomér b:a jetedy vétsi nez pomér nc : mc, kterému je piifazeno
racionalni Cislo n/m . Je ptirozené usoudit, Ze pomér a : b je mensi nez pomér mc : nc,
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kterému jsme pfifadili raciondlni ¢islo m/ n - MiZeme tedy fici, Ze pomér a:b je ,sevien”
mnozinami X a Y.

Uvédomme si jesté, Ze nerovnost a:b > c:d plati pravé tehdy, kdyz existuje racio-
nélni &islo "/, n, pro které je a:b> / n >c:d (piislusné rozklady mnoziny Q" nejsou
pro poméry a:b, c:d stejné, lisi se alespon v prvku m/ n)-

Objasnéme nyni celou zaleZitost jest¢ jednou, ale z trochu jiného pohledu. Zvolme
jednotku 1 a uvazujme veliCiny, které jsou s ni souméfitelné, resp. nesoumétitelné.
Nasobky jednotky zna¢me piirozenymi Cisly, piSme tedy jednoduse m =m - 1. Je-li veli-
¢ina a souméfitelnd s jednotkou, je na = m ; veli¢ina a je tedy n-tinou veli¢iny m,
tj.a= " n - Veli€ina a je v tomto piipad¢ racionalni.

Je-li veli¢ina a nesouméfitelnd s jednotkou, potom pomér a : 1 urcuje disjunktni
rozklad mnoziny Q" na podmnoziny X a Y. Jestlize m/n patii do Y , pak je na > m,
atedy a> "/, . Jestlize "/, patii do X, pak je na<m, atedy a< "/, . Velitina a je
tedy vymezena disjunktnimi podmnozinami X, Y mnoZiny Q" viech kladnych racionalnich
¢isel. Je iraciondlni.

Pfipomenime, Ze fe¢ti matematici od nejstarSich dob vymezovali iracionalni ¢isla Cisly
racionalnimi. Jiz pythagorejci znali nasledujici odhad odmocniny ze dvou:

7/5 <2 <17/12.

Archimédés v praci O méreni kruhu'' vyuzival pii vypoétu horniho a dolniho odhadu
poméru obvodu a priméru kruhu (odhad konstanty, kterou dnes zna¢ime symbolem )
nerovnosti

265 1351
/153 < V3 < I780.-

Toto vymezeni je mimotadné ptesné, jak ukazuje vypocet rozdilu horni a dolni meze:

1351 265 1
/780_ /153 = /39780-

Pro ¢&islo mt nalezl Archimédés odhad

25 344/ 29 376/
8069 < T < 9347,

ktery ¢islo m vymezuje s piesnosti na dve desetinnd mista, a jeho jednodussi, méné€ presnou
verzi

310/71 <7< 31/7.

Eudoxova myslenka definice rovnosti poméru, tj. definice uméry, je velmi zajimava.
Poznamenejme, Ze pro usecky a, b, ¢, d by bylo mozno zavést rovnost pomérd a:b, c:d
pomoci rovnosti obsahii ad, bc, tj. rovnosti ad = bc.'? Jsou-li viak a, b, ¢, d obsahy, resp.
objemy (tj. veliiny druhé, resp. tfeti dimenze), pak souciny ad, bc nemaji (ve smyslu
fecké geometrické algebry) geometricky vyznam (maji totiz dimenze vétsi nez 3). Navic

1 0 tomto spisu pojednava podrobné &lanek [Be6], o vypo&tu odmocnin ve starovéku &lanek [Be7].
12 Porovnat obsahy dvou obdélnikli umime provést geometricky — mtizeme je napiiklad nahradit
rovnoplochymi ¢tverci a porovnat délky jejich stran.
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by toto pojeti nedavalo zjevnou moznost vymezeni poméru nesoumeéfitelnych velic¢in
(iracionélniho ¢isla) pomoci pomért soumétitelnych velicin (raciondlnimi Cisly).

Dalsi definice

Osma az osmnacta definice jiz zadné zavazné myslenky neobsahuji. Navic jsou v nich
obsazena né€ktera jednoduchd tvrzeni, ktera pii exaktnim pfistupu do definic nepatii. Jako
priklad uved’'me osmou a devatou definici:

8. Uméra o trojim clenstvi jest nejmeni.
9. Kdyz jsou tri velic¢iny umérou, pravime, Ze se ma prvni ke treti jako dvojmoc prvni
ke dvojmoci druhé.

Tykaji se iméry a:b=b:c, zniz snadno vyplyva uméra a:c = a’: b’
Véty o pomérech a imérach

Ve vétach, které nasleduji, jsou popsany jednoduché vztahy mezi veli¢inami a jejich
nasobky, mezi poméry a Umeérami. Uved'me pro zajimavost né€kolik téchto vysledkl
(véty 3, 10, 24 a 25) v Servitoveé piekladu a v dne$ni symbolice.

3. Kdyz prvni velicina je stejnym nasobkem druhé jako treti Ctvrté a vezmeme stejny
nasobek prvni a tieti, bude téz z obdrzenych po tade ndsobkii prvni stejnym
nasobkem druhé jako druhy ctvrte.

10. Z velicin k témuz pomér majicich ta, jez ma vétsi pomer, jest vetsi; ke které vsak
totéz md vetsi pomer, ta jest mensi.

24. Kdyz prvni velicina ma ke druhé tyz pomer jako treti ke ctvrté a téz pata ke druhé
md tyz pomer jako Sestd ke ctvrté, také soucet prvni s patou bude miti ke druhé tyz
pomér jako soucet treti se Sestou ke ctvrteé.

25. Kdyz jsou ctyri veliciny umérou, nejvetsi s nejmensi jest vétsi nez dve ostatni.

V soucasné symbolice tato tvrzeni vyjadiime takto:

Jestlize a =mb, ¢=md, potom na = (nm)b, nc = (nm)d.

Jestlize a:c>b:c, potom a>bh. Jestlize c:b>c:a, potom a>bh.
Jestlize a:b=c:d, e:b=f:d, pak (a+e):b=(c+f):d.
Necht'a:b=c:d. Jestlize a je nejvétsi (a d nejmensi) z velic¢in a, b, ¢, d, pak
a+d>b+c.

V moderni symbolice lze vSechna tato tvrzeni snadno dokazat. Podrobny komentat
a pokus o moderni interpretaci této partie Eukleidovych Zdkladii je obsazen v préci [BeS].

3. Moderni teorie realnych ¢isel

S ur¢itou mirou nadsazky muzeme fici, ze Eudoxova teorie proporci zavadi kladna
realna Cisla. Jeji zakladni myslenka je obsazena v postupu, ktery ke konstrukci realnych
¢isel pouzil ve druhé poloving 19. stoleti vynikajici némecky matematik Richard Dedekind
(1831-1916). Nékolika vétami nastinime jeho vychozi mys$lenku.

Uvazujme disjunktni rozklad mnoziny Q vSech racionalnich Cisel na podmnoziny X, Y
spliyjici tuto podminku: pro kazdé x mnoziny X akazdé y mnoziny Y jey < x. Dvojice
(X, Y) se pak nazyva tez. Uvazujme mnozinu vSech takovychto fezl, jeji prvky,
tj. jednotlivé fezy, nazveme redlna Cisla. Existuje-li v mnoziné X nejmensi prvek X, resp.
8
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v mnozin€ Y nejveétsi prvek y, definuje fez (X, Y) raciondlni Cislo X, resp. y. Pokud nema
mnozina X nejmensi prvek a mnozina Y nejvétsi prvek, definuje ez (X, Y) iracionalni ¢islo.
Takovym je naptiklad fez (X,Y), kde X ={q;q* >2} a Y = Q\X, vymezujici iracio-
nélni &islo V2.

Eudoxova teorie proporci, tj. teorie pomérd a umér geometrickych veli¢in,
piedstavovala tedy jakousi teorii realnych ¢isel. Z dne$niho pohledu nebyla dokonala a pfi
tehdej$im chapani nekonecna ani dokonala byt nemohla. Odmitani aktualniho nekone¢na
totiz znemoznovalo Gvahy o ¢iselném oboru vSech realnych ¢isel, 0 souhrnu, resp.
mnozin¢ vSech iracionalit apod. Z téchto duvodi nebylo mozno postihnout spojitost (resp.
uplnost) této Ciselné struktury. Teprve v 19. stoleti, vice nez dvé tisicileti po Eudoxovi
a Eukleidovi, dospé€lo nékolik matematikd k tvaham o exaktnim vybudovani ¢iselného
oboru realnych cisel.

Devatenacté stoleti je obdobim zpfesiiovani zakladli matematické analyzy. V prvni
poloviné tohoto stoleti byli hlavnimi aktéry tohoto procesu Bernard Bolzano (1781-1848),
matematik, teolog a filozof italsko-némeckého pivodu, ktery cely Zivot prozil v Cechach,
a francouzsky matematik Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), autor vyznamné knihy
Cours d'analyse z roku 1821, od né¢hoz pochazi pojem cauchyovska posloupnost, ktery
sehral pii pozd€jSim popisu realnych cisel dilezitou roli. O néco pozdéji stavéli
matematickou analyzu na pevnéjsi zdklady dal$i tvlrci, mezi nimiz vynikli zejména
Bernhard Riemann (1826-1866) a Karl Weierstrass (1815-1897), ktery pfispél k tzv.
aritmetizaci matematiky, tj. k vyjadfeni zakladnich pojmt diferencialniho a integralniho
poctu v fteci epsilon-delta (funkce, limita, spojitost, integral atd.). Nakonec doslo
i K pfesnému popisu realnych ¢isel. O exaktnim budovani zakladii matematiky intenzivné
premyslel jiz Bolzano, popisu realnych Cisel se vénoval s ¢asteénym uspéchem v letech
1830 az 1835. Vétsina jeho uvah vSak zlstala nepublikovana a vyvoj matematiky
neovlivnila. Teorii realnych ¢isel budovali nezavisle na sob& francouzsky matematik
Charles Méray (1835-1911) anémecky matematik Heinrich Heine (1821-1881).
Weierstrass se témto otazkam vénoval od roku 1865 ve svych piednaskach na berlinské
univerzité. Z jeho myslenek se odvozuje reprezentace realnych cisel desetinnymi ¢iselnymi
radami.

Zcela exaktni teorii realnych ¢isel vypracoval némecky matematik Georg Cantor
(1845-1918) v sedmdesatych letech 19. stoleti; postavil ji na své teorii mnozin. Realna
Cisla reprezentoval tfidami navzajem ekvivalentnich fundamentdlnich (tj. cauchyovskych)
posloupnosti racionalnich &isel. Ve stejné dobé prezentoval svou teorii fez(i Richard
Dedekind. Ctenaftim zajimajicim se o vyvoj nazorii na realna &isla lze doporugit p&kné
koncipovany &lanek Jaromira Simsi [S].

Richard Dedekind

KdyzZ byl roku 1858 Richard Dedekind postaven pred povinnost vést na polytechnice
v Curychu prednasky z diferencialniho poctu, uvédomil si, ze dosud neexistuje exaktni
teorie realnych cisel. Intenzivné se timto problémem zacal zabyvat a takovouto teorii
vytvofil. Jeji zakladni mySlenky publikoval roku 1872 v praci Stetigkeit und irrationale
Zahlen a Vv jejim tvodu poznamenal, Ze sepsal své vysledky z podzimu roku 1858. Velmi
vyznamna pro rozsifeni moderniho pojeti analyzy — a matematiky viibec — byla i jeho dalsi
prace Was sind und was sollen die Zahlen? z roku 1888. Svoji brozurku Stetigkeit und
irrationale Zahlen zac¢al Dedekind témito slovy:
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Die Betrachtungen, welche den Gegenstand dieser kleinen Schrift bilden, stammen aus
dem Herbst des Jahres 1858. Ich befand mich damals als Professor am eidgendssischen
Polytechnikum zu Ziirich zum ersten Male in der Lage, die FElemente der
Differentialrechnung vortragen zu miissen, und fiihlte dabei empfindlicher als jemals
friiher den Mangel einer wirklich wissenschaftlichen Begriindung der Arithmetik. Bei dem
Begriffe der Anndherung einer verdnderlichen Grdfie an einen festen Grenzwert und
namentlich bei dem Beweise des Satzes, daf3 jede Grofie, welche bestdindig, aber nicht iiber
alle Grenzen wdchst, sich gewif3 einem Grenzwert ndhern muf3, nahm ich meine Zuflucht
zu geometrischen Evidenzen. Auch jetzt halte ich ein solches Heranziehen geometrischer
Anschauung bei dem ersten Unterrichte in der Differentialrechnung vom didaktischen
Standpunkte aus fiir auferordentlich niitzlich, ja unentbehrlich, wenn man nicht gar zu viel
Zeit verlieren will. Aber dafs diese Art der Einfiihrung in die Differentialrechnung keinen
Anspruch auf Wissenschaftlichkeit machen kann, wird wohl niemand leugnen. Fiir mich
war damals dies Gefiihl der Unbefriedigung ein so iiberwdltigendes, daf3 ich den festen
Entschluffafte, so lange nachzudenken, bis ich eine rein arithmetische und vollig strenge
Begriindung der Prinzipien der Infinitesimalanalysis gefunden haben wiirde. ...

Dies gelang mir am 24. November 1858, ... ([De2]-Ill., str. 315-316)

Zéakladni myslenku popsal Dedekind takto:

Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen von der Art, daj jeder Punkt der
ersten Klasse links von jedem Punkte der zweiten Klasse liegt, so existiert ein und nur ein
Punkt, welcher diese Einteilung aller Punkte in zwei Klassen, diese Zerschneidung der
Geraden in zwei Stiicke, hervorbringt. ([De2]-111., str. 322)

Poznamenejme, ze Dedekinda problematika ¢iselnych oborl velmi zaujala. V knizce
Was sind und was sollen die Zahlen? nalézdme mimo jiné znamé Peanovy axiomy
piirozenych ¢isel, k nimz Dedekind dospél ve stejné dobé jako italsky matematik a logik
Giuseppe Peano (1858-1939) — viz napiiklad [Gi]. ZdUraznil zde toto:

Meine Hauptantwort auf die im Titel dieser Schrift gestellte Frage lautet: die Zahlen
sind freie Schopfungen des menschlichen Geistes, sie dienen als ein Mittel, um die
Verschiedenheit der Dinge leichter und schérfer aufzufassen. ([De2]-l11., str. 335)

Velmi zajimavé je srovnat pfedchozi citat se znamym vyrokem Leopolda Kroneckera
(1823-1891), ktery byl vysloven roku 1886, tj. o dva roky diive, na schizi berlinskych
ptirodovédcti:™® Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist
Menschenwerk.

Oba zminéné Dedekindovy texty o povaze realnych ¢isel byly mnohokrat vydany (viz
[Del]), byly zafazeny i do Dedekindovych sebranych matematickych spist [De2]. Jeho
prednasky z diferencialniho a integralniho poétu ze skolniho roku 1861/1862 vysly roku
1985 (viz [De3])).

Rudolf Lipschitz

Némecky matematik Rudolf Lipschitz (1832-1903) byl jednim z prvnich matematiki,
ktefi Dedekindovu teorii fezi promysleli a uvédomovali si jeji historické souvislosti. Ve

3 Viz Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 2(1893), str. 5-31, citat ze str. 19,
viz téz Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 33(1925), str. 210-228.
10



TEORIE PROPORCI - OD EUDOXA K DEDEKINDOVI

druhé poloviné 70. let 19. stoleti pfipravoval k vydani svou dvoudilnou uéebnici Lehrbuch
der Analysis, I. Grundlagen der Analysis, Il. Differential- und Integralrechnung [Li1],
ktera vysla v Bonnu v letech 1877 a 1880. Je pravdépodobné, Ze ho otazka exaktniho
budovani oboru realnych ¢isel zaujala prave v souvislosti s pfipravou této ucebnice.

Zajimavé uryvky z korespondence Rudolfa Lipschitze a Richarda Dedekinda

Velmi zajimava je Lipschitzova a Dedekindova vzajemna korespondence, ktera se tyka
exaktniho budovani realnych ¢isel. Lipschitz se tazal, co vlastné Dedekind udélal nového
ve srovnani se starymi feckymi matematiky, kdyz jeho teorie fezi ma predobraz
v Eudoxové teorii proporci. Dedekind poctivé ptiznal, ze zékladni myslenka je stejna;
podotknul vSak, Ze podstatnym rozdilem je to, Ze teorie ezl zarucuje spojitost realné osy.

Dne 8. Cervna 1876 poslal Lipschitz Dedekindovi dopis, kterym navazal na jejich
predchozi kratkou vyménu listd.** Mimo jiné napsal:

... Ich muss jetzt gestehen, dass ich die Berechtigung Ihrer Definition nicht leugne,
dass ich aber der Meinung bin, dieselbe unterscheide sich nur in der Form des Ausdruckes
aber nicht in der Sache von dem, was die Alten festgestellt haben. Ich kann nur sagen, dass
die von Euclid V.5 aufgestelite Definition, welche ich lateinisch anfiihre rationem habere
inter se magnitudines dicuntur, quae possunt multiplicatae sese mutuo superare®®, und was
folgt, fiir genau so befriedigend halte, als Ihre Definition. Aus diesem Grunde wiirde ich
wiinschen, dass namentlich die Behauptung wegfiele, dass solche Sétze wie N2 -\ 3= 6
bisher nicht wirklich bewiesen seien. ([Li2], str. 58)"

Dedekind obratem odpovédél. Jeho dlouhy dopis je datovan 10. ¢ervna 1876:

... das System aller Schnitte in dem fiir sich unstetigen Gebiete der rationalen Zahlen
bildet eine stetige Mannigfaltigkeit.

... die Euklidischen Principien allein, ohne Zuziehung des Principes der Stetigkeit,
welches in ihnen nicht enthalten ist, unfdhig sind, eine volistindige Lehre von den reellen
Zahlen als den Verhdltnissen der Grossen zu begriinden ...

Umgekehrt aber wird durch meine Theorie der irrationalen Zahlen das vollkommene
Muster eines stetigen Gebietes erschaffen, welches eben deshalb fihig ist, jedes Grossen-
Verhdltniss durch ein bestimmtes in ihm enthaltenes Zahl-Individuum zu charakterisiren.
([Li2], str. 65-68)

Lipschitz odpovédél dne 6. Cervence 1876. Ve svém listu pfipomnél intuitivni
predstavy o spojitosti kiivky:

... Was Sie von der Vollstindigkeit des Gebietes erwdhnen, die aus lhren Principien
abgeleitet wird, so fdllt dieselbe in der Sache mit der Grundeigenschaft einer Linie
zusammen, ohne die kein Mensch sich eine Linie vorstellen kann. ([Li2], str. 73)

4 Korespondence Lipschitze a Dedekinda je otiiténa v knize [Li2] na stranach 47 az 106. Zahrnuje
listy napsané v obdobi od 11. biezna 1876 do 17. ledna 1894.

15 Text 4. definice v Heibergové latinské edici Eukleidovych Zdkladii zni takto: Rationem inter se
habere magnitudines dicuntur, quae multiplicatae altera alteram superare possunt. V Servitové
ptekladu: Pravime, zZe k sobé maji pomer veliciny, které nasobeny jsouce mohou byti jedna druhé
vetsi. Poznamenejme, Ze Heibergova kritickd verze Eukleidovych Zdkladii vychazela az v letech
1883 az 1888.

1% 0 tomto tématu viz &lanek [Fo].
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Dedekind dne 27. cervence 1876 napsal:

... Aber Euklid schweigt vollstindig iiber diesen, fiir die Arithmetik wichtigsten Punct,
und deshalb kann ich lhrer Ansicht nicht zustimmen, dass bei Euklid die volistindigen
Grundlagen fiir die Theorie der irrationalen Zahlen zu finden seien. ([Li2], str. 78)

Odborna korespondence obou matematikti pokracovala i v dalSich letech. Byla velmi
zdvotila a uctiva. Ve svém dopise z 8. Cervna 1876 se Lipschitz za své pochybnosti
0 Dedekindové teorii fezli dokonce omlouva:

Ich kann tibrigens diese Bemerkung nicht schliessen, ohne zu sagen, wie schwer es mir
wird, Thnen dieselbe zu schreiben. ([Li2], str. 58)

O vztahu staré Eudoxovy teorie proporci a moderni Dedekindovy teorie fezli viz napf.
[Kr], [St] a [Ga].

3. Zavér

Reéti matematici dospéli v patém a &tvrtém stoleti pred Kristem k pochopeni podstaty
soumgfitelnosti a nesoumétitelnosti geometrickych veli¢in, a tedy k existenci iracionalit.
Byli schopni pomér konkrétnich geometrickych veli¢in velmi pfesné vymezit shora i zdola
poméry pfirozenych ¢isel. Jednotlivé iracionality tak dokazali ,,zatadit na spravné misto*
mezi Cisla racionalni.

K jasné predstavé o tom, ze naopak kazdé rozdéleni mnoziny kladnych racionalnich
¢isel ve vyse uvedeném smyslu definuje kladné realné Cislo (racionalni nebo iracionalni),
viak feckd matematika nedospéla. Reéti matematici nemohli pii svém pojeti matematiky
(odmitani aktualniho nekone¢na) uvazovat (v dnes$ni fe¢i) mnozinu vSech takovychto
rozdé€leni, nemohli tak ziskat obor vSech kladnych redlnych cisel. Ze stejného divodu
nemohli hovotit (v naem smyslu) o spojitosti.”’

Dedekind naproti tomu vytvofil v sedmdesatych letech 19. stoleti mnozinu v§ech
realnych ¢isel jako mnozinu vSech fezli oboru racionalnich ¢isel a pfesn¢ postihnul jeji
spojitost. Tohoto svého piinosu, kterym kvalitativné ptekonal Eudoxovu teorii proporci, si
byl dobfe védom, jak vyplyva z jeho korespondence s Lipschitzem.

Ptedstavu o tom, kolik vlastn€ iracionalit je, pfinesla az posledni tfetina 19. stoleti.
Teprve Cantor ukazal, Ze racionalnich ¢isel je ,,stejné mnoho* jako cCisel pfirozenych, ale
realnych cisel je ,,vice*.

Poznamenejme, Ze tento text vznikl ipravami a vyraznym zkracenim ¢lanku [Be8].

Literatura

[Arl] Archimedes (2002) The Works of Archimedes, Edited by T. L. Heath. New York:
Dover Publications. clxxxvi+326+51 stran.

" Navic je tieba piipomenout, ze tehdy bylo nutno uvazovat délky, obsahy a objemy oddéleng,
tj. uvaZovat tii rizné obory kvalitativné odlisnych geometrickych veli¢in.

12



TEORIE PROPORCI - OD EUDOXA K DEDEKINDOVI

[Ar2] Archimedes (1914) Archimedes' Werke. Mit modernen Bezeichnungen heraus-
gegeben und mit einer Einleitung versehen von Sir Thomas L. Heath. Deutsch von
Dr. Fritz Kliem. Berlin: Verlag von O. Héring. Xii+477 stran.

[Eu] Eukleides (1907) Eukleidovy Zdiklady (Elementa). Prelozil Frantisek Servit. Praha:
Jednota ¢eskych mathematik?i. vi+314 stran.

[Bel] Be¢var J. (1994) Hrdinsky vek fecké matematiky. In J. Betvat, E. Fuchs (ed.):
Historie matematiky I, edice D&jiny matematiky, sv. 1. Brno: JCMEF. Str. 20-107.

[Be2] Bec¢var J. (1997) Hrdinsky vék recké matematiky 1. In J. Becvat, E. Fuchs (ed.):
Historie matematiky II, edice D&jiny matematiky, sv. 7. Praha: Prometheus. Str. 7—
28.

[Be3] Becvar J. (2007) Cesta k Eukleidovym Zdkladiim. G — Slovensky ¢asopis pre
geometriu a grafiku 4, str. 5-24.

[Bed] Beévar J. (1999) Algebra v 16. a 7. stoleti. In J. Bec¢vai, E. Fuchs (ed.):
Matematika v 16. a 17. stoleti, edice Dé&jiny matematiky, sv. 12. Praha: Prometheus.
Str. 161-235.

[Be5] Becvar J. (2009) Interpretace matematickych vysledkii nasich predkii. In J. Be¢var,
M. Becvarova (ed.): 30. mezinarodni konference Historie matematiky, Jevicko, 21.—
25. 8. 2009. Praha: Matfyzpress. Str. 59-86.

[Be6] Becvar J. (2012) Méreni kruhu. In Z. Halas (ed.): Archimédés. Nékolik pohledd do
jeho Zivota a dila, edice Dé&jiny matematiky, sv. 54. Praha: Matfyzpress. Str. 45-53.

[Be7] Becvar J. (2012) Vypocty odmocnin ve starovéku. In Z. Halas (ed.): Archimédés.
Nékolik pohledti do jeho Zivota adila, edice Déjiny matematiky, sv. 54. Praha:
Matfyzpress. Str. 111-123.

[Be8] Bec¢var J. (2008) Teorie proporci (od Eudoxa a Eukleida az k Dedekindovi). In
L. Dostalova (ed.): Eukleides: Zaklady geometrie, Sbornik pfispévkil ze seminafe
Katedry filozofie Fakulty filozofické ZCU. Plzen: ZCU. Str. 63-105.

[B] Beévaiova M. (2002) Eukleidovy Zdklady, jejich vydani a preklady, edice Déjiny
matematiky, sv. 20. Praha: Prometheus. 297 stran.

[Del] Dedekind R. (1965) Was sind und was sollen die Zahlen ? Stetigkeit und Irrationale
Zahlen. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn. [Jedna se o pietisk 10. vydani prvniho
textu a 7. vydani druhého textu; 2. vydani: 1969; anglicky: Essays on the theory of
numbers, 1901, 1924, 1948, 1963, 2006; italsky: 1926.]

[De2] Dedekind R. (1930-1932) Gesammelte mathematische Werke 1., 1., 1l
Braunschweig: F. Vieweg & Sohn.

[De3] Dedekind R. (1985) Vorlesung iiber Differential- und Integralrechnung 1861/62. In
einer Mitschrift von Heinrich Bechtold bearb. Von Max-Albert Knus und Winfried
Scharlau. Dokumente zur Geschichte der Mathematik, Band 1, Deutsche
Mathematiker-Vereinigung. Braunschweig-Wiesbaden: F. Vieweg & Sohn. xiii+349
stran.

[Fo] Fowler D. (1992) Dedekind's Theorem: N2 x~\ 3=~6. The American Mathematical
Monthly 99, str. 725-733.

13



JINDRICH BECVAR

[Ga]
[Gi]
[He]
[Hi]
[Kr]

[Li1]

[Li2]

[St]

[S]

Gardies J.-L. (1984) Eudoxe et Dedekind. Revue d'Histoire des Sciences et de leurs
Applications 37, str. 111-125.

Gillies D. A. (1982) Frege, Dedekind, and Peano on the Foundations of Arithmetic.
Assen: Van Gorcum. x+106 stran.

Heath T. L. (1921) A History of Greek Mathematics 1., Il.. Oxford: Clarendon Press.
Reprint: New York: Dover Publications, 1981, xv+446, xi+586 stran.

Hjelmslev J. (1950) Eudoxus' Axiom and Archimedes' Lemma. Centaurus 1, str. 2—
11.

Krull W. (1971) Zahlen und Grossen — Dedekind und Eudoxos. Mitteilungen aus
dem mathematischen Seminar Giessen 90, str. 29-47.

Lipschitz R. (1877, 1880) Lehrbuch der Analysis, I. Grundlagen der Analysis,
Il. Differential- und Integralrechnung. Bonn: M. Cohen & Sohn. xvi+594, xiv+734
stran.

Lipschitz R. (1986) Briefwechsel mit Cantor, Dedekind, Helmholtz, Kronecker,
Weierstrass und anderen. Bearbeitet von W. Scharlau, Dokumente zur Geschichte
der Mathematik, Band 2, Deutsche Mathematiker-Vereinigung. Braunschweig-
Wiesbaden: F. Vieweg & Sohn. xviii+253 stran.

Stein H. (1990) Eudoxos and Dedekind: On the Ancient Greek Theory of Ratios and
its Relation to Modern Mathematics. Synthese 84, str. 163-211.

Simsa J. (1999) Vyvoj prredstav o redlnych cislech. In J. Beévat, E. Fuchs (ed.):
Matematika v 16. a 17. stoleti, edice Dé&jiny matematiky, sv. 12, Praha: Prometheus.
Str. 259-282.

Clanok prijaty dna 12. Aprila 2013.

Adresa autora

Doc. RNDr. Jindrich Bec¢var, CSc.
Katedra didaktiky matematiky, Matematicko-fyzikdini fakulta UK, Sokolovska 83,
Praha 8, 186 75, e-mail: becvar@karlin.mff.cuni.cz

14





