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SUPER EDGE-MAGIC TOTAL LABELING OF SOME CLASSES OF GRAPHS

HRANOVO SUPERMAGICKE UPLNE OHODNOTENIE NIEKTORYCH TRIED
GRAFOV

LUKAS LEDNICKY

ABSTRACT. In this contribution we investigate the super edge-magic total labeling of certain
classes of graphs. We prove that the triangular book Bs, is super edge-magic for any n and
prove a necessary condition for a (n,k)-kite graph to be super edge-magic.
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ABSTRAKT. V tomto prispevku sa budeme zaoberat hranovo supermagickym ohodnotenim
niektorych tried grafov. Dokdzeme, Ze kniha Bs, je hranovo supermagicka pre lubovolné n a
nutnii podmienku, aby bol graf draka Dy, hranovo supermagicky.

KeUCOVE SLOVA: Teoria grafov, Hranovo supermagické grafy, Graf knihy, Graf draka.

CLASSIFICATION: K35
Uvod

V tomto prispevku budeme pod oznagenim graf G = (V, E) uvazovat’ neorientovany

graf bez nasobnych hran a sludiek. Oznaéme V:|\/(G] pocet vrcholov grafu G a
e= | E(Gl pocet hran grafu G.

Existuje viacero druhov ohodnoteni s privlastkom magické. V tomto prispevku sa
budeme zaoberat hranovo magickym a supermagickym tUplnym ohodnotenim grafov.
Hranovo magické grafy prvykrat definovali Kotzig a Rosa v roku 1970. Okrem iného

dokazali, ze bipartitny graf K je hranovo magicky pre Tubovolné prirodzené ¢isla m

an, kruznica C, je hranovo magicka pre kazdé prirodzené ¢islo n>3[2].

Ziakladné definicie a poznatky

Ohodnotenie grafu je zobrazenie elementov grafu (vrcholov, hran) do mnoziny
prirodzenych alebo nezapornych celych ¢isel. V tomto prispevku bude definicnym oborom
tohto zobrazenia zjednotenie vrcholovej a hranovej mnoziny. Takéto zobrazenie sa nazyva
uplné. Na takéto zobrazenie mdzeme klast' rdozne podmienky, ¢im vznikd mnozstvo
réznych druhov ohodnoteni. Najuplnejsi prehl'ad takychto ohodnoteni podal Gallian [2].

Prenesenim vlastnosti magickych Stvorcov na hrany grafu vytvorime hranovo magické
uplné ohodnotenie grafu.

Definicia: Hranovo magické uplné ohodnotenie grafu G je bijektivne zobrazenie

A IV(G)U E(G) - {1,2,3, eV 6} s vlastnostou:
vuw e E(G): A(u)+ A(uw)+ A(w)=m,
pre nejaka konstantu m, ktori budeme nazyvat' magicky stcet grafu. Ak existuje aspon

jedno hranovo magické uplné ohodnotenie grafu G, tak hovorime, Ze graf G je hranovo
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magicky. Ak s vrcholy hranovo magického grafu ohodnotené ¢islami 1, 2, ..., v, tak sa
tento graf nazyva hranovo supermagicky.

Pre dany graf moze existovat viacero magickych ohodnoteni, ato Sroéznymi
magickymi suctami. Na obrazku 1 su tri rozne uplné ohodnotenia grafu Cs. Prvé nie je
hranovo magické, druhé je hranovo magické s magickym suc¢tom 11 a tretie je hranovo
supermagické s magickym suctom 9.

3 6 3
1 5 6 2 5 4 1 6

Obrazok 2

2

Z obrazku vidime, ze hodnota magického suctu pre ten isty graf moéze byt rdzna
azavisi od samotného magického ohodnotenia. Predpokladajme, ze graf G, je

supermagicky. Potom mnozina S ={A(u)+A(W);,uwe E(G)} je tvorena postupnostou e
po sebe nasledujucich prirodzenych ¢isel [4]. Kazdy vrchol prispieva svojim ohodnotenim
do tol’kych prvkov postupnosti, s kol’kymi hranami je incidentny. Potom plati:

> (deg(u)i(u))=s+(s+1)+...+(s+e—1)=es +e(eT—1) =es J{ej,

ueVv(G) 2

kde deg(u) je stupeni vrcholu u v grafe G a s je minimum mnoziny S.

Ak existuje bijektivne zobrazenie A ZV(G)—) {l,Z,...,V}, pre ktoré plati, Ze mnozina
S je tvorend postupnostou za sebou nasledujucich prirodzenych cisel, tak toto zobrazenie
indukuje hranovo supermagické uplné ohodnotenie grafu G. Toto ohodnotenie bude mat’
rovnaké ohodnotenie vrcholov ako zobrazenie A. Hranam priradime &isla v+1, v+2, ...
v+e tak, aby magicky sucet grafu bol s+v+e.
Niektoré hranovo supermagické grafy

Teraz sa budeme zaoberat’ magickymi ohodnoteniami istych skupin grafov. Graf knihy
(z anglického book graph) B, sa sklada z n kruznic C, s prave jednou spolo¢nou hranou.

Zovseobecneny graf knihy B, | sa sklada zn kruznic C, sprave jednou spolo¢nou
hranou. Pre knihy B, plati nasledujica veta.

Veta 1: Graf B, je hranovo supermagicky pre l'ubovolné n.

Dékaz: Oznacme vrcholy incidentné so spolo¢nou hranou vsetkych kruznic U; a U, .
Ostatné vrcholy oznacme Uy, Ugy ooy Uy Definujme zobrazenie
A :V(Bsyn)u E(B&n)—> {L.2,...3n +3} nasledovne:
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Au;)=i 1<i<n+2
Auu)=3n+5-i 2<i<n+2
Auu ,)=2n+4—i 2<i<n+l

in+2
Zobrazenie spiiia podmienky uvedené v definicii 1, apreto je graf hranovo
supermagicky s magickym suctom 3n+6. Na obrazku mozeme vidiet' ohodnotenie grafu

pomocou zobrazenia z dokazu vety 1.

Obrazok 3

Graf draka (z anglického kite graph) D, pozostdva z kruZnice dizky n a cesty dizky

k pripojenej kjednému z vrcholov kruznice. O tejto triede grafov mozeme vyslovit
nasledujticu vetu.
Veta 2: Ak je graf D, , hranovo supermagicky, tak n a k st rovnakej parity.

Dokaz: Graf D, obsahuje n+k vrcholov z toho jeden vrchol stupiia 3, jeden vrchol
stupnia 1 a ostatné vrcholy st stupnia 2. Ozna¢me X vrchol stupia 3 a y vrchol stupiia 1.
Nech graf D,, je hranovo supermagicky, potom existuje bijektivne zobrazenie

2:V(D,, )JUE(D,, )= {L2,....2(n +k)}a plati:
deg(ui(u)=2(x)-Aly)+ Y 24u)=(+k)n+k+1)+A(x)-A(y)=

ueV(Dyy) ueV (D,
n+kjn+k-1

=s(n+k)+ ( )(2 )

Z poslednej rovnosti vyjadrime S.

c_N+k+3 A(x)-A(y)
2 n+k

n+k—1. Ak uvazime, Ze s musi byt prirodzené &islo, tak jediné pripustné hodnoty pre
druhy zlomok st +0,5. V tom pripade vSak sicet n+ K musi byt parny, ateda ¢isla n
a k musia byt rovnakej parity.

Veta 2 je nutnou podmienkou, aby bol graf D, hranovo supermagicky. D4 sa ukazat,

ze graf Dj,nie je hranovo supermagicky. Dokaz tohto tvrdenia mozno vykonat

preskimanim vSetkych Siestich moznych ohodnoteni vrcholov x ay. Rozdiel medzi
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ohodnoteniami tychto vrcholov musi byt +£3, preto su pripustné len nasledujice sposoby
ohodnotenia oboch vrcholov:

Ax)=6 Aly)=3  Ax)=3 Aly)=6
Ax)=5 Aly)=2  Alx)=2 A(y)=5
Ax)=4 Aly)=1  Ax)=1 Aly)=4
Vezmime si prvé priradenie. Potom S =5a mnozina S je tvorend ¢islami 5, 6, 7, 8, 9
a 10. Potom vs$ak vrchol s ohodnotenim 1 nesmie byt’ susedny s vrcholmi s ohodnoteniami
1 a 2. Vrchol sohodnotenim 6 musi byt susedny s vrcholom, ktory ma ohodnotenie 4
a nesmie byt’ susedny s vrcholom, ktory ma ohodnotenie 5. Na obrazku 3 mézeme vidiet,
Ciastocné ohodnotenie tohto grafu. Vrcholom je potrebné priradit’ ohodnotenia 1, 2 a 4.
Ziadnemu z neohodnotenych vrcholov uz nie je mozné priradit’ ohodnotenie 2, lebo by
vznikol sucet 8. Ten vSak uz vytvaraju vrcholy s ohodnoteniami 3 a 5.K podobnym sporom
vedu aj ostatné moznosti ohodnotenia vrcholov x a y.

e
e
UJO

Obrazok 4

Na obrazku 4 mézeme vidiet' graf D;g, ktory hranovo supermagicky je s magickym

suctom 22. Pri hladani supermagickych ohodnoteni tejto triedy grafov ndm pomaha
podmienka z dokazu vety 2. Ak ma platit’

Ax)-2ly) 1

n+k 2
n+k
tak potom plati |/1(X)— /I(y] = —
1]
9
11 14 138 12 16 15
7 1 8 2 4 3
10
5
Obrazok 4
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Pre niektoré Specialne hodnoty k uz bola dokazand nutna a postacujica podmienka.
Park a kolektiv [3] dokézali, Ze graf D, , je hranovo supermagicky vtedy a len vtedy, ked’

N je parne.

Zaver

V prispevku sme sa dokazali, ze graf knihy By, je hranovo supermagicky pre k = 3 a
Pubovolné n. Dalej je mozné skiimat’ graf knihy pre iné hodnoty k a zistit, &i su hranovo
supermagické. Dokazali sme tiez nutnii podmienku, kedy je graf draka D,y hranovo
supermagicky. Okrem tychto tried existuje eSte mnoho d’al$ich, ktorych magické vlastnosti
neboli preskimané.
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