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DEVELOPMENT OF GEOMETRIC CONCEPTIONS ABOUT PYTHAGOREAN
THEOREM

ROZVOJ GEOMETRICKYCH PREDSTAV O PYTAGOROVEJ VETE

GABRIELA PAVLOVICOVA! — LUCIA RUMANOVA — JULIA ZAHORSKA

ABSTRACT. In this paper we present activities and tasks which support increase of
understanding of Pythagorean Theorem and its applications in solving mathematical problems.
Some of the proofs we use for creation of geometric puzzles. We adapted the use of tasks in the
square grid in the mathematical education at primary school. Our aim was to present various
possibilities of implementation of graded tasks and activities which lead to discovering and
understanding of Pythagorean Theorem.
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ABSTRAKT. V prispevku prezentujeme vybrané aktivity aulohy podporujice zvySovanie
porozumenia Pytagorovej vete ako aj jej aplikdciam pri rieSeni matematickych uloh.
Z niektorych existujucich doékazov Pytagorovej vety sme vytvorili geometrické skladacky
a ulohy v Stvorcovej sieti, ktoré sme prisposobili ich vyuZitiu v ramci vyucovania matematiky
uZ na primarnom stupni vzdelavania. Nasim cielom bolo prezentovat rézne moznosti
zavadzania gradovanych uloh a aktivit vediicich k objaveniu a pochopeniu Pytagorovej vety.

KruCove SLOVA: geometrické predstavy, Pytagorova veta, objavné aktivity

CLASSIFICATION: G10, E50

1 Uvod

Podl'a SVP ISCED 2 sa v tematickom okruhu Geometria a meranie Ziaci na 2. stupni
zakladnej Skoly v Slovenskej republike zoznamuji so zdkladnymi geometrickymi utvarmi,
skiimaju a objavuju ich vlastnosti. Téma ,,Pytagorova veta, jej odvodenie a pouZitie pri
rieSeni praktickych  uloh” byva v skolskych vzdelavacich programoch zaradena
do deviateho ro¢nika ZS. Ziaci po jej prebrati maju poznat’ a vymenovat zakladné prvky
pravouhlého trojuholnika (odvesna, prepona, sucet dvoch ostrych uhlov je 90°); vediet,
pre aky utvar plati Pytagorova veta; poznat' a vediet formulaciu Pytagorovej vety a jej
vyznam. ZapiSu Pytagorovu vetu vztahom c®>=a”+b®, ale aj vztahom pri danom
oznaceni stran pravouhlého trojuholnika. Samostatne vyjadruju a zapisuji zo zékladného
vztahu Pytagorovej vety obsah §tvorca nad odvesnou a (a® =c”—b?) a nad odvesnou b (

b? =c? —a?), vyjadruju vztah pre vypocet odvesien a, b (a=+/c2—b’,b=+c?-a*) alebo
ich druhych mocnin. Vypoditaju dizku tretej strany pravouhlého trojuholnika, ak sii zname
dizky jeho dvoch zvy$nych stran a samostatne pouZivaju Pytagorovu vetu na rie$enie
kontextovych uloh z realneho praktického zivota.

Propedeutikou Pytagorovej vety moze byt uz v nizsich roénikoch ZS vypocet obsahu
rovinnych Utvarov v §tvorcovej sieti, vypocet obsahov obrazcov zlozenych zo Stvorcov
a obdiznikov, atiez analyza takto vytvorenych utvarov. V $kolskej praxi uéitelia Easto
vyuzivaju geometrické dokazy platnosti Pytagorovej vety a motivaéne uvadzaju historické
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poznamky. Na tuto oblast’ sa zameriame aj my v nasom prispevku. Uvadzame uz zndme
obrazce a postupy, ktoré sme sa snazili ucelene spracovat’ a poukazat’ na ich vyuzitie
v Skolskom vzdelavani.

2 Objavujeme vzt'ahy v Pytagorovej vete

S aktivitami, ktoré neskor mozeme vyuzit pri objavovani a zavadzani Pytagorovej
vety, je vhodné =zacat uz na primarnom stupni vzdeldvania. V ramci aktivit
s geometrickymi skladackami alebo v Stvorcovej sieti mézu Ziaci objavit dolezité
vlastnosti a vztahy. Tie neskor vedu k hlbsiemu porozumeniu Pytagorovej vete, i ked’ pri
ich realizacii ju eSte nepoznaju. Dalej uvadzame niektoré takéto aktivity bez pouZitia
Pytagorovej vety, ako aj aplikacné tlohy, v rieSeniach ktorych Pytagorovu vetu
vyuZivame.

2.1 Manipula¢né aktivity s papierom

Strihanie a skladanie vhodne vytvorenych geometrickych obrazcov a skladadiek moze
viest’ k poznaniu, ze ak vieme zlozit’ z dvoch menSich Stvorcov jeden velky Stvorec, tak
jeho obsah je suctom obsahov tychto dvoch §tvorcov.

A. Zdanych casti skladacky zlozte najskor dva mensie Stvorce a potom zo vsetkych

casti jeden vel’ky Stvorec.

2d N a—Cb

Obrazok 1

B. Z danych casti skladacky zlozte k malému Stvorcu jeden vacsi Stvorec a potom zo
vSetkych Casti jeden velky Stvorec.

I 2 —€

Obrazok 2 \ _

C. Stvorec na obrazku 3 vlavo rozstrihajte na jednotlivé &asti, pricom dizka jeho
strany je rozdelend na 3cm a 4cm. Potom zo S§tyroch trojuholnikov ohraniéte d’alsi
Stvorec, tak ako je na obrazku 3 vpravo. Skuste odpovedat’ na otazky.

*m

Obrazok 3
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1. Aky je obsah Stvorca C, ktory vznikol?
2. Preco je dlZka prepony trojuholnikov Secm?

D. Nastrihajte si §tvorce sroznymi dizkami stran, napriklad od lcm po 15cm.
Zistujte, ktorymi trojicami Stvorcov vieme ohraniCit pravouhly trojuholnik
(Stvorce k sebe prikladajte tak, aby sa dotykali vrcholmi aich strany vytvorili
pravouhly trojuholnik). Zistujte dizky ich stran, uréte ich obsahy a hl'adajte vzt'ah
medzi trojicami ¢isel urcujucich obsahy Stvorcov. Najdete tak trojice Cisel: 3,4,5;
6,8,10; 5,12,13; 9,12,15 a ich obsahy tvoria tzv. ,,s¢itacie rodinky “.

2.2 Aktivity v §tvorcovej sieti
Aktivita 1

Vyssie uvedené aktivity A, B moZzeme zadat’ aj ako ulohy v Stvorcovej sieti: rozdel'te
dany obrazok dvomi ¢iarami tak, aby sme zo vzniknutych ¢asti mohli zlozit’ jeden Stvorec.

i

Obrazok 4

Aktivita 2

V nasledujucej aktivite na objavenie Pytagorovej vety vyuzijeme ako didaktické
prostredie tiez Stvorcovu siet’.

Nakreslite I'ubovolny Stvorec ABCD do $tvorcovej siete (obrazku 5) a zistite jeho
obsah rozdelenim na Styri pravouhlé trojuholniky a Stvorec.

B

|

l
e
A A

Obrazok 5 Obrazok 6: A>——1B

Do aktivity zavedieme Sipkovy zapis vyjadrujuci pohyb po Stvorcovej sieti z bodu A do
bodu B pre zvoleny Stvorec ABCD, napriklad pre $tvorec na obrazku 6 je Sipkovy zapis
A———1 B.
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Potom zakreslujte rozne Stvorce do Stvorcovej siete, pocitajte ich obsahy a vysledky
zapisujte do tabulky. Najskor si zvolte strany Stvorcov tak, Zze budete zvySovat’ Sipky
doprava — a Sipka hore 7 bude len jedna. Zistujte obsahy tychto $tvorcov, ktorych stranu
ste urcili Sipkovym zapisom. Postupne zvySujte Sipky doprava — a Sipky hore 1 su teraz
dve, atd’. Pokuste sa vyjadrit’ vztah medzi obsahom vzniknutého Stvorca a poctom $ipok
doprava a nahor. Nakoniec ziskate takto vyplnenu tabul’ku (tabul’ka 1).

— 1 Obsah Stvorca |
a 1 a’+1
a 2 a’ + 4
a 3 a’+9
a 4 a’+16
a 5 a’ + 25
a b a’ + b?

Tabul’ka 1: Obsah stvorcov pre A—...1... B

Z tabulky zistite, ze ak mame usecku AB so Sipkovym zapisom A—...1... B, t. j. zapis
obsahuje a sipok doprava a b Sipok hore, potom obsah Stvorca je
a? + b?. Viimnite si, 7e a Sipok tvori jednu odvesnu a b Sipok tvori druhti odvesnu
pravouhlého trojuholnika, pricom stcet a® + b? je obsahom S$tvorca zostrojeného nad
preponou tohto pravouhlého trojuholnika.(viac v Pavlovic¢ova G. a kol., 2012, s.39-45).

c

A a v

Obrazok 7

3 Aplikacia Pytagorovej vety v ulohach

Uvadzame ukédzky dvoch aplikacnych tloh vhodnych pre skolski prax. Prva je ukazka
vyuzitia nadobudnutych vedomosti o trojuholniku, jeho vlastnostiach a aplikacie
Pytagorovej vety V jej rieSeni. Druha tloha poukazuje na moznosti pouZitia Pytagorovej
vety v rieSeni problému o kruZniciach. Vyuzivame tu vSeobecné znenie Pytagorovej vety
(plati pre vsetky navzajom podobné utvary, ktoré su zostrojené nad stranami trojuholnika).
Uloha 1

Dvaja majitelia pozemkov sa nemohli zhodnut na tom, kto ma vdacsi pozemok. Oba
pozemky mali tvar trojuholnikov. Rozmery prvého pozemku boli 50 m,50m, 80m; druhy

pozemok mal rozmery 50 m,50m, 60m. Prvy majitel’ tvrdil, Ze jeho pozemok md dlhsSiu

zdkladiu, preto md aj vicsiu vymeru. Druhy bol presvedceny, Ze na dlzke zdkladne
nezalezi a vymera je rovnakad. Kto z nich mal pravdu? (Sedivy a kol., 2008)
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Riesenie Ulohy pozostava z niekolkych krokov: 1) V rozbore tlohy nacrtneme oba
pozemky a konStatujeme, Ze ide o rovnoramenné trojuholniky s rovnakou dlzkou ramien,

ale roznou dlzkou zakladni.
c M

50 m 50m

80 m
A 60 m B

Obrazok 8

2) Zopakujeme si vlastnosti rovnoramenného trojuholnika a doplnime nacrty o vysky na
zakladne, ktoré rozdelia oba trojuholniky na dva zhodné pravouhlé trojuholniky. 3)
S pouzitim Pytagorovej vety Vvypo&itame dizky zndzornenych vysok. 4) Po zisteni, Ze
znazornené pravouhlé trojuholniky maji zhodné dizky stran prijmeme zaver, Ze podla vety
SsS su zhodné.

Pre ziakov je narocné sformulovat’ zaver V zneni ,,zhodné utvary maji zhodny obsah “,
CastejSie dokoncia rieSenie tlohy vypo¢tom obsahov obidvoch trojuholnikov ,,pre istotu‘.
V zavere rieSenia uvedieme spravne sformulovant slovnu odpoved’.

Uloha 2

Dané su dve kruznice ky (S1, 1) aku(Sy, ra). Zostrojte kruznicu ks, ktorej obsah je
suctom obsahov kruznic ky a ks.

Z rdznych moznych rieSeni ulohy uvaddzame aplikdciu Pytagorovej vety. Vztah medzi
obsahmi danych kruznic a hl'adanej kruznice je S3 = S; + S, . Po dosadeni do vzorca pre
vypodet obsahu kruhu dostaneme vztah pre polomery kruznic: r# = r? + r#. Dizku
polomeru hladanej kruznice teda vieme zostrojit' ako preponu pravouhlého trojuholnika,
ak vyuzijeme nasledovné vSeobecné znenie Pytagorovej vety: Sucet obsahov dvoch
podobnych utvarov zostrojenych nad odvesnami pravouhlého trojuholnika sa rovna
obsahu titvaru s nimi podobného zostrojeného nad preponou tohto trojuholnika.? Na
obrazku 8 prezentujeme tento vztah analogicky medzi polkruhmi, kde strany trojuholnika
tvoria priemery tychto polkruhov.

Obrazok 9

2 povodné znenie tejto vety uvedené v knihe Euklides: Zaklady, kniha VI, veta 31; najdeme aj v knihe Fulier, J. a kol., 2011,
s.197.
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Zaver

Pytagorova veta urcite patri medzi najcastejSie pouzivant vetu v Skolskej praxi a je
pravdepodobne aj najslavnejSou matematickou vetou vobec. Je to zaroven veta s najvacsim
poctom dokazov, v dostupnych zdrojoch sa ich uvadza az okolo 300. Tato geometricka
veta je pouzitel'na aj v praktickom zivote. Popisané aktivity v prispevku su riesitelné aj pre
slabsich ziakov, o mdze byt pre nich zaroven silne motivujice. Motivaciou pre ziakov
mozu byt aj konkrétne ukazky vyuzitia vSseobecného znenia Pytagorovej vety, pripadne aj
historicky pohl'ad na tato vetu.
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