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ABSTRACT. The article refers to works [1], [2], in which there are created such limits of types
,0/0“ or ,,00/00 ", which are not solvable by L’Hopital’s rule, as a motivation for students
of Mathematical analysis to learn elementary techniques. The article is an extension and
an adding of the works [1], [2].
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ABSTRAKT. Clinok vychddza z prac [1], [2], ktoré sa zaoberali vytvaranim takych limit typu
,0/0“ alebo , 00/ ktoré nie su riesitelné 1’Hospitalovym pravidlom, ¢im sa poskytuje
motivdcia pre Studentov matematickej analyzy ucit’ sa elementdrne postupy. Clanok tieto prdce
dalej dopliia a rozsiruje.
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Uvod

Tento &lanok priamo nadvizuje na prace [1] a [2], dopliia ich a dalej rozsiruje.
V oboch tychto pracach sa hl'adaju priklady limit, vo vypocte ktorych je pouzitie 1'Hospi-
talovho pravidla skor na skodu, hoci je mozné a opravnené pouzit’ ho. Ide o priklady limit
typu ,,0/0% alebo ,,00/00%, ktoré su zvac¢sa jednoducho riesite'né za pomoci elementarnych
uprav. Tym sa chce Studentom matematickej analyzy zddvodnit’ potreba ovladania vypoctu
limit elementarnymi postupmi.

Praca [2] tiez obsahuje priklady limit, v ktorych je mozné a vhodné pouzit
I'Hospitalovo pravidlo v prvom kroku, no v nasledujucich krokoch je opét’ potrebné vratit’
sa k elementarnym upravam, pretoze d’al$im pouzitim 1'Hospitalovho pravidla sa dostava-
me k zacykleniu. Tento ¢lanok ponuka rozsirenie aj v tomto smere.

Ako oklamat’ ’Hospitala druhykrat

V prvej Casti prace sa vratme k ¢lanku [1]. Autor v iom na najdenie vhodnych limit
lim £& vychadza zo vztahu:
x—a g(x)

'@ _ gt
g0 f&

z ktorého sa da odvodit’ diferencialna rovnica:

fOOf'(x) dx = g(x)g' (x) dx.

Potom pre I'ubovolnti funkciu f spiiiajucu predpoklady vety s nazvom 1'Hospitalovo
pravidlo voli funkciu g tak, aby platilo:
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g() =£/f?(0) +c,

kde c je vhodna realna konstanta. Dalej staéi pracovat's g(x) = +/f2(x) + c.
Ako dalej ukazeme, funkciu g moZzeme hladat’ aj v nasledujicom vSeobecnejSom

tvare:
gl =) +c, €Y)

kde n > 2 je l'ubovol'né prirodzené ¢islo. Skutocne potom dvakrat aplikujtc 1'Hospitalovo
pravidlo dostavame:

PR ACO R S CO N ')

im ——s
x—a g(x) xsag'(x) x-al [f"(x) + c](@-m/mpfn-1(x)F (x)

et EEre e
I 0 ~ M e D R g

Pozrime sa, ako to vyzera v konkrétnej tilohe. Nech napr. f(x) =e*, c =10, n=4a
x — oo, RieSme nasledujicu tlohu najprv pomocou I'Hospitalovho pravidla:
Uloha 1:

x e* [e** +10]3/4
9}1—{20 ,/e4x + 10 - gll_{g; [e4x + 10]—3/4e4x = 3}1_{?0 e3x =
[e4x + 10]—1/4e4x e*
B R L R
a teraz jednoduchymi upravami, napriklad takto:
eX e4x 1/4
A% Ve +10 ki [e“'x + 10] = [1 et 10]

Prirodzene miesto volby funkcie g v tvare (1) by sme mohli volit' nasledujucim
spdsobom:

g(x) = [fP(x) +c]'/?,

kde p > 1 je l'ubovolné realne ¢islo. Ni¢ sa tym na naSich predchadzajucich uvahach
nemeni a vyssie uvedené odvodenie plati aj v tomto pripade.

DalSie zovseobecnenia
V ¢lanku [2] bolo ukazané, Ze ak pre Pubovolnu funkciu f spiiajucu predpoklady vety
1

s nazvom 1'Hospitalovo pravidlo zvolime funkciu g(x) = (T:T? ) + C)m kde m,

E ;Je typu ,,0/0 alebo

,,00/00“, pri¢om g spifa predpoklady vety s nazvom l'Hospltalovo pravidlo, tak plati:
f'@ _gmw
g'x)  frx)

n su prirodzené Cisla a ¢ je vhodna konstanta taka, ze limita 11m
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Dosledkom toho je, ze pouzitim 1'Hospitalovho pravidla na rieSenie llm f) dvakrat za

gx)
sebou prichadza opétovne k zacykleniu.

Zovseobecnenie v tomto pripade je nasledovné. Vol'me pre toto f funkciu g ako:

g(x) =[fP(0) + ]9,

kde p > 1 a q € (0,1) st realne ¢isla a konsStantu ¢ volime tak, aby dana limita bola typu
,,0/0% alebo ,,00/00%, pricom g splia predpoklady vety s nazvom I'Hospitalovo pravidlo.
Ukézeme, ze po dvojnasobnom pouziti I'Hospitalovho pravidla nastane zacyklenie:

lim fx) lim f'(x) —lim f'(x) _
xoag(x)  wmag'(x)  xapqlfP () + P (0 f (x)
 lim [fPCx) +c]'™7 I (1= QplfPx) +c]CPFPL(x)f'(x) _

d-g " 119(6)) Txha pa(p— D2 ()
lim

Tl —DirmagQ)

Ako aj v predchadzajucom plati, Ze na rozdiel od pocitania ['Hospitalovym pravidlom
vedu elementarne postupy rychlo k vysledku. Staci preniest’ cCitatela do menovatela
menovatel'a a vojst’ pod g-tu mocninu.

Nech napr. p =m a q = 1/3, nech dalej f(x) =Inx, c =5 a x - 0. RieSme nasle-
dujucu tlohu 1'Hospitalovym pravidlom:

Uloha 2:
3
_ Inx _ x 3[(Inx)™ + 5]2/3
lim ~ 3= lim — = lim — =
x—o [(Inx)™ + 5] o 2 [(Inx)™ +5]-2/3(Inx)m1 x>~ 7(nx)
2n[(Inx)™ + 5]"Y3(nx)™1 1 2 Inx
= lim 1 X — 1 im ~ 73
e m(m - D(nx)"2 = (m — 1) x>0 [(Inx)™ + 5]

Vidime, ze priSlo k zacykleniu. Na druhej strane skusme riesit tato ulohu
elementarnymi postupmi:

y Inx i 1 _
5o [(nx)™ +5]1/3 T (Inx)7 + 113 -
(Inx)3 ]

kde sme vyuzili, Ze podiel 1/(Inx)3 ide k 0 pre x = oo a (Inx)™ 3 ide do o pre x — .

Znovu o0 krok spat’

Nakoniec sa budeme venovat rozsireniu poslednej Casti prace [2]. V nej sme sa
oboznamili s tlohami na vypocet limit typu ,,0/0“ alebo ,,00/0% v ktorych pouzitie
I'Hospitalovho pravidla ma opravnenie v prvom kroku, ale d’alej si musime vystacit
s elementarnymi postupmi. Zvlast’ ve'mi vd’a¢na bola:
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2 o= (Ve + W)) VeTre @

kde ¢ je l'ubovolna kladna redlna konstanta. Uloha (2) vznikla integrovanim ¢itatel'a aj me-
novatela v nasledujucej limite z prace [1]:

X

e
llm—
x—>oo,/62x +c

ktord vel'mi lahko vypocitame elementdrnymi postupmi, ale pri opédtovnom pouZiti
I'Hospitalovho pravidla dojde k zacykleniu.

Takto vSak mézeme postupovat’ aj pri d’alSich limitach z prace [1]. Ako prvé budeme
skamat’ limity:

xm
lim ———
X—00 ,/x2m +c

kde m je nejaké prirodzené ¢islo a ¢ je nenulova konstanta.
Na zaciatok vezmime to najl’ahsie, tj. pripad, ked m = 1:

X
lim ——. 3)
xo®4/x2 4 ¢

Potom hladana limita je:

x%+d
lim 4)
x50 x\x2 + ¢ + cln(x + Vx? + )

kde d je nejaka konstanta. V pripade, Ze ¢ je kladna konStanta, hned’ vidime, ze ide
0 limitu typu ,,00/00“. V pripade, Ze ¢ je zapornad konStanta, bolo by vhodné ukazat, ze
tomu tak tiez je. Na to sta¢i ukazat, ze menovatel’ ide do oo, ak x — oco. Ukazeme to.
Vyjmime vyraz xVx? + ¢ pred zatvorku, dostaneme:

Xy x?% + c(l + Cln(x i C)>

xVx? +c¢
Dalej ukaZzeme, Ze podiel ln(x;ﬂ c) ide k 0 pre x —» oo. Pombzeme si 1'Hospitalovym
pravidlom:
1 x+Vx?+c
In(x+Vx>+c) = x4Valtc Vxl+c 1
im = lim > = lim >——=10
x>0 x/x2 ¥ ¢ xX—>00 2x“+c x—0 2x% + ¢
Vx? +c

A teda menovatel’ z limity (4) naozaj ide do o, ak x — oo.
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xZ
xVxZ+c’
Integrovat’ menovatel’ xVx?2 + ¢ je jednoduchsie nez Vx? + ¢. U¢ifime tak. Dostaneme:

Vyraz —— \/_ z ktorého pocitame limitu (3) pre x — oo sa da upravit’ na tvar

x3 + d
lim — (5)

kde d je nejaka konstanta. Pouzitim 1'Hospitalovho pravidla na limitu (5) prejdeme znovu
k limite (3). Limita (5) ma navySe oproti limite (4) uspornejsi zapis a na prvy pohlad je
pre studentov l'ahSie ,,stravitelna“. Inymi slovami neodradzuje ich od pocitania, ako by
tomu mohlo byt v pripade limity (4). A ako bonus ide velmi lahko vypocitat’ aj
elementarnymi postupmi hned’ od zaciatku a nie je potrebné derivovat’.

_ x3+d x3 _ d _ 1
llm—3—11m +11m—3=11m—3+0=
TOWxT+c) TO(WxZ 4+ ) e O < x2 + c>

X
li —1 1
= lim =1.
xX—00 c\3/2
(1+3)

Pre m > 1 moZeme postupovat’ rovnako ako v predoslom a vyuzit' postup, v ktorom
xm 2m-1 3m—-1

vyraz najprv upravime na tvar
Y2 Jamye NPTV UP

X
———— alebo na tvar ———=——= a potom
xm—l,/x2m+c x2m—11/x2m+c p

integrujeme Citatel’ aj menovatel’. Napriklad pre m = 2 dostaneme po zintegrovani limitu:

i x*+d ©
im
x=0 x24x4 + ¢+ ¢ ln(x2 +Vx* + c)
resp. limitu:
+d
lim —— x° @)
= (Va g )

kde v oboch pripadoch d je nejaka konstanta. Aj tu vidime, Ze limitu (7) mozno rychlo a
'ahko vypocitat’ elementarnymi postupmi hned’ od zaciatku.

ESte napiSme vSeobecny tvar limit (4), (5), (6) a (7) pre 'ubovolné prirodzené ¢islo m.
Zovseobecnena verzia limit (4) a (6) teda bude:

X" +d
lim

%00 yma[y2m 4 ¢ + cIn(x™ + V2™ + ¢)

Zovseobecnena verzia limit (5) a (7) potom bude:

X" +d
lim ——
o ()

248



AKO NA L’HOSPITALA 2

Z limit uvedenych v praci [1] mozno predosly postup zopakovat’ aj pre nasledujicu
limitu:

y In x ®)
im ———.
x=>04/In? x + ¢
Rozsirme zlomok ———x— v limite (8) vyrazom YX 4 zintegrujme Citatela aj menovatela
VInZ x+c¢ y 1/x gry) d
zvlast, dostaneme:
In?x +d

lim

x=o4/lnZ x + clnx +cln(lnx +VIn2x + c)’

kde opét’ d je l'ubovol'na konstanta.

Zaver

Tento ¢lanok je doplnenim a rozsirenim prac [1], [2]. Podarilo sa ndAm v fiom najst’
dalsie priklady limit typu ,,0/0° alebo ,,00/00“, v ktorych je sice mozné 1'Hospitalovo
pravidlo pouzit, no k vysledku sa s jeho pomocou nedopracujeme, resp. najst’ také limity,
pri rieSeniach ktorych je opravnené a vhodné jeho pouzitie v prvom kroku, ale v d’alSich si
musime vystacit’ s elementarnymi postupmi. Uvedené priklady a tilohy je mozné uvadzat’
Studentom na cviceniach, ¢i seminaroch z matematickej analyzy ako demonstraciu nutnosti
ovladania elementarnych postupov na vypocet limit typu ,,0/0* alebo ,,00/c0%.
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