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ABSTRACT: In the contribution there is constructed a certain group of linear ordinary
differential operators of the n-th order and there is solved the problem of its solvability. In
particular, using the stabilization of the commutant chain of that group, we have obtain that the
mention group is solvable. Moreover, using the one-to-one correspondence between this group
and the system of solution spaces of corresponding homogeneous differential equations of the
n-th order we obtain that the isomorphic group of solution spaces is also solvable.
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ABSTRAKT: V prispévku je zkonstruovana jista grupa obycejnych linedrnich diferencidlnich
operdatorii n-tého radu a je resen problém jeji resitelnosti. Zejména, uzitim stabilizace retézce
komutantii této grupy, jsme obdrzeli, ze zminéna grupa je reSitelnd. Ddle, uzZitim jedno-
jednoznacné korespondence mezi touto grupou a systémem prostori reSeni prislusnych
homogennich diferencidlnich rovnic n-tého radu dostavame, Ze izomorfni grupa prostorii Feseni
Je také resitelnd.

KLiCOVA SLOVA: Diferencidini rovnice, prostory Feseni homogennich diferencidlnich

rovnic, resitelnd grupa.
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V tomto piispévku, ktery nalezi do série praci ([1], [2], [3], [4]) a na nékteré z nich
podstatné navazuje, se veénujeme feSeni konkrétniho klasického problému, kterym je
otazka feSitelnosti (v Galoisové smyslu) grup jistych linedrnich diferencidlnich operatorti
n-té¢ho fadu — pro libovolné ptirozené Cislo n > 2. Tyto operatory tvaru

. n d k
= X)——
kz_(:) Pk ( )dxk ,

kde p jsou spojité funkce na néjakém otevieném intervalu J < R, tvofi-jak znamo-levé
strany obycejnych linearnich diferencialnich rovnic n-tého fadu.

Usporadanou grupou rozumime trojici (G, ., <), kde (G, .) je grupa a binarni relace
<je usporadani na G takové, ze pro libovolnou trojici X, y, z € G plyne z vlastnosti x <y
také X .2 <y.z,z.X< z.Y.Vusporadané grupé¢ budeme symbolem [a)< oznaCovat
hlavni konec generovany prvkem a € G, definovany takto: [a)< = {x € G; a <x}.

Piipomefnime standardné pouzivané oznaceni: Je-li H normalni podgrupa grupy G
(nazyvand také invariantni podgrupa nebo normalni délitel), piSeme H<G. Dale,
posloupnost podgrup H; (i=0, 1, ..., n) grupy G takova, ze

l1=Hy<H <..<H4<H,=GC )

(symbol 1 oznacuje jednotkovou podgrupu grupy G), se nazyva subnormalni fada grupy G
a ptislusné podilové grupy H; /Hi_; (i = 1, 2, ..., n) se nazyvaji faktory dané tady. Jsou-li
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vSechny faktory fady (S) komutativni, nazyva se tato fada feSitelnd. Grupa se nazyva
fesitelna, jestlize ma alespon jednu fesitelnou subnormalni fadu (viz napi. [10], [11],[13],
[18]. Pii praktickém ovétovani fteSitelnosti je v nekterych piipadech cesta k dukazu
fesitelnosti zakladni grupy rychlejsi ovefenim stabilizace fetézce komutantd (na Grovni
trividlni podgrupy) nez prostfednictvim pracného ovétovani komutativity faktort existujici
subnormalni fady podgrup, o niz se dokazuje, Ze je fesitelna.

Pfipomenme, ze podgrupa G’ grupy G generovana mnozinou komutatoru [a, b] =
a'b™ab viech dvojic prvki [a, b] € G x G se nazyva komutant grupy G. Komutant G’
grupy G ’se nazyva druhy komutant grupy G. Obvyklé oznadeni je také G'= G¥, G"’= G@,
atd. Obecnd G™Y = (GM)’. Komutant G™ se také nazyva n-ta derivace grupy G a fetézec
komutantt grupy G

G=69-6">56%9 5.
je také nazyvan derivovany fetézec grupy G.
Tvrzeni 1: ([18, Véta 10.31, s.172]). Bud’ G grupa. Tyto podminky jsou ekvivalentni:
(i) Grupa G je resitelna.
(ii) Existuje celé kladné cislo n s viastnosti G"=1.
(iii) Existuje resitelnd subnormalni rada grupy G.

Mnozinu vSech realnych ¢isel budeme znacit R; pod oznafenim C(J) (uziva se i
ozna¢eni C°(J)) budeme rozumét okruh vsech spojitych funkci na intervalu J < R
S obvyklym s¢itdnim a néasobenim funkci. Analogicky okruh vSech spojitych funkci na
intervalu J, které maji vSechny derivace az do fadu K pro né&jaké ptirozené ¢islo k, budeme
oznagovat C*(J). Symbolem C.(J) ozna¢ime podpolookruh okruhu C(J), tvofeny viemi
kladnymi spojitymi funkcemi, tedy

Ci={f:IJ>R; f(x)>0,xed}.
Pro kazdé pfirozené ¢islo n > 2 oznacime jako A, mnozinu vSech linearnich
homogennich diferencialnich rovnic n-tého fadu nasledujiciho tvaru:

Y™ 4+ P ()Y .+ po(x)y =0
(viz [1], [8], [15], [16]), kde px e C(J), k=0, 1, ..., n—1, po(X) > O pro libovolné x € J.
Uvazujme nyni diferencialni operator n-tého fadu, pfifazeny obycejné homogenni
linearni diferencialni rovnici n-tého fadu, ve tvaru

n
k

Ln =2 P(X)D

k=0

k

dx
k=01, .. n-1 ps(x) =1, . zapis Ly(y) = 0 oznacuje obyc¢ejnou homogenni linearni

diferencialni rovnici tvaru

, Px(X) je spojita funkce definovana na otevieném intervalu JC R,

n-1
YW (x)+ Y p(x)y™(x)=0.
k=0
V souladu s ¢lanky [1], [7], [8] oznaéme L(poy , ..., pna)(y) : C'(J)— C"(J) vyse
definovany linearni operator. Plati tedy
L®o, v ) = Y™ + P g ()Y 4t po (X)y
a polozme
LA/ ={L(po, ... pn1): Pk €CI), k=0, 1, ..., n—1} .
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Ozna¢me dale No(n)= {0/, ...n— 1}; symbolem & budeme oznacovat tzv.
Kroneckerovo &, ptri¢emz klademe 5_,] =1 - ;. Pro libovolné m € No(n) oznac¢ime jako
LA,(J)m mnozinu vSech linedrnich diferencialnich operatort n-tého fadu

L(po, ..., pn-r): C"(J)— C(J), kde px e C(J) pro libovolné k & Ny(n), pn € C.(J), (tj.
Pm(X) > 0 pro libovolné x e J). Nyni zavedeme vektorovou funkci p (X) takto:
B () = (PoX), ... paa(X)), X € J. Potom Ize psat Lo( )y = y® + (B (x), (v, )", .0 ™),
kde v posledni zavorce se jedna o skalarni soucin vektoru.
Nyni definujeme binarni operaci ,,o,, “ a binarni relaci ,,<;“ na mnoziné LA(J)m
takto: Pro libovolnou dvojici L(p), L(g)e LA\@)m 7= (Pos--r Pn1), ¢= (o, ) Gna)
polozime L(p ), L(g)="L(u), u=(Uo,..., un-1), kde

Uk(X) = Pm(X) A(X) + (1 = O ) Pu(X) , X €
al(p) <nL(q) jestlize pi(X) < au(X), k & No(n), Pm(X) = Qm(X), X €J.

Je ziejmé, ze (LAN(J)m ,<n) je uspofadana mnozina. Vlastnosti binarni operace o,, a
vztah této operace k usporadani <, na mnoziné LA,(J), uvadi nasledujici tvrzeni 1, jehoz
dtikaz 1ze nalézt napft. v [7].

Tvrzeni 2: Algebraicka struktura (LA(Q)m , oy » <n) je nekomutativni usporadanad grupa.
Nyni obratime svou pozornost k podgrupam grupy LAn(J)m. Zavedeme oznaceni

LiADm = {L(P); P= (Po,-..., pna), Px € C(J), k € No(n), pm(X) = 1}. Pomoci tohoto
oznaceni lze formulovat tvrzeni 2. Také jeho dukaz lze nalézt v publikaci [7].
Tvrzeni 3: Necht Jc R je otevieny interval. Pro libovolnéen e N, n>2,0<m<n-1
plati, ze grupa (LiAQQ)m, °y, ) je invariantni podgrupa grupy (LA(m, o )-
Oznac¢me Lc An(J)m = {L(Po, P1, s Iy ooy Pna); Pk € CQA), r € R, r =0}.
Z dtivodu vétsi nazornosti postuptt v diikazech nasledujicich vét rozepiSme podrobnéji
vypocet soucinu diferencialnich operatorti L( p (X)), L(g (X)), tedy aplikaci binarni operace
»om - naprvky mnoziny L Ay(J)m:

Necht 0 < m < n—-1apy € CJ), pn(X) =0, xe J. Pro libovolnou dvojici operatora
L(Po, s Pms -+» Pna)s L(Qos -+ Qmy On-g) Z mnoziny L An(J)m plati:

L(Po,s -y Pmy «es Prt) o L(Gos +es Om s +vy On2) = L(Uo, .oy Um, -y Ung), kdE
Uo(X) = Pm(X)o(X) + Po(X),

Un(X) = Pr(X)0in(x),

Un-1(X) = Pm(X)0n-1(X) + Pn-1(X), X J.
Z davodu struénosti piseme misto p(X), q(x) pouze p, g S ptislusnym indexem.

Poznamenejme, Ze inverzni operator Lfl(po yeers Pmy o Pn-g) K operatoru L(Po -y Pmyeeer Pnt)
(jakozto inverzni prvek k tomuto prvku v grupé (LAy(J)m, oy, )) je tvaru
_ 1 _
L™ (Po ees Py vees Prot) = L(—&——MJ
pm pm pm

Veéta 1: Grupoidy (Lc Av(Q)m ,om ), (L1 Av(Q)m , o, ) jsou podgrupy grupy (LADm o),
pritom (L1 Al(Dm o) < (LcAnDmrom) < (LADm o )-
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Diuikaz: Pro libovolné operatory L( p ) € LAy(J)m, L(g ) € Lc An(J)m plati-podobné jako
vise-LH(P)om L(§) o L(H)=LT(P)omL(Go, Guy -l oo Gnt) oy L(PoL Prseves P

1
pn—l):L(_&i_ﬂw--i_s---s_mj °m L(r p0+q01'"1rpml ---arpn—1+qn—1):
Pm  Pm Pm Pm
L("'po tG Po M-Pi*q P FPna®Ong pn—lj:
pm pm pm pm pm pm
L[(r—l)-pmqo,(r—l)-p1+q1,._, ,__,(r—l)-|on_1+qn_1]ELCAH(J)m'PmtOze
pm pm pm

(Lc An(@)m s oy ) Je podgrupa grupy (LAL(J)m , o, ) (nebot pro libovolnou dvojici operatort
L(7), L(g) € Le Af@)m plati L(5) o L(G) = L(Po, Prs oo, - Pt) oy
L[q_lq_j L[&_q_o,...,i,...,m_qn_—qELCAH(J),“ 2 LO...
Om S Om S Om S S Um

0,1,0,..,0)e Lc Ai(d)m ), dostavame, ze grupa (Lc An(J)m , °,, ) je invariantni podgrupou
grupy (L An(d)m , oy ). Podobné se ovéri, ze grupoid (L An(d)m, o ) J€ podgrupa grupy (Lc
An(d)m , o1y ), @ to invariantni, tedy normalni délitel. Dalsi fakta vyplyvaji z vyse uvedenych
tvrzeni. O
Veéta 2: Bud'J c R otevieny interval. Grupa (L Ay(d)m , o, ) je Fesitelna.
Diikaz: Ozna¢me G = (L Ay(J)m , o, ). Prvni derivace G’ grupy G, tj. prvni komutant
grupy G, je jeji podgrupa generovana vsemi komutatory tvaru

LD () omL7(G (X)) o L(5 (X)) o L( (X)),
kde L( p (X)), L(g (X)) € LA,(Im . JelikoZ uvedeny komutator je tvaru

L(_& 1o pmJ . L(_q_o ES _qnlj .
pm pm pm qm qm qm

L(Pmdo + Po s Pmm »+-s PmOn-1 + Pn1) =
_ L[_ GnPo*% 1 Gn pn—l"‘Qn—lJ .
pmqm pmqm pmqm
L( PmUo + Pos«++s PmAms+++s PmOn-1 + Pn-1 ) =
L[( P =10 +(1=Gn)Po 4 (Pn=1)ns +(1=Gn )Pny
Pmlm PmAm
dostavame, ze podgrupa grupy (L A,(J)m ,o,) generovana vSemi komutatory uvedeného

j € LiIAV()m ,

tvaru je praveé grupa (Ly An(d)m, o, ). Vskutku, napt. pro kazdé ¢islok e N, 0 < k < n -1,
k =m apro libovolnou funkci f € C(J) , volbou pn(X) =1, gu(x) = X*+1 a pe(x) =

f(x)

5 (X2 +1) (za ptedpokladu 0 & J — ktery lze odstranit jinou konkrétni vhodnou
X

volbou dat) obdrzime

L (Pn(X)=1)q () + (1= gn(X))Pe (X)) =

S T =X*pi(x)
P (X )0 (X) 2

=f(x), x €,
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tedy libovolny spojity koeficient vyse uvedeného operatoru lze vyjadrit v popsaném tvaru.
Tedy G' = (L1 An(D)m, °m )-

Daéle, uvazujme libovolnou dvojici diferencialnich operatora L(Uo, ...,1,...,Un1),
L(vo, ..., 1, ..., Vo) € L1 Ax(Q)m . Na zaklad€ podobné tvahy s vyse uvedenou dostavame
L™ (Uo, voe Ly Una) oy L7 (Vo voey 1y ooy Vog) oy L(Uo,y vov , Ly Una) 0y LV, vy 1, ey Vi) =

L(—Uo, ..., 1, ...,—Ung) o L(Vo, ...\ 1yeesy V) oy L(Uo+ Vo, .oy 1, ooy Upg + Vig) =

L(—Huo+Vo) ,....1 ..., {(Un_1+Vpa)) oy L(Ug +V0 ..., 1 ..., Una+Ve) = L(O, 0,...,0,1, 0,..., 0),

tedy G’ je trivialni grupa, tvofena pouze neutralnim prvkem. Souhrnem jsme tedy obdrzZeli
{L@©,..,01,0,..,00}=G"c G’ c GO=G =(LA)n,op),
tudiz grupa (L An(J)m , o, ) je Tesitelna. O

Nyni podame konstrukci nekomutativni uspotfddané grupy linearnich prostorti hladkych
funkci tfidy C" definovanych na intervalu J < R (ktery mize byt i roven R), podle [1].
Necht ¢y , ..., ¢, € C"(J) jsou linearné nezavislé funkce. Piesnéji vyjadieno, funkce ¢,
..., @y tvori fundamentalni systém feSeni nékteré homogenni diferencialni rovnice, jejiz
koeficienty jsou spojité funkce (tzn. Wronského determinant W[ ¢, ..., ¢] neni roven nule
v zadném bod¢ intervalu J). Ozna¢me V(@ ..., ¢,) linearni prostor dimenze n tvotfeny
vsemi funkcemi tvaru
Y(X) =Gk () + Coh (X) + ...+ Cohy (X)
kdecy, ..., cn €R, tedy
Vigr,..., g) ={Cio1+...+chpn; @1,..., 0, €C"J), C1, ..., cn €R}

Potom V(¢,..., @) je linearnim prostorem dimenze n vSech feSeni homogenni
diferencialni rovnice fadu n tvaru L,(y) =0, tedy

n-1
y™M)+ Y pe(x)y(x) =0,

k=0
D X
kde o) = DelorenlC) 0 )
WL, ..on1(x)
D[, ..., ¢n] jsou prislusné subdeterminanty determinantu
R R
I O
det| : : o
R A

vystupujici v Laplaceové rozvoji uvedeného determinantu podle posledniho sloupce.
Ozna¢me F < C"(J)x C"(J) mnozinu vSech uspofadanych n-tic [¢y,..., ¢,] linedrn&
nezavislych funkci ¢, ..., @, , pro které plati D, 1[ ¢y, ..., @] #0 naintervalu J, kde
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(2 ?,
7 @,
Dnaler,..., o] = det
(pin—z) (Bén—Z)
iV i
a dile pox) = Dol 2100
Wlo,....0,1(%)

>0 pro kazdé x € J.

®Pn

@n

(n-2)

o}
o{"

Oznac¢me dale G(F) soustavu (systém) vSech prostorti dimenze n, V(¢y, ..., @), kde
[on.... o] € F. Nasoustavé G(F) definujme nyni binarni operaci - timto predpisem:

Z obecné teorie feSeni diferenciadlnich rovnic je znamo (srv. téz vysledky
monografie F. Neumana [16] a dals$i prace tohoto autora), Ze mezi mnozinou vSech
operatort LA,(J) a systétmem G(F) existuje bijektivni (jednojednozna¢né) zobrazeni
@ : LA,(J) - G(F). Necht V(gy,..., @) € G(F), V(i ..., wn)e G(F) jsou libovolné
zvolené prostory, tzn. prostory feseni linearnich diferencialnich rovnic

y " 4 p ()Y L py(X)y =0,
y " g, (x)y" ™ +.4+,(x)y =0,

tj. rovnic

(2 @, N y
A

det| ' ' " |=0,
AR S S A
vV, v, Vh
i Y e Y

det] =0.
pit vy Y

Pak jsou jednozna¢né urceny operatory L(Po, ..., pn), L(do, -.., gn) S vlastnosti L(Do, ..., pn)
=o' Mpy..., @), Lo, ... g0) = @ V(v ..., ). Nyni pro zvolenou libovolnou
dvojici prostort V(¢ ..., @) € G(F), V(w, ..., i) € G(F) poloZzime
V(gy..., o) -V(u,..., wn) =V(oy, ..., @y),
kde V(ay,..., ah) = AL(po, ..., pn) °L(qo, --.. gn)) -
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Véta 3: Bud' J — R otevieny interval. Grupoid (G(F), ) je nekomutativni grupa.
Diikaz: Je uveden v praci [1].

Z véty 2 tohoto piispévku vzhledem k vyse provedené tivaze vyplyva

Véta 4: Bud' J — R otevieny interval. Grupa prostorit (G(F), -) je resitelna.
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