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CONICS IN TANGENCY PROBLEMS SOLVING
KUZELOSECKY V RIESENI ULOH O DOTYKOCH
MARTIN BILLICH

ABSTRACT. Problems in which we construct a circle tangent to given elements (point, line,
circle) in a plane have an important place in school mathematics. In this paper, possible
approach how to use the conics in solving classical construction problems is discussed.
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ABSTRAKT. Ulohy, v ktorych hladdme kruznicu dotykajiicu sa danych geometrickych ditvarov
(bodu, priamky, kruznice) v rovine maju dolezité miesto v Skolskej matematike. V prispevku
uvedieme moznosti vyuZitia kuzeloseciek v rieSent klasickych planimetrickych uloh o dotykoch.
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1. Uvod

Medzi najpritazlivejSie partie syntetickej geometrie mozno zaradit’ ulohy, v ktorych
hladame kruznicu dotykajucu sa danych troch geometrickych utvarov z Gtvarov bod,
priamka, kruznica a ktoré sa v literatire obvykle oznaCuji ako Apolloniove ulohy.
Namiesto podmienky dotyku moéZeme v tychto ulohach zaviest' aj dalSie Specifické
podmienky, aby hI'adana kruznica mala dany polomer, pretinala dant kruznicu ortogonalne
resp. pod danym uhlom. Viac o metddach rieSenia tychto uloh mozno najst’ v praci [2].

V tomto prispevku najskor uvedieme konstrukciu regularnych kuzeloseciek metdédou
mnozin bodov danych vlastnosti a nasledne metodou analytickej geometrie odvodime ich
rovnice. Vyuzijeme pritom skutoc¢nost’, Ze kuzeloseCky mdézeme definovat’ ako mnoziny
stredov vSetkych kruznic, ktoré sa dotykaju danych dvoch kruznic, resp. danej kruznice
a priamky. Na tomto mieste treba poznamenat, ze tu uvedené postupy pre stredové
kuzelose€ky (elipsu a hyperbolu), mozno jednoducho aplikovat’ aj na parabolu (viac v [3]).

Pre lepSiu nazornost’ je vhodné pri tychto typoch tloh pouzit’ niektory z dostupnych
programov dynamickej geometrie. V sucasnosti je vel'mi atraktivny softvér GeoGebra,
ktorého hlavnou vyhodou je, ze nd&m umoznuje menit’ vstupné prvky jednotlivych objektov
(v algebraickom ¢i geometrickom okne) a sledovat’ ako tieto zmeny vplyvaji na vysledné
objekty s nimi zviazanymi. V tomto smere sa javi aj na$ pristup, s prechodom od
syntetickych k analytickym metédam rieSenia uloh, ako prirodzeny.

2. KuZelosecky ako mnozZiny bodov danych vlastnosti

Uvazujme dve nezhodné, zvonku (prip. zvnutra) dotykajuce sa kruznice kq(S1,71),
k5 (S,,13), priom r; > 1, abod M na kruznici k;. Zostrojme kruZnicu k, ktora sa dotyka
danych dvoch kruznic, pri¢om kruznice k, sa dotyka v danom bode M. V nasledujicom
postupe predpokladajme, Ze kruznice kq,k, a k maji po dvojiciach navzajom vonkajsi
dotyk. Oznac¢me S stred kruznice k. Bod S lezi na priamke incidentnej s bodom M a
stredom S; kruZnice k;, priCom jeho vzdialenost’ od bodu M je rovna vzdialenosti od
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kruznice k,. Potom stred S kruznice k je sucasne i stredom kruznice | prechadzajlcej
stredom S, kruznice k, a bodom N na usecke MS;, kde [MN| = r,. Bod S teda leZi na osi
o usecky S, N, odkial je zrejma jeho konstrukcia (obr. 1).

Obrazok 1: Konstrukcia dotykajtcich sa kruznic v programe GeoGebra

Z predchadzajucej konstrukcie vyplyva, ze pre kazdy bod M kruznice k; lezi stred S
kruznice k na hyperbole, pricom plati: |SS;| —|SS,| = 1 — rp,. Ohniskami tejto
hyperboly st stredy S; a S, danych kruznic a dizka hlavnej osi je 2a = r; — 1,. Takto
dostavame obvykla definiciu hyperboly ako mnoziny vsetkych bodov roviny, ktorych
absolutna hodnota rozdielu vzdialenosti od dvoch danych bodov je konstantna.

Ak sa dané kruznice kq, k, dotykaji zvnutra, tak je mozné pouzit’ analogicky postup,
pricom dostavame, ze vSetky stredy S kruznic k lezia na elipse s ohniskami S;, S, a
s dizkou hlavnej osi 2a = r; + 13, t. j. elipsa je mnoZinou vietkych bodov roviny, ktorych
stcet vzdialenosti od danych dvoch bodov je konstantna (viac v praci [1]).

Analytické vyjadrenie hyperboly. Zvol'me ststavu suradnic s 0Sou o, incidentnou so
stredmi S;, S, danych dvoch zvonka dotykajucich sa kruznic k; a k,, pricom zaciatok
O ststavy suradnic je ich dotykovym bodom. Nech kruznica k pozadovanych vlastnosti
(dotykajuca sa zvonka oboch kruznic ky,k,) ma stred S = [x,y] a polomer s dizkou .
Z pravouhlych trojuholnikov S; PS a S, PS (bod P je patou kolmice vedenej bodom S na 0s
0y, vid obr. 2) vyplyva, ze

y2=(r+m)?—(x+n)’ (1)
yi=(p+1)? = (p—x)? )

Eliminaciou premennej y z tychto rovnic, dostavame pre x-ovu siradnicu stredu S

rn—rn

T+
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Obrazok 2

Vyjadrenim r z tohto vzt'ahu a dosadenim do jednej z rovnic (1) alebo (2) dostaneme

4riry 4riry
y? = x+ 5 %2,
n—n (ry —12)

¢o je vrcholova rovnica hyperboly. Tymto sme dokazali nasledujtice tvrdenie.

Veta 1. Dané su dve nezhodné zvonku dotykajuce sa kruznice. Mnozina stredov vSetkych
kruznic, ktoré sa zvonku dotykaji danych kruznic je hyperbola.

Analytické vyjadrenie elipsy. Postupujeme podobne ako v pripade hyperboly, ked’
zvolime sustavu stradnic s 050U o, incidentnou so stredmi S;, S, danych dvoch zvnutra
dotykajucich sa kruznic k; a k, (zaciatok O sustavy je ich dotykovym bodom, obr. 3). Pre
stred S = [x, y] kruznice k, ktora sa dotyka zvnutra kruZnice k;, zvonku kruZnice k, a
ktorej polomer ma dizku 7, plati:

yi=(r+r)*—(x—1)?
y?=(rn—1)%—=(r, —x)*

Y

0 $ P S B A

Obrazok 3
Postupnym rieSenim tejto sustavy rovnic (eliminaciou premennych) dostavame:

411y 4rir, nt+n

2 _ 2
rn+n (rn+mr)? "’ =T
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Prva z rovnic je vrcholovou rovnicou elipsy, ¢im sme dokazali nasledujuce tvrdenie.

Veta 2. Dané su dve nezhodné zvntitra dotykajuce sa kruznice. Mnozina stredov vsetkych
kruznic, ktoré sa dotykaji danych dvoch kruznic (jednej zvonku a druhej zvnutra) je elipsa.

Analogicky vysledok dostaneme aj pre dvojice navzdjom nezhodnych, neststrednych a
nedotykajucich sa kruznic, ¢o mozno zhrnat’ do nasledujucej vety (vid’ v [2]).

Veta 3. Mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré sa dotykaji dvoch nezhodnych,
nedotykajtcich sa a neststrednych kruznic k;(S;, ;) (i = 1,2), sa dve konfokalne
kuzelosetky s ohniskami S;, S, a dizkami |r; —r,| a (r; + ;) hlavnej osi (s vynimkou
nevlastnych bodov kuzel'oseciek a pripadnych spolo¢nych bodov danych kruznic).

3. Kuzelosecky v ulohach

Metodou analytickej geometrie vyrieSime dvojicu Apolloniovych tloh (v prostredi
programu GeoGebra), pricom pouzijeme vysledky z predchadzajucej Casti.

Uloha 1. Dané je kruZnica s priemerom AB a bod C na AB, ktory tento priemer deli
v pomere 2 :1. Nad priemermi AC a CB su zostrojené d’alsSie dve kruznice. Zostrojte
kruznicu, ktora sa dotyka vsetkych troch danych kruznic.

RieSenie. Nech use¢ka AB ma dizku 2d. Polomery kruznic nad priemermi AC a CB maju
potom vel'kosti gd a %d. Ak existuje kruznica k pozadovanych vlastnosti, tak pre jej stred
S plati:

Obrazok 4

a) bod S je stredom kruznice dotykajicej sa zvonka kruznic nad priemermi AC a CB,
t.j. lezi na hyperbole, ktorej rovnicu mdézeme vo vhodne zvolenej sustave sturadnic
(kde os o,, je doty¢nicou kruznic nad priemermi AC a CB V ich spolo¢nom bode)
vyjadrit’ v tvare
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8d
y? = —x + 8x2,
3
b) bod S je stredom kruznice, ktora sa dotyka zvonku kruznice nad priemerom AC
a zvnutra kruznice nad priemerom AB, t. j. lezi na elipse, ktorej rovnica ma tvar

360 — 192d 72 480 — 128d
= x——x’+————d

75 75 75

Elipsa a hyperbola (jedna jej vetva, pre x > 0), zostrojené podl'a predchadzajucich dvoch
bodov, sa pretinaju v stredoch kruznic pozadovanych vlastnosti. Obe rieSenia ulohy,
zostrojené v prostredi programu GeoGebra, st znazornené na obrazku 4.

y2

Poznamka. Namiesto hyperboly v bode a) mézeme uvazovat' taktiez elipsu, ktora je
mnozinou stredov vSetkych kruznic dotykajucich sa zvonku kruznice nad priemerom BC
a zvnutra kruznice nad priemerom AB. V tomto pripade su stredy hladanych kruznic
priesecnikmi dvoch elips.

Uloha 2. Dany je rovnoramenny, pravouhly trojuholnik MS;S, Spravym uhlom pri
vrchole S, pricom |MS;| = d a kruznice k; (51,%), k,(S,,d). Zostrojte kruznicu, ktora sa
dotyka kruznic k4, k, a prechadza bodom M.

RieSenie. Ak existuje kruznica k pozadovanych vlastnosti, tak podla vety 3 jej stred S je
bodom dvojice konfokalnych kuzelosegiek s ohniskami S;, S, a dizkami (r; +13) a
|ry — 5| hlavnej osi (elipsa E; a hyperbola H; na obr. 5), ktorych rovnice mézeme vo
vhodne zvolenej ststave suradnic (s osami incidentnymi s odvesnami daného pravouhlého
trojuholnika) vyjadrit’ v tvare

5d 5 5 3\ 3\’
= (—d) , Hy: y?=—3dx+3x%+ (Zd> .

Obrazok 5
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Okrem toho, bod S je stredom kruznice, ktora sa dotyka kruznice k, (resp. k,) a prechadza
bodom M, teda podla vety 2 (v limitnom pripade, ked’ bodu M zodpoveda kruznica s
“nekonec¢ne malym” polomerom), lezi na hyperbole s rovnicou

1 3
Cop2 — a2 _2 g2
Hy: y 3 x“+dy 6 d-.
Pretoze bod M je vonkaj$im bodom vzhl'adom na kruznice k; a k,, tak podmienkam ulohy
vyhovuji dva body S, ktoré st priese¢nikmi hyperbol H; a H, (obr. 5).

4. Zaver

Apolloniove ulohy sa tesili vel'kému zdujmu v celej svojej historii, coho dokazom sa
mnohé prace vyznamnych matematikov ako boli napr. Archimedes, Apollonius, Pappos,
neskor Viéte, Descartes, Newton, Lambert, Euler a d’al$i. Aj v dnes$nej dobe mbézeme néjst’
v odbornej literature viacero zaujimavych prispevkov s problematikou dotykajucich sa
kruznic, mnohé aj s podporou vypoctovej techniky. V sucasnej Skolskej matematike ma
dynamicka podpora vyucby geometrie svoje miesto, nakolko prispieva k I'ahSiemu
arychlejSiemu pochopeniu uciva, ako aj kjeho hlbsej fixacii. Roézne pohlady na
kuzelosecky ako mnoziny bodov danych vlastnosti, spolu s ich vizualizciou v prostredi
programu dynamickej geometrie, sa stavaji zakladom mnohych ziackych aktivit, ktoré
prispievajl k prirodzenému osvojovaniu Si novych pojmov. Tieto moZnosti sme sa snazili
nacrtnit’ aj vtomto prispevku, pririeSeni klasickych planimetrickych uloh metédou
analytickej geometrie.
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